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SUR LES POINTS OU UNE FONCTION ANALYTIQUE
PREND DES VALEURS ENTIÈRES

par Jean-Paul BÉZIVIN

1. Introduction et notations.

Soit f(z) une fonction entière d'une variable complexe. On note
|/|(r) le maximum du module de f(z) sur le cercle z| = r. L'étude
des points où une telle fonction prend des valeurs entières a été
inaugurée par G. Pôlya avec les résultats suivants ([13]) :

THÉORÈME P01. — Soit f une fonction entière d'une variable complexe.
On suppose que :

a) f(n) 6 Z pour tout n e N.
b) \f\(r) ^ exp(cr) avec c < log2.

Alors f est un polynôme.

THÉORÈME P02. - Soit f une fonction entière d'une variable complexe.
On suppose que :

a) f(n2) e Z pour tout n e N .
b) \f\(r) ^ exp(cr1'2) avec c < log ((3 + (SY'2)/!).

Alors f est un polynôme.

Les bornes données pour la constante c sont les meilleures possibles.
Pour des généralisations, notamment à plusieurs variables, voir [2], [3]
[7] et [9].

Mots-clés: Fonctions de type exponentiel - Fonctions arithmétiques - Suites récurrentes.
Classification A.M.S. : 30D.
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En 1933, A. 0. Gel'fond démontre le résultat suivant ([6]) :

THÉORÈME G. — Soit f une fonction entière d'une variable complexe
et q e Z, \q\ > 1. On suppose que :

a) /(^ra) e ̂  P0^ ^out n G ^ •

b) |/|(r) ^ exp (c(log r)2) avec c < ̂ -——.

Alors f est un polynôme.

En fait, le résultat est un peu plus précis que celui que nous donnons
pour l'ordre de la croissance, le lecteur intéressé pourra consulter [6] et
[16], et pour des généralisations à plusieurs variables, [4], [5] et [8]. Là

encore, la constante———— est la meilleure possible.41og|<?|

On peut envisager de généraliser ces résultats dans des directions
différentes.

Si l'on conserve l'hypothèse que / est entière, on peut modifier la
suite des points où elle prend des valeurs entières et énoncer le problème
très général suivant:

PROBLÈME. — Soit u(n) une suite d'éléments de Z, on suppose que
u(n) est une suite récurrente linéaire, et que \u(n)\ -> 4- oo quand
n -> + oo. Soit f une fonction entière d'une variable complexe.

Donner des conditions sur la croissance de f et de la suite u(n) pour
que l'hypothèse :

« f(u(n)) 6 Z pour tout entier naturel n »

implique que f est un polynôme.

Dans le cadre de ce problème, on voit donc que seuls sont résolus
complètement (à la connaissance de l'auteur), avec la meilleure croissance
possible pour /, les cas u(n) == M , u(n) = n2 , u(n) = ^, et ceux qui
s'y ramènent.

Il semble qu'aucun analogue du théorème P02 dans le cas de la
suite q" étudiée par Gel'fond n'ait été publié. Le résultat suivant est
un tel analogue.
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THÉORÈME 1. - Soient ae Z, \a\ > 2, et q la solution de module > 1
de l'équation x2 - ax + 1 == 0. Soit f une fonction entière d'une variable
complexe. On suppose que :

a) f(qn+q~n)eI. pour tout n e N .

b) 1/1 M < exp (c(log r)2) avec c < —————41og|<?|
Alors f est un polynôme.

De plus la constante l/(41og|^|) est la meilleure possible.

On notera que u(n) = q" -h q ' " est une suite récurrente linéaire
d'éléments de Z, puisque q est une unité algébrique.

La méthode de démonstration utilise le polynôme d'interpolation de
la fonction f(z) aux points u(n) = (f + q ~ n , et suit d'assez près la
démonstration originelle de Gel'fond.

Nous étudierons aussi le cas où u(n) est un polynôme de degré ^ 3.

Avant d'énoncer nos résultats, nous donnons deux théorèmes de
C. Pisot qui nous seront utiles ([10], [11], [12]) :

THÉORÈME PU. — Soit f une fonction entière d'une variable complexe.
On suppose :

a) f(n) e Z pour tout n e N .
b) 1/10*) ^ exp (ar) où a est une constante positive.

Soit S^ = { z e C 3ueC, u|^a et z=exp(M)} et ao la valeur de a
telle que le diamètre transfini de -S'a soit égal à 1.

Alors, si a < ao, / est un polynôme exponentiel.

Pisot donne pour ao la valeur approchée 0,843...

THÉORÈME PI2. — Soit f une fonction entière d'une variable complexe.
On suppose :

a) f(n2) e Z pour tout n e N .
b) 1/10*) ^ expaQ-)^2 où a est une constante positive.

Soit 7^ == { z e C S^eC, M [ ^ a et z-exp (u)+exp (-u)}, et ai la
valeur de a telle que le diamètre transfini de Ta soit égal à 1.

Alors, si a < ai, la fonction /(z2) est un polynôme exponentiel.

Pisot donne pour ai la valeur approchée 0,993...
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Nous avons le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Soit f une fonction entière d'une variable complexe,
et P un polynôme unitaire de C[z] de degré s ^ 3.

On suppose que, pour tout n e N, f(P(n)) e Z et que la croissance de
f est majorée par : \f\(r) ^ expÇcr113). Alors :

a) Si c < (Xo = 0,843..., / est un polynôme.

b) Si P est un polynôme pair et si c < ai = 0,993..., alors f est un
polynôme.

Maintenant, il est peu probable que ces valeurs soient les meilleures
possibles.

On peut voir d'autre part que la méthode d'interpolation utilisée
par G. Pôlya pour les théorèmes P01 et P02 ne semble pas conduire
à un résultat dans ce cas.

La seconde voie pour la généralisation des théorèmes P01 et P02
est d'affaiblir les conditions sur la fonction entière f(z). Nous renvoyons
le lecteur intéressé à l'article de Robinson ([14]) qui traite des cas où
l'on fait des hypothèses différentes sur les propriétés analytiques de /.
Aucun résultat de ce type n'était semble-t-il connu pour le théorème G.

Nous donnons une telle généralisation, sous la forme suivante :

THÉORÈME 3. — Soient f une fonction analytique dans C — {0}, et
q e C , \q\ > 1. On pose, pour r> 0 |/|(r) == Max (|/(z)[,[z|=r). On
suppose que :

a) /Oî") e ̂  P0^ tout n e ^ •
b) 1/1 M ^ exp (c(log r)2) où c > 0, pour max(r,l/r) assez grand.

Si c < yo/(Slog \q\), où yo = 0,5988... est la racine dans[0,l] de
l'équation y5 — y4 4- y3 — 6y2 4- lOy — 4 = 0 , alors f est un polynôme
en z et 1/z.

Il est fort peu probable que la valeur yo/(Slog \q\) soit la meilleure
possible.

D'autre part, si q e Z, q \ > 1, l'exemple de Gel'fond dans [6]

montre que la valeur maximale pour c est ^ ———— •41og|^|
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Comme conséquence de ce résultat, on a le corollaire suivant, qui
nous ramène au problème général :

COROLLAIRE — Soient f une fonction entière d'une variable complexe,
P et Q deux polynômes de C[z], de degré 0 et t respectivement avec
0 + t ^ 1.

Soit q e C, [ q | > 1. On suppose que :
a) /CP(<?7Î)+ Q(q~ ")) e ~2- pour tout ne H.

b) 1/1 M ^ exp (a(log y^/log \q\), où a est une constante positive
telle que 8a(max (s,t))2 < y o .

Alors f est un polynôme.

Un cas particulier de ce corollaire est celui où P = Q = z ; on
trouve un résultat analogue à celui du théorème 1, avec une constante
plus faible. Notons cependant qu'il est inutile de supposer comme dans
le théorème 1 que q est une unité algébrique.

On peut vérifier que si / est un polynôme non constant de degré 5
et si f(qn+q~n)e'S. pour tout ne ^J, alors il en résulte que q3 est une
unité algébrique solution d'une équation X2 — aX + 1 = 0 , avec a e Z,
et \a\ > 2.

2. Preuve du théorème 1.

Nous écrivons tout d'abord le coefficient d'interpolation de la
fonction /(z) aux points u(0), . . . , u(n) = q" + ^~", . . .

f(u(k)
(1) a{n) = k̂=o n w-u(j)]

3+k
O^j^n

On a le résultat suivant :

LEMME 1. - Soit d(n) = q-" ((?"+!)-1 ]"[ O/-1)
£=\

n-\
— TT r ^ n i ,,-n- n (^+^"-^-rt

J=0

A lors b(n) = d(n)a(n) est une suite à valeurs dansZ.
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Preuve. — On a
n(n+l ) ^-k

^--+-T-(^+1)
a(n) = ̂  (-1)"-^————^————fÇq^q-^.

n^-i)n(^-i)i i
La formule (1) montre que, dans a(n), les coefficients de f(u(k)) sont
rationnels pour toute valeur de n.

n- 1

D'autre part, ri(n) = ^ (g»+g-"-^_^-^ ̂  un élément deZ.
^-o

Donc le nombre
n'+n t'-k

rf(n)(-l)'•-*^+-^(q*+l)
.(fc,n) = ——„-,————^——————

n<^-i)n(^- i )i i
est rationnel, et s'écrit

2n

-n^+n ^k . n(^~1)
^(^^==(-1)"-^ 2 + 2 (^^l),.^ ______________.

û" + 1 "=A / Ï+Àn^-i)n(^-i)i i
Montrons que la fraction rationnelle

^ + 1 rn^-i)
^fr) = 1 _ i

^ + 1 " = ^ " ^n(^-i)n(^-i)i i
est en fait un polynôme.

Soit (|)d00 le polynôme cyclotomique d'ordre d , d ^ 1.
On a :

n (^-1) = ri n ̂ w= ri wr^
1 ^=1 d|<f d= i

où d(d,h) est la partie entière de h / d . D'autre part

^^^Ç-^-^m,
où le produit est fait sur les d divisant 2h et ne divisant pas h.



FONCTIONS ANALYTIQUES 791

Par suite :

FW - n ̂ w^
avec ^)^]-[^]-['^F^)-*.)
où [x] est la partie entière du nombre réel x, &(d,h) == 1 si d\2h et ri
ne divise pas /î, et e(rf,/î) = 0 sinon.

Il suffit de montrer que P(d,n,k)e^ pour montrer que FeZ[JT|.
On a :

[n-k] Vn-^k} n - k n -+- k InM+M<-^-+-^-=7
d'où

fw-fel [n+k\ \2n\M'b-rbJ-
Ceci prouve l'assertion si s(d,n) == 0 ou si ç.(d,k) == 1.

Nous supposons donc dans la suite :

e(d,n) = = 1 et e(ri,fc) = 0, i.e. :

d\2n, d ne divise pas n et (d ne divise pas 2k ou d\k).

Supposons que d \ k ; alors, puisque d ne divise pas n, d ne divise
ni n + k ni n — k .

_ ("n+fet n + k [n-k~\ n - k
Donc —— < —,— et —— < —,—. ce qui implique

~n + k\ Yn - fe1 2n _ , _ . r2n~| 2n-^^[-T-r-d^' par sulte H^ et
~2n~] rn+k] Vn-k\
-. - —,— - — , — ^ 1, d'où l'assertion. Supposons que d ne

divise pas 2k.

, , , n + f e n — k
Alors 1 un des deux nombres —,— et ——— n'est pas entier • end d

2keffet, sinon leur différence — le serait.
d
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[n+k~] [n-k~} 2n
Donc —— + —— < —» et on conclut comme précédemment.

|_ d J |_ à J à

II résulte de ceci que z>(k,n) est un élément de Z|/?,<?~1], donc un
entier algébrique, et par suite dans Z puisque rationnel.

Ainsi b(n) e Z pour tout n.

LEMME 2. — 5'oit / une fonction entière d'une variable complexe telle
que \f\(r) < exp (c(log r2), soit a(n) le n-ième coefficient d'interpolation
de f sur la suite u(n) = q" + ^ - n , ^ soit 9 > 1 ^xé. On a la
majoration :

\ a(n) | ^ exp [9(c9 log | q \ - l)n2 log | q \ + 0(n)}.

Démonstration. — On a

a(n) = l/(27i0 f/(z)/n (z-u(k))dz") f/^)/n
J A=0J k=0

où l'intégrale est prise sur un cercle de rayon R plus grand que
Max \u(k)\.
O^A^n

On choisit R = \q\nQ. Soit T| > 1 , on a \u(k)\ < r j l ^ l ^ , si k est
assez grand.

On a alors

|z-u(fe)| ^ Igl"9- \u(k)\ ^ Igl"6 -r||q|\
donc

z-uwi ^ i<[i-Ti^] = î (i-n^.^).

Pour n assez grand, -e-^r| < ^•

" / 1 \ " / 1 \
Le produit ]"[(1- ̂ \^n-k) = n(l-77.,7) a une limite (iuand n

0 \ M\{ï\ / 0 \ -'l1!!/

tend vers + oo . Par suite, il existe une constante Ci telle que
nniz-"wi ^c^r^"»
0

pour tout n assez grand et tout z e C, tel que |z| = \q\Qn.
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Donc \a(n)\ ^ \q '"c^l^l'^^^l/KI^I9"), ce qui démontre l'assertion
du lemme.

LEMME 3. — Soient f une fonction entière d'une variable complexe,
et u(n) = q" 4- ^~" , où q e C, \q\ > 1 . (9n suppose que f(u(n)) = 0
pour tout n et que

|/| (r) ^ exp (c (log r)2) avec c < ———— '2 log | q \

Alors f est la fonction nulle.

Démonstration. — Nous utiliserons les résultats de [15]. On ne
restreint pas la généralité en supposant que si / est non nulle, alors
/(0)^0.

Soit alors n(R) le nombre de zéros de /, compte tenu de leurs
multiplicités, dans le disque de centre 0 et de rayon R.

La formule (5,5) de [15], page 132, montre que log |/|(r) est équivalent
f*f / X

à | —— dx quand r tend vers + oo .
Jo x

D'autre part, f(u(n)) = 0 pour tout n montre que :

n(r) ^ log (r)/log \q\ 4- o (log r) lorsque r -> + oo .

Par suite

1"'̂  &»«-»•
Donc

c( logr) 2 ^ ( l ^^+o(( logr) 2 ,2 log | q \

ce qui est contraire à l'hypothèse c < ————• Cette contradiction2 log |^|
termine la démonstration du lemme 3.

Preuve du théorème 1. — Soit b(n) = d(n)a(n) l'expression donnée
dans le lemme 1, qui appartient donc à Z pour tout n. La majoration
triviale

\d(n)\ ̂  exp (n2 log \q\)
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jointe au lemme 2 montre que

\b(n)\ ^exp[l 4-9(00 log |^|-l)n2 log |^|+0(n)].

La fonction 9t~+ 1 + cO^og |<î| - 9 est minimale pour 9o = —————^
. i ^c l°g 1 <? 1et vaut alors

1 - -———- < 0 puisque c < ——— •4c log |^| ' ' 41og|<?|

Par suite b(n) -> 0 quand n -> + oo, et b(n) = 0 pour n assez grand.
Il en est donc de même pour la suite a(n) des coefficients d'interpolation
de la fonction / sur la suite u(n).

Ainsi, il existe un polynôme P, tel que l'on ait P(u(n)) = f(u(n))
pour tout n .

Soit g(z) = f{z) - P(z). Alors g vérifie les hypothèses du lemme 3,
et par suite est la fonction nulle, ce qui termine la démonstration de
la première partie du théorème 1.

Il reste à voir que la valeur ———— est la meilleure possible.41og|^|
^ 2n

Pour cela, posons a(n) = —— = ^"2(<?n+ 1) f] 0?'( ~ 1)' et considérons
1 r • w v - * / 1la série : 1

/M-Z"-2'-.."-'"'^""^^-..).n<i'-i)
1

Commençons par étudier la convergence de la série /(z).

Pour |z| = R, le module du terme général de cette série est majoré
à une constante multiplicative près par

n- 1

i^r^^n (I+CR+I)/!^.
A=0

Dans cette expression, le produit est majoré par le produit infini qui
converge, et que l'on peut majorer ([15] formule (5-4) p. 132) par

exp ((log GR+ l)2)^ log \q\)(l +o(l))).
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II en résulte que la série f(z) définit une fonction analytique dans
tout C. Nous majorons ensuite le module de cette fonction sur le
disque de centre zéro, et de rayon R.

On découpe la somme f(z) en deux parties :

Tout d'abord, pour n ^ log (R-^- l)/log \q\ + 1, on voit en utilisant
l'estimation (10) de [16] page 984 pour le produit

que le terme

n( l+GR+l) / l^ )
k=0

n-1

l ^ r ( n 2 + n ) / 2 ^( l +G R 4 - l ) / l ^ )
est majoré par le terme général d'une série numérique convergente
indépendante de R.

Par suite, la contribution de cette partie est négligeable.
Pour n ^ log (7?+ l)/log \q\, nous majorons le produit par

2"CR+1)^ \q\~(n2~n)12, de sorte que le terme général de la série est
majoré par l'expression 2n(R-^l)n \q\~n .

On cherche alors le maximum de cette fonction de n, et le nombre
de termes dans cette seconde partie étant petit en comparaison du terme
maximal, on obtient

|/| (R) ^ exp ((log R)2/^ log \q\ + 0(log R)).

On a d'autre part l'égalité:

a(n)d(n) = 1 = b(n) = ̂  ̂ k,n)f(u(k)).

On a déjà vu que les ^(7c,n) étaient entiers, et de plus ^(n,n) = 1. Ceci
permet de démontrer par récurrence que les f(u(n)) sont tous dans Z.
Comme il est clair que / n'est pas un polynôme, ceci montre que la
constante l/(41og|^|) est bien la meilleure possible.
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3. Preuve du théorème 2.

Nous aurons besoin de quelques lemmes.

LEMME 4. — Soient s ^ 2 un entier naturel et y^(l ^fe< s) des
fonctions algébriques (sur C(z)). On note F/, une primitive locale de y^
et on suppose qu'il existe des fonctions algébriques (p^ non nulles telles
que

s

(2) $; (p,exp(r,)=0
A = l

sur un ouvert non vide convenable de C.

Alors, pour tout i ( l<f^5) , il existe j = j(ï) 1=- i tel que la fonction
exp(r,—r,) soit algébrique.

Démonstration. — Le cas de s == 2 est trivial. On peut, sans perte
de généralité, supposer la relation (2) de support minimal (i.e. qu'il
n'existe pas de relation de type (2) faisant intervenir moins de s fonctions
parmi les y^).

Par dérivation de la relation (2), on obtient une relation du même
type

S((pi+Y^)exp(IV» = 0.

La relation (2) étant de support minimal, ou bien (p^ 4- y^k = 0 pour
tout k, ou bien il s'agit de la « même » relation. Dans le premier cas
la fonction (p^ exp I\ est constante pour tout k et le résultat est vrai.
Dans le deuxième cas, on a pour tout i ((pl+yi(pt)(ps = (ç^^'YsCps)^.

Il en résulte que la fonction (pi exp Fi/cps exp F s est constante, ce qui
est le résultat annoncé.

LEMME 5. — Soient f(z) une fonction entière d'une variable complexe,
et P un polynôme non constant et unitaire. On suppose qu'il existe un
entier 5 ^ 2 , des nombres algébriques distincts b,, non nuls, et des
polynômes Qi non nuls, à coefficients algébriques, tels que l'on ait

yw))= Eô.w.
1=1

A lors le polynôme P est de degré inférieur ou égal à deux.
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Démonstration. - On se place au voisinage d'un point convenable
de C, et on considère une solution série entière y(z) de l'équation
P{z) = P{y(z)). On a alors l'égalité :

(3) Zô^î= Zô^GO)^.
1= 1 (•= 1

Puisque l'entier s est supérieur ou égal à deux on peut trouver un
indice i, tel que fc ,+ 1.

D'après le lemme 4, il existe un indice j tel que b^/b] est une
fonction algébrique, puisque les fonctions b^b^ sont transcendantes.
Ceci n'est possible que si y{z) est une fonction de la forme az + b. (Si
/ est une fonction algébrique non constante, la fonction exp / est
transcendante.)

D'autre part on doit avoir P(az-^-b) = P(z), donc a est une racine
de l'unité (considérer les coefficients des termes de plus haut degré).

En remplaçant dans l'égalité (3), on voit alors que fc? est l'un des
bj. Mais ceux-ci sont algébriques ; donc d'après le théorème de Gel'fond-
Schneider, la constante a est nécessairement dans Q , et par suite c'est
1 ou - 1.

Si a = 1, l'égalité P{z) = P(z+b) montre que b est nul.

Si a = — 1, alors la valeur de b qui lui correspond est unique.

Il y a donc au plus deux solutions distinctes à l'équation
P(z) = P(y(z)), et comme toutes les solutions de cette équation sont
simples (elles sont non constantes comme P{z) et les racines de P ' ( z )
sont des fonctions constantes), il en résulte que le degré de P est au
plus 2.

Preuve du théorème 2. — à) Posons g(z) = f(P(z)). Alors g(n) e Z
pour tout n e ̂ , et on a visiblement: \g\(r) ^ exp (cr+o(r)). Comme
c < (Xo, il résulte du théorème Pli que g(z) est un polynôme exponentiel
de la forme :

k

Zô^W
t = l

avec les fc, algébriques + 0 et les Q,(z) + 0 à coefficients algébriques.
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On peut alors appliquer le résultat du lemme 5 ; puisque le degré
de P est supposé plus grand que deux, c'est que l'on a s = 1.

Reprenant une solution non égale à z de l'équation P(y(z)) = P(z),
on voit qu'alors b^'2 est une fonction algébrique, ce qui n'est possible
que si bi == 1.

Il en résulte que g(z), donc /(z), est un polynôme, ce qui est le
résultat annoncé.

b) La démonstration est analogue à celle du a), le théorème PI2
étant utilisé à la place du théorème PU.

4. Preuve du théorème 3.

Nous posons f(z) = ^ c(k)zk.
keî

D'après les inégalités de Cauchy et le fait que |/|(r) ^ exp [c(log r)2],
on voit qu'il existe À- e R tel que, pour tout k e Z on ait

(4) \c(k)\ ^ex?( -^+^V

Nous notons K(n) le déterminant de Kronecker de la suite /(<?"), c'est-
à-dire le déterminant de la matrice R(n)=(f(qi+j)0^i^n, O^j^n).

Avant de commencer la démonstration des lemmes techniques
nécessaires à la preuve du théorème 2, nous donnons un schéma de la
démonstration.

Il est clair que K(n) est un élément de Z. Nous allons majorer
K(n), et montrer que K(n) tend vers zéro si n tend vers l'infini.

Par suite, K(n) est nul à partir d'un certain rang. Ceci prouve que
/(^") est une suite récurrente linéaire, autrement dit qu'il existe des

a
coefficients \Vj non tous nuls tels que ^ ^jf(qn+j) == 0 pour n assez

7=0

grand.
a

Nous en déduisons que g(z) = ^ w,/(z^7) est la fonction nulle et
j = o

ensuite la conclusion du théorème 2.
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4.1. Majoration du déterminant de Kronecker.

LEMME 6. — On a l'égalité suivante

^(n)=^c(feo),...,c(^)^A02

où la sommation a lieu sur les (n-\-\)-uplets (feo, ... , fen) d'éléments
de Z vérifiant ko < fei < • • • < ^z, ^ OM r(^) = ̂ (q^-q^) est le

i<j

déterminant de Van der Monde construit sur les qki i = 0, . . . , n.

Démonstration. — On utilise le développement de Laurent
f(z) == ^ c(k)zk en développant successivement les colonnes du déter-

kel

minant K(n).

On obtient :

(5) K(n)^ ^ c(k,)^.^c{kn)qok^^+••"•nknV(qk^.
ki e Z

On voit donc que si, dans le (n+l)-uplet (TC() , . . . , ^ ) il y a deux
éléments égaux, le terme correspondant de la somme (5) est nul.

On se limite donc dans la suite à faire la somme sur les (n -+-!)-
uplets d'éléments distincts de Z.

Soit {f^ .. .^n) un (n4-l)-uplet d'éléments distincts de Z, que l'on
suppose rangé par ordre croissant : ^o < ^i < • • • < fn'

En regroupant dans (5) les (n+l)-uplets ( ko , . . . , kn ) qui sont des
permutations de (/o» • • • ^n) on obtient

K(n) = S c(^o) , . . . , c ̂ n) $: q0^ • • • + ̂ V^).
^0+ •••<fn ^O.- . -^n)

Soit a la permutation de {0,1, . . . , n} telle que ki = ^^, on a la
relation V^1) = £(CT)F(^) ,où £(0) est la signature de la permutation a.

D'autre part on a

^ f.{a)q0^^ ' " +n^ = F '̂),
CT

d'où l'on déduit le lemme.
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LEMME 5. — On a la majoration :

\K(n)\ ^ ^ exp -^-(^+ • " • +^)+ (n+l)?i
^• • •<^ L 4C

î(n+ 1) log (1 + \q\ -1) + 2 ( f>,) log \q\~\ .
\ 0 / J

+ n(n+l ) loe( l+ |^ | - 1 ) +

Preuve. — On a

[^•-^| =]^i-/^|^(i+^]-i) |^ ,i ^ > ^ ^
donc

1^)1 ̂ (l+l^l-1)^!^^'.
D'après le lemme 6, ceci donne, compte tenu de la majoration (4) des
coefficients de Laurent c(k) de la fonction /, la majoration annoncée.

Nous notons dans la suite :

L(n) = ^ expr--(^+ . . . +^)+2ff; ̂ ,)log \q\\,
^<---<£n L 4C \,=o / J

de sorte que

(6) \K(n)\ ̂  L(n).exp((n-^^)(l-^\q\-l)n+n2

Nous allons majorer L{n).

Soit t un entier appartenant à {0,1, . . . ,n+1}.

Nous associons à l'entier t la partie des (n+ l)-uplets rangés d'éléments
de Z, tels que les t premiers soient négatifs, les autres positifs ou nuls,
et nous notons L^(n) la somme correspondante, c'est-à-dire

L,(n)= ^ exp^- l ^^ . . .+<f^)+2f^7 / , ) log |^ |1 •0-T • • • T€ n)TL\ ^ J€ ̂
/ 0 < - - - < ^ < - i < 0 L 'Tc \y=0

0 ^ ^ < - - - < ^
/ 0 < - - - < ^ - 1 < 0 L ^c \J=0 / J

On a

D'autre part on a

L(n)= ^ L,(n).
(=0

L<(n) = AW(n),
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avec

^= Z exPf--(^+<••+^2-0+2fs l^)log|g|^
^0<- - -<^ - i<0 L ^c \ 0 / J

et

N,(n) = ^ expl"--^ ... +<f^)+2{^7,)log |^|1.
o^<- ••<^ L 4C \ < / J

Pour r = 0, on posera Mo = 1 et pour t = n + 1, ^+i(n) = 1.

Nous allons majorer séparément A^ et Nt(n).

LEMME 8. - On a :

r ^ / i \ -i
M, < exp -y^.-+log|^|j+0(î2) ^anrf î - ^ 4- oo .

Démonstration. - Nous commençons par changer les indices de
sommation.

Posons h, = - ^ _ i _ , pour i = 0, 1, . . . , t - 1.
On a alors^= z expr^—

O < A O < - - - < ^ - I L 4C

4-^_0-2f^^-l-;)A,)log|^1
\ 0 / J

Comparons M^+i et M(. On a

^.i- Z exp^- l ( ^+• • •+^ 2 -0
o</ io<- - -<^- i L ^c

/ t - 1 \ -|
-2 E(t-l-7)^ log|^| ^,^,0

\ 0 / J

où h = (ho, ...,A,-i) et

^^,0= $: expr-^-2f^^log|^1.
^>^-i L 4C \ o / J

t-i
Mais Ao ^ 1, . . . , ^-i ^ î, donc ^ ^ ^ 1 + . . . + t = r ( r+l ) /2 .

0
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Par suite

S(/i,/i,,0<exp[-t(t+l)log|g|] ^ expr-^1.
w+i L 4C]

On voit facilement que
v- r k2-! r o+onJ^'ïcJ^^L--^-}

où Wi est une constante positive indépendante de t ; donc

M î ^ exp -( log|^|+—)t2+m2t M,,
L \ 4^7 J

où Wg est une constante positive indépendante de t .

[ t3 ( \\ ~lPar suite M^ exp - - log | q 14- — + m^t2 , et l'assertion du
3 \ 4C/ J

lemme est démontrée.

LEMME 9. - On suppose Sc\og\q\ < 1; soit P > 1 tel que
8c(îlog|^| < 1.

On pose A(t,n) = ^ 16p((3- l)(log |^|)20•+ 1)2, OM ^ sowmanon ^
j

^nrfMe aux j, t ^ j ^ n, tels que j + 1 - t ^ 8pc(/+l)log \q\, et
A(t,n) = 0, s'il n'existe pas de tels j.

B(t,n) = E4c(log|^|)2(f+l)2 ,
i

où la sommation est étendue aux i , t ^ i ^ n, r^b gu^
i 4- 1 - r < 8pc(i'+l)log l ^ j , ^ 5(r,n) = 0 5^7 n^is^ pas de tels ï .

On a alors Nt(n) ̂  exp[-A(t,n)+B(t,n)+0(n2)], où la constante
dans le 0 peut être prise indépendante de t .

Démonstration. — On a

M(M+ 1)= S exp[--(^+ . . . +<f2)+2ft^,)log|ç|17î(^n),
o^< •• •<^ L -frc \ < / J

avec

,̂n) = ^ e x p | - 1 ^ 2 ^ + 2(n+l)^^log|^|~|,
^+i>^ L 4C J
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et
r k2 ~iR{^n) ̂  T(t,n) = ^ exp ——+2(n+l)fe log |^| .

k^n+l-t |_ 4C Jk^.n+ 1-t

Pour majorer T(t,n) on distingue deux cas.

1er cas : n + 1 - t ^ 8pc(n+l)log q\ = v(n).

On a alors pour k ^ n + 1 - t

e x p[~^+ 2 ( n + l) f e l oêl^l1=exp^-^(/c-8c(n+l))log|g|1

^exp[-2fe(P-l)(n+l)log|^ |] .

Il en résulte que

T(t,n)^ ^ exp[-2fe(p-l)(n+l)log|^|],
k^v(n)

donc
r(î,n) ^ exp [-2î;(n)(p- l)(n+ 1) log |^| +0(n)],

soit
T(t,n) ̂  exp [- 16p(P- l)c (log \q\)\n+ l)2^ 0(n)].

2e eus; n + 1 - t <8pc(n+l)log|^| = v(n).

Nous majorons alors T(t,n) en le séparant en deux parties.

La première est constituée par la somme sur les indices k ^ v(n).

On obtient une majoration par une constante indépendante de n et
de î , en utilisant le résultat du premier cas.

La seconde partie est constituée par la somme sur les indices
k ^ v(n).

Nous majorons cette partie par le produit du nombre de termes,
qui est un exp (0 (log n)), par le terme maximal de cette somme.

x2

La fonction - ̂ - + 2(n+ l)x log \q\ atteint son maximum en

XQ = 4c(n+l)log \q\, et ce maximum est 4c(log |^|)2(n+ l)2, de sorte
que au total, la première partie de la somme étant inférieure à la
seconde, on a

T(t,n) ̂  exp [4c (log \q\)2(n^lY+0(n)].
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Ces deux majorations jointes à

MOî+1) < T(t,n)N,(n) et N,(t) = T(^-l)

donnent le résultat du lemme.

LEMME 10. - On pose T = clog\q\ et on suppose 8ïp < 1. Soit
À<€]0 ,1 [ . Alors, si on a

(i) léT^l-O-gpT)3) < (4T+l)(l-8pï)3

et :

m) ,3 < ^(P-1)
(11 )^ ^^(P-l)15

i7 ^xfstë un^ constante \JL > 0 të?k que pour tout t e {0,1 . . . n}
Lt(n) ^ exp [—^n3^-^^2)], ;û constante [i étant indépendante de t et la
constante dans le 0 également.

Démonstration. — Nous allons distinguer plusieurs cas, en reprenant
les majorations des lemmes 8 et 9.

1er cas : t > (l-8pï)(n+l).

Dans ce cas, la somme A(t,n) est nulle, et

B(t,n) = 4c(log|^|)2^0•+l)2 = 4c(log|^|)2^(n^l)3-^1 + 0(n2),

donc

l.gL.W^OogI,,)^-0 '̂̂ !).]

-''^'('logHI+A.+D'+OM.
J \ 4C/

La condition (i) étant équivalente à

4 c (log | q \Y[1 - (1 - 8pï)3] - tIrW ("log | q \ + p) < Q,
J J \ 4C/

on a le résultat désiré.
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2e cas : Ml-8pT)(n+l) < t < (1-8pï)(n+1).

Nous négligeons le terme — A(t,n) qui est négatif ou nul.

On a

^,n)<|c(log|,|)-[^^-^+W,

donc

logW< {^(logl^D^^Î^-1]-^^^1^)}^ + o(t2)'

et compte tenu de la minoration de t , on a encore le résultat annoncé
grâce à la condition (i).

3e cas : t ^ ?i(l-8pï)(n+l).

Alors, en notant [À-(n+l)] la partie entière de ^(n+1), on a

A(t,n)^16W-l)(log\q\)2(j+lY,

où la sommation est étendue aux j entre [X(n+l)] et n.

On a donc

A(t,n) ^ 16p(P-l)(log|^|)2((n+l)3/3-^3(n+l)3/3) + 0(n2).

D'autre part, on a

B(t,n) ^ 4c(log|^ |)2^0•+l)2 ,

où la sommation est étendue aux i entre t et [À.(n+l)].

Il en résulte que

B(t,n) ̂  4c(log I^D^n+l)3^ + ^(n2).

Par suite, en négligeant le terme — ^/3(log \q\ 4- l/(4c)) 4- m^t2, on
obtient

logL,(n)^{-16/3p(P-l)(log|^|)2(l-X3)+4c/3(log|^[)2?l3}n3+0(n2)

et nous aurons encore la conclusion désirée si le coefficient de n3 est
négatif, ce qui est la condition (ii).
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LEMME 11. - Soit yo la racine dans [0, 1] de l'équation:

y5 - / -h y3 - 6y2 + Wy - 4 = 0

(on a y o = 0,5988...).

Alors la conclusion du lemme 10 est réalisée si on a :

8clog \q\ < y o .

Démonstration. — Seule la condition (i) du lemme 10 est à réaliser ;
en effet, si pour un T il existe P vérifiant (i), on choisit ^e]0,l[
suffisamment petit pour que (ii) soit réalisée.

Pour avoir un couple (P,r) tel que la condition (i) du lemme 10
soit réalisée, il suffit d'avoir un réelr tel que le couple (l,r) vérifie une
telle inégalité, puisque en prenant P > 1 et assez proche de 1 elle est
encore réalisée.

On est donc conduit à chercher la valeur maximale de T telle que
l'on ait :

lÔT^l-O-gT)3) < (4T+l)(l-8ï)3

ou encore, en posant y = 8r,

Y5 ~ / + Y3 - 6y2 + Wy - 4 < 0.

Une étude de la fonction constituant le premier membre de cette
inégalité montre qu'elle est strictement croissante sur [0,1] et s'annule
en un point yo = 0,5989..., d'où le lemme.

4.2. Démonstration du théorème 3 et du corollaire.

Démonstration du théorème 3. — D'après le lemme 11, il existe sous
les conditions du théorème 3, une constante ^ > 0 indépendante de n
et t , telle que :

Lt(n) < exp^iLin'+OQî2))

où la constante dans le 0 peut être prise indépendante de t.

D'après la formule (7) on a aussi

L(n) ^ (n-^-lyexpÇ-^n^OÇn2)) = exp (-\xn^0(n2)),
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de sorte que d'après (6),

\K(n)\ <exp(-^n3+(n+l)?l+(^+n)log(l+ \q\-ï)+0(n2)).

Par suite, K(n) -> 0 quand n tend -> + oo.

Comme, par hypothèse, c'est un entier, il est nul à partir d'un
certain rang, et la suite /(^") est donc récurrente linéaire d'après le
critère de Kronecker (cf. [l], page 166).

Il existe donc un entier naturel 5 et des constantes w, non toutes
nulles, telles que l'on ait

s

S wjf((în+j) = O » pour tout n assez grand.
j = o

s

Soit g(z) la fonction ^ WjfÇzq^.
J=0

La fonction g est, comme /, analytique dans C — {0}, et on vérifie

\g\(r) ^ exp (c(log r)2^ 0(log r)).

D'autre part, gÇq") est nul pour tout n assez grand, disons n ̂  HQ. On
en déduit en posant h(z) == 11(1 - z / q " ) , où le produit est fait sur les
entiers naturels n ^ rio, que l'on a

g(z) == e(z)h(z)

où la fonction e(z) est analytique dans C — {0}.

La formule (5-4) de [15], page 132 montre alors que

log |/i|(r)=(log r)V(2 log |^|)+0(log r).

D'autre part, si z est un nombre complexe de moduler, log \h(z)\ est
équivalent à log | h \ (r), pour une suite de rayons r tendant vers l'infini
([15], page 136). Soit U cette suite de rayons.

Par suite, on a l'inégalité suivante pour r assez grand, r e U :

\e (r) ̂  exp((c-l/(21og I^DKlog^oUlogr)2).

Posons e(z) = ̂ u(k)zk, où la sommation se fait sur les éléments de Z.
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Les inégalités de Cauchy montrent que :

\u(k)\ ^ exp((c-l/(l\og\q\))(\OêrY-k\ogr+o((logr)2)

pourvu que r soit assez grand, r e U.

Comme c - 1/(2 log \q\)<0, on voit en faisant tendre r vers l'infini,
re U, que u(k) est nul pour tout k, autrement dit e(z) est la fonction
nulle, et donc aussi g(z).

Soit P(X) le polynôme P(X) = ^w^, qui est non nul.

Si le développement de Laurent de / est f(z) = ^c(fe)z*, le coefficient
de Laurent de z* dans g(z) est P(qk)c(k) ; par suite c(k) est nul sauf
pour un nombre fini de valeurs de fe, et ceci termine la démonstration
du théorème.

Démonstration du corollaire. — Posons v(z) = f(P(z)-^-Q(l/z)). La
fonction v(z) est alors analytique dans C privé de l'origine, et vÇq^eZ
pour tout n e N .

Soit p = max(5,r). On a alors l'inégalité

| v \ (r) ^ exp (oc^/log 1 <? 1 (log r)2 + 0(log r)) .

Le théorème-3 s'applique alors et montre que v(z) e C[z,l/z].

La relation /(P(z)+g(l/z)) = v(z) montre alors que / est algébrique
(si l'on pose u = P(z)+g(l/z), on a f(u) = î;(z) ; z est une fonction
algébrique de u , donc aussi u(z)), et donc un polynôme puisqu'elle est
entière, d'où le résultat.
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