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SUR LES POINTS OU UNE FONCTION ANALYTIQUE
PREND DES VALEURS ENTIERES

par Jean-Paul BEZIVIN

1. Introduction et notations.

Soit f(z) une fonction entiére d’une variable complexe. On note
|f1(r) le maximum du module de f(z) sur le cercle |z| = r. L’étude
des points ou une telle fonction prend des valeurs entiéres a été
inaugurée par G. Polya avec les résultats suivants ([13]) :

TuEOREME PO1. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe.
On suppose que :

a) f(n)e Z pour tout ne N.
b) | fI(r) < exp (cr) avec ¢ <log2.

Alors f est un polynéme.

THEOREME PO2. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe.
On suppose que :

a) f(n*)eZ pour tout ne N.
b) [f1(r) < exp (cr''?) avec ¢ < log ((3+(5)**)/2).

Alors f est un polynéme.

Les bornes données pour la constante ¢ sont les meilleures possibles.
Pour des généralisations, notamment a plusieurs variables, voir [2], [3],
[7] et [9].

Mots-clés : Fonctions de type exponentiel - Fonctions arithmétiques - Suites récurrentes.
Classification A.M.S. : 30D.
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En 1933, A. O. Gel'fond démontre le résultat suivant ([6]) :

THEOREME G. — Soit f une fonction entiére d'une variable complexe
et qgeZ, |q| > 1. On suppose que :

a) f(q") e Z pour tout ne N.

b) 1710) < exp (c(logr)’) avec ¢ < g5=mr

Alors f est un polynéme.

En fait, le résultat est un peu plus précis que celui que nous donnons
pour lordre de la croissance, le lecteur intéressé pourra consulter [6] et
[16], et pour des généralisations & plusieurs variables, [4], [5] et [8]. La

1 . )
encore, la constante ——— est la meilleure possible.
41log Iq|

On peut envisager de généraliser ces résultats dans des directions
différentes.

Si I'on conserve I'hypothése que f est entiére, on peut modifier la
suite des points ou elle prend des valeurs entiéres et énoncer le probléme
trés général suivant :

PROBLEME. — Soit u(n) une suite d’éléments de Z, on suppose que
u(n) est une suite récurrente linéaire, et que |u(n)| > + oo quand
n— + oo. Soit f une fonction entiére d’une variable complexe.

Donner des conditions sur la croissance de f et de la suite u(n) pour
que l’hypothése :

« f(u(n)) € Z pour tout entier naturel n»
implique que f est un polynome.

Dans le cadre de ce probléme, on voit donc que seuls sont résolus
complétement (2 la connaissance de ’auteur), avec la meilleure croissance
possible pour f, les cas u(n) = n, u(n) = n*, u(n) = q", et ceux qui
s’y raménent.

Il semble qu’aucun analogue du théoréme PO2 dans le cas de la
suite ¢" étudiée par Gel'fond n’ait été publie. Le résultat suivant est
un tel analogue.
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THEOREME 1. — Soient ae Z, |a| > 2, et q la solution de module > 1
de 'équation x* — ax + 1 = 0. Soit f une fonction entiére d’une variable
complexe. On suppose que :

a) f(q"+q ") eZ pour tout ne N,

b) If1(r) < exp (c(logr)?) avec ¢ < 4—5;?@

Alors f est un polynéme.

De plus la constante 1/(41log |q|) est la meilleure possible.

On notera que u(n) = q" + q~" est une suite récurrente linéaire
d’éléments de Z, puisque g est une unité algébrique.

La méthode de démonstration utilise le polynéme d’interpolation de
la fonction f(z) aux points u(n) = q" + q~", et suit d’assez prés la
démonstration originelle de Gel’fond.

Nous étudierons aussi le cas ou u(n) est un polynéme de degrée > 3.

Avant d’énoncer nos reésultats, nous donnons deux théorémes de
C. Pisot qui nous seront utiles ([10], [11], [12]) :

TueoreME PI1. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe.
On suppose :

a) f(n)e Z pour tout ne N.

b) |f1(r) < exp (ar) ou o est une constante positive.

Soit S, ={zeC|3ueClC,|u|<a et z=exp (u)} et o, la valeur de a
telle que le diamétre transfini de S, soit égal a 1.

Alors, si o < a,, f est un polynéme exponentiel.
Pisot donne pour o, la valeur approchée 0,843...

TuEoREME PI2. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe.
On suppose :

a) f(n*)eZ pour tout ne N.

b) |f1(r) < expa(r)? ou o est une constante positive.

Soit T,=1{zeCl|uelC,|ul<a et z=exp u)+exp(—u)}, et o, la
valeur de o telle que le diamétre transfini de T, soit égal a 1.

Alors, si o < o, la fonction f(z?) est un polynéme exponentiel.

Pisot donne pour «, la valeur approchée 0,993...
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Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 2. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe,
et P un polynéme unitaire de C[z] de degré s > 3.

On suppose que, pour tout ne N, f(P(n))eZ et que la croissance de
f est majorée par : | f|(r) < exp (cr'’®). Alors :

a) Si c <a,=0,843..., f est un polynéme.

b) Si P est un polynéme pair et si ¢ < o, = 0,993..., alors f est un
polynéme.

Maintenant, il est peu probable que ces valeurs soient les meilleures
possibles.

On peut voir d’autre part que la méthode d’interpolation utilisée
par G. Polya pour les théorémes PO1 et PO2 ne semble pas conduire
a un reésultat dans ce cas.

La seconde voie pour la généralisation des théorémes PO1 et PO2
est d’affaiblir les conditions sur la fonction entiére f(z). Nous renvoyons
le lecteur intéressé a I’article de Robinson ([14]) qui traite des cas ou
I'on fait des hypothéses différentes sur les propriétés analytiques de f.
Aucun résultat de ce type n’était semble-t-il connu pour le théoréme G .

Nous donnons une telle généralisation, sous la forme suivante :

THEOREME 3. — Soient f une fonction analytique dans C — {0}, et
qgeC, |q| > 1. On pose, pour r > 0 |f|(r) = Max (| f(2)|,z]=r). On
suppose que :

a) f(q") e Z pour tout ne N.
b) |f1(r) < exp (c(logr)?) ou ¢ > 0, pour max (r,1/r) assez grand.

Si ¢ < y,/(8loglql), ou y, = 0,5988... est la racine dans[0,1] de
I’équation y* — y* + y* — 6y* + 10y — 4 = 0, alors f est un polynéme
en z etl/z.

Il est fort peu probable que la valeur y,/(8 log |q|) soit la meilleure
possible.

D’autre part, si geZ, |q| > 1, l'exemple de Gelfond dans [6]

montre que la valeur maximale pour ¢ est < ———-
4log lq|
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Comme conséquence de ce résultat, on a le corollaire suivant, qui
nous ramene au probléme général :

CoOROLLAIRE — Soient f une fonction entiére d’une variable complexe,

P et Q deux polynémes de Clz], de degré s et t respectivement avec
at+t>1.

Soit qe C, |q| > 1. On suppose que :

a) f(P(@")+Q(q™ ™) eZ pour tout ne N.

b) |f1(r) < exp (a(logr)?/log |q|), o o est une constante positive
telle que 8a(max (s,t))? < y,.

Alors f est un polynéme.

Un cas particulier de ce corollaire est celui ou P=Q =z; on
trouve un résultat analogue a celui du théoréme 1, avec une constante
plus faible. Notons cependant qu’il est inutile de supposer comme dans
le théoréme 1 que q est une unité algébrique.

On peut vérifier que si f est un polynéme non constant de degré s
et si f(¢"+q ")eZ pour tout ne N, alors il en résulte que ¢° est une
unité algébrique solution d’une équation X* — aX + 1 = 0, avec ae Z,
et |a| > 2.

2. Preuve du théoréme 1.

Nous écrivons tout d’abord le coefficient d’interpolation de la
fonction f(z) aux pointsu(0), ...,u(n) =q" +q° "

" k
" =y SO
0 T k) —u()]

#
J

PRI

A~
S
B

On a le résultat suivant :

2n
LemMe 1. — Soit d(n) = q'"z(q"'i'l)—1 l_[ )
=1
n—1

= [1@+q"—¢—q7).

Jj=0

Alors b(n) = d(n)a(n) est une suite a valeurs dans Z .
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Preuve. — On a
n(n+1)+k_2_—_l£
n g 2 (¢"+D
am) =Y (- *F— — fl@*+q7%).
e [T@-DIl@-D
1 1

La formule (1) montre que, dans a(n), les coefficients de f(u(k)) sont
rationnels pour toute valeur den.

n—-1

D’autre part, d(n) = ), (¢"+q "—¢'—q /) est un élément de Z.
j=0

Donc le nombre
n?+n  k2-k

dm)(—1""* g2 7 (¢*+1)

n—k n+k

[T@-HIl@-

v(k,n) =

est rationnel, et s’écrit

2n
—n2+n k2K 1 1—11 (q(_ 1)

olm) = (—1"7Fq 2T (@) o T ~
[H@-HIl -1

1

Montrons que la fraction rationnelle
2n
[T -1
X +1 1
Xn + 1 n=k n+k
[T& -l &-1n
1

1

F(X) =

est en fait un polyndme.
Soit ¢4(X) le polynéme cyclotomique d’ordre d, d > 1.
On a:

i

£=1

T =1 = T @) = T] daxy e

ou a(d,h) est la partie entire de h/d. D’autre part

Zh_l

hy 1=
X Xt -1

= H¢d(X) s

ou le produit est fait sur les d divisant 2h et ne divisant pas h.
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Par suite :

F(X) = T daCopen®

B(d,n, k) = [%—;'] - [";k] - [%5] + e(d,k) — &(d,n)

ou [x] est la partie entiere du nombre réel x, e(d,h) = 1 si d|2h et d
ne divise pas h, et £(d,h) = 0 sinon.

avec

Il suffit de montrer que B(d,n,k) e N pour montrer que Fe Z[X].
On a:
n—k + n+k <n—k+n+k_gﬁ
d d |~ d d d

7)< E

Ceci prouve I’'assertion si €(d,n) = 0 ou si g(d,k) = 1.

d’ou

Nous supposons donc dans la suite :
ed,n) =1 et e(d,k) =0, ie. :
d|2n, d ne divise pas n et (d ne .divise pas 2k ou d|k).

Supposons que d|k; alors, puisque d ne divise pas n, d ne divise
nin+ knin-—k.

Donc ntk < ntk et n—k <L= k, ce qui implique
h d d d
ntk + [n_—_ﬁ] < gﬂe N. Par suite [Eﬁ] _ 2 et
d d d d d

+ -
[—2(—1'—1] - [n dk] - [n dk] > 1, d’ou l'assertion. Supposons que d ne

divise pas 2k.

n+k n—k .
Alors I'un des deux nombres 7 et 7 n’est pas entier ; en

. . 2k .
effet, sinon leur différence 7 le serait.



792 JEAN-PAUL BEZIVIN

n+k n—k 2n .
Donc e + 5 < R et on conclut'comme précédemment.

Il résulte de ceci que »(k,n) est un élément de Z[q,q '], donc un
entier algébrique, et par suite dans Z puisque rationnel.

Ainsi b(n) € Z pour tout n.
LEMME 2. — Soit f une fonction entiére d’une variable complexe telle
que |f|(r) < exp (c(log r®), soit a(n) le n-iéme coefficient d’interpolation

de f sur la suite u(n) = q" +q~", et soit 06 >1 fixé. On a la
majoration :

la(n)| < exp [0(cO log |q| —)n*log ||+ O(n)].

Démonstration. — On a
a(n) = 1/@2ni) | f(2)/]] (z—u(k)) dz

ou Dlintégrale est prise sur un cercle de rayon R plus grand que
Max |u(k)|.

0<k<n

On choisit R = |q|™. Soit n > 1, on a |u(k)] < nlql*, si k est
assez grand.

On a alors

lz—uk)| = 191" = lu(k)| = 191" — nlql*,
donc

1 1 1
Z—Uu k 2 0 1_ T = 'ne (1_ —_—__—T>
l ( )| |(1| [ ‘"Ilqlne k] |q nlql(e Hn ‘q‘n k

1 1
Pour n assez grand, W—_”"n < 3

" 1 " 1
Le produit l-—— )= 1- a une limite quand n
ot 11 755) = 11577 :
tend vers + oo. Par suite, il existe une constante c, telle que

[TIz=u@l > cilqI"™* "
0

pour tout n assez grand et tout z e C, tel que |z| = |q|*".
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Donc |a(n)| < 191 117" ™| £1(1q1°"), ce qui démontre I’assertion
du lemme.

LEMME 3. — Soient f une fonction entiére d’une variable complexe,
et un) =q"+q°", ou qeC, |q| > 1. On suppose que f(u(n)) = 0
pour tout n et que

1
If1(r) < exp (c (logr)? avec c < .
f1() p (c (log r)*) 2Tog 14|
Alors f est la fonction nulle.
Démonstration. — Nous utiliserons les résultats de [15]. On ne

restreint pas la généralité en supposant que si f est non nulle, alors
f(0) #0.

Soit alors n(R) le nombre de zéros de f, compte tenu de leurs
multiplicités, dans le disque de centre 0 et de rayon R.

La formule (5,5) de [15], page 132, montre que log | f|(r) est équivalent

"n(x
a J %dx quand r tend vers + oo.
0

D’autre part, f(u(n)) = 0 pour tout n montre que:

n(r) = log (r)/log |q] + o (logr) lorsque r— + oo.

Par suite
"n(x) (log r)?
dx > + o((log r)?).
L . 2log || ((log )"
Donc
(logr)®
1 2> + 2
c(logr) 21og || o ((logr)

ce qui est contraire a I’hypothése ¢ < - Cette contradiction

1
2log |q]|
termine la démonstration du lemme 3.

Preuve du théoréme 1. — Soit b(n) = d(n)a(n) ’expression donnée
dans le lemme 1, qui appartient donc & Z pour tout n. La majoration
triviale

|d(n)| < exp (n’log |q])



794 JEAN-PAUL BEZIVIN
jointe au lemme 2 montre que
|b(n)| < exp [1+6(cOlog |g|—1)n’log |q|+O(n)].

1

La fonction 8+ 1 + ¢0?log|q| — 0 est minimale pour 8, = ——,
2clog |q|

et vaut alors

*—L—<0 uisque < 1
4c log |q| puisq 4log |q|

Par suite b(n) - 0 quand n - + oo, et b(n) = 0 pour n assez grand.
Il en est donc de méme pour la suite a(n) des coefficients d’interpolation
de la fonction f sur la suite u(n).

Ainsi, il existe un polyndme P, tel que I'on ait P(u(n)) = f(u(n))
pour tout n.

Soit g(z) = f(z) — P(z). Alors g vérifie les hypothéses du lemme 3,
et par suite est la fonction nulle, ce qui termine la démonstration de
la premiére partic du théoréme 1.

Il reste & voir que la valeur est la meilleure possible.

1
4log |q|
2n

Pour cela, posons a(n) = =q" (q"+ 1) n (g° —1), et considérons

la série: d( )
2 n 1 -n+1 2
foy =y D CTaT T4 ey,
" H(q -1

Commengons par étudier la convergence de la série f(z).

Pour |z] = R, le module du terme général de cette série est majoré
a une constante multiplicative prés par

n—1

lgI= ™2 [T 1+ (R+1)/1q19.

k=0

Dans cette expression, le produit est majoré par le produit infini qui
converge, et que 'on peut majorer ([15] formule (5-4) p. 132) par

exp ((log (R+1)%)/2 log lq)(1+0(1))).
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Il en résulte que la série f(z) définit une fonction analytique dans
tout C. Nous majorons ensuite le module de cette fonction sur le
disque de centre zéro, et de rayon R.

On découpe la somme f(z) en deux parties :

Tout d’abord, pour n > log (R+1)/log|q| + 1, on voit en utilisant
I'estimation (10) de [16] page 984 pour le produit

[Ta+®R+1D/IgH

que le terme
n—1

lgI= @2 TT A+ (R+1)/1q1H

k=0

est majoré par le terme général d’une série numérique convergente
indépendante de R.

Par suite, la contribution de cette partie est négligeable.

Pour n < log(R+1)/log|ql, nous majorons le produit par
2"(R+1)"|q| »*~™2  de sorte que le terme général de la série est

—n?

majoré par l'expression 2"(R+1)"[q|™"".

On cherche alors le maximum de cette fonction de n, et le nombre
de termes dans cette seconde partie étant petit en comparaison du terme
maximal, on obtient

If1 (R) < exp ((log R)*/4log [q| + O(log R)).

On a d’autre part I’égalité :

n

a(nd(m) =1 =bm) = Y. v(k,n)f(u(k)).

k=0

On a déja vu que les «(k,n) étaient entiers, et de plus »(n,n) = 1. Ceci
permet de démontrer par récurrence que les f(u(n)) sont tous dans Z.
Comme il est clair que f n’est pas un polynéme, ceci montre que la
constante 1/(4log |q|) est bien la meilleure possible.
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3. Preuve du théoréme 2.
Nous aurons besoin de quelques lemmes.

LemMME 4. — Soient s > 2 un entier naturel et y,(1<k<s) des
fonctions algébriques (sur C(z)). On note I'y une primitive locale de v,
et on suppose qu’il existe des fonctions algébriques @, non nulles telles
que

() Z @xexp (Tx) =0

sur un ouvert non vide convenable de C.

Alors, pour tout i(1<i<s), il existe j = j(i) # i tel que la fonction
exp (I';—T;) soit algébrique.

Démonstration. — Le cas de s = 2 est trivial. On peut, sans perte
de généralité, supposer la relation (2) de support minimal (i.e. qu’il
n’existe pas de relation de type (2) faisant intervenir moins de s fonctions
parmi les y,).

Par dérivation de la relation (2), on obtient une relation du méme
type
Z(@k+v40x) exp (Ty) = 0.

La relation (2) étant de support minimal, ou bien @) + y,¢, = 0 pour
tout k, ou bien il s’agit de la « méme » relation. Dans le premier cas
la fonction @, exp I'; est constante pour tout k et le résultat est vrai.
Dans le deuxiéme cas, on a pour tout i (@;+7,0,)0; = (Qs+Y:0:)P;.

Il en résulte que la fonction @;exp I';/@,exp I'; est constante, ce qui
est le résultat annonceé.

LEMME 5. — Soient f(z) une fonction entiére d’une variable complexe,
et P un polynéme non constant et unitaire. On suppose qu’il existe un
entier s > 2, des nombres algébriques distincts b;, non nuls, et des

\

polynémes Q; non nuls, a coefficients algébriques, tels que l'on ait
f(P@) = Y Qi(2)b5.
i=1

Alors le polynéme P est de degré inférieur ou égal a deux.
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Démonstration. — On se place au voisinage d’un point convenable
de C, et on considére une solution série entiére y(z) de 1’équation
P(z) = P(y(z)). On a alors I'égalité :

3 ‘_[, Q/2)bi = Y, Q. (y(2b1®.

i=1

Puisque l’entier s est supérieur ou égal a deux on peut trouver un
indice i, tel que b; # 1.

D’aprés le lemme 4, il existe un indice j tel que b7®/b; est une
fonction algébrique, puisque les fonctions bib;* sont transcendantes.
Ceci n’est possible que si y(z) est une fonction de la forme az + b. (Si
f est une fonction algébrique non constante, la fonction exp f est
transcendante.)

D’autre part on doit avoir P(az+b) = P(z), donc a est une racine
de l'unité (considérer les coefficients des termes de plus haut degre).

En remplacant dans I’égalité (3), on voit alors que b} est 'un des
b;. Mais ceux-ci sont algébriques ; donc d’apres le théoréme de Gel’fond-
Schneider, la constante a est nécessairement dans @, et par suite c’est
1 ou-—1.

Si a = 1, I’égalité P(z) = P(z+b) montre que b est nul.
Si a= — 1, alors la valeur de b qui lui correspond est unique.

I y a donc au plus deux solutions distinctes a I’équation
P(z) = P(y(z)), et comme toutes les solutions de cette équation sont
simples (elles sont non constantes comme P(z) et les racines de P’(z)
sont des fonctions constantes), il en résulte que le degré de P est au
plus 2.

Preuve du théoréme 2. — a) Posons g(z) = f(P(z)). Alors g(n)e Z
pour tout ne N, et on a visiblement: |g|(r) < exp (cr+o(r)). Comme
¢ < 0, il résulte du théoréme PI1 que g(z) est un polyndme exponentiel
de la forme :

k
2.0:(2)b;

i=1

avec les b; algébriques # 0 et les Q;(z) # 0 a coefficients algébriques.
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On peut alors appliquer le résultat du lemme 5; puisque le degré
de P est supposé plus grand que deux, c’est que I'on a s = 1.

Reprenant une solution non égale & z de I’équation P(y(z)) = P(z),
on voit qu’alors bJ®~* est une fonction algébrique, ce qui n’est possible
que si b, = 1.

Il en résulte que g(z), donc f(z), est un polynéme, ce qui est le
résultat annoncg.

b) La démonstration est analogue a celle du a), le théoréme PI2
¢tant utilisé a la place du théoréme PI1.

4. Preuve du théoréme 3.

Nous posons f(z) = ) c(k)z*.
keZ
D’aprés les inégalités de Cauchy et le fait que | f|(r) < exp [c(log r)*],
on voit qu’il existe A € R tel que, pour tout ke Z on ait

2
4) le(k)] <exp<——k——+k>-
4c
Nous notons K(n) le déterminant de Kronecker de la suite f(q"), c’est-
a-dire le déterminant de la matrice K(n)=(f(¢"*’)0<i<n, 0<j<n).
Avant de commencer la démonstration des lemmes techniques
nécessaires a la preuve du théoréme 2, nous donnons un schéma de la
démonstration.

Il est clair que K(n) est un élément de Z. Nous allons majorer
K(n), et montrer que K(n) tend vers zéro si n tend vers l'infini.

Par suite, K(n) est nul a partir d’un certain rang. Ceci prouve que
f(q") est une suite récurrente linéaire, autrement dit qu’il existe des

9

coefficients w; non tous nuls tels que ) w;f(¢"*/) = 0 pour n assez
j=0

grand.

a

Nous en déduisons que g(z) = Y. w;f(z¢’) est la fonction nulle et
j=0

" ensuite la conclusion du théoréme 2.
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4.1. Majoration du déterminant de Kronecker.

LEMME 6. — On a [l’égalité suivante

K(n) = Ye(ko), ..., ck)V (@)’

ou la sommation a lieu sur les (n+1)-uplets (k,, ...,k,) déléments

de Z vérifiant ky < ky < --- < k,, et ou V(g*) = [](g"—q") est le
i<j

déterminant de Van der Monde construit sur les ¢ i =0, ...,n.

Démonstration. — On utilise le développement de Laurent
f(2 = Z c(k)z* en développant successivement les colonnes du déter-
keZ

minant K(n).

On obtient :

) KM= Y clko), ..., clky)g*ro™ T Y(gh).

kjeZ
On voit donc que si, dans le (n+1)-uplet (ko,...,k,) il y a deux
¢éléments égaux, le terme correspondant de la somme (5) est nul.

On se limite donc dans la suite a faire la somme sur les (n+1)-
uplets d’éléments distincts de Z.

Soit (£y, ...,¢,) un (n+1)-uplet d’éléments distincts de Z, que 1’'on
suppose rangé par ordre croissant: £, < /; < ... < {,.

En regroupant dans (5) les (n+ 1)-uplets (kq,...,k,) qui sont des
permutations de (¢, ...,£,) on obtient

Kmy= Y clo),....ctn) Y  g*o" Tnp(gh).
(

fot <ty

Soit o la permutation de {0,1,...,n} telle que k; = ¢,;, on a la
relation V(q*) = e(c)V(q’i),ou (o) est la signature de la permutation ¢ .

D’autre part on a

z g(c)qwo(0)+ i Anle(n) = V(ql') ,

o

d’ou 'on déduit le lemme.
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LEMME 5. — On a la majoration :

1
IKm)| < ) exp[ - 4—C(f§+ Co )+ (DA
<lp

Cot

+ n(n+1)log(1+|ql ") + 2<ijt’j>log Iql]'

0

Preuve. — On a

197-4"1 = 1a11=¢" " < (1 +1g™)ql7 si 4> ¢,
donc

n(n+1)

V@ < (+1g17Y) T g5,

D’apres le lemme 6, ceci donne, compte tenu de la majoration (4) des
coefficients de Laurent c(k) de la fonction f, la majoration annoncée.

Nous notons dans la suite :

1 n
Lin)= )Y exp[—a(l§+-~+/ﬁ)+2 Zj/j>log|q|],
<tp j=0

lo<r

de sorte que
(6) |K(n)| < L(n).exp ((n+DA)(1+][g| =Y

Nous allons majorer L(n).
Soit ¢ un entier appartenant a {0,1,...,n+1}.

Nous associons a I’entier ¢ la partie des (n+ 1)-uplets rangés d’éléments
de Z, tels que les t premiers soient négatifs, les autres positifs ou nuls,
et nous notons L,(n) la somme correspondante, c’est-a-dire

1 n
L,(n) = Z exp[~2—(lﬁ+-~-+/,2,)+2<Zj/j>loglql]-
o< <ty 1<0 ¢ Jj=0
°<[t<"'<ln

On a

n+1

L(m) =Y Ln).
t=0
D’autre part on a

L,(n) = M,N,(n),
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avec

1 t—1
M, = Y exp[——&(/§+---+/,2_,)+2<ij,-)loglq|]
0

lg<t <ly_1<0

et

1 n
N,(n) = Y exp[—-az(/H---+/ﬁ)+2<2jfj)log|q|].

oS ly< <ty
Pour t = 0, on posera M, =1¢et pourt =n+ 1, N, (n) = 1.

Nous allons majorer séparément M, et N,(n).

LemMME 8. — On a:

3

1
M, < exp[—§<£+log|q|)+0(tz)] quand t > + 0.

Démonstration. — Nous commengons par changer les indices de
sommation.
Posons h; = — £,_,_; pour i =0,1, ...,t— 1.
On a alors
1
M, = Y cxp[——(h§+~~
O<hg<- - <h;_, 4C

+h?-1)—2<i (t—l—j)h;)log Iql].

Comparons M,,, et M,. On a

1
M, = Z exp[—a(h§+---+hf_l)

O<hg<''"<hy_y

t—1
-2(2 (t—l—-j)hj) log |q|]S(_h,ht,t)
0
ou h=(hy,...,h_,) et
h2 t—1
Sth,h,t)y =Y eXP[-—i-Z(Z hj>10glq|]~
hy>h,_ 4C 0
t t—1

t—1

Mais hy > 1, ..., by >t,donc ) h, =21+ --- + 1t =t(t+1)/2.
0
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Par suite

S(h,h,,t) <exp[—t(t+1)loglql] ) exp[—":_c].

k>t+1

On voit facilement que

k? (t+1)?
—— S — ’
I o] ] < mew | -4TF ]

ou m, est une constante positive indépendante de t¢; donc

1
M, < CXP[" (l(’g Im"”&)tz"'mzt]Mn

ou m, est une constante positive indépendante de ¢.

3

t 1 .
Par suite M, < exp [- 3 (log lq| +4~c)+m3t2], et l'assertion du

lemme est démontrée.
LEMME 9. — On suppose 8cloglq|l <1; soit B> 1 tel que
8cBloglql < 1.
On pose A(t,n) =) 16B(B—1)(log|ql)’(i+1)*, on la sommation est
j .

étendue aux j, t <j < n, tels que j+ 1 — t>8Bc(j+1)loglq|, et
A(t,n) = 0, s’il n’existe pas de tels j.

B(t,n) = Y 4c (log I+ 1)%,

ou la sommation est étendue aux i, t<i<n, tels que
i+ 1—1t<38Bc(@i+1)loglql, et B(t,n) = 0 s’il n'existe pas de tels i.

On a alors N,(n) < exp[—A(t,n)+ B(t,n)+ O (n%], ou la constante
dans le O peut étre prise indépendante de t.

Démonstration. — On a

1 n
NotD= ¥ exp[—;‘; ¢+ +f3)+2(zjfj)log |q|]R<z,n>,
<lp t

0<sy< -
avee

R(,n) = z CXP[—”I— At 2(n+ 1)y, log |Q|]’

‘p+1>ln 4c
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et

2
Ri¢m) < T@n) = Y exp[—%+2(n+l)k log |q|:|~

kzn+1-—-t
Pour majorer T'(t,n) on distingue deux cas.
1 cas: n+ 1 —t > 8Bc(nt1)loglql = v(n).

On a alors pour k > n + 1 — ¢

exp[—g+2(n+ 1)k log {q|] = exp[—%(k—8c(n+ 1)) log lql]
< exp[—2k(B—1)(n+1)loglql].

Il en résulte que

T(tn) < Y exp[—2k(B—Dn+1)loglqll,

k=v(n)
donc
T(t,n) < exp[—2v(n)(B—1)(n+1)log |g|+0OMm)],

ot T(t,n) < exp [—16B(B—1)c (log |g1)*(n+1)*+ O(n)].
22cas:n+ 1 —t <8Bc(n+1)loglql = v(n).
Nous majorons alors T'(t,n) en le séparant en deux parties.
La premiére est constituée par la somme sur les indices k > v(n).

On obtient une majoration par une constante indépendante de n et
de t, en utilisant le résultat du premier cas.

La seconde partie est constituée par la somme sur les indices
k < v(n).
Nous majorons cette partie par le produit du nombre de termes,
qui est un exp (O(log n)), par le terme maximal de cette somme.
2

. x . .
La fonction - i + 2(n+1)xlog |q| atteint son maximum en
c

x, = 4c(n+1)log|q|, et ce maximum est 4c (log |q|)*(n+1)?, de sorte
que au total, la premiére partic de la somme étant inférieure a la
seconde, on a

T(t,n) < exp [4c (log |g])*(n+1)*+0O(n)].
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Ces deux majorations jointes a
N,(n+1) < T(t,n)N,(n) et N,@®) = T(t,t—1)
donnent le résultat du lemme.
LemMmE 10. — On pose Tt = clog|q| et on suppose 81 < 1. Soit
A€l0,1[. Alors, si on a .

(i) 16121 — (1—8B1)®) < (4t+1)(1—8P1)°
et .

4pB—1)

(i) A* < cF aBP-1)

il existe une constante p > 0 telle que pour tout te{0,1 ... n}
L,(n) < exp[—un®*+0(®mY)], la constante n étant indépendante de t et la
constante dans le O egalement

Démonstration. — Nous allons distinguer plusieurs cas, en reprenant
les majorations des lemmes 8 et 9.

1°F cas : t > (1—-8Bt)(n+1).
Dans ce cas, la somme A(t,n) est nulle, et ‘

B(t,n) = 4c (log |q])* Y, (i+1)* = 4c (log |q)* [(”T”—‘ﬂ + 0,

donc

g L) < dc Gog q*| "S- CT a1y |

3 3

—(1‘;“3‘)3(10 i+ >(n+1)3 + 0.

La condition (i) étant équivalente a

s 1-8pB1)° 1
J¢ (g lq|)2l1~(1—8f“)3]‘(_3ﬁ—t)<l°g 'q'+5) =

on a le résultat désiré.
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2° cas : M1—=8Pt)(n+1) <t < (1-8B7)(n+1).
Nous négligeons le terme — A(t,n) qui est négatif ou nul.

On a

3

4 2
B(t,n) < 3c(loglql) [(1 8B

} + 0(th),

donc

long(n)S{ (10g|q|)2[(1 e 1]—31-<log|Q|+41—c>}t3 + 0(t?),

et compte tenu de la minoration de ¢, on a encore le résultat annoncé
grace a la condition (i).

3 cas:t < AM1-8Br)(nt+1).
Alors, en notant [A(n+1)] la partie entiere de A(n+1), on a
A(t,n) 3, 16B(B—1) (log Ig)*G+ )%,

ou la sommation est étendue aux j entre [A(n+1)] et n.

On a donc

A(t,n) > 16B(B—1) (log [g)*((n+1)*/3=2*(n+1)*/3) + O(n?).
D’autre part, on a

B(t,n) < 4c (log |q])* ). (i+1)*,

ou la sommation est étendue aux i entre t et [A(n+1)].

Il en résulte que

B(t,n) < 4dc(log |g))*A\*(n+1)%/3 + O(n?).

Par suite, en négligeant le terme — t3/3(log |q| + 1/(4c)) + myt®, on
obtient

log L,(n) < {—16/3p(B— 1) (log |q])* (1 =A%) +4c/3(log [q])"A*}n*+ O (n*)

et nous aurons encore la conclusion désirée si le coefficient de n® est
négatif, ce qui est la condition (ii).
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LemME 11. — Soit y, la racine dans [0, 1] de I'équation :
Y=y +yP—6y"+ 10y —4=0
(on a y, = 0,5988...).
Alors la conclusion du lemme 10 est réalisée si on a :

8clog |q| < y,.

Démonstration. — Seule la condition (i) du lemme 10 est a réaliser ;
en effet, si pour un 1 il existe B vérifiant (i), on choisit A €]0,1[
suffisamment petit pour que (ii) soit réalisée.

Pour avoir un couple (B,7) tel que la condition (i) du lemme 10
soit réalisée, il suffit d’avoir un réel T tel que le couple (1,t) vérifie une
telle inégalité, puisque en prenant B > 1 et assez proche de 1 elle est
encore réalisée.

On est donc conduit a chercher la valeur maximale de t telle que
I’'on ait :

16t(1—(1—81)°%) < (4r+1)(1—81)°
ou encore, en posant y = 81,
y=yt+y —6y"+ 10y — 4 <0.

Une étude de la fonction constituant le premier membre de cette
inégalité montre qu’elle est strictement croissante sur [0,1] et s’annule
en un point y, = 0,5989..., d’ou le lemme.

4.2. Démonstration du théoréme 3 et du corollaire.

Démonstration du théoréme 3. — D’aprés le lemme 11, il existe sous
les conditions du théoré¢me 3, une constante p > 0 indépendante de n
et t, telle que:

L,(n) < exp (—pn*+0(n?)
ou la constante dans le O peut étre prise indépendante de ¢.

D’aprés la formule (7) on a aussi

L(n) < (n+1) exp (—pn’+0(n*) = exp (—pn’+0(n?)),
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de sorte que d’aprés (6),
|K(n)| < exp (—un*+ (n+ DA+ (n*+n)log (1+ |q| ")+ 0®n?)).
Par suite, K(n) -» 0 quand n tend - + 0.

Comme, par hypothése, c’est un entier, il est nul a partir d’un
certain rang, et la suite f(g") est donc récurrente linéaire d’aprés le
crittre de Kronecker (cf. [1], page 166).

Il existe donc un entier naturel s et des constantes w, non toutes
nulles, telles que 'on ait

s

Y w;f(g"*’) =0,  pour tout n assez grand.

j=0

Soit g(z) la fonction Xs: w;f(zq).

Jj=0

La fonction g est, comme f, analytique dans C — {0}, et on vérifie
1g1(r) < exp (c(log )*+ O(log r)).

D’autre part, g(q") est nul pour tout n assez grand, disons n > n,. On
en déduit en posant h(z) = II(1—2z/q"), ou le produit est fait sur les
entiers naturels n > n,, que 'on a

g(z) = e(2)h(2)
ou la fonction e(z) est analytique dans C — {0}.
La formule (5-4) de [15], page 132 montre alors que
log |h|(r)=(log r)*/(2 log |41)+ O(log 7).

D’autre part, si z est un nombre complexe de moduler, log |h(z)| est
équivalent & log |h|(r), pour une suite de rayonsr tendant vers l'infini
([15], page 136). Soit U cette suite de rayons.

Par suite, on a l'inégalité suivante pour r assez grand, re U:
lel(r) < exp ((c—1/(2log |q])) (log r)*+ o((log r)*) .

Posons e(z) = Yu(k)z*, ou la sommation se fait sur les éléments de Z.
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Les inégalités de Cauchy montrent que :

lu(k)| < exp ((c—1/(2log |q1)) (log r)*— k log r+o((log r)*)
pourvu que r soit assez grand, re U.

Comme ¢ — 1/(21og |q])<0, on voit en faisant tendre r vers I'infini,
re U, que u(k) est nul pour tout k, autrement dit e(z) est la fonction
nulle, et donc aussi g(z).

Soit P(X) le polyndme P(X) = Y w;X’, qui est non nul.

Si le développement de Laurent de f est f(z) = Y c(k)z*, le coefficient
de Laurent de z* dans g(z) est P(q*)c(k); par suite c(k) est nul sauf
pour un nombre fini de valeurs de k, et ceci termine la démonstration
du théoréme.

Démonstration du corollaire. — Posons v(z) = f(P(z)+Q(1/z)). La
fonction v(z) est alors analytique dans C privé de l'origine, et v(q") € Z
pour tout ne N.

Soit p = max (s,t). On a alors I'inégalité
lv|(r) < exp (ap’/log |q|(log r)*+ O(logr)).
Le théoréme ‘3 s’applique alors et montre que v(z) € C[z,1/z].

La relation f(P(z)+ Q(1/z)) = v(z) montre alors que f est algébrique
(si 'on pose u = P(z)+Q(1/z), on a f(u) = v(z); z est une fonction
algébrique de u, donc aussi v(z)), et donc un polynéme puisqu’elle est
entiére, d’ou le résultat.
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