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UNE CONSTRUCTION NOUVELLES DES
CLASSES CARACTERISTIQUES DES FEUILLETAGES

par Claude GODBILLON

Introduction.

Soit M une variété différentiable de classe C°°. Dans le complexe de
de Rham A* (M) == ^A^M) des formes différentielles sur M, on désigne
par \x et Lx les opérateurs différentiels de produit intérieur et de dérivation
de Lie associés à un élément X de l'algèbre de Lie X{M) des champs de
vecteurs différentiables sur M.

On considère sur M un feuilletage T de codimension q et de classe
C°° ayant un fibre normal v{T} trivialisé : T est défini par un système de q
équations de Pfaff indépendantes uj\ = 0,. . . ,o;g = 0. Dans ces conditions,
on peut trouver des champs de vecteurs Xi,.. . ,Xg sur M univoquement
définis module l'espace tangent T{F) à F par les relations (^i(Xj) = ̂ ,
l < î j <Ç .

PROPOSITION 1. — Les différentielles des formes 0;^, 1 < k < q,
sont données par les relations

d^k = ̂ c^ALx^-h -^Y^^k([Xi,Xj})uji/\Wj .
i ij

Mots-clés : Classes caractéristiques - Feuilletages - Formes différentielles.
Classification A.M.S. : 53C - 58F.
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Démonstration. — Puisque le système de Pfaff uj\ = 0 , . . . , u}q == 0
est intégrable, il existe sur M des formes de Pfaff o-^, 1 < î , j < ç, telles
que l'on ait dc^ == V ^ î A o"^, 1 < k < q. On en déduit les relations

3

-^([X,,X,]) = a,k(X,) - ̂ (X,), 1 < ij,k < q .

Si l'on pose maintenant

Oik = ̂  - ̂ [^([X,,X,]) +^(X,)]^. ,
j

on a encore dcjfc = ^^ ̂  A Oik '' ^es relations précédentes montrent que
i

^({X^Xi}) + a,k(X, - ̂ k([X^X,}) - ̂ (X,) = 0.

De plus, puisque Oik(Xj) = -.^([^,^j]), on a

Lx^k = ix,d^ = ̂  + -^^k([Xj,Xi})^j ;
j

soit encore
6ik = Lx^fc + -^uJk{[Xi,Xj})uJj ;

j
ce qui fournit les identités cherchées. D

1. L'algèbre des classes caractéristiques.

La proposition 1 conduit à considérer dans le complexe A* (M) la
plus petite sous-algèbre, que l'on note C'*^;^!,... ,Xç), qui contient les
formes de Pfaff uj\,..., ujq et qui est stable par les opérateurs différentiels
ixfc et Lx^ 1 <k <q.

Pour donner une description de cette sous-algèbre C'*^; Xi, . . . , Xq)
on introduit

- la sous-algèbre de Lie g de X(M) engendrée par Xi, . . . , Xç,

- l'algèbre enveloppante Î7(s) de 0,

- le sous-espace £'* de A* (M) engendré par G(;I, ... ,Ct;g.

Les dérivations de Lie et les produit intérieurs par les éléments de
Q déterminent des opérations de l'algèbre Î7(fl) et du produit tensoriel
Î7(fl) 0 fl sur le complexe A* (M). Dans ces conditions,
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- C° = (7°(.F;Xi,...,Xg) est la sous-algèbre de A°(M) engendrée
par le sous-espace (î7(fl) 0 fl) (£"*);

- C'*(^7; Xi, . . . , Xq) est l'algèbre produit tensoriel C0 0 ( A C'1).

La proposition qui suit est alors une conséquence directe de cette
description de C* (J'; Xi, . . . , Xq ).

PROPOSITION 2. — La sous-algèbre (7*(^;Xi,... ,Xq) de A*(M)
est un sous-complexe.

PROPOSITION 3. — L'injection du sous-complexe (7*(^;Xi,... ,Xq)
dans A* (M) détermine au niveau cohomologique une sous-algèbre de
l'algèbre Jf*(M;R) de cohomologie réelle de M qui est indépendante du
choix des champs de vecteurs Xi, . . . ,Xq vérifiant les relations ^z(Xj) =
<^p 1 < ij < q'

On notera HC^^F) cette sous-algèbre de cohomologie et on l'appellera
l'algèbre des classes caractéristiques du feuilletage F.

Démonstration.— Soient X^...X^ k = 0,1, des champs de
vecteurs sur M vérifiant les relations (^i(X^) = ̂ (X1) = <^, 1 < ij < q.

Si p est la projection de la variété produit M x R sur M, le feuilletage
jfT = y x R a un fibre normal trivialisé par les formes de PfafF û^ =
P*^î, 1 < i < q, et les champs de vecteurs Yj = (1 -t)X° -\-tX1, 1 < j < g,
vérifient les relations uJz(Yj) = ̂ , 1 < i,j < q.

Dans ces conditions, si on désigne par ^, k = 0,1, les injec-
tions de M dans M x R définies par x ^-> {x,k), le sous-complexe
C'*(J';^ .. .X^), A; = 0,1, est l'image par ^ du sous-complexe C*^ x
R;VI . . .Yq). Un argument standard d'homotopie permet alors de
conclure. Q

Remarque 1. — L'algèbre HC*^) des classes caractéristiques du
feuilletage F contient ses classes caractéristiques telles qu'elles ont été
définies par LN. Bernstein et B.I. Rosenfeld [l], R. Bott et A. Haefliger [2]
et D.B. Fuks [4].

On peut s'en assurer rapidement en remarquant que les conditions
d'intégrabilité do^ = ^^ A Ozk intervenant dans la démonstration

i
de la proposition 1 permettent d'obtenir par difFérentiation les relations
^ (d^A; - y ^ z j A^fc) Ac^ = 0. Ces relations expriment l'appartenance
i 3
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des formes 0^ = dOn, -^Oij A 0jk à l'idéal de A* (M) engendré par les
3

formes de Pfaff 0:1,..., ujq\ de sorte que l'algèbre qu'elles engendrent est
nulle en degrés supérieurs à 2q.

On construit alors un morphisme de l'algèbre de Weil Wq du groupe
linéaire Gl(q,R) tronquée en degrés symétriques supérieurs à 2q (cî [5])
dans le complexe (7* (.F; Xi,. . . , Xq) en envoyant les générateurs canoniques
Oij et Aij de la première respectivement sur les formes différentielles -Oij
et —Qij du second.

2. Finitude de l'algèbre des classes caractéristiques.

Soit G le groupe linéaire Gl(q,R) avec ses coordonnées canoniques
Xij, 1 < ij < q. On désigne par î/^, 1 < ij < g, les composantes
de l'application a : A -> A~1 de passage à l'inverse dans G et par
H = ^^^^ijÇQ/Qxij) le champ de vecteurs engendrant le groupe à un

i j

paramètre (t, X) ̂  ^X des homothéties de G.

Si p est la projection de la variété produit M x G sur M, le feuilletage
p*F = T x G a un fibre normal trivialisé par les formes de Pfaff û^ =
^ Xkj^j, 1 < k <; g, et les champs de vecteurs Yk = ̂  VjkXj, 1 < k < g,
j

sur M x G vérifient les relations ^(Vy) = <^, 1 < i,^' < q.

On dit d'une forme différentielle a sur M x G qu'elle est de poids
r si elle est telle que Ljfa = m. Les formes de Pfaff û^ sont ainsi de
poids 1; la différentielle d'une forme de poids r est encore de poids r
et le produit extérieur de deux formes de poids respectifs r et s est de
poids r + s. De plus, si a est une forme de poids r les formes iy^a et
Lyfcû, 1 < k < q, sont toutes de poids r - 1 : on a [1?',̂ ] = -îfc- Par
conséquent le complexe C"(T^ x G; Vi , . . . , Vg) est somme directe des sous-
complexes ^(J^ x G\ Yi , . . . , Yq) regroupant les formes de poids r, pour r
entier inférieur ou égal à q.

PROPOSITION 4. — L'algèbre HC^J^xG) des classes caractéristiques
du feuilletage F x G est de dimension unie.

Démonstration. — Pour r -^ 0 les sous-complexes C^FxG'.Y^ ...Yq)
sont acycliques :da = 0 implique a = d(ina)/r. Pour r = 0 le sous-
complexe C^{ x G;Vi. . .Yq) est de dimension finie : il est engendré par
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les fonctions et les formes de Pfaff sur M x G obtenues à partir de
ù;i,. . . ,ûç par l'application d'au plus 2q 4- 1 opérateurs différentiels \Xk
o u L x f c , l < f c < ç . D

COROLLAIRE 1. — L'algèbre HC*^) des classes caractéristiques
du feuilletage T est de dimension finie.

En effet, si L est l'injection de M dans M x G définie par x ̂  (;r,7),
ona.*((7*(^xG;yi, . . . ,y,))=C7*(^;Xi,. . . ,X,).

Remarque 2. — Si q = 1 le feuilletage F est défini par une forme de
Pfaff intégrable uj et, si X est un champ de vecteurs sur M tel que i^(X) = 1,
on a dû; = uj A Lx^- Le sous-complexe des formes de poids 0 a alors pour
base 1, a = Lx^, f3 = (^/\(Lx)2^ et 7 = a;AL^Ct;A(Lx)2^ = —a A fî avec
les relations de cobord d l = = 0 , d û ! = / î , d / 3 = = O e t d 7 = O . S a cohomologie
non nulle est donc en degrés 0 et 3 et est engendrée par les formes 1 et 7
(cf [6]).

Dans ces conditions, si 7 est le cobord d'une forme v de degré 2 sur M,
on peut vérifier par des méthodes analogues à celles développées ici que la
plus petite sous-algèbre de A* (M) qui contient u} et v et qui est stable par
les opérateurs différentiels ïx et Lx est acy clique : sur Mx]0, oo[ on a alors
û = tuj, Y = (l/t)X et u A LY^ A (Ly)2^ = d v, où v = v -h (dt/t) A Lx^>
est une forme de poids 0.

3. Le complexe caractéristique universel.

On désigne par

- (S q l'algèbre de Lie libre réelle engendrée par Xi, . . . , Xq ;

- Eq le sous-espace de (9 q engendré par Xi, . . . , Xq ;

- E^ l'espace dual de Eq avec sa base duale ai , . . . , Oq ;

- 0q l'algèbre dérivée de <$g, qui est un facteur direct de Eq dans d5q ;

- Uq = U(<35q) l'algèbre enveloppante de (&g : c'est encore l'algèbre
associative libre engendrée par Xi,.. . ,Xg (cf [3]);

- Fq l'algèbre symétrique du produit tensoriel Uq^^q^Eq (on notera
La(Z) l'élément L (g) Z 0 a et on posera a(Y) = 0(^1) + û^î^) pour un
élément F = Fi -h ̂  de <6q = £7ç © ($ç) ;

- F^ le produit tensoriel Uq 0 ̂  (on notera La l'élément L (g) a) ;
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- Fq l'algèbre anticommutative produit tensoriel F0 0 ( /\ F1) graduée
par les degrés de l'algèbre extérieure.

On associe à chaque élément Y de 0 g une dérivation Ly de degré 0
et une antidérivation iy de degré -1 de l'algèbre Fq que l'on définit par les
relations suivantes sur les éléments de F° et F' :

- Ly(l) = 0, Ly(La(Z)) = (YL)a(Z). et Ly(La) = (YL)a (de sorte
que, pour Vi , . . . , Yr dans Eq, les éléments Vi . . . Y^aÇZ) et V i . . . V^a sont
respectivement égaux à Ly^ o ... o Ly,(o;(Z)) et Ly^ o ... o Ly^(a) ; ce qui
permet d'étendre les notations La(Z) et L/3 aux cas où Z est dans Eq et
/ îdansFg);

- iy = 0 sur Fç°, iy(a) = a(V), iy(Xfea) = X^V) - a([Xfc,y]),
puis, par récurrence sur la longueur r de l'élément L = X^ ... X^ de Uq,
ÏY(XkLa) = Lxfciy(La) - i[^y](La).

On définit enfin une antidérivation d de degré +1 de l'algèbre Fq en
posant d(l) =0 ,d (c^ ) = ̂ a, A X^ + (1/2) ̂ ^([X,,^])a, A ^-,

d (La(Z)) = LZa - Li^(d (a)) et d (La) = Ld (a).^

PROPOSITION 5. — On a, pour Y et Z dans ^q, les relations de
Cartan Ly o Lz - Lz o Ly = L[y^j, Ly o \z - iz ° Ly = iry^i et
diy + iyd = Ly.

Démonstration. — II suffit de vérifier ces relations en degrés-0 et 1,
auxquels cas la première est immédiate, de même que la seconde lorsque
Y =Xk, 1 <k<q.

On vérifie cette dernière en toute généralité en le faisant lorsque Y
est le crochet de deux éléments Vi et Y^ pour lesquels elle est satisfaite. On
a alors :

^VlLy^iz = Ly^i^Ly^ -{-LY^I[Y^,Z]

= izLy.Ly, + i[yi,z]Ly, + i[V2,z]Ly, + \Y^[Y^Z}} ;

et par conséquent Lyiz = i^Ly + i[y,z].

La troisième relation est satisfaite lorsqu'on l'applique à un élément
a de E^. Elle l'est aussi lorsqu'on l'applique à des éléments de Fq de la
forme XkLa(Z) et X^LOL, 1 < k < g, en supposant qu'elle l'est déjà pour
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/?i = La(Z) et /?2 = La. On a alors en effet :

iy(Lxfcft) = Lxfciyft - i[Xfc,y]A
diy(L^A) = LxfcdiyA - di[Xfc,y]ft

= LxfeLy/3, - L^iydA - L[^y]A + Ï[Xk,Y]d/3i

=Ly(Lx,A)-iyd(Lx,A).

En particulier, elle est donc satisfaite sur Fj-.

Compte tenu de ces résultats, cette troisième relation de Cartan est
vérifiée pour les éléments a(Z) de F^ lorsque Y = Xk, 1 < k < q. On a en
effet :

ijCfcda(Z) = ixfcLza - ïx^zàa = ix^Lza 4- iz^da
= iXfcLz^ + izL^a = L^izû .

Enfin, si Y est le crochet de deux éléments Vi et Y^ pour lesquels elle
est satisfaite lorsqu'on l'applique à f3 = a(Z), on a :

iyd/3 = Ly^iy^d/î - iy^Ly^d/î = Ly^Ly^/î - iy^dLyi/î

= Ly,Ly,/3 - Ly.Ly^ = Ly^ ;

ce qui termine la démonstration. D

PROPOSITION 6. — L'opérateur d : Fq —> Fq est de carré nul.

Démonstration. — Puisque l'on a

d(La(Z)) = L(Za - izda )
dd(La(Z)) = LÇZda - Zda + izdda = Liz(ddo)

dd(La) = L(dda),

il suffit de vérifier que d2 s'annule sur les éléments û^, 1 < k < g; mais



716

alors :

CLAUDE GODBILLON

ddak = ̂ ai A Lx,a, A Lx^k + , ̂ a,([^,^])a, A a, A Lx,^
ir ijr

-^Oir ALx.Qiî ALx.ûffc -]^û!r A û^ ALx,Lx,ajfc
îr ir

^ ^XrOik([Xi,Xj])oir A Ûî .
îjr

2 ^C ̂ (?5 ̂ D^r A LJC.QÎ .
îjr

9 ̂  ̂ ([Xi, Xj})ar A ûiî,
i j r

1

~ ^^^^rOtk([Xi,Xj])Qr Aa^ A OLj
i j r

~ 2 ̂  ̂ (^î' ̂ D^r A LJC.QÎ A û^
îj'r

~ 2 ̂  ̂ (t^' X3})ar A û!î A LX,ÛJ
i j r

+ 2 ̂ (^[^r^^Ûfc) A Oir A Q;5
r5rs

o^^d^î^DLx^Qfc A a r A û s
irs

o^XîQjfcQX^Xs])^ A Or A as
îrs

^^^([Xî,^,^^]].)^^ AQy. A Q^

îrs

4 ^û'fc([X,,X^])Q,([X^X,])Q^ A Qr A Q,
îjrâ

4 ̂  ûA;([X,,X^])Q^([X^XJ)a, A ̂  A a,
i j r s

2 ̂  Oik([Xr,Xs})Oi A LX,Û^ A û;5
irs

-^ Y^ak([Xr,X,})ar([Xi,Xj])ai A o-j A a,
i j r s

^ ̂  ̂ ([Xr.X^ar A a, A L^a^
îrs

- ^^^([^r^DLx^fc A a r A û s
îr5

+ o^^ÛA;([^r5^'5])û't A Or A Os
îrs

~ ^^^([^^[^rî^IDûiî AQy. Au,
îrs

~ 4 ̂ ^([^^j])01^^,^])^ A Qr A Q
îjrâ

+ 4 Z^ ̂ ([^^^•([X^XJ)^ A ̂  A a
i j r s

+ 2 ̂  û-fc([X^,X5])a, A Lx,û^ A û;5
îrs

+ ̂ ^ak([Xr,X,})ar([Xi,Xj])ai A a, A a,
i j r s

~ 2 ̂  ̂ ([^r,^])^^ A a, A LX.Q^
îrs

- 4 ̂ ^k([Xr,Xs])as{[Xi,Xj])ar /\ait\œz /\ u;j

ce qui permet de conclure. Q

Avec les notations du paragraphe 1, on désigne par TT Pépimorphisme
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canonique de l'algèbre de Lie libre fôq sur la sous-algèbre de Lie s de ^(M).
On a alors :

PROPOSITION 7. — Si Y i , . . . , Yr sont des éléments de Eq, la corre-
spondance associant respectivement les formes de PfaffLy^ ... Ly^kÇ^ÇZ))
et LY^ . . . Ly^fc aux éléments V i . . . YrOk{Z) et V i . . . V^, 1 < k < q,
de Fq, détermine un épimorphisme du complexe Fq sur le sous-complexe
G* (.F; Xi , . . . , Xr) de A* (M) compatible avec les opérations Lx^ et ïXk -

Pour cette raison on dira que Fq et son algèbre de cohomologie H*(Fq)
sont respectivement le complexe caractéristique universel et Y algèbre
caractéristique universelle pour les feuilletages de codimension q avec fibre
normal trivialisé.

Remarque 3. — De même que dans le paragraphe 2, on peut montrer
que l'algèbre caractéristique universelle H*(Fq) est de dimension finie.

Pour cela, on introduit d'abord un poids sur Fq en faisant les
conventions suivantes :

- les éléments de E^q C Fq sont de poids 1 ;

- si Z est un crochet de longueur s en les Xi, . . . ,Xç, l'élément a(Z)
de F° est de poids 1 — s ;

- si 7 est un élément de poids r de Fq © Fq, les éléments Lx^,
1 <: k < q, sont tous de poids r - 1 (et par suite, si Z est comme
précédemment, l'élément \z^ est de poids r - s) ;

- le produit de deux éléments de Fq de poids respectifs r et s est de
poids r + s.

Dans ces conditions, l'ensemble Fq^ des éléments de poids r de
Fq est un sous-complexe de Fq et ces sous-complexes Fq^. forment une
décomposition en somme directe de Fq.

On définit ensuite une antidérivation i de poids -1 de l'algèbre Fq
en posant i = 0 sur Fq C E^ i(X^a) = -a(Xfc), 1 < k < ç, puis,
par récurrence sur la longueur r de l'élément L =: X^ ...X^ de Uq,
i(XkLa) = Lx, (i{La)) - ix,{La).

Cette antidérivation i conserve le poids, est de carré nul, anticommute
avec les opérateurs \z et vérifie les relations suivantes "de Cartan" :

Lz o i — i o Lz = s \z lorsque Z est un crochet de longueur s en les
AI , . . . , Xq ;
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i o d -h d o i = r sur Fq^,.

On conclut alors comme dans la démonstration de la proposition 4.

4. L'algèbre caractéristique universelle.

On considère la graduation de l'algèbre de Lie libre ^q par ses sous-
espaces 0^, n ç. N, engendrés par les crochets de longueur n en les Xk,
1 < fc < g, et on désigne par H = (Hr)rçN une base de Hall de (S g (cf.
[3]) : H est la réunion de ses parties homogènes H71 = H H 0^, n ç. N, et
l'indexation de ses éléments est telle que, pour n > m, les indices dans T-f^
sont supérieurs à ceux dans T^771 (les éléments de 'H1 sont les générateurs
Xi , . . . ,Xg; ceux de H2, les crochets [Xt,Xj] pour i < j; ceux de 'H3, les
crochets [Xi, [Xj, Xk]] pour 2 > j et j < k\ ... ).

Dans ces conditions, le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt [3] per-
met de montrer les résultats suivants :

- les monômes en les éléments ak(Hs) et ffri • • ' H r p ^ k ( H s ) ^ p e N,
1 < ri < ... < Tp et 1 < k < ç, fournissent une base de l'algèbre symétrique
F 0 '^q )

- les éléments ak et H^ . . . H r p C t k , P Ç. N, 1 < ri < ... < Tp et
1 < k <, g, forment une base de l'espace Fg1.

Avec ces notations, on construit une filtration décroissante (-Pg,m)meN
de l'algèbre Fq en convenant que, pour m > 2, Fq^m est l'idéal de Fq
engendré par les éléments de base ak(Hs) et H r ^ . . . Hrpûk(Hs) dans Fq et
Hr^ .. .HryOLk dans Fq pour lesquels, selon le cas, soit la longueur de jR^,
soit celle de Hr , soit le maximum de celles de Hr et de H s, est au moins
égal à m.

La filtration ainsi introduite est adaptée à la graduation de Fg, au sens
où Fq^rn. est la somme directe de ses sous-espaces homogènes Fç^DFJ1. Elle
est compatible avec les opérations Ly et îy, Y ç. ($ç, définies précédemment
sur Fq, ainsi qu'avec sa différentielle d et l'antidérivation i introduite dans
la remarque 3. De plus, avec les notations de cette remarque 3, le sous-
complexe Fq^m ^t la somme directe dé ses sous-complexes Fq^m H Fq^. pour
r < q -(-1 — m.

Remarque 4. — En raison de ces compatibilités, la situation décrite
dans la remarque 3 se transpose au niveau du complexe gradué Eq^ associé
à la filtration du complexe caractéristique universel Fq. Par conséquent, les
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sous-complexes E^Q = Fq^m/Fq^-^-i de Eqft ont même cohomologie que
leur sous-complexe (de dimension finie) Ê^Q formé des éléments de poids
nul dans E^Q. En particulier, ces sous-complexes E^Q sont acycliques dès
que m est strictement supérieur à q 4-1.

PROPOSITION 8. — Le premier terme E^Q = Fq^/Fq^ du complexe
gradué associé à la nitration du complexe caractéristique universel Fq
est isomorphe au complexe de Gelfand-Fuks des cochâmes continues sur
l'algèbre de Lie ûq des champs de vecteurs formels à q variables.

En effet (cf [5]), si on désigne par Sq l'algèbre symétrique de l'espace
Eq^ ce complexe E^ est isomorphe à l'algèbre extérieure de sa composante
homogène de degré 0, elle-même isomorphe au produit tensoriel Sq 0 £?*,
avec un opérateur de cobord déterminé à ce niveau par les relations
dâk = ^OîAX.Qfc, 1 <: k <q.

i

Exemple. — Le cas q = 2. - Dans cette situation on note Y le crochet
[Xi, X^\ et, avec les inégalités 1 < r, s <^ 2 et 1 < i < j < 2 portant sur les
indices, on désigne par

- L la sous-algèbre de E^o engendrée par les éléments 1 et Oir = XiOr ;

- MI le sous-espace de £'j g engendré par les éléments

(3rs = Oir(Y)as et 7^ = (Yar) A Os ;

- Ms le sous-espace de £?j o engendré par les éléments

\rs = Oir(Y)as(Y)ai A Û2 ,

p,rs = Or(Y)(Yas) A ai A 02 ,

v = (Vai) A (Va2) A QI A c^ ,

£ir = (X,û;y.(r))aiAa2 ,

î]ir = (XiYar) A ai A 02 ,

<; = a^(y)(X^a,) A ai A a2

r^5 = (Y ar) A (X^c^) A ai A 02 ;

- N le sous-espace de Ej o engendré par les éléments

(pir = û^([JQ,y])Qi Aa2 et -0^ = ([Xî,r]c^)ai A 02 .

Dans ces conditions, les espaces EJQ et E^Q sont respectivement
isomorphes aux produits tensoriels (Mi 9 M^) 0 L et 7V (g) L.
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Compte tenu du fait que l'on a à 6^ = ̂ Oik^Okr modulo QI et 03,
^ fc

la différentielle dans Ej ̂  est déterminée par les relations

dû ̂ ir = ̂ ir - E ̂ ik A 0fcr - < r̂ A (0n + ̂ 22) ,
k

do^zr =E ' foA0A;r - '0 î rA(0 i i+022) .
À;

On obtient alors Pacyclicité de ce complexe Êj o en introduisant
l'opérateur d'homotopie envoyant (^ A a; sur 0 et -^ ACJ sur (^ A c^.

De même, le produit tensoriel M^ 0 L est un sous-complexe de Êj Q
avec une différentielle déterminée par les relations suivantes (dans lesquelles
les sommations sont sur l'indice k) :

do >rs -=^rs + ^sr - ̂  \ks A 0^ - ̂  A^ A 6^ - A^ A (<9n + ^22) ,

do ^rs =(-lY(6rs - l)v + ̂ p.ks A 0^ 4- ̂ /A^ A 0^

+^r.A(0n+022) ,

do v = - 2l/ A (0n + 022) ,

do <; =r!f + ̂  a^ A 0kr + ̂  <,' A 0,, - ̂ ?1^ + 6^) A 0,fc

- ̂ (^i^ + ^-2^2) A 0^ + a^ A (0n + 022)

+ ^rs A (^20jl + ^-200 ) + Ar. A (0^i A 0,2 + 0,1 A 0^) ,

^ ̂ 5 = - ET^A ̂  - E ̂ A ̂  + E( î̂  + ̂ T^) A 0,.
+ E^^5 + ̂ 2^) A 0^ - T;; A (0n + 022)

+ (-!)'(! - 6rs)v A (^20,i + ̂ -2 A 0a)

-^rA(0^i A 0,2+0a A 0^2) ,

do £ir =rfir - E e^ A 0fcr + ̂  £Â;r A 6)ÎÂ; ~ eir A (^11 + ̂ 22)

- E^11^ + ̂ 2^2) + <Wlr + Arl A 0,2 - \r2 A 0,1 ,

do riir = E ̂  A ̂ ^ - E ̂ r A 0ÎA; + ̂  A (^n + ̂ 22)

+ E^11^ + ̂ 2^) + /^i A 0,2 - ̂ 2 A 0,i - 6^6^ .

Ces expressions montrent que les produits tensoriels M^L et M^L,
où M^ et M^ sont les sous-espaces de M^ engendrés respectivement par
les éléments \rs, PTS , ̂  cr^5, r[f et \rs^rs^, déterminent une filtration
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décroissante du sous-complexe M^ 0 L. On obtient alors Pacyclicité de ce
sous-complexe en vérifiant, grâce à un argument analogue à celui utilisé
précédemment dans le cas de Ê^Q, celle des complexes (M^/M^) 0 £,
(M^/M^) 0 L et M^ 0 L (pour ce dernier, on considère l'opérateur

d'homotopie envoyant \rs A ù; sur 0, p,rs A uj sur -Ar.s A u} et ^ A û; sur

^(^12 - /^2l)Aù;) .

Enfin, la différentielle dans le complexe quotient EJQ/(M^ (g) L) est
déterminée par les deux relations

do fîrs = 7rs 4- ̂  /î^ A (9^ + ̂  fîrk A ^5 ,

fc k

do 7r5 = - ̂  7A;5 A (9fcr - ̂  7rA; A 0fcs .
k k

Par conséquent, de même que précédemment, ce complexe est acy-
clique.

Regroupant ces résultats, on en déduit Pacyclicité du complexe E^Q,
puis le fait que le terme ^2,1 = ^(-E^o) de la suite spectrale associée
à la filtration de F^ se réduit à sa composante homogène ^2,1' e^e'
même isomorphe à la cohomologie de Gelfand-Fuks H * ( a ^ ) de l'algèbre
de Lie des champs de vecteurs formels en 2 variables. De sorte que, en
codimension 2, on obtient de cette façon une nouvelle construction des
classes caractéristiques d'un feuilletage ayant un fibre normal trivialisé.
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