ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

A.FABIANO

P. PIETRAMALA
Sur la convexité holomorphe. Théorie locale

Annales de institut Fourier, tome 40, n°3 (1990), p. 597-617
<http://www.numdam.org/item?id=AlIF_1990__40_3_597 0>

© Annales de I'institut Fourier, 1990, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1990__40_3_597_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
40, 3 (1990), 597-617

SUR LA CONVEXITE HOLOMORPHE.
THEORIE LOCALE

par A. FABIANO & P. PIETRAMALA

Dans ce travail, on définit une notion de privilége pour les voisinages
d’un point frontiére d’un ensemble ouvert de C". L’existence de tels
voisinages implique en particulier ’existence de sous-ensembles analytiques
touchant I’ensemble ouvert considéré. On est ainsi conduit & définir une
notion de convexité géométrique pour de tels ouverts.

Pour des ensembles ouverts convexes au sens de la définition précé-
dente, on démontre des résultats de cohomologie locale analogues & ceux
d’Andreotti-Grauert [1], précisant la topologie du dernier groupe de coho-
mologie non nul. On peut d’ailleurs montrer que la convexité usuelle, basée
sur les propriétés de la forme de Levi d’une fonction exhaustive, implique
la convexité géométrique.

Le passage du cas local au cas global sera I’objet d’un article ultérieur.

Observons enfin que le présent article se distingue des travaux de
Ruget-Ramis [9] par la volonté d’éviter tout recours & la machinerie
faisceautique : la cohomologie considérée est celle des formes différentielles
de Dolbeault.

1. Polyédres et polyédres troués.

Soit @ = (ay,...,a,) un point de C" et soit R = (r1,...,R,)
un élément de (ﬁi)" (on désigne par R, l'ensemble des nombres réels

Mots-clés : Polyédre — Voisinage privilégié — Convexité géométrique — Cohomologie des
formes différentielles.
Classification A.M.S. : 32F99.
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strictement positifs auquel on adjoint +00). Comme d’habitude, on appelle
polydisque ouvert de centre a et rayon R dans C" ’ensemble

D(a;R) = {(z1,...,20,) €EC" | |z;j —aj| < R; pour j=1,...,n}

On appelle polyédre de C" un sous-ensemble & la fois ouvert et fermé dans
un ensemble de la forme @ ~!(D), ot u désigne une application holomorphe
de C™ dans C™, ou D désigne un polydisque ouvert de C* x C™ et ou u
désigne I'application définie sur C" et & valeurs dans C" x C™ obtenue en
posant

u(2) = (2, u(z)).
La cohomologie d’un polyéedre de C" est déterminée par le résultat suivant,
dont on trouvera une démonstration dans [10].
ProposiTION 1. —- Soit P un polyédre de C™.

- L’application canonique de H°(C™; Q) dans H°(P;O) est d’image
dense et les groupes de cohomologie H1(P; Q) sont nuls pour tout entier

q#0.

- Les groupes de cohomologie & supports compacts H3(P;O) sont
nuls pour tout entier q # n, le groupe de cohomologie H*(P; O) est séparé
et l'application canonique de H;'(P; O) dans HZ*(C"; O) est surjective.

Soit a un point de C et soient r = (79,...,7nm) et R = (Ro,...,Ry)
deux éléments de (R )"*! vérifiant les relations

la| <o +la] <Ry et r;<R; pour j=1,...,n.
On appelle polydisque troué de C**!, ’ensemble
E(a;r,R) =Dy U...UD,,
ou 'on a posé
Do = {(zy,...,20) €EC™"' | |20 —a|] <71 et |zx| < R pour k=1,...,n}
et, pour 3 =1,...,n,
D; ={(z0,.--,2n) € C"'| |2;] > 7j et |2x] < Ry pour k =0,...,n}.

On appelle soutien de E = (a;r, R) le polydisque ouvert D(0; R).

On dit qu’un sous-ensemble ) de C” est un polyédre troué s’il est a la
fois ouvert et fermé dans un ensemble de la forme u~!(E), out u = (ug,u’)
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21

2n

20

Dyv...uD,
Figure 1
désigne une application holomorphe de C" dans C x C™, ou E désigne un

polydisque troué de C x C" x C™ et ou u désigne 'application de C" dans
C x C" x C™ définie par

u(z) = (uo(2), 2,/ (2)).

On appelle soutien de @, tout polyedre P de C" qui contient Q et
dont toutes les composantes connexes rencontrent (), tel que ’application
canonique de H°(P; 0) dans H°(Q; Q) soit surjective.

La cohomologie d’un polyédre troué de C™ est déterminée par le
résultat suivant, dont on trouvera une démonstration dans [10].

ProposiTiON 2. — On suppose n > 1. Soit () un polyédre troué de
C" et soit P un soutien de Q.

(1,4) L’application canonique de H°(P;©O) dans H°(Q;O) est un iso-
morphisme.

(24) Les groupes de cohomologie HY(Q; Q) sont nuls pour tout entier
qg#0,n-1

(34) Le groupe de cohomologie H"~'(Q; Q) est séparé.

(1) Les groupes de cohomologie & supports compacts H(Q;O) sont
nuls pour tout entier ¢ # 1, n.

(2p) L’application canonique de H'(P;O) dans H}'(Q;O) est un iso-
morphisme.

Dans la suite nous aurons besoin du lemme d’approximation suivant
dont la démonstration est une simple adaptation d’un résultat classique de
Cartan [3].
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LeMME 1. — Soit X une variété holomorphe & base dénombrable d’en-
sembles ouverts, soit (A,),cN une suite exhaustive d’ensembles ouverts de
X et soit ¢ un entier strictement positif. Si pour tout entier v ’applica-
tion canonique de H7"'(A,,,;0) dans H?"!(A,;O) est d’image dense,
Papplication canonique

HY(X;0) — lim H(A,; O)
pa
14

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.

2. Privilege.

Soit X un ensemble ouvert de C". Pour toute fonction ¢ indéfiniment
dérivable dans X, a valeurs réelles, on pose

Alp)={z€X | p(z) <0} et B(y)={z€ X |p(z)>0}.
Soit ¢ une telle fonction, et soit { un point de X tel que

»(¢) =0.

Nous dirons qu’un voisinage W de ( dans C™ est -privilégié s’il est
composante connexe d’un ensemble de la forme

Wo ={z€ D(Gp) | |u(z)] <po},

ot D((; p) désigne un polydisque ouvert de C™ relativement compact dans
X, ou pg désigne un nombre réel strictement positif et ou v désigne une
fonction holomorphe sur C", vérifiant les conditions suivantes :

(1) L’ensemble
{z€0D(G;p) | |u(2)] < po}

est contenu dans B(yp).

(2) L’ensemble

{zeD(Go) 1uiz) = 5}

est contenu dans B(yp).
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(3) Pour tout point zo de D((; p), il existe une fonction f,, holomorphe
sur C", qui s’annule au point zp, et qui vérifie la relation

Re(f2(2)) <0

pour tout point z appartenant & ’ensemble

{z € D((;0) | ¢(2) < @(20)}-

Figure 2

Remarque 1. — Si W est o-privilégié et si € est un nombre réel tel
que les ensembles

{z€dD(Gp)| lu() <po} et {z€D(Gp)luz) =2}

soient contenus dans B(y + €), alors W est (¢ + ¢)-privilégié.

En particulier, si W est ¢-privilégié, il existe un nombre réel &g
strictement positif tel que W soit (¢ + €)-privilégié pour |¢| < €o.

Soit A un ensemble ouvert de C", de la forme
A={2z€C"|p(z) <0}

ot ¢ désigne une fonction indéfiniment dérivable & valeurs réelles sur C".
Nous dirons que A est géométriquement convexe en un point frontiere ,
s’il existe un voisinage W de ¢ qui soit ¢-privilégié.
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3. Le cas absolu.

Soit X un voisinage ouvert de l'origine dans C" et soit ¢ une fonction
indéfiniment dérivable & valeurs réelles dans X, nulle & Dorigine. Pour
simplifier les choses, nous indiquerons simplement par A et B les ensembles
A(p) et B(p). La situation géométrique est la suivante.

THEOREME 1. — Soit W un voisinage -privilégié de 'origine.

— Pour tout ensemble compact K de AN W, il existe un polyédre P
de C™ qui contienne K et soit relativement compact dans ANW.

— Pour tout ensemble compact L de BN W et pour tout ensemble
compact K de W, il existe un polyeédre troué (Q de C" qui contienne L et
soit relativement compact dans BNW , et un soutien P de () qui contienne
K et soit relativement compact dans W.

Désignons par D(0;p) un polydisque ouvert de C" relativement
compact dans X, par po un nombre réel strictement positif et par ug une
fonction holomorphe sur C", tels que W soit la composante connexe de
Porigine dans ’ensemble

Wo={2€ D(0;p) | |uo(2)| < po}
et tels que les conditions de privilege soient satisfaites. Remarquons, en
passant, que W est un polyedre de C".
Pour tout point  appartenant au polydisque fermé D(0; p) et pour

tout ensemble compact K contenu dans ce polydisque, tel que I'on ait

sup (o(2)) < »(¢),
€K

il existe une fonction holomorphe u sur C" telle que 'on ait

sup |u(z)| < (u()].
teEK

Il suffit en effet de prendre pour u une fonction de la norme exp(f), ou
f désigne une fonction holomorphe sur C" qui s’annule au point ¢ et qui
vérifie la relation

Re(f(z)) <0

pour tout point z appartenant a ’ensemble

{z € D(0;p)le(z) < ¢(¢)}.
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Démontrons la premiére assertion du théoreme. Pour j =0,...,n, il
existe un nombre réel r;, strictement compris entre 0 et p;, tel que K soit
contenu dans ’ensemble

{z€ D(0;7) | |uo(2)| <m0}

D’autre part, puisque ’ensemble WNOA est compact, il existe des fonctions
holomorphes u;,...,u, sur C" et des nombres réels strictement positifs
Tn+1,---,Tn+m, vérifiant les conditions suivantes :

(a) Vensemble K est contenu dans ’ensemble

{z€C"| |uj(2)] <rpy; pour j=1,...,m}

(b) pour tout point z appartenant a 'ensemble W N 9A, on a
luj(2)] > Tnyj

pour un certain entier j compris entre 1 et m.

On pose alors

w = (u1,...,um) et u=(up,u),

et 'on désigne par u I'application de C” dans C x C™ x C™ définie par
U(z) = (uo(2), 2,4 (2)).

Par construction, I'intersection de ’ensemble 9(A N W) et de ’ensemble
u~1(D(0;7)) est vide et le polyedre

P=u"Y(DO;r)NANW

a toutes les propriétés requises.

Pour démontrer la seconde assertion, on peut toujours supposer que
K contient L. Pour j =1,...,n, I’ensemble

{z€D(0;p) | lzl=p; et |uo(z)| < po}

est contenu dans B. Il existe donc un nombre réel r;, strictement compris
entre 0 et p;, tel que I’ensemble

{z € D(0;p) | 7j < |zl < p; et |uo(2)] < po}

soit encore contenu dans B.
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Il existe alors des nombres réels Ry, ..., R, vérifiant les relations

%9<R0<p0 et r;<R;j<p; pour j=1,...,n,

tels que K soit contenu dans I’ensemble
{z € D(O;R) | |uo(2)] < Ro}-
Comme ’ensemble

{z€D:p) |uo(2) = T}

est contenu dans B, il existe un nombre réel ry strictement compris entre
0 et Ry — po/2, tel que ’ensemble

{2€D(0;0) | luo(2) — po/2| < o}

soit encore contenu dans B.

D(; p)

Figure 3
Il existe enfin des fonctions holomorphes uq,...,u, sur C" et des
nombres réels rp41, ..., Tntm, Bn+1,- -, Rnym tels que
0<rpy1 < Rpy; pour j=1,...,m,

vérifiant les conditions suivantes :

(a) P’ensemble W N OB est contenu dans I’ensemble

{z€C"| |uj(2)] <Tpy; pour j=1,...,m},
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(b) I’ensemble W est contenu dans I’ensemble

{z€C"| |uj(z)] <Rny; pour j=1,...,m},

(c) pour tout point z appartenant & ’ensemble L, on a
[uj(2)] > Tyt j

pour un certain entier 7 compris entre 1 et m.
On pose alors

uw = (u1,...,um) et u= (up,u),
et 'on désigne par u Papplication de C™ dans C x C* x C™ définie par
u(z) = (uo(2), z,u'(2)).
Par construction, 'intersection de ’ensemble 3(B N W) et de ’ensemble
a ' (E(po/2;7, R))
est vide et le polyedre troué
Q=u""(E(po/2;m,R))NBNW

a toutes les propriétés requises. On peut prendre comme soutien de Q le
polyédre P, union des composantes connexes de ’ensemble

Py=u"'(D(O;R))NW

qui rencontrent ). Ceci conclut la démonstration du théoreme.

CoroLLAIRE 1. — Soit W un voisinage -privilégié de lorigine
et soient Tg,...,T,,€ des nombres réels strictement positifs vérifiant les
relations

r; <p; pour j=1,...,n.

— Pour tout voisinage U de I’ensemble
K=Wn{zeD@O;7)| |u(z)|<ro et ¢(z)+e<0}

il existe un polyédre P de C" contenant K et contenu dans U.

— Pour tout voisinage V de I'ensemble

L=Wn{zeDO;r)| |lu(z)]<ro et ¢(z)—e >0},
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et pour tout voisinage U de I'ensemble
K=Wn{zeDO;7)]| |u(z)| <70},

il existe un polyédre troué (Q de C™ contenant L et contenu dans V', et un
soutien P de ) contenant K et contenu dans U.

Puisque W est encore (¢ + €)-privilégié pour ¢ suffisamment petit
(remarque 1), I’assertion résulte immédiatement du théoreme précédent.

CoROLLAIRE 2. — Conservons les notations et les hypothéses du
théoréme précédent.
(14) L’application canonique de H°(W;©) dans H°(A N W;0) est
d’image dense.

(1) Les groupes de cohomologie H1(ANW; Q) sont nuls, quel que soit
Pentier ¢ non nul.

Supposons, en plus, que Pentier n soit strictement plus grand que 1.

(24) L’application canonique de H*(W;O) dans H*(BNW;0) est un
isomorphisme.

(2g) Les groupes de cohomologie H1(BNW; O) sont nuls, quel que soit
I’entier ¢ # 0, n — 1.

(2¢) Le groupe de cohomologie H" (B NW; Q) est séparé.

Il existe, en vertu du théoréme précédent, une suite exhaustive
(P,),eN de polyédres de C™ relativement compacts dans A N W. Les
assertions (14) et (1p) résultent alors immédiatement de la proposition
1 et du lemme 1.

Toujours en vertu du théoreme précédent, il existe une suite exhaus-
tive (@, ),eN de polyédres troués de C™ relativement compacts dans BNW
et une suite exhaustive (P,),eN de polyéedres de C" relativement compacts
dans W tels que P, soit un soutien de (J, pour tout entier naturel v.

Pour tout entier g strictement inférieur & n—1, I’application canonique
de restriction de H9(Q,+1;0) dans HY(Q,; ) est d'image dense. Pour
q = 0, ceci résulte du diagramme commutatif

HO(P,,+1;O) —_— HO(Qu+l;0)

! !

H(P,;0) — H°Q.,;0)
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dans lequel les lignes sont surjectives et la premiére colonne d’image dense.
Pour g compris entre 1 et n — 2, ceci résulte de la proposition 2. Les
assertions (2p) et (2¢) résultent donc de la méme proposition et du lemme
1. Démontrons assertion (24). Pour toute fonction holomorphe f sur
B N W et pour tout entier v, il existe une fonction holomorphe g, sur
P, telle que 'on ait

fIQ,, = gulQ.,'

Les fonctions g,4 et g, coincident sur (), et donc sur P, (rappelons que
toutes les composantes connexes de P, rencontrent (), ). Par recollement,
on définit une fonction holomorphe g sur W dont la restriction &8 BN W
coincident avec f.

4. Le cas relatif.

Désignons par r un entier compris entre 1 et n, et posons

C” — Cr~l X Cufr{»l

Pour tout point z de C", nous désignerons par z' (resp. z”) la projection

canonique de z dans C'~' (resp. C"~"+1).
Pour tout sous-ensemble Y de C", nous désignerons par M(}") le
complexe double ainsi défini :

(1) pour tout couple (p,q) d’entiers, U'ensemble A”9(Y") est le sous-
espace de QVP14(Y") constitué des formes différentielles homogenes
de degré p en les dz,...,dz,_ et de degré q en les dz, . ... dz,,

(2) les différentielles d; et dy; sont définies respectivement par

o Ow o Ow
diw = E dzZ; N - et dyw= E dz; A 95

5.
I<j<r—1 a“-’ r<j<n =

Remarquons que les éléments de degré ¢ du complexe latéral ]\\f] (Y) D (resp.
M1(Y)) sont les formes différenticlles de 2%9(Y") holomorphes en les varia-

(1) Ftant donné un complexe double

_ PG gPd e
M= (M AP dy ) g e2 x 2

les complexes latéraux /\NII et /\~I” sont définis par les relations

x1 .0 .0 A 0, (/N
My = (K(\rd‘l”l ,df )pEZ et My = (Kerd, {1.(1[[{])(1624
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bles z,,...,z, (resp. z1,...,2,_1), C'est-a-dire indépendantes de dz,,...,
dz, (resp. dz;,...,dz._) et & coefficients holomorphes en les variables
Zpy ...y 2n (TESP. 21,...,2,—1). Remarquons encore que le complexe total de

M(Y') s’identifie canoniquement au complexe de Dolbeault

B
0— Q"°(Y) — QON(Y) — ... — Q""(Y) — 0.

On a donc des applications linéaires canoniques
HI(My(Y)) = H(Y;0) e H'(My(Y)).

Nous aurons besoin de deux lemmes techniques concernant le complexe
double M(Y).

LEMME 2. — On désigne par K un sous-ensemble compact de C" et
par U un voisinage ouvert de K, de la forme

U — UI X UII g Cr—l X Cn—r+l — Cn,

et I'on suppose r > 1.
Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) lapplication canonique de ]\7{_1(U) dans ]\N/I{_I(K) est d’image
dense,

(2) les groupes de cohomologie HP?(My;(K)) sont nuls pour q # 0,
les conditions suivantes sont aussi vérifiées :

(A) I’espace H""!(K; ) est indiscret(?)

(B) les groupes de cohomologie H1(K'; Q) sont nuls pour q > 7.

Il résulte de la condition (2) que P’application canonique
X' : HI(My(K)) —» HY(K;0)

est un isomorphisme pour tout entier q. Puisque ’espace 1\7{’(1( ) est nul
pour g > 7, la condition (B) est vérifiée.

(2) Nous dirons qu’un espace topologique est indiscret si sa topologie est la moins fine
des topologies, c’est-a-dire celle dont les seuls ensembles ouverts sont la partie vide et la
partie pleine.
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Pour démontrer (A), considérons le diagramme commutatif
I

—_ d —
M) L M)

R

My K) s MMK)
dans lequel les fleches verticales indiquent les applications canoniques
de restriction. La premiére fleche horizontale est surjective : un élément
de J\’\lil"_l(U ) est une forme différentielle de degré maximum en les
dzy,...,dZ._1, holomorphe en les variables z., ..., z,, ou encore un élément
de O(U";QO"=1(U")), et I'on sait que ’application

5 . QO,T—?(UI) N QO,T—I(UI)

est surjective. La seconde fleche est d’image dense par hypothése. La
deuxi¢me fleche horizontale est donc d’image dense, ce qui démontre
I’assertion.

Pour tout sous-ensemble compact K de C™! x C* "t! et pour
tout entier g, on désigne par (SEP) la propriété suivante du groupe de
cohomologie H(K;O) :

(SEP) Pour qu’une forme différentielle w appartenant a Q%9(K) soit
O-exacte, il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de K et un
représentant de w dans ’adhérence de 8(2%7~1(U)).

De maniére analogue, pour tout entier p, on désigne par (SEP);; la propriété
suivante du groupe de cohomologie H{;?(K)

(SEP)1; Pour qu’une forme différentielle w appartenant & MP9(K) soit
dir-exacte, il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de K et
un représentant de w dans I’adhérence de djj(MP9~1(U)).

LeMME 3. — On désigne par K un sous-ensemble compact de C" et
par L un sous-ensemble compact de K. On suppose T < n.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) les groupes de cohomologie H"(JE(K)) sont nuls pour tout entier
q#0,

(2) lapplication canonique de ]TJJI"(K) dans Azq(L) est bijective pour
tout entier gq,

(3) les groupes de cohomologie HP9(My(L)) sont nuls pour ¢ =
1,....,.n—r—-1,
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(4) le groupe de cohomologie Hy;"~" (L) vérifie la condition (SEP)yy,
les conditions suivantes sont aussi vérifiées :
(A) Papplication canonique de H°(K; ) dans H°(L; Q) est bijective,
(B) les groupes de cohomologie H9(L;O) sont nuls pour ¢ = 1,...,
n—-r—1,
(C) le groupe de cohomologie H"~"(L; Q) vérifie la condition (SEP).

Il résulte de la condition (3) que 'application canonique
X' : HY(M;(L)) — HY(L; 0)

est bijective pour ¢ < n—r et de la condition (2) que 'application canonique
de HY(M;(K)) dans H(M;(L)) est bijective pour tout entier g. Compte
tenu de la condition (1), ceci démontre les conditions (A) et (B).

Démontrons la condition (C). Soit U un voisinage ouvert de L et soit
w une forme différentielle appartenant & I’adhérence de 9(Q0"~"—1(U)).
Cette forme différentielle s’écrit de maniére unique

w = E Wps

ospsn—r

o, pour p = 0,...,n — r, la forme différentielle w, appartient a
MP"="=P(U). Pour des raisons évidentes de degré, la forme différentielle
wo appartient a 'adhérence de dy (M "~"~1(U)). En vertu de la condition
(4), il existe donc une forme différentielle n, appartenant a Af%"~"~1(L)
telle que 'on ait

wolr, = dum.
Par récurrence sur ’entier p, on choisit alors, pour p=2,...,n—r—1, une
forme différentielle 7, appartenant & AP~1"~"=P(L) telle que I'on ait

Wp—t|r = dinp—1 = dynp.
On a en effet
di(wp—1]L — dinp—1) = (dnwp—1 + diwy—2)|L =0

(rappelons que la forme différentielle w est d-fermée) et I’assertion résulte
de la condition (3). Pour la méme raison, il existe une forme différentielle
n' appartenant & I'ensemble A"~ "~1.0(L), telle que 'on ait

]
wn-r—l'L - dI7771—1'——1 = dlln .
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La forme différentielle w,,_,.|;, — din’ appartient & ’ensemble M™~"%(L) et
vérifie les conditions

di(wn—rlL — d[’l’)’) =0 et dy(wn—rlL— dln’) = 0.

Les conditions (1) et (2) impliquent alors I'existence d’une forme différen-
tielle " appartenant & ’ensemble M;*~"~!(L) telle que l'on ait

wn — 71| —din’ =din".

On pose
M—r =0 +0" et n=nm+...4 %

On a donc, par construction,
ditn—r = dun’ = wn—r_1|L = difn—r—1 et din=dm' +din" =wn_,|L
et on vérifie aisément que 'on a

on =wl|L,

ce qui acheve la démonstration du lemme.

On conserve les notations du paragraphe 2. En particulier, on désigne
par X un voisinage ouvert de Dorigine dans C™ et par ¢ une fonction
indéfiniment dérivable & valeurs réelles dans X qui s’annule a Vorigine. On
désigne encore par r un entier compris entre 1 et n.

THEOREME 2. — Soit W un voisinage ouvert de l’origine dans X, de
la forme

W = WI x WH — Cr—-l X Cn—r+l — Cn,

ou W' désigne un polydisque ouvert de centre d’origine dans C"~! et W"
un voisinage ouvert de l'origine dans C"~"*!, qui soit ¢(2', )-privilégié
pour tout point z' appartenant & W'.

- On suppose r > 1. Tout sous-ensemble compact K de AN W est
contenu dans un sous-ensemble compact K de ANW vérifiant les conditions
suivantes :

(A) Le groupe de cohomologie H™1(K;0) est indiscret.

(B) Les groupes de cohomologie H?(K ;) sont nuls pour tout entier
qzT.
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— On suppose r < n. Pour tout sous-ensemble compact L de BN'W
et pour tout sous-ensemble compact K de W qui rencontre toutes les
composantes connexes de L, il existe un sous-ensemble compact L de BA'W
contenant L et un sous-ensemble compact K de W contenant L vérifiant
les conditions suivantes :

(A) L’application canonique de H*(K;©) dans H°(L; O) est bijective.

(B) Les groupes de cohomologie HQ(E;O) sont nuls pour q = 1,...,
n—r-—1

(C) Le groupe de cohomologie H"‘T(z; ) vérifie la condition (SEP).
Le polydisque W' est de la forme

W' =D(0;p') avec p' = (p1,---,pr-1)

et ’ensemble W' est composante connexe de ’origine dans un ensemble de
la forme

Wo = {2 € D(0;p") | [u(z")| < po} avec p"=(pr,...,pn);

ou le polydisque D(0; p"), le nombre réel py et la fonction holomorphe u
vérifient les conditions de privilege.

Démontrons la premiere assertion. Il existe des nombres réels e, rg, ..., 7,
vérifiant les relations

e>0 et 0<r;<p; per 3=0,...,n,
tels que I’ensemble K soit contenu dans I’ensemble
K=Wn{zeD;r)| |u(z")| <7y et o(z)+e<0}.

Remarquons que, pour ¢ assez petit, 'ensemble W' est (p(2', ) + ¢)-
privilégié pour tout point z' appartenant & D(0;7') (remarque 1). Nous
allons montrer que les ensembles K et W vérifient les conditions (1) et (2)
du lemme 2.

Soit U un voisinage ouvert de K dans AN W. Pour tout point
¢' appartenant & D(0;7'), 'ensemble U((') est un voisinage ouvert de
K(¢') dans A(¢') N W. En vertu du corollaire du théoréme 1, il existe
donc un polyédre P” de C*~™+!, contenant K (¢') et relativement compact
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dans U(¢’). Pour 2’ assez voisin de (', ce polyedre contient K (2') et est
relativement compact dans U(z').

Cu—rﬂ w

Figure 4

Il existe donc un recouvrement fini (P/),c; de D(0;7'), formé de
polydisques ouverts de C"~! relativement compacts dans W', et, pour
chaque indice ¢ appartenant & I, un polyedre P/’ de C*~"*!  contenant
K(2') et relativement compact dans U(2'), pour tout point 2’ appartenant
aPp.

On pose

P=P/xP' et P=|JP.
el
Un raisonnement élémentaire de topologie générale montre qu’il existe un
voisinage ouvert U de K , relativement compact dans P, qui vérifie la
condition suivante :

(*) Pour tout point z appartenant a U tel que 2’ appartienne & P, le point
2" appartient & P/’

Indiquons par U’ la projection canonique de U dans C™1, et par (X).cr une
partition de 'unité sur U’ subordonnée au recouvrement (P'),cs (chacune
des fonctions x| a donc un support contenu dans P, et la somme de ces
fonctions est égale & 1 sur ’ensemble U’). On définit encore une famille

(x:).e1 de fonctions en posant
x.(2) = x,(2")

pour tout indice ¢ appartenant & I et pour tout point z appartenant a P.
En vertu de la condition (x), cette famille est une partition de I'unité sur
U, subordonnée au recouvrement (P,),c;.
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Soit alors w un élément de ]W{'I(U ). Pour tout indice ¢ appartenant
a I, la forme différentielle ,i"l p, est limite, dans J\A/I'{—I(R), d’une suite
(Biw)iveN d’éléments de M{~'(P! x W") (en fait, pour tout point 2’
appartenant a P/, la forme différentielle w(z’, )|p~ est limite, dans 'espace
des formes différentielles holomorphes de degré r —1 sur P/, d’une suite de
formes différentielles de degré r — 1, holomorphes sur W"). Posons, pour
tout entier v,

By = ZXL/@L,V'
el

Puisque les fonctions x, sont indépendantes des variables z,,...,z,, on
définit ainsi une suite d’éléments de M’—l(W), dont on vérifie aisément
qu’elle converge vers w dans M{'l(ﬁ ), ce qui démontre la premieére
condition du lemme 2.

Pour vérifier la seconde condition, on désigne par g un entier stricte-
ment positif et par w un élément de MP9(U) tel que l'on ait

dnw =0.

Pour tout indice ¢ appartenant a I, il existe une forme différentielle 7,
appartenant & MP9~1(P,) telle que I’on ait
dun, = wlp,

(en fait, pour tout point z’' appartenant & P/, la forme différentielle
w(z', )|pr est O-fermée, donc O-exacte). La forme différentielle définie par

n= Z XM
el

appartient & MP9~1(P) et, puisque les fonctions x, sont indépendantes des
variables z,,...,z,, On a

dunly = wg,
ce qui achéve la démonstration de la premiere partie du théoréme.

Pour démontrer la seconde, on peut toujours supposer que L est
contenu dans K. Il existe alors des nombres réels rg,...,r, vérifiant les
relations

0<r;<p; pour j=0,...,n,
tels que K soit contenu dans I’ensemble

Ko=Wn{zeDO;r)| |u(z")] <ro},
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et un nombre réel ¢ strictement positif tel que L soit contenu dans
I’ensemble

L=Wn{zeDO;r)| |Ju@z")<ro et ¢(z)—ec>0}.

Remarquons que, pour £ assez petit, 'ensemble W" est (p(z', ) — €)-
privilégié pour tout point 2’ appartenant & D(0;7') (remarque 1). Indiquons
par K D'union des composantes connexes de Ky qui rencontrent L et
montrons que les ensembles K et L vérifient les conditions (1), (2), (3)
et (4) du lemme 3.

Soient V' et U des voisinages ouverts de L et de K dans BN W et
dans W respectivement.

Comme dans la premiere partie de la démonstration, utilisant la
deuxiéme partie du corollaire du théoréme 1, on peut trouver un recou-
vrement fini (P/),e; de D(0,7'), formé de polydisques ouverts de C"~!
relativement compacts dans W', et, pour chaque indice ¢ appartenant &
I, un polyedre troué Q' de C"~"*! et un soutien P” de Q”, tels que Q"
contienne E(z’) et soit relativement compact dans V(z'), et tels que P/

contienne K (2') et soit relativement compact dans U(z'), pour tout point
z' appartenant & P/. On pose alors

Q=@ xQ', Q=@ e P=P xP', P=|JP

el el

et I’on désigne par Vet U des voisinages ouverts de Letde K , relativement
compacts dans () et dans P respectivement, vérifiant la condition suivante :

(x) Pour tout point appartenant & v (resp. U), tel que 2’ appartienne &
Q! (resp. P/), le point z” appartient & Q)! (resp. P).

Indiquons par V' et U’ les projections canoniques de V et de U dans
C™1, et par (x!).es une partition de I'unité sur V' U U’ subordonnée au
recouvrement (P/),¢;. On définit encore une famille (x,),e; de fonctions en
posant

X (2) = x,(2)
pour tout indice ¢ appartenant a I et pour tout point z appartenant a P.
En vertu de la condition (%), cette famille est une partition de 'unité sur

V', subordonnée au recouvrement (@,).cr, et une partition de 'unité sur
U, subordonnée au recouvrement (P,),e;.

La vérification de la condition 1 du lemme 3 est immédiate : ’ensemble
K, posséde un systéme fondamental de voisinages de la forme R’ x R”, ol
R’ est un polydisque de C"~! et R" un polyédre de C*~"+1.



616 A. FABIANO & P. PIETRAMALA

Pour démontrer la condition 2 du méme lemme, on désigne par w une
forme différentielle appartenant & M{(V). Pour tout indice ¢ appartenant
a I, il existe une forme différentielle 7, appartenant a M{(P,) telle que

nle. = wlq,

(en fait, pour tout point 2z’ appartenant & Q/, la forme différentielle holo-
morphe w(2’, )|qy est la restriction d’une forme différentielle holomorphe
sur P"). La restriction & U de la forme différentielle n définie par

= X

el
appartient a ]T/ﬁ(ﬁ) (parce que les fonctions x, sont indépendantes des
variables z,,...,2,), ce qui démontre I’assertion.

La condition 3 du lemme 3 se vérifie comme la condition 2 du lemme
2 dans la premiere partie du présent théoreme.

Pour démontrer la condition 4, enfin, on désigne par w une forme
différentielle appartenant a ’adhérence de dy(M%"~"~1(V)). Pour tout in-
dice ¢ appartenant & I, la forme différentielle w|g, appartient & I’adhérence
de dii(M°%"~""1(Q,). Il existe donc une forme différentielle 5, appartenant
3 MO"—m=1(Q,) telle que l'on ait

din, = wlg,

(en fait, pour tout point z' appartenant & @), la forme différentielle
w(2', )|qn est O-exacte). La restriction & V de la forme différentielle

n= ZXﬂh

el
appartient & 'ensemble M%"~"=1(V) et l'on a
du(nly) = wly,

ce qui achéve la démonstration du théoreme.

CorOLLAIRE . — Conservons les notations et les hypothéses du
théoréme précédent.

— On suppose r > 1.

(14) Le groupe de cohomologie H"}(ANW;0) est indiscret.
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(1) Les groupes de cohomologie H1(A N W; ) sont nuls pour tout
entier q > r. ’

— On suppose r < n.
(24) L’application canonique de H°(W;(Q) dans H°(B N W;(0) est
bijective.
(2p) Les groupes de cohomologie HY(B N W ;) sont nuls pour q =
1,....,n—r—1.

(2¢) Le groupe de cohomologie H"~"(B N W; O) est indiscret.

La démonstration est analogue a celle du corollaire 2 du théoréme 1.
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