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FONCTIONS SEPAREMENT ANALYTIQUES

par Jean SAINT RAYMOND

Le but de cet article est d’étudier les fonctions de deux variables
réelles qui sont séparément analytiques. A la différence du cas des fonctions
de variables complexes, pour lesquelles le théoréme bien connu de Hartogs-
Osgood assure qu’elles sont analytiques, des exemples classiques, comme
la fonction (z,y) — prolongée par 0 en (0,0), montrent que ces

2 1 42
¢ +y
fonctions ne sont pas nécessairement analytiques, ni méme continues.

Notre principal résultat concernant les fonctions séparément analyti-
ques définies sur un ouvert 2 de R? est le suivant :

Si f est séparément analytique sur , il existe un fermé F de Q2
tel que f soit analytique sur Q\F et que les deux projections m(F) =
{z : Jy (z,y) € F} et ma(F) = {y : 3z (2,y) € F}, qui sont réunions
dénombrables de compacts, soient de capacité logarithmique nulle.

Inversement, si Q2 est un ouvert de R? et F' un fermé de Q vérifiant
la condition ci-dessus, on construit une fonction séparément analytique sur
2 dont le domaine d’analyticité est ’ouvert 2\F, ce qui montre que la
condition ci-dessus est optimale.

Le referee nous a signalé que les méthodes utilisées ici permettent
d’étendre ces résultats & des fonctions définies sur un ouvert de R™ x R"
et séparément analytiques, en remplacant, pour les projections Fj et F, de
I’ensemble singulier, polaires par pluripolaires dans C™ et C". Toutefois,
par souci de clarté et de simplicité, nous nous limiterons au cas des fonctions
de deux variables réelles.

Mots-clés : Fonctions analytiques — Capacité logarithmique — Ensembles polaires.
Classification A.M.S. : 26E05 — 26B05 — 31A05.
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Nous remercions M. Hervé ainsi que le referee d’une version anté-
rieure de ce papier, qui nous ont fait connaitre les travaux de J. Siciak sur
les fonctions séparément analytiques.

Pour toutes les notions de théorie du potentiel utilisées ici, nous
renvoyons & [B]. Citons seulement 1’énoncé suivant, qui n’y figure pas
explicitement, et qui sera utile :

THEOREME 1. — Si (v,) est une suite localement minorée de fonc-
tions surharmoniques continues définies sur 'ouvert Q! de C & valeurs dans
RU {+o0}, la fonction v = inf,, v, est continue en dehors d’un K, polaire.

La fonction v est s.c.s., et égale, d’aprés le théoréme de Cartan, & une
fonction s.c.i. w inférieure & v, en dehors d’un ensemble polaire E. On a
donc :

EDE1={xEQ:w(x)#v(x)}anJ{zeQ:'v(:c)—w(x)z%}.

Il en résulte que E; est une réunion dénombrable de compacts polaires. De
plus, si z appartient & Q\E; et € > 0, {y : v(y) < v(z)+¢} est un voisinage
ouvert de = puisque v est s.c.s., et
{y:v(y) >v(z) —e} ={y:v(y) > w(z) - €}
> {y: w(y) > w(z) — €}
est un voisinage de = puisque w est s.c.s. Donc v est continue en z.

1. Fonctions séparément analytiques.

Si f est une fonction analytique au voisinage d’un intervalle compact
I de R, il est bien connu que pour tout zo de I, il existe deux constantes
M et p > 0 telles que, pour tout n > 0, on ait

d"f p—

. . 1d"f —1/n .
La quantité Q(f,z¢) = 71&{; (m aﬁ(xo)') est donc strictement

positive, et f se prolonge en une fonction holomorphe sur le disque de
centre zo et de rayon Q(f,zo).

THEOREME 2. — Si f est analytique au voisinage d’un intervalle
compact I de R, la fonction xz — Q(f,z) est 2—lipschitzienne sur I.
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Soient o € I et A = Q(f, zo). Il existe donc § > 0 et une suite (a,)
avec, pour |h| < § :

o o]
flzo+h)= Zanh" et |ap| <A " pourn>1
0

d’ou
oo
£ < n+p n _ y-p(1 _ Ply-p-1
a0+ B) < A == )
AP

<———— sip2>1

= O TPE
et

Q(.fax +h) 2 (A |hl) >A—2|hla

ce qui montre que Q(f,.) est 2—lipsch1tz1enne sur I. 0

Il en résulte que, si f est analytique au voisinage d’un intervalle
compact I, la quantité

Q(f,I) =inf{Q(f,z) : z € I}
est strictement positive. Nous allons maintenant l’exprimer & l’aide des
différences finies de f. Si f est une fonction définie sur I et h € R, on pose

Anf(z) = f(z + k) — f()

qui est définie pouvu que z et £+h soient dans I. On définit inductivement,
pourn > 1

n
Rf(@) = AnART (@) = ) (-1)"ICi f(z + jh)
=0
pourvu que = et = + nh appartiennent  l'intervalle I.

Le théoréme suivant est classique.

THEOREME 3. — Si f est de classe C™ sur l'intervalle I,
sup | f™| = sup{|h " "APf(z)| : x € I, = + nh € I}.
I

On en déduit aisément :

THEOREME 4. — Soit f une fonction sur l'intervalle compact I =
[a,b]. Pour que f soit analytique et vérifie Q(f,I) > p, il faut et il suffit
que

psinf{|h|-|$ ;:f(m)rl/n:nZl, z€l, z+nhel}.
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Le seul point non trivial est que f est C*° dés que |A} f(z)| reste
majoré par n!|h|™ - p~™ pour n > 1 et h assez petit. Pour cela, on utilise
une suite (yx) de fonctions C*°, positives, d’intégrale 1 et & support dans

[- 7 k] Alors la suite (f * <pk)k>,, est, par le théoréme d’Ascoli, relati-

vement compacte dans C*([a + —, b— —]), et sa seule valeur d’adhérence

1 1
possible est la restriction de f & [a + ;,b - ;], d’ou le fait que f est C*®

sur |a, b[.
Nous énongons maintenant des conditions pour qu’une fonction
séparément analytique soit analytique au voisinage d’un point. Soient Q2

un ouvert de R? et f une fonction séparément analytique sur Q. Pour
(z,y) € Q on notera

Q’(f,x,y) - Q(f(,y),a;) = 1nf{| 1 6"7'f

-1/n
ol W(m, y)l

:nZl}

Q"(f,2,9) = Q(f(=,),y) = nf { | .3"£<,>| 21}

On sait que si f est analytique en (zo, o), il existe § > 0 et V voisinage de
(z0,y0) tels que, pour (z,y) € V, on ait
Q'(f,z,y) 26 et Q"(f,z,y)>6.

Inversement, il résulte des travaux de J. Siciak, ([S1], [S2], voir aussi [H])
qu’on a le théoréme suivant :

THEOREME 5 (Siciak). — Soit f une fonction définie sur un voisi-
nage ouvert convexe w de (To,yo) dans R2, et séparément analytique. On
suppose que pour unn >0 on a

0< p2 < inf{Q”(f,z',yo) : |.’l‘ - "L'Ul < 7’}
0 < p1 < py =inf{Q"(f,20,) : |y — %ol < n}-

Alors il existe un a > 0, ne dépendant que de 7, p1, p},p2 tel que f se
prolonge en une fonction holomorphe sur le polydisque B = {(z,w) € C? :
|2 — zo] < p1 et Jw —yo| < a}.

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 6. — Soient ) un ouvert de R? et f une fonction
séparément analytique sur Q. Alors f est analytique au voisinage d’un
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point (xg,y) de Q si et seulement si Q' (f,z,y) et Q"(f,z,y) sont minorés
par un 6 > 0 au voisinage de (zo, yo)-

2. Domaine d’analyticité.

Dans toute cette partie, () désignera un ouvert de R? et f une fonction
séparément analytique sur ). On appellera domaine d’analyticité de f
Pensemble ¥ des points de Q au voisinage desquels f est analytique, et
ensemble singulier de f le fermé F = Q\QY' de Q. On va prouver que les deux
projections F; = {z € R: 3y (z,y) € F} et >, = {y e R: 3z (z,y) € F}
sont recouvertes par une famille dénombrable de compacts de R de capacité
logarithmique nulle. En particulier F; et F; sont d’intérieur vide, et ' est
dense dans 1.

Fixons d’abord deux intervalles compacts I et J tels que I x J C .
Alors, pour z € I, on pose

¢"(@) = Q(f(z,.), J) = inf Q"(f,2,9) > 0,
et pour y € J, on pose
q'(y) =Q(f(-9), 1) = inf Q'(f,z,9) > 0.

Il résulte du théoréme 1.4 que
' . 1 o i . -1/n
q'(y) = inf {|h||;t—' Z(—l)’Cﬁf(x+jh,y)| in>l,z€l,z+nh € I}
M=
donc que ¢’ est semi-continue supérieurement sur J, puisque f est séparé-
ment continue. De méme q” est semi-continue supérieurement sur I.

° 1
I en résulte que les ensembles E, = {z €I: ¢"(z) > 5} sont fermés

0 o
dans I et recouvrent, pour p € N, ’'ouvert I . D’aprés le théoréme de Baire,
]

la réunion U des intérieurs des E,’, est un ouvert dense dans I .

De méme, les ensembles
° 1
E,={yeJ:qd(y) > ;}

0
sont fermés et recouvrent J . Et la réunion V des intérieurs des E,’,’ est un

(4]
ouvert dense dans J .
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LEMME 1. — Le domaine d’analyticité de f contient (U x V).

Si (z,y) € (UxV), il existe p; et p, tels que E, x E, soit un voisinage
de (z,y) dans Q. Il résulte alors du corollaire 1.6 que f est analytique au

L . .y "
voisinage de (z,y), puisque, siw = E;, x E;; ,on a

V@ y) €w QUYL et @Qfay) >~
D2 D1

0

COROLLAIRE 2. — Le domaine d’analyticité Q' de f est dense dans

Si w est un ouvert non vide de Q, (zg,yo) un point de w, I et J deux
intervalles ouverts tels que

(zo,y0) €EIxJCIXJCuw,

les ouverts U et V de I et J définis plus haut sont non vides et w N Q'
contient 'ouvert non vide (U x V). Donc @ Nw # 0, ce qui prouve que '
est dense dans 2.

LEMME 3. — Avec les notations précédentes, U x J est contenu dans
le domaine d’analyticité ) de f, ainsi que I x V.
Soient 7o € U, yo € J, et p € N tel que E!_; soit un voisinage de
1
zo. 1l existe, puisque V' est dense dans J, un y; € V tel que |yo — y1| < .

Alors (z9,31) € U x V C ', d’apres le lemme 1. Par conséquent, il existe,
- en vertu du corollaire 1.6 un € > 0 et un é > 0 tels que
|.’I}—.’EO| <e et |y—y1| <eg= Ql(faz’y) .>_ é.
Si, de plus,z € E, ; ety € J,ona
1
Q"(f,z,9) 2¢"(z) 2 -1
On a donc, au voisinage de (zo, 1)

QUz,y) 26 et Q"(f,x,y)zp%l.

Si w est un voisinage ouvert convexe de {zo} x J contenu dans €, il
résulte du théoréme 1.5 qu’existent un a > 0 et une fonction analytique f;

1 1
sur |zg — o, zo + af x]yl - ;,m + ;[ = R qui coincide avec f sur w N R,

qui est un voisinage de (o, yo).
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Donc f est analytique au voisinage de (xo, %), c’est-a-dire U x J C (V.
On voit de méme que I x V C . O

COROLLAIRE 4. — Si F est l'ensemble singulier de la fonction
séparément analytique f, les projections F; et F, de F sont maigres.

Il existe deux suites d’intervalles ouverts bornés (I;) et (Ji) telles
que,
Q=|J I x J
k

et
Vk T, x Jp C Q.

Si Uy et Vi sont les ouverts denses de I; et Ji définis comme plus
haut, il résulte du lemme 3 que

{ Fn (Ik x Jg) C (Ik\Uk) x Ji
Fn (I x Jg) C I x (Jk\Vi).

Donc F; C U(Tk\Uk) et Fy C U(‘jk\Vk), ce qui achéve la démonstration
k k

car, pour tout k, les compacts It\Uy et Jx\Vj sont rares dans R. a

LEMME 5. — Soient F; et F; les projections de I’ensemble singulier
F, C5 une partie dense de R et x¢ € Fy. Alors il existe un 8 € Cs tel que la
fonction qg : z — Q" (f,x,B) soit définie au voisinage de z, et discontinue
en zo.

Soient yo tel que (zo,y0) € F et w un voisinage convexe de (zo,¥o)
relativement compact dans §2. Alors @ N F .est compact. Sa deuxiéme
projection Ko = {y : 3z (z,y) € wN F} est donc un compact contenu
dans F3, donc rare.

Soit § = Q"(f,zo0,%) > 0. D’aprés le théoreme 1.2, Q" est
2-lipschitzienne en y. Alors
) )
W= ]yo ¥ + Z[n {y: (z0,9) € w}N (R\K3)
est un ouvert non vide, donc contient un 3 € C3. Et on a

s(z0) = @"(f,70,8) 2 Q"(f,0,0) 2o~ B > -2- 5 = .

Puisque (z0,3) €Ew et 8 ¢ K>, on a (zo,0) ¢ F.
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Il existe donc, un € > 0 et un p > 0 tels que
ly - Bl <e = Q'(f,z0,9) > p.

Si gg était continue en z, il existerait un £’ tel que |z — zo| < ' =
)
a5(z) > gp(zo) — i1

On pourrait alors conclure du théoréme 1.5, I’existence d’un a > 0

. . ] )
et d’une fonction analytique f; sur R =]zy — a,z¢ + a[x]ﬂ -8+ Z[
coincidant avec f sur wNR, qui est un voisinage de (o, yo). Ceci entrainerait

que (Zo,yo) ¢ F, contrairement au choix de yo. Donc gz est discontinue en
xo. a

LEMME 6. — Si Fy et F; sont les deux projections de I’ensemble
singulier F de f, si § ¢ F2, la fonction gg : z — Q"(f,z,B) définie sur
Pouvert Qg = {z : (z,3) € N} est continue en dehors de la réunion d’une
famille dénombrable de compacts de Qg de capacité nulle.

Pour tout z de Qg, (z,8) ¢ F puisque 8 ¢ F>. Il existe donc §; > 0
et p, > 0 et une série entiére S;(z,w) convergeant dans le polydisque
{(z,w) : |2| < 6, et |w| < p;} tels que, pour z et w réels et assez petits, on
ait :

flz + 2,8+ w) = Sz(z,w).

6 .
Par le théoréme de Lindeldf, on peut extraire du recouvrement ]a: - —25, z+

0.
— [ de Q3 un sous-recouvrement dénombrable. 11 suffit donc de démontrer

2

é
que, sur [z - ?x,z + ?z], gs est continue en dehors de la réunion d’une
famille dénombrable de compacts de capacité nulle. Soit Zam,gz"‘w‘ la

m,L
série entiere S,. Elle converge normalement sur le polydisque compact
{(z,w) : |2] < —21 et jw| < %’—}, donc y est bornée par un M < +oo0.
On a donc

Sz(z,w) = iw‘(z_am,gzm) = iCe(z) -t
£=0 m =0

ol Cy(2) est la série entiére Z am 2™ qui converge normalement sur le
m=0

é
disque compact {z 2] < —2’-}
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Les inégalités de Cauchy, appliquées a la fonction w +— S,(z,w),
donnent :

Ce(z)l < M- (52)~*

donc Y aarat
Cuz) e </t 2 2MAD sy,
Pz Pz
De plus, si h est réel, avec |h| < 61,
. 10"f 1/n
qg(:c+h)—1nf{|m yx(x+h,,3)| .nZl}

=inf {|Cn(z + B)| /" :n > 1}.
Alors, pour tout £, la fonction z — log|Cy(z)|~1/¢ est surharmonique sur

le disque D(0, %), minorée par M; = log , et continue 3 valeurs

Pz
oM+ 1)
dans R. La suite

gm(2) = inf {log (|Ce(2)| M%) :1 < £ < m}

. L. : . . 0.
est donc une suite décroissante de fonctions surharmoniques sur D(O, ?z) ,

continues & valeurs dans R et uniformément minorées, qui décroit vers la
fonction

9(2) = inf { log (|C¢(2)|7Y/%) : £ > 1}.

3

Et on a, pour h réel avec |h| <

(M)

9(h) =loggg(z + h).
Donc g est discontinue en tout point h pour lequel gg(x + h) est discontinu.
Et, d’apres le théoréme 1, les points de discontinuité de g sont recouverts

par une suite de compacts de capacité nulle, ce qui termine la démonstra-
tion. O

THEOREME 7. — Si f est une fonction séparément analytique sur
un ouvert ) de R?, si F, et F, sont les projections de I’ensemble singulier
de f, Fy et F; sont réunions dénombrables de compacts de capacité nulle.

11 suffit de le prouver pour F;. Puisque (2 est réunion d’une suite (P,)
de compacts, F; est la réunion des projections des compacts P, N F, donc
réunion dénombrable de compacts. Il suffit donc de prouver que F; est
recouvert par une suite de compacts de capacité nulle. Mais si C; est une
partie dénombrable dense de R\ F3, et si, pour chaque 8 € Cz, (Kg,m)meN
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est une suite de compacts de capacité nulle de Q3 recouvrant ’ensemble
des points de discontinuité de gg, en vertu du lemme 6, il résulte du lemme
5 que

F, C U{Kﬁ’m :meN, Be Cz},

ce qui acheéve la démonstration.

3. Construction de fonctions séparément analytiques.

On va maintenant montrer que, si §2 est un ouvert de R? et F un fermé
de € dont les projections sont recouvertes par une réunion dénombrable de
compacts de capacité nulle, il existe une fonction séparément analytique sur
Q dont P’ensemble singulier est F, c’est-a-dire que la condition nécessaire
donnée par le théoréme 2.7 est aussi suffisante.

- LEMME 1. — Si X est la réunion d’une suite (X,) de compacts de
] — 1,1[ de capacité nulle, il existe une suite (a;) de fonctions holomorphes
sur le disque unité D de C, bornées par 1 en module telles que
i) VzeX lax(2)|*/* — 0 quand k — oo

ii) VzeD\R |ax(2)|'/* - 1 quand k — oo.

Puisque X, est polaire, il existe pour tout p une mesure de probabilité
pp sur X, telle que

1-—
V“p(z)zf log| zldu(m) soit + oo
Xp zZ—T
en tout point de X,. Alors si p est la mesure de probabilité u =
[e )
Z 277~1y,, la fonction
p=0

T

1-
Vu(z) = / longaj:]du(x) est + oo en tout point de X,

. 2
positive sur D, et continue sur D\R, majorée en z = s + it par log If‘

Munissons XN de la loi de probabilité P pour laquelle toutes les
coordonnées sont indépendantes et de méme loi u. Pour tout entier m € N,
J|z™|dp(z) < +oo. 11 résulte donc de la loi des grands nombres que,
presque siirement

k
1
i 53 = [ =)

i=1
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On a donc, presque siirement

Vm €N hm 0 Z:c /x"‘du(:c).

Pour une telle suite (zx) dans XN, la. suite de mesures de probabilité

L
=% PO
=1
vérifie donc
VmeN klim " dpg(z) = /xmdy(z)
—00

donc converge vaguement vers p dans les mesures sur [—1,1].

Fixons donc une telle suite (zx), et posons

K ={p}U{us:k €N}

qui est compact pour la topologie vague. Définissons, pour p € N et
1> € > 0, une fonction f, sur X, x K

fe(z,v) = /log€+|z 2l |du( T).

Les fonctions f. sont continues sur X, x K et tendent vers V, (z). Par
conséquent, pour 6 < +00

{(z,v) e X, xK:¥Ye>0 f.(z,v) <0}

est un compact disjoint de X, x {u}, dont la projection sur K est un
compact disjoint de {u}. Il existe donc un ko tel que

Vze X, Vk2>ko sup fe(z, ur) = Vy, (2) > 6.
e>0

Donc, pour tout § < +00 et tout p, il existe un kg tel que
Vze X, Vk2>ko Vi (2) > 6.
On peut donc définir une suite £(q) croissante telle que £(q) > 2 et
Vz e U X, VL2>{(q) Vi (2) > ¢°.
P<q
Et si on définit la suite n(k) par

n(k) =~ si gl(qg) <k<(¢+1)£(g+1)
puis
2 —Tj
1—z;2

ax(z) =
3 <k-n(k)
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la suite 7(k) tend vers 0 quand k tend vers l'infini, et les fonctions a; sont
holomorphes bornées par 1 en module sur D. De plus,

1 2—x;
loglax(2)]'/* =+ 3 log|T—=
i<k-n(k) J

Ve (2)

> > >

si £ est la partie entiére de k-n(k).
Alors si z = s +it € D\R

2
0.< Vi (2) < logl5|

ot ¢ knk)
&
- < =
55Tk n(k)
d’otlt
Jim log |ax(2)|"’* =0 si z € D\R
—00
c’est-a-dire

lim |ax(2)|*/* =1.
k—o00

Et si z € X, il existe p tel que z € X,,. Alors, si g > pet g-f(q) < k <
1
(g+1)¢(g+1), on an(k) = - donc k-n(k) = k > {(q) et £> £(g). On en

. £ _ k(np(k) -1 1 1 1 1 1
déduit V,,(2) > ¢, et — > -2~ =p(k)————— > - —— = —
d’ot 1 :

ke ——.p2=-21
log ax(4)/* < 5 ¢* = -
et
lim Jax(2)|** =0.
k—o00 .
0
LEMME 2. — Il existe une fonction ¢ continue sur le disque unité

compact D et holomorphe dans D et une mesure de probabilité ) sur [—1, 1]
telles que la fonction ¢* définie sur D par

o"(2) = / log |2 — it|dA(2) - Re (2)

vérifie
p*(2)=0 si Rez>0
¢*(2) =7 -Re(z?) si Rez<0.
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En particulier,
lp*(2)| <7 si zeD.

La fonction ¢ définie sur D par

1+iz 7 4

1-iz 2°

est holomorphe et se prolonge en une fonction continue sur D. Si on note

1 1 i
— 2 _ -3 2 — 3
o(z) =2 3 + 5 log(2* + 1) 5% log

2
A la probabilité sur [-1,1] de densité 3% par rapport & la mesure de
Lebesgue, on a Reyp(z) = [log|z — it|dA(t) pour z € D et Rez > 0. Et
puisque @(—2) = p(z) + 723, on a, pour z € D et Rez <0

/ log |z — it|dA(t) = Rep(—z) = Re(z) + 7Re (%)

d’ou le résultat annoncé. ]

LEMME 3. — Si X est une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi A, et si G est une fonction sur R de carré
A-intégrable, la variable aléatoire maximale

m=sup{|%(GoX1+G0X2+---+GOXk)|:k21}

est d’espérance majorée par 7| [ |G’(t)|2d/\(t)]1/2.

Si on pose Yy = G o X; — [ G(t)dA(t), les Y) sont des variables
indépendantes centrées, de méme loi, dont la variance

E(W?) = B(G o Xel") - | [ Gy
est majorée par E(|G o Xi|?) = [ |G(¢)|2dA(¢).
Y, Yy

La suite Sy = Y7 + > + -0+ " est donc une martingale bornée

dans L? puisque
2 ! YJ 2 u 1 2
B = L E(2) < (X 7) - [ 16@rax
Jj=1 j=1

<= [icorao.

L’inégalité de Burkholder donne donc : »
E(sup |Sk]) < [E(sup |5+[%)]"/* < 2sup [E(5:/*)]

| SW\/g( / |G(t)|2d,\)1’ ?,
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Et puisque
S14+81_YN+---+Y;
k - k

Sk —

on obtient

sup

|Y1+ -+ Y
k

| < 2sup|Sk|

Enfin

GoXi+--+Go Xy

- =/G(t)d,\(t)+Yl+ -+ Y

k

d’ou
Xi 4. X
m:s:p|G° ‘+k+G° ’“|5|/G(t)dx(t)|+2sup|sk|

< [ / |G(t)|2dA(t)]1/2 + 2sup | Sk|.

Il en résulte que

E(m) < / |G(t)|2d,\(t)] (142m \f / |G(t)|2dA(t))
m}
LEMME 4. — Soit Q' un ouvert du carré | — 1,1[ x ] — 1, 1[. Il existe

une suite (1x) de fonctions holomorphes sur D x D et une fonction continue
g de D x D dans R telles que

i) g(a,y)=0si(z,y) € [-1,1] x [-1,1\@".
ii) g(z,y) <0si(z,y) € 0.

iii). Tout point frontiére de V' dans [-1,1] x [—1,1] est adhérent &
Pouvert {(z,w) : g(z,w) > 0}.

iv) V¥p > 0, il existe un ko € N tel que
VE > ko, ¥(2,w) € D*  log (|$(z,w)|"/*) < g(z,w) + 7.
v) Il existe une partie Z dense de D? pour laquelle
V(z,w) € Z klim ¥k (2, )|/ = e9(2w),
—00

Il existe une famille de disques euclidiens D; de centres (z;,y;) dans
R =]-1,1[x] —1,1[ et de rayons r; > 0 dont la réunion est 'ouvert €'.
Et on pose, pour (z,w) € ﬁ x D

pi(z,w) [(z - ;)% + (w — y;)? ‘Tﬂ
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et

o o]
g9(z,w) = Y 279¢" 0 pj(z,w)
=0

ol p* est la fonction définie au lemme 2.

On vérifie sans peine que, pour (2,w) € D x D,

1
|p;(z,w)| = §|z2+w2—2z-xj—2-w-yj+(z§+y12-—rj2-)| <

©1| oo

et que g est continue sur D x D.

Si (z,y) € R, les p;(z,y) sont tous réels, et ©* o p;(x,y) est O si
p;(z,y) > 0, c’est-a-dire si (z,y) n’est pas dans le disque D; et ¢* op;(z,y)
est < 0 si pj(z,y) <0, c’est-a-dire si (z,y) est intérieur au disque D;. Il en
résulte que, sur R, g vaut 0 hors de Q' et est < 0 sur {'. Donc les conditions
i) et ii) sont vérifiées.

Puisque ¢* est sous-harmonique et que les (p;) sont holomorphes, la
fonction g est plurisousharmonique. Si (zo,¥o) est un point frontiére de '

dans R, il existe pour tout € > 0, §;, et 82 avec |61| < € et §; < € tels que
(zo + 61,90 + 82) € . Alors

1 27 27 . .
0 = g(z0,30) < ypo) / dé, db; - g(xo + 61671, yo + 62€%2)
0 0

et puisque g(zo + 611y + 62ei91) < 0 pour (6,,6;) voisin de (0,0)
la fonction g prend des valeurs > 0 en certains points (z,w) vérifiant
|z2—zo| < € et jlw—yo| < €. Donc (zo, o) est adhérent  {(z,w)|g(z, w) > 0},
ce qui prouve iii).
Si (tx) est une suite de points de [—1, 1], on définit
1
Ak = E(€t1 +"'+Etk)
qui est une mesure de probabilité sur [-1,1], et
Yr(z, w) = H (p;(2z, w) — ity)e#°Pi(=w)
£2i<k
qui est une fonction holomorphe sur D x D.

On choisit un ensemble dénombrable dense Z dans D x D. On
munit [~1,1]N de la probabilité P pour laquelle les coordonnées sont
indépendantes et de méme loi A. On va montrer que, P-presque siirement,
la suite (1)x) satisfait les conditions cherchées.
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D’abord, comme dans le lemme 1, en vertu de la loi des grands
nombres, on a presque sirement, pour tout entier n

k
/ t"d(t) = %Et? - / t"dA(t)
Jj=1

c’est-a-dire que la suite (Ax) converge vaguement vers .
Si (Ax) converge vaguement vers ), I’ensemble
K={0-1:0<0<1}U{f-A:0<0<1letkeN}

est un compact vague de mesures positives. Et si on note F; la fonction
continue définie sur KN x D x D par

Fa((”j)azaw) = Zz_j[/log (% +|pj(z’w) _itl) —R6<p0pj(z,’w)}dl'j(t)
0

le compact de KN x D x D défini, pour 5 > 0, par
T = {((vj), 2,w) : Vs € N F,((v5), 2,w) > g(z,w) +n}
ne contient aucun point de {A} x D x D puisque
lim F,(%,2,v) = g(z,w),
_ si on note A la suite constante (), A, ...).
La projection sur KN de T}, est donc un compact disjoint de {A}. Il

existe donc un voisinage V;, de A tel que V(z,w) € D x D, V(v;) € V,,,

9zyw) +1 > 3279 [ g ps (2, w) - it — Reg oy (2,w))d 0]
0

Si on pose
27
Vj,lc=( Z €tr)'?EK
2i.r<k
ona
lim v;r = A pour tout j
k—o0
donc

Jim (vjk); = A

et il existe ko tel que k > ko = (vjx); € Vy, ce qui achéve de prouver la
condition iv), pourvu que A; tende vers ), si on remarque que

tog (2, )+ = 3279 [ o lps(2,w) = it~ Reco o py(z, wdvye (1)
0
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Soit enfin (z,w) € Z. Si on note
G;(t) = log|p;(2,w) — it| — Rep o p;(z,w),

on vérifie sans peine qu’il existe, puisque ¢ est bornée, une constante ~y
indépendante de j € N telle que

IG;(8)] <y —log|t — B| ol B =I(pj(z,w))

donc que

3 1
it <5 [ 07 - 2yiogle - pl-+1og” it - Bat
1
est majoré par une constante vy < 400, indépendante de j € N.

1l résulte de la loi des grands nombres que, P—pfesque siirement,
k
.1 . *
Jim + ;:1: Gy(t,) = Jim / G, (t)dM(t) = / G;(8)dN(E) = " 0 p;(2,w).

Il résulte aussi du lemme 3 que ’espérance de

k
1
m; = s:pl; ;Gj(tr)
est majorée par 7 - (fG?(t)d)\(t))I/2 = 7-4/%. Donc
e . e . Rt .
E(Y 27/m;) =) 279E(m;) <Y 277 7. s < 14y/% < +oo.
0 0 0
w .
Donc, presque siirement E 277m; < +00. On peut donc trouver une
0
suite (tx) telle que, simultanément
— A tende vaguement vers A
- [ G;(t)dAk(t) — ¢* o pj(2z,w) pour tout (z,w) € Z

[o o]
- ZZ‘jmj < +0o pour tout (z,w) € Z.
0

Alors, pour (z,w) € Z

log u(z, )/ - o(w) = 3277 [T T Gattr) = " oms(arw)]
0

k
rSZ—J
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Pour tout k, tout j, on a :

z G _ ¢ 1< c
|Tr£ i(tr) —|W2_J(Z7g1 j(tr))l
| i : . k k
<m; si £ est la partie entiere [2_;] de =

Donc, puisque |¢* o pj(z,w)| <7

%3 6,t) - ¢ oms(aw)| <74 my.
1'52%

(o] . o0
Et puisque Z 279 (r +m;) =2r+ Z 279m; < +00, il existe, pour £ > 0
0 - | 0 .
donné, un N tel que E 27 (r+m;) < -.
3
N+1
1l existe alors ko tel que

¢
W2k, VSN 336 ¢ onw <
et que ‘

Vi<N ’]’:—:<§
Alors, si k > ko -2M,on a, pour j < N

£=[k-279]> [k-27N] > ko,

d’ou
1< . €
lZTZ;:IGj(t«,-)—(P opj(z’w)l<6
et
9 & 1< 1 < V.0—k
|? ZGJ(tT)—ZZGj(tr)lsz |ZGJ(tT)| | k |
r=1 r=1 1
P mg ¥ my e
ST Sk 2N Sk S 6
donc

L
* € .
|T -ZGj(tT)—go opj(z,w)| < 3 pour 0<j<N

r=1
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et

W™

N 2 ¢ ) N %
12_:202 ITC_.;Gj(tT)—So opj(z,w)|< ;2 <?

c’est-a-dire, que pour k > ko - 2V

N e
_i % .
| log [k (2, w)['/* — g(z,w)] < )2 ’|r Y Gj(tr) — ¢* 0 pj(z,w))|
j=0 1

(oo}
+ Z 277 (m + m;)
N+1

<26—+E—€
3 377

Donc, pour tout (z,w) € Z, g(z,w) = klim (log |k (2, w)|'/*).
—00
Ceci montre que la condition v) est réalisée. D

En associant & tout élément A de ’ensemble P(N) des parties de N
sa fonction caractéristique, on identifie P(N) & {0,1}", et on le munit de
la topologie produit, pour laquelle P(N) est compact et métrisable.

LEMME 5. — Soient w et w; deux ouverts de C?, avec w C ws, et
(20, wq) un point de wy, adhérent & w. On suppose que (g) est une suite de
fonctions holomorphes sur w;, vérifiant

Z |9k (2, w)| < +00 pour tout (z,w) € w.

kEN
Alors, ou bien la série (g) est normalement convergente au voisinage
de (20, wy), ou bien il existe une partie maigre M de P(N) telle que, si
A € P(N)\M, la série Z gk, qui converge sur w, ne se prolonge pas en

k€A
une fonction holomorphe au voisinage de (zo, wp).

Soit R, l’ensemble des A € P(N) pour lesquels la série Z gk

k€A
se prolonge en une fonction holomorphe bornée par n sur le polydisque

1
D (2o, ﬁ) x D (wp, =) = Bp. Si T, est 'ensemble des fonctions holomorphes

bornées par n sur le polydisque B,, qui est compact d’aprés le théoréme
de Montel, I’ensemble

{(A,h) €EP(N)xT,: V(z,w) EwnB, h(z,w)= ng(z,w)}
k€A
est fermé, donc compact, et sa projection R,, est compacte dans P(IN).
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Si tous les R,, sont rares, M = U R, satisfait la conclusion. Et si R,

n
est d’intérieur non vide dans P(N), il existe un entier ko et une partie Ao
de [0, ko] tels que

AN[0,ko] = Ao = A € Ry,.

On en déduit aisément que, quitte & augmenter ny, on peut supposer
R,, =P(N) et By, C w;.

Alors, pour toute partie finie A de N, et tout (z,w) de By, le
prolongement & By, de Z gk est égal 3 Z gk ; donc on a pour toute

kEA k€A
partie finie A | Z gk(z,w)| < ng.
k€A ,
On en déduit que Y |gk(z,w)| < 4no.
. keN

1
Alors, si § < —, et
No

1 2w 2 ) )
V& = ywo) / db, dé, - |gk (zo + 6e'% wo + 66’02”
0 0
on a
27T

1 27 ) )
nykz 4—2/ dby d02-Zlgk(zo+6ew‘,wo+6e’0’)|
keN T Jo 0
<4ny < +00
§ 5
et pour |z — z| < 5 et |w — wo| < 3
5 [* 9k (20 + 8€i%1,wo + be'02) e - gifa
gk (2, w)| = l__z'/ ' ; ;
4r? J, (20 + 61 — z) (wp + b2 — w)

1
<8y T 5= 4y,
23
d’oll la convergence normale de la série (gx) au voisinage de (20, wp). O

THEOREME 6. — Si () est un ouvert de] —1,1{x]—1,1[=R, si F
est un fermé de Q dont les projections sont recouvertes par une suite de
compacts de capacité nulle, il existe une fonction séparément analytique
sur Q dont 'ensemble singulier est F.

Soit ¥ = Q\F. Puisque §’ est ouvert, il existe une fonction g et une
suite (3x) de fonctions holomorphes vérifiant les conditions du lemme 4.
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Si F; et F; sont les projections de F, F; et F, sont maigres, puisque
un intervalle de R n’est pas de capacité nulle. Il en résulte que F est rare
dans 2, donc que tout point de F' est un point frontiere de Q'.

11 existe, d’apres le lemme 1, deux suites (ax) et (bx) de fonctions
holomorphes bornées par 1 sur le disque D telles que

-siz€F klim lax(z)|** =0
—00

-siy e F lim {bx(y)]"/* =0

k—o0 :

-size D\R lim |ax(2)['* = Lim [bg(2)['/* = 1.
k—o00 k—o00

Soit w = {(z2,w) e Dx D : g(z,w) < 1}.
Si on pose gk (2, w) = ax(2) - by(w) - Yx(z,w), on a

|9k (2, w)|/* < |2, w)|HE.

Alors, par la propriété iv), on a, au voisinage de tout (zp,wp) € w,
[¥e(z, w)|'/* <y <1 pourk > ko
d’ou
|9k (2,w)| < ¥

et la série (gx) converge normalement sur tout compact de w.

Siz € Fi,ona

lgi (z, w)[/* < lak(@)[* - |tor(z, w)|/*

et puisque g est bornée, il résulte de iv) que

sup ¥ (2, w)|'/* < +o00
keN,(z,w)eDxD

donc, pour k assez grand, on aura
YweD |gi(z,w)/*F<y<1
puisque lim |a(z)['/* = 0.
k—o00
Donc la série gi(z,.) converge normalement sur D. Et de méme, si
y € F;, la série gi(.,y) converge normalement sur D.

On va maintenant choisir un A € P(N) pour que tout point de F' soit
dans ’ensemble singulier de

f(z,'w) = Z gk(z, w)'

keA
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Si (zo,%0) € F, (xo,y0) est point frontiere de ', donc adhérent 3
Pouvert {(z,w) : g(z,w) > 0}. Il existe donc dans tout voisinage de (zo, %o)
un point (z',w’) de Z tel que g(2’,w') >0, 2 ¢ Ret w' ¢ R.

Alors

klim lor (2, w)[H/* =1 x 1 x e9G&) > 1
—00

d’ou

lim |gi(2',w')| = +o0.
k—o0

La série (gx) n’est donc pas normalement convergente au voisinage
du point (zp,wo) de @.

Il existe donc, d’apres le lemme 5, un ensemble maigre M de P(N)
tel que Z gx ne se prolonge pas en une fonction holomorphe au voisinage

k€A
de (29, wp) si A ¢ M.

Si on choisit une suite dense (z;,w;) dans F, il correspond une suite
(M;) d’ensembles maigres de P(N). Et si A est choisi hors de I’ensemble

maigre U M;, la série Z gr, ne se prolonge en une fonction holomorphe

J keA
au voisinage d’aucun point de F.

Cette fonction f(z,w) = E gr(2,w) est donc définie par une série

k€A
normalement convergente sur tout compact de w, et f est donc holomorphe

sur w.

Cette série converge aussi uniformément sur {z} x D si z € F] et sur
D x {y} si y € F5. Et puisque 2 C wU(F; x D)U(D x F3), la série converge
en tout point de Q.

Si z € F1, f(z,.) est holomorphe sur D. Etsiz ¢ F; {y: (z,y) €
Q} C {y: (z,9) € w}. Donc f est, pour tout z, analytique en y, et de
méme, pour tout y, analytique en z. La fonction f est analytique en tout
point de ' C w, et ne se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage
d’aucun point de F, donc n’est analytique en aucun point de F. Ceci montre
que F est Pensemble singulier de f. O

THEOREME 7. — Si Q est un ouvert de R? et F un fermé de Q dont
les projections sont de capacité nulle, il existe une fonction séparément
analytique f sur Q) dont ’ensemble singulier est égal 4 F.
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La fonction ¥ de R? dans | — 1,1[ x ] — 1, 1] définie par

2 2
U(z,y) = (7—r arctg , — arctg y)

est un homéomorphisme. Donc Q = ¥(Q) est un ouvert de | — 1,1 et
F = Y(F) un fermé de 2, dont les projections F; et F; sont les images

. . 2 .
des projections F; et F» de F par la fonction z — ;a,rctgz, qui est

lipschitzienne. Donc les capacités de F et de ﬁz sont nulles. Il existe donc,
d’aprés le théoréme 6, une fonction séparément analytique f sur Q dont
I’ensemble singulier est F. Et, clairement, la fonction f = fo ¥ a les
propriétés cherchées.
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