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ESPACES VARIATIONNELS ET MECANIQUE
par Joseph Klein (Grenoble).

INTRODUCTION

Ce travail est une contribution & PI'étude des systémes
dynamiques non conservatifs, la force généralisée dépendant
a la fois des parameétres de position et de vitesse. Notre but
est de généraliser le principe d’Hamilton et de représenter
géométriquement les trajectoires comme géodésiques d’espaces
appropriés.

Continuant les travaux d’E. Cartan, A. Lichnerowicz puis
F. Gallissot ont montré qu'on pouvait placer a la base de la
dynamique des systémes une 2-forme ayant pour systéme
associé le systéme des équations de Lagrange du mouvement.
Cette.. 2-forme est définie sur l'espace fibré des directions
tangentes a I'espace-temps de configuration. Nous avons pu
lui donner une forme indépendante du repérage de l'espace
et du temps grice a I'introduction d’un tenseur antisymé-
trique, le tenseur force que nous substituons au vecteur force.
Ce tenseur, nous ’avons déduit du vecteur force afin de rester
dans le cadre de la Mécanique classique; mais c’est la démarche
contraire qui devrait étre faite, le tenseur force permettant
de caractériser plus complétement I’état dynamique d’un
systéeme de corpuscules; le vecteur force classique est alors
défini comme produit contracté du tenseur force et du vecteur
vitesse.

Pour étendre le principe d’Hamilton aux systémes non
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conservatifs il a fallu généraliser le calcul variationnel clas-
sique; pour interpréter géométriquement les trajectoires il
a fallu généraliser les espaces de Finsler; ces généralisations
font intervenir un tenseur antisymétrique d’ordre deux qui
en Mécanique Analytique s’interpréte comme le tenseur force
du systéme dynamique considéré.

La 1re partie de ce travail est consacrée a la Géométrie
différentielle; la plupart des résultats indiqués s’interprétent
immédiatement en Mécanique Analytique a laquelle est
consacrée plus particuliérement la 2€ partie.

Dans le chapitre 1 on étudie les systémes différentiels
A(w), E(w), C(w) respectivement appelés systémes associé,
extrémal et caractéristique d’une forme différentielle » de
classe C* définie sur une variété différentiable V,. On se donne
ensuite sur V, un champ de vecteurs X de classe C”; les
trajectoires du champ X étant définies par le systéme diffé-
rentiel S(X) on étudie les formes fondamentales attachées a
S(X) :

1) les formes ® invariantes c’est-a-dire telles que
0(X)w = 0;

2) les formes  définissant une relation intégrale d’inva-
riance :

i(X)w = 0;
3) les formes o définissant un invariant intégral relatif:
i(X) dw = 03

4) les formes o définissant un invariant intégral absolu:
1(X)o =0, i(X) dw = 0.

Dans le chapitre 11 on étudie les formes restreintes définies

sur ’espace VU des vecteurs y non nuls tangents a V, ou sur W

espace des directions tangentes a V,, formes dont les coeffi-

cients sont homogénes par rapport aux composantes de y
(formes h dans la suite). )
On définit sur ces formes 'opérateur d tel que

(i(!) = dz* \ 040 ou Qg0 = —

les z* étant les coordonnées d’un point z de V,, les y* les
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composantes sur le repére naturel d’un vecteur y de I’espace
tangent T, a V,.

On étudie en particulier I’Algébre différentielle H des formes
semi-basiques et I’on montre qu'une forme w d fermée est la d

1
p+k
les coefficients de w étant Ak.

Le chapitre 111 est consacré au calcul variationnel classique.
On montre qu’une 1-forme semi-basique de W admet des
extrémales basiques si et seulement si elle est d fermée. On
étudie ensuite les propriétés des vecteurs et formes d’Euler
et on établit les conditions de Helmholtz exprimant qu’une
2-forme est la forme d’Euler d’une fonction L(z, y). Le chapitre
se termine par des considérations sur les géodésiques d’un
espace de Finsler en liaison avec le calcul variationnel.

Dans le chapitre 1v on étudie des généralisations du calcul
variationnel classique.

Une premiére généralisation est basée sur la considération
de chemins S-voisins d’un chemin basique de W, chemins
définmis par la donnée sur W d’un tenseur restreint antisy-
métrique S,g. Pour interpréter géométriquement les S-extré-
males d’une fonction L on introduit un espace de Finsler géné-
ralisé ou espace S-Finslérien; un tel espace ne différe d’un
espace de Finsler que par la convention E d’E. Cartan: la
torsion riemannienne Sf, n’est plus nulle mais définie par le
tenseur Sep.

Une deuxiéme généralisation est due a M. Lichnerowicz
et basée elle aussi sur la considération de chemins particuliers
voisins d’un chemin donné; on définit des fonctions et formes
non holonomes ainsi que leurs différentielles extérieures.

Les espaces variationnels de M. Lichnerowicz (espaces )
sont des espaces définis par les mémes conventions que les
espaces de Finsler a partir d’une fonction non holonome L.

Dans la 2¢ partie consacrée plus spécialement & la Méca-
nique Analytique des systémes dynamiques non conservatifs
on considére le temps comme une n 4+ 1 éme variable; au
lieu du vecteur force généralisée X on considére le tenseur
force S, défim par:

Ses da* Adaf = d( — X, da®).

différentielle de la forme

i(y)w ou p est le degré de o
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Ce tenseur définit avec le lagrangien L un espace S-Finslérien
ou un espace £ dont les géodésiques sont les trajectoires du
systéme dynamique. On montre ensuite que le systéme des
équations du mouvement est le systéme associé de la 2-forme

Q = dly ANdz* + —%— Sap dz® A\ da? avec l, = ;L.

Cette 2-forme joue un role fondamental dans la suite. L’exis-
tence de ( entraine le théoréme généralisant un théoréme de

E. Cartan: la différence des circulations du vecteur vitesse |
le long de 2 1-cycles Cy et C; entourant un méme tube de
trajectoires © est égal au flux a travers la 2-chaine de © de
bord Cy — C;, du tenseur force S,g

On étudie ensuite dans quels cas la forme Q est fermée sur W
(existence d’un potentiel vecteur global) ou admet un facteur
intégrant (existence simultanée d’un potentiel vecteur et
d’un potentiel scalaire).

A la forme Q correspond la matrice antisymétrique

? _ é) S étant la matrice (S.p), I la matrice unité d’ordre

n + 1; d’ot une écriture matricielle particuliérement commode
des équations canoniques.

La forme Q définit sur U une structure d’espace presque
symplectique ou une structure d’espace de Lee; on en déduit
en particulier les conditions que doit vérifier le tenseur force
pour que Q admette un facteur intégrant.

Le chapitre vir est consacré aux systémes dynamiques &
liaisons non holonomes; on y introduit la notion de tenseur des
liaisons et on étudie en particulier les liaisons parfaites, au sens
de Delassus, caractérisées par la condition dite des travaux
virtuels généralisée. Les trajectoires s’interprétent comme
géodésiques d’espaces S-Finslériens ou d’espaces 4. Une
généralisation du théoréme de Meusnier montre que les trajec-
toires d’un systéme dynamique a liaisons parfaites non holo-
nomes du 1¢T ordre sont caractérisées par le prlnclpe de moindre
courbure; on montre son équivalence avec le principe de Gauss-
Appell et 'on en déduit les équations d’Appell dans le forma-
lisme homogene.

Le dernier chapitre est relatif 4 quelques problémes sur les
systémes dynamiques ou la notion de tenseur force s’impose
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particuliérement. Un changement de repére introduit de fagon
mmmédiate un tenseur antisymétrique : le tenseur force centri-
fuge.

Des systémes dynamiques a liaisons d’Appell ou a liaisons
gyroscopiques sont caractérisés par un tenseur antisymétrique
du 2¢ ordre. Les systémes dynamiques non conservatifs, admet-
tant une intégrale de Painlevé H = Cte indépendante du temps,
tels que la force généralisée dans’espace de configuration V, ait
des composantes de la forme

’
Qi = Simx™, avec Sy, = — Sy,

by

satisfont 4 une généralisation du principe de Maupertuis
permettant de déterminer les trajectoires indépendamment
de ’horaire de parcours.

Ce chapitre se termine par des applications en Relativité
Générale.

Au vecteur densité de force K, on associe de facon naturelle
un tenseur force s,g, tel que le systéme différentiel des lignes
de courant soit le systéme associé de la 2-forme:

Q = di, Ada* + 5 sug da* A da.

Les lignes de courant sont les géodésiques d’un espace S-rieman-
nien défini par les formes de torsion

XN = <% Sap dz* N\ dxp> .

Les cas, Q fermée ou admettant un facteur intégrant, sont
relatifs aux schémas classiques; les considérations des chapitres
précédents donnent alors de suite, entre autres, les résultats
maintenant classiques en Relativité Générale et relatifs aux
lignes de courant de fluides parfaits chargés.
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Ce travail a vu le jour grice & M. A. Lichnerowicz. Qu’il
trouveici, avec toute 'admiration que je lui porte, ’expression
de ma trés profonde reconnaissance.

Je tiens également & exprimer ma respectueuse gratitude

a M. J. Pérés qui a bien voulu présenter mes premiers résul-
tats & ’Académie des Sciences;

a M. J. Favard pour I'intérét bienveillant qu’il a porté a
mon travail et pour I’honneur qu’il m’a fait en acceptant de
présider le Jury;

a Mme Y. Bruhat qui a bien voulu me guider pour ma
2¢ theése.
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PREMIERE PARTIE

GEOMETRIE VARIATIONNELLE GENERALISEE

CHAPITRE 1

Rappels sur les variétés différentiables.

4. Soit V, une variété différentiable & n dimensions, de
classe C* et X un champ de vecteurs différentiable défini
sur V,. Ce champ engendre un groupe local de transformations
locales de V, par intégration du systéme différentiel :

dz(u)

(1. 1) —d—u— - Xz(u)-

La solution de ce systéme issue du point z(0) = x sera notée (*)
z(u) = exp (uX)z.

L’application différentiable exp (uX) admet une application
linéaire tangente, notée exp (uX)’, de I’espace vectoriel T,
tangent en z sur I'espace vectoriel Ty, tangent en z(u) & V,;
par image réciproque on en déduit une application linéaire,
notée exp (uX)*, de I'espace dual Ty, de Ty, sur 'espace
dual TZ de T,.

Soit ®w une p-forme de V,. On appelle transformée infini-
tésimale de w par X, ou dérivée de Lie de w par X la p-forme
0(X)w définie par:

[0(X)w], = lim &P UX)0l0 — 0

a0 u

Désignons par i(X)w le produit intérieur de w par X.
() A. Lichnerowicz [5], p. 15.
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Nous avons la formule fondamentale (2) :
(1. 2) 0(X)o = di(X)w + i(X) dw.

Soit Y un second champ de vecteurs, différentiable, défini
sur V,. Nous posons :

(1. 3) 0(X)Y = [X, Y]
et nous rappelons les formules:
(1.4) 60X, Y]o = 06(X)0(Y)o — 0(Y)§(X)o,
(1. 5) [X, Yo = 6(X)i(Y)o — y(Y)§(X)w,
(1.6) «Y)iX)dw = 0(X)i(Y)o — 0(Y)i(X)o — i[X, Y]w.
Dans la suite nous serons parfois amenés & distinguer:
i(X)w =0 et i(X)w =0.

La premiére relation est une équation différentielle exté-
rieure : une solution de cette équation est un (p—1) vecteur
Yi AN Y, 5,00 Yy, ..., Y, ;sont des vecteurs indépendants
de T, tels que 'on ait I’égalité numérique :

(1. 7) (XA A ... AY,_)o = 0.

La seconde relation ¢(X)w = 0 exprime que I’égalité (1. 7) est
vérifiée quels que soient les vecteurs Yy, ..., Y, ; de T, c’est-
a-dire que le point & considéré est un zéro de la forme i(X)w.

A. — Systémes différentiels remarquables
attachés a une forme extérieure.

2. — Systéme associé d'une forme extérieure.
On appelle direction associée de © en z, une direction définie
par un vecteur X tel que:

(X)wo=0
en ce point z; cette identité définit bien une direction car:
1(AX) = M(X) quel que soit le scalaire A.

Le systéme différentiel linéaire correspondant, obtenu en
remplagant dans les équations définissant les directions asso-

() H. Cartan [1].
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ciées de w en tout point z de V,, X par dz est appelé le systéme
associé A(w) de w. On Plobtient en égalant & 0 toutes les
dérivées d’ordre p — 1 de la forme w.

Ezemples : 1) Soit une 1-forme

o = a,(z) dz'.
(X)w =aX' =0

définit en tout point ordinaire x de w, une variété plane a
n — 1 dimensions de I’espace vectoriel tangent en z a V,.
Dans ce cas il y a une infinité de directions associées dites
orthogonales a la forme w.

2) Soit une 2-forme

=3 adet N do

i(X)o = — ay(X da! — Xl da) = 0

w];—a €

entraine :

aUXi = O.

S1 n est impair, ce systéme est de rang n — 1 au plus et on
obtient en tout point de V, au moins une direction associée.

Si n est pair et si le systéme est de rang n, il n’existe pas
de direction associée en un point ordinaire de V,.

Si le systéme est de rang 2p << n, il y a une infinité de direc-
tions associées formant une variété plane de T, a n — 2p
dimensions.

Une direction X associée de la 2-forme © est caractérisée
par la propriété: le flux du tenseur ay; a travers tout 2-plan
de T, contenant X est nul.

3. — Systéme extrémal d'une forme différentielle extérieure.

Soit W une chaine différentiable locale de V, de dimension p,
X un champ de vecteurs différentiable et » une p-forme de V,.
La transformation ponctuelle exp (vX) ol u est fixé, transforme
les points de W en des points d’une chaine notée

W(u) = exp (uX)W.

Considérons l'intégrale I = fww.



12 JOSEPH KLEIN

La dérivée de Lie de I par X est par définition le scalaire :

{‘ m=hm—[f wz(,‘)———j‘ w].
u>0 U wW(a) w

Faisons dans la premiére intégrale du second membre le
changement de variables transformant les coordonnées de z(u)
en celles de z.

Nous avons alors :

fw(u)wz(u) = fw exp (uX)* w0

d’ou

f w = hm——[exp (uX)* wz(,,)——w f 0(X)w
w

wua>0 U

Appliquons la formule (1. 2); nous obtenons :

X) [Lo=[ diXo+ [ iX)do

et, d’aprés la formule de Stokes, en désignant par W le bord
de W:

3.1  0X) [ o=[_iXe+ [ i(X) do

Supposons maintenant la chaine W fermée et cherchons a
déterminer le champ de vecteurs X de facon que, quel que
soit W, I’on ait:

8(X) [, =0.

Désignons par Y;, Y, ..., Y,, p champs de vecteurs locaux
tangents a V,. Pour que

X) [o=[_iX)do =

il faut et il suffit que:
(YA A LAY )UX) do =0
quels que sotent Yj, ..., Y,, c’est-a-dire que:
(3. 2) i(X) dw =0.
Par définition une direction X vérifiant I'identité précédente
est une direction extrémale de w; une telle direction n’est autre
qu’une direction associée de dw.

Le systéme différentiel linéaire correspondant est par défi-
nition le systéme extrémal de w, noté E(w).
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4. — Systéme caractéristique d'une forme différentielle.

Soit X un champ de vecteurs non nuls sur V,. Le champ X
définit un champ de directions que nous désignerons encore
par X.

Un champ de directions X est par définition un champ
caractéristique de la p-forme o sur un ouvert U de V, si en
tout point z de U:

(4. 1) (X)o=0
et
(4. 2) (X)do = Ao

A étant une fonction numérique de z.
L’identité (4. 2) peut étre remplacée par:

(4. 3) (X))o = Aw.

Celle-c1 montre que, étant donnée une variété intégrale W
de I’équation
=0
la variété engendrée par les trajectoires d’'un champ caracté-
ristique rencontrant W est aussi une variété intégrale de cette
équation. -

Il est immédiat que la définition d’un champ caractéris-
tique donnée plus haut peut étre remplacée par la suivante:
(X)o =0

et
4. 4) EL:(X)i(Y)dw =0 pour tout Y tel que
(Y)w=0.

D’apreés la formule (1. 6) 'identité (4. 4) est équivalente & :

X, Y]w =0 pour tout Y tel que
((Y)w = 0.

Le systéme différentiel linéaire correspondant a la défi-
nition de X en tout z € V, est par définition le systéme carac-
téristique C(w) de la forme w.

Si © est une 1-forme, le systéme caractéristique comprend
I’équation w = 0, et le systéme différentiel obtenu en écrivant
que les équations extérieures :

i(Y)do=0 et i(Y)o=0

admettent les mémes solutions en Y.



14 JOSEPH KLEIN

5. — Intégrabilité des systémes A(w), E(w), G(w).

Par définition un systéme différentiel linéaire est dit comple-
tement intégrable sur un domaine D de V,si X et Y étant deux
champs de directions intégrales sur D, le crochet [X, Y] est
aussi un champ de directions intégrales sur D.

10 Systéme associé A(w).

Par hypotheése i((X)w =0 et 1(Y)w =0.

Il en résulte d’apres la formule (1. 6) que

i[X, Y]o = i(X)i(Y) do.
En général le systéme associé n’est donc pas complétement
intégrable.

Il Vest s1 dw = 0 et aussi lorsque w admet en tout z de D
une direction associée unique.

20 Systéme extrémal E(w).
Par hypothése i(X)do=0 et (Y)dw=0.

La formule (1. 6) entraine alors que:
i[X, Y]do = i(X)i(Y)d (dw) =0.
Le systéeme extrémal de w est donc complétement intégrable.
30 Systéme caractéristique C(w).

Sa compléte intégrabilité découle directement de sa défi-
nition.

B. — Formes remarquables attachées
a un systéme différentiel S(X).

6. Soit V,,, une variété différentiable & n+ 1 dimensions,
de classe C*. Soit X un champ de vecteurs non nuls défini sur
un domaine D, ; de V., et T; le sous-espace vectoriel de
T, orthogonal & X.

Soient z', 22, ..., 2"t un systéme de coordonnées locales du
point z d’un ouvert U de D,;,, X?, X2, ..., X" les compo-
santes du vecteur X sur le repére naturel associé. Le systéme
différentiel S(X) des trajectoires du groupe local défini sur U
par X est alors:

dz* _ da? dz"t!
(6.1) ‘i{:—fi: -~-=—X-';1—.
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Pour un D,;, convenable, la relation exprimant que deux
points z et 2’ sont sur une méme trajectoire de S(X) est une
relation d’équivalence R définie sur ce domaine. D,,, est alors
fibré et sa base I, = D,;,/R peut étre identifiée a ’espace des
intégrales premiéres de S(X).

Désignons par p la projection de D,,, sur sa base; & tout
point z de D,y, correspond le point y = pz de I,.

Les intégrales premiéres de S(X) sont les fonctions f(z)
solutions de l’équation aux dérivées partielles du premier
ordre :

0(X)f = i(X) df = 0.

Localement df est une forme fermée qui au point z est ortho-
gonale & X; n intégrales premiéres indépendantes fy, f3, ..., fx
représentent un systéme de coordonnées locales pour le point
y = pz; un systéme de coordonnées locales du point z adapté
a la structure d’espace fibré de D,y est alors: fi, fa, ..., f»
et 2" en supposant que z"*' = C n’est pas une intégrale

premiére de S(X).
DErFiniTIONS. — 19 Une forme o est dite invariante pour
S(X) s1
0(X)w =0.
20 Une forme w est dite semi-basique pour l'espace D,y

fibré par X ou définit une relation intégrale d’invariance pour le
systéme différentiel S(X) si

i(X)w =0.

3° Une forme o définit un invariant intégral relatif pour

S(X) si
i(X) dw = 0.

40 Une forme o est dite basique pour 'espace D,,, fibré par
X ou définit un invariant intégral absolu pour S(X) si

i(X)w=0 et i(X)dow =0
ou les deux conditions équivalentes :

U X)o=0 et 0(X)w =0.
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7. — Notion de relation intégrale d’'invariance (*).

Dire que la p-forme o définit une relation intégrale d’inva-
riance pour S(X) caractérisée par i(X)w = 0, revient a dire
qu’en tout point  d’un domaine D,, de V,;, X est une direc-
tion associée de w.

L’identité i(X)w = 0 exprime que w appartient localement
a l'espace vectoriel des p*™-puissances extérieures de T.*:
AP(T;*) dont une base est df, Adf,A...Adf ; fl, f2, wees [n
étant n intégrales premiéres indépendantes (5 . Nous
pouvons donc écrire w de la fagon suivante:

(7. 1) m=%¢W%MAWUL“AMW

les coefficients étant des fonctions des variables
z%, avec a=1,..,n+ 1.

Justifions maintenant ’expression : relation intégrale d’inva-
riance; pour cela considérons une chaine W, fermée ou non,
a4 p — 1 dimensions du domaine D de V,,,. Désignons par W,
la chaine W, = exp (uX)W, lieu des points z; = exp (uX)z,
ou z, est un point arbitraire de W, le paramétre u ayant une
valeur fixe convenable.

Pour une chaine W, et un paramétre u convenables désignons
par «tube de trajectoires» G la chaine & p dimensions du
domaine D engendrée par les trajectoires des différents points
de W, limitées & W, et W;. La variété portant © admet une
représentation paramétrique de la forme:

(7. 2) z* = f*(u, ¢t ... V”‘l)
d’on  dz* = X*du + Y¢de! + .- 4+ Y& doP?

les Yy, ..., Y, étant p — 1 vecteurs tangents a G.
Supposons maintenant que ® est une p-forme définie sur
le domaine D de V,;, auquel appartient ©.

L’intégrale I = fﬁm se rameéne alors a I'intégrale multiple :
I=AJXN%A”A$Hw®wRHWH
= j; Yps) ... (X)odude! ... doP?

() A. Lichnerowicz [1], pp. 1-8.
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A, étant le domaine de R? ayant pour image © par I’appli-
cation f.
Pour que I = 0, quel que soit le tube G, c’est-a-dire quels
que soient les vecteurs Y, ..., Y,, il faut et il suffit que:
U X)w =0,

d’ou le

TutorEME. — Pour que Uintégrale f;;w soit nulle quel que
soit le tube T de trajectoires du systéme différentiel S(X), il faut
et il suffit que

(X)w=0

c’est-a-dire que ® engendre une relation intégrale d’invariance

pour S(X).

8. — Notion d'invariant intégral relatif ou absolu.
Soit © une p-forme définie sur V,,.;; soit W une chaine

orientable de V,,, & p dimensions ayant pour bord dW. Nous
avons vu (3. 1) que:

B(X) [0 = [, iX)o + [Li(X) do.

10 Supposons la chaine W fermée (c’est-a-dire un cycle).
La formule précédente se réduit a:

(8. 1) 8(X) [y = [i(X) do.

Pour que l'on ait: O(X)fww = 0 quel que soit le cycle W,
il faut et il suffit (d’aprés le § 7) que

(8.2) i(X) do = 0

c’est-a-dire que X soit une direction extrémale de w en tout
point z de V, ;.
Il en résulte que, W, et W, étant deux cycles a p dimensions

de V., tels que W; = exp (uX)W,, I'on a:

JW.(” = fwow'

Cette égalité, qu'on aurait pu déduire par application de la

formule de Stokes du fait que dw définit une relation intégrale
2

-
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d’invariance pour S(X), justifie la dénomination d’invariant
intégral relatif.

20 Supposons maintenant que la chaine W ait un bord

dW £ 0. Pour que I'on ait 0(X) fww = 0 quelle que soit W
il faut et il suffit que I’on ait & la fois :

(8. 3) (X))o =0 et i(X) do =0.

W4 “o

quelle que soit la chaine Wy a p dimensions de V,.,, fermée
ou non, W, désignant toujours la chaine exp (uX)W,.
Cette égalité qui justifie I’expression d’invariant intégral

absolu résulte de 6(X) fw‘” =0 et aussi du fait que les

identités (8. 3) entrainent que la forme w peut s’exprimer
uniquement a l’aide de n intégrales premiéres indépendantes
de S(X) et de leurs différentielles (conséquence de 7. 1).

Indiquons quelques théorémes dont la démonstration est
immédiate :

TatorimEs. — 10 Si une forme o définit un invariant

intégral relatif pour S(X), la forme dw définit un invariant
intégral absolu pour

20 St la forme dw engendre une relation intégrale d’invariance
pour S(X), la forme o définit un invariant intégral relatif pour
S(X) et réciproquement.

30 Si les formes w et dw engendrent des relations intégrales
d’invariance pour S(X), la forme w définit un invariant intégral
absolu pour S(X) et réciproquement.

40 St la forme w engendre une relation intégrale d’invariance
pour 5(X) et su Y est un champ de vecteurs quelconque de V,,,
la forme i(Y)w engendre ausst une relation intégrale d’invariance
pour S(X).

En effet : ¢(X)i(Y)o = — i(Y)i(X)w = 0.

9. — Groupes a un paramétre laissant invariant le systéme S(X).
Soit Y un champ de vecteurs tangents 4 V,,;. Ce champ
engendre un groupe local G, & un parameétre de transfor-
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mations locales de V,,, par intégration du systéme différen-
tiel :
dx(t)
dt Y.0

a partir d’un point initial z(0) = .

Le systéeme S(X) est dit invariant par G, si, pour tout point
xz ou G, est défini et pour ¢ suffisamment petit, le vecteur
X est colinéaire a (exptY)'X,.

On montre (*) qu’il en est ainsi si et seulement si:

0(Y)X = [Y, X] = X

ou f est une fonction scalaire de . Dans ce cas on dit que le
systéme S(X) admet une transformation infinitésimale définie
par Y. Nous avons alors les théorémes suivants :

TratorkME 1. — St une forme o engendre une relation inté-
grale d’invariance pour S(X), il en est de méme de la forme 6(Y)w.

TaEorEME 2. — Si une forme w définit un invariant intégral
relatif pour S(X) il en est de méme de la forme 8(Y)w.

TakorEME 3. — Si une forme w définit un invariant intégral
absolu pour S(X) il en est de méme des formes 0(Y)w et i(Y)w.

Démonstrations. — 11 suffit d’établir la 2¢ partie du théoréme

3.0na:

e
CINC:
€
n
l
3
8
O

et
UX)d(Y)w = ¢(X)[0(Y)o — i(Y) d ]
YX) di(Y)o = ¢(X)0(Y ) + {(Y)y(X) do =

ce qui démontre la propriété.

(%) H. Cartan [2], chap. 1v, p. 3.



CHAPITRE 1II

Espaces fibrés des vecteurs tangents ou des directions tangentes
a une variété différentiable.

10. — Définition des espaces fibrés U et W.

Soit V,,, une variété différentiable de dimension n + 1,
de classe C*; soit U I’espace fibré des vecteurs non nuls tangents
a V.4, de groupe structural GL(n + 1, R) et de fibre isomorphe
a R™ privé de son origine. Soit Z un point de U, = la projection
canonique de Z sur son origine ze V, ;. Soit 2*(a =1, ...,
n 4+ 1) un systéme de coordonnées locales du point z de
V.41, y* les composantes, sur le repére naturel associé R,,
d’un vecteur y de T,. Les 2n 4+ 2 nombres 2%, y* constituent
un systéme de coordonnées locales d’un point Z de la fibre
n'z. Le changement de coordonnées, sur V,,,, défini par les
fonctions z* = f*(zf) entraine pour les y le changement :

(10 1) y“' = bpf“’yp == g'yﬁ,

Considérons deux points Z, et Z, de la fibre =~z tels que les
vecteurs correspondants de T,, y, et y, solent colinéaires posi-
tivement (y, = Ay, A > 0).

La relation ainsi définie sur U est une relation d’équivalence
R. L’espace quotient W = U/R est par définition ’espace des
directions orientées tangentes a V,,,. L’espace W peut étre
muni d’une structure de variété différentiable de dimension
2n + 1; par la projection p de chaque direction z sur son
origine z, W est doué d’une structure d’espace fibré de base
V.1, de fibre homéomorphe a la sphére S,, de groupe struc-
tural, le groupe GL(rn + 1, R) ou de facon plus précise le
groupe orthogonal 0(n).
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Un systéme de coordonnées locales d’un point z = p~lz
est encore ’ensemble des 2n + 2 nombres 2%, y* les n + 1
nombres y* n’étant défimis qu’a un facteur de proportionalité
positif pres.

11. — Tenseurs et formes définis sur U ou W.

Au sens usuel, un champ de tenseurs affines relatif a v
est une application ¢ qui & tout point Z de U fait correspondre
un élément de 1’Algebre tensorielle affine construite sur T;.
Les tenseurs ainsi définis sont relatifs au groupe linéaire:
GL(2n 4 2, R).-

Mais U étant un espace fibré de base V,,,;, le changement
de carte locale sur la base

ot = f*(af)
induit dans T7 le changement de corepére défini par:

dz* = A} da?,
dy* = B§ do? + Ag dy¥

avec Ag' = dogf* et Bg. = yTogA%. Ao
La matrice correspondante est <B A> A et B étant des

matrices d’ordre n + 1 ayant pour éléments respectifs Af.
et Bf; O est la matrice nulle d’ordre n + 1. L’ensemble de
ces matrices est un sous-groupe de GL(2n + 2, R), le groupe
dit prolongé de GL(n + 1, R) que nous désignerons par

ai(n + 1, R). Nous appellerons dorénavant tenseur au sens

large sur U un tenseur relatif a af..(n + 1, R).

On dit que ¢ est un champ de tenseurs au sens restreint sur 9,
de degré k, si pour deux points Z(z, y) et Z'(z, Ay) de la fibre
n~lz on a:

HZ') = N(Z).

Une forme o sur U au sens large ou au sens restreint est un
champ de tenseurs covariants antisymétriques sur U au sens
large ou au sens restreint.

Soit la 1-forme ® qui dans un domaine de coordonnées
locales 2%, y* est représentée par

© = a,(x, y)dz* + by(z, y) dy*.
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Au point de coordonnées locales 2%, Ay* ot A est une fonction
positive arbitraire des variables z* nous avons

o' = a,(z, Ay) dz* + by(z, Ay) (A dy* + y*d}r).

Pour que o’ = A*w quelle que soit A, il faut et il suffit que les a,
soient hk c’est-a-dire homogénes de degré k par rapport aux
y*, que les b, soient h(k — 1) et que

ba(2, y)y* = 0.
On montre plus généralement qu’une p-forme ® est restreinte

de degré k si les coefficients des termes de degré p — h par
rapport aux dz* sont h(k—h) et si

e OO
Y )
Par abus de langage un tenseur (ou une forme) restreint de
degré O est dit défini sur W.

Un champ de tenseurs défini sur U semi-basique est une
application ¢ qui a tout point Z de U fait correspondre un
élément de 1’Algébre tensorielle affine construite sur Tjz.
Dans la suite n’interviendront que des champs de tenseurs
semi-basiques restreints de degré & que nous désignerons par
tenseurs hk, leurs composantes étant homogeénes de degré k
par rapport aux variables y®.

Un champ de tenseurs antisymétriques, covariants, d’ordre
p, semi-basique est par définition une p-forme semi-basique;
si le tenseur est Ak, la forme est dite semi-basique hk.

Les p-formes semi-basiques ik sur ¥ forment un module sur
Panneau des fonctions & valeurs réelles de V,;;, module que
nous désignerons par H2. '

L’algébre extérieure -des formes semi-basiques restreintes
définies sur U est donc une algébre bigraduée que nous dési-
gnerons par H(?).

=0.

12. — Opérateurs différentiels sur H(?).
Soit ¢ un tenseur restreint défini sur un ouvert U de Y.
2%, y* un systéme de coordonnées locales d’un point Z de U.

Si t est Ak, 'identité d’Euler :

kt = d;t y* ou Opt = ot

o
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montre que les d;¢ définissent un tenseur restreint de degré
k—1. _

Soit alors une forme w e H{P(U); son expression en coor-
données locales est:

1
W= —aq;

Py boig QTN - Ndata,

L’expression dz* Ad;w définit une forme semi-basique de
degré g+ 1, de degré d’homogénéité k—1. Nous la noterons
dorénavant dw. Nous posons donc par définition

(12. 1) do = da* \d,0.

L’opérateur d est un endomorphisme de H(U), de bidegré

égal a (1, —1) c’est-a-dire une application du module Hf dans
le module H{*\.

Si nous remplagons tous les dz par des dy de méme indice
r operateur d donne une différentielle extérieure dans les fibres
1z c’est-a-dire une différentielle & z fixé.

Il en résulte que P'opérateur d posséde les propriétés sui-
vantes :

(‘”1 + w,) = d‘”l + do,, .
d(w, Nw,) = dwy Awy + (— 1) *5 0, Adw,,
d(dw) = 0.

Soit X un champ de vecteurs restreint défini sur U et © une
g-forme semi-basique restreinte de U, le produit intérieur de X
par w:

(X))o = X*—— (dx“)

est une (¢g—1)-forme semi-basique restreinte de V.
Posons : . .
6(X)o = di (X)o + i(X)do

Iopérateur 6(X) ainsi défini est une dérivation de degré 0
c’est-a-dire que:

0(X) (w3 Awy) = 0(X)w; Awy + o AH(X)w,

On vérifie que les opérateurs d et § commutent. Si f(z*, y*)
est une fonction définie sur ¥, hk

] O(X)f = X=uf = ( X, df ).
Si w = a, dz*
0(X)w = (0pa.XF + apaXP) dz=.
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13. — Formes d-fermées.

Une forme Qe H est localement d fermée si dQ = 0 sur
un ouvert U de V; d’aprés le théoréme de Poincaré, il existe
sur U une forme w € H telle que:

do = Q.

Nous allons retrouver ce résultat et préciser I’expression de
en établissant une identité remarquable vérifiée par toute
forme de I’Algébre H.

Soit » une p-forme semi-basique Ak définie sur V. Prenons
pour champ de vecteurs le champ y qui au point Z, de coor-
données locales 2%, y*, a pour composantes sur le repére naturel :
Xe = y*. Exphmtons l’operateur 0(y)w. Par définition :

O(y)o = di(y)o + (y) dw
[ ] + i [dx“/\baw]

aba o pba‘”
2+ yRaw — da* Ny 2z

=dax

() AP

( a*)

la premiére expression du 2 membre est égale & pw, car » est
de degré p, la deuxiéme expression est égale a kw, car w est
hk, d’ou I'identité :

( F)

(13.1) 0(yo = (p + ko
ou

(13.2) di(y)o + i(y) do = (p + k)o.

Conséquence. — Si une p-forme o hk est d fermée I'identité
(13. 2) se réduit a:

(13. 3) di(y)o = (p + ko
et o = d AW (?{)F‘,’: s p+ k0.

TutoriME. — Une p-forme o semi-basique hk de U, d fermée

est la d différentielle de la forme ;%{i(y)w st p+k=£0.
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REMARQUE. — Si une p-forme © de R*! de coordonnées
canoniques (z%):

w= _%aia...ipdmi‘ /\ tee /\ d.’lti"
pP-

est fermée et si ses coefficients sont des fonctions homogénes
des z* de degré k, w est la différentielle extérieure de la forme

ﬁi(:c)m s p+ k0.

Pour p + k > 0 ce résultat est une conséquence de la formule
classique d’homotopie ().

14. — Cas particulier de 1'Algébre H(W).

L’Algébre H(W) est par définition I’Algébre extérieure
des formes semi-basiques restreintes définies sur W c’est-a-
dire AO.

Si X est un champ de vecteurs restreints hO, c’est-a-dire
défini sur W, I’Algébre H(W) est stable pour les opérateurs
i(X) et 0(X) mais non pour l'opérateur d. Celui-ci permet de
déduire de toute forme semi-basique A1 un élément de H(W).

A la fonction scalaire 4(x, y) k1, correspond la forme de
H(W) : .
d¥ = ;4 dz*.

A la 1-forme ® = a,(x, y) da*, h1, correspond la 2-forme de

H(W) :

doo = - (vaag — dga0) da* A da.

D’aprés le théoréme du § 13 toute p-forme semi-basique » de W,
d fermée, est la d différentielle de la p—1 forme %i(y) .

Vérifions ce théoréme en établissant en méme temps des
conditions nécessaires et suffisantes plus simples pour que
do = 0 pour p = 1 et 2.
Tout d’abord pour qu’une fonction f(z, y)k0 soit telle que :
(if= Odf dz* =0
il faut et il suffit que f soit indépendante des variables y*.
() H. Cartan [2], chap. i, p. 18.
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Cas d’une 1-forme. — Soit une 1-forme semi-basique AQ:
w = a4(z, y) dz*.

Pour que o soit d fermée sur un ouvert U de W il faut et il
suffit que:

(14. 1) %aag — dpag = 0 sur U.
Dans ces conditions :
o = d(a.y®).
d(asy*) = (as + d:a3yF) dz*.
Or les relations (14. 1) entrainent que
(14. 2) dapy® =0 sur U.

Inversement les identités (14.2) entrainent en dérivant par
rapport a yf:

En effet

dzag + dapayy’ = 0.

En échangeant « et et en retranchant on obtient les iden-
tités (14. 1) d’ou le :

TutorimME. — Pour que la forme w = aq(z, y) da®, k0, soit d
fermée il faut et il suffit que:

yp b&ag =0.
Dans ces conditions il existe une fonction F unique hl telle que
o = dF.

La fonction F est nécessairement égale a a,y*.

Cas d’une 2-forme. — Soit une 2-forme semi-basique A0
Q = aug da* N dat.

Pour que Q soit d fermée sur un ouvert U de W il faut et il
suffit que:

(14. 3) 3:agy + daya + a5 = 0.

Dans ces conditions :

Q=do avec o= —;— aapy® dab.
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En effet:
; 1 . 1 ) .
do = —2—aapdx ANdaxP + —4—yY (daayp —d3aya) da Adzb.
Mais les relations (14. 3) entrainent les identités:
(14. 4) Yi(oatsp — dgaye) = 0

et nous avons bien:
do = Q.

Les identités (14. 4) sont d’ailleurs équivalentes a (14. 3)
En effet en dérivant (14. 4) par rapport a y7, en permutant cir-
culairement «, B, Y et en ajoutant nous obtenons les identités
(14. 3) d’ott le théoréme : .

TatoriME. — Pour que la 2-forme semi-basique hO :

Q =%aap,d.’l:“/\d:l:p

soit d fermée il faut et il suffit que Uon ait les identités
(daapy — dpaqy )y’ = 0.

Dans ces conditions il existe une 1-forme semi-basique hl o telle
que :

Q =dw avec © = —%—at,@y“dazB + dF

(o F est une fonction scalaire arbitraire de ¥, h2).

"REMARQUE. — Sur un voisinage déterminé d’un domaine
de coordonnées locales de V(z*, y*) il est parfois commode de
poser pour une p-forme w quelconque

do = dx“/\b&w.
L’opérateur local ainsi défini posséde les mémes propriétés

que 'opérateur d dans le cas des formes semi-basiques; nous
avons en outre la formule:

ddw = — ddw.
Une p-forme o est dite dd fermée si

ddw = 0.
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Si ® est une 1-forme définie sur W et dd fermée, © peut se
mettre localement sous la forme:

w =df + dg

ou f(h1) et g(h0) sont deux fonctions scalaires.

15. — Prolongement sur ¥ d'un groupe & un parameétre de V,,,.
Soit C une courbe de V,i; ayant, sur un ouvert U de V,4,,
une représentation paramétrique de la forme:

z* = f*(u).

A C correspond une courbe ='C de U définie dans =—'U
par

df*
= f* t ¢ =
fow) ety =
Si nous changeons de paramétre, en posant u = ¢(¢) la
courbe C sera représentée par

#* = fg(v)] = F*(¢)

et la courbe n'C par:
dF* _ df* ,

a* = Fp), y* =‘5=3f;? ().

Les coordonnées y* sont toutes multipliées par ¢’(¢); la courbe
©C dépend donc du paramétrage de la courbe (C); par
contre la courbe p~'C de W est parfaitement déterminée
puisque ’ensemble 2%, Ay* définit, quel que soit A, un point
bien déterminé de W. Une courbe de W qui se déduit par p—*
d’une courbe de V,., sera désignée dorénavant par courbe
bastque de W.
Nous noterons:

C=pIC.

Soit X un champ de vecteurs défini sur U; il engendre un
groupe local G de transformations locales a un paramétre par
intégration du systéme différentiel S:

(15. 1) da* = X*(z) du.

Par tout point z, de U passe une trajectoire C du groupe G
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et une seule, notée x = exp (uX)z, et définie en coordonnées
locales par

(15.2) 2 = fo(af, w).

L’application linéaire tangente (exp uX) fait correspondre
au vecteur y, de T, le vecteur y de T, tel que

PR
(15. 3) y* =5 (%0, w)yf.
S1 y désigne en particulierle vecteur tangent en z, a la courbe C,
oo o dT*
défini par: y* = == X*(z) nous avons:
‘iyj — a,B
(15. 4) F op Xy,

Ce systéme admet comme solutions le long de C non seulement
le champ des vecteurs tangents a C mais tout champ y inva-
riant par 0(X). Vérifions-le.

Les égalités :

[0(X) y]* = XPogy* — yfogX* =0

équivalent le long de C a:

d ¢ adxg - a
:i%——- oy = oy XP = yPogXe.
Nous retrouvons bien les équations (15. 4).
Désignons par X le champ de vecteurs prolongé sur U du
champ X de V,,, et défini par les composantes :

Xe et X& = yfpgXe.

Le champ X engendre un groupe local G 4 1 paramétre de
transformations locales de W par intégration du systéme S
défim par:

dz* dy* :
—— = X*u et = X%
du () du
Ce groupe G, dit prolongé de G sur ¥, admet comme trajectoires
des courbes de U se projettant sur V,,, suivant les trajectoires
de G. Les projections de ces courbes sur W ne sont pas en
général basiques.
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Pour que la courbe passant par z(z,, y,) soit basique il
faut et il suffit que y, = AX(z,).

Si o désigne une p-forme définie sur W ou plus généralement

une p-forme restreinte de U, sa dérivée de Lie par X est par
définition : '

1(X)o=0X)w
et nous avons la formule:
8(X) 0 = (X) do + di (X) o.
En particulier si 4(z, y) est une fonction scalaire Al :

0(X) L = X%,4 + yfogX0,d.



CHAPITRE III

Calcul variationnel.

16. — Extrémales d'une intégrale.

Soit L(z, y) une fonction A1 de classe C? sur un domaine U
de V. La 1-forme w = dL est alors définie dans W.

Soient fo = p~'z, et f; = p~'z, deux fibres appartenant au
domaine p~'zU de W, z, et z; étant deux points arbitraires
de =U.

Considérons I'intégrale I(C) = /; dL ou C est un chemin

différentiable quelconque joignant un point de f, & un point
de f;. Nous appelons extrémale de I'intégrale I(C) une courbe
C telle que

0(Z)I=0

quel que soit le champ de vecteurs Z tangents 3 W et vérifiant

la relation: pZ = 0 aux points z, et z;.
D’apres (1, 2)

0Z)I = [0(Z)dL = [ 0(Z)»
= [i(Z) do + [ di(Z)o.
La derniére intégrale est nulle car la forme w est semi-basique
et pZ =0 en z, et x;.

Si X%, Y* sont les composantes du vecteur Z sur le repére
naturel au point (z, y) de W nous avons
. _ ~pa d(dw) 7o O(dw)
{(Z) do = X o(da) + Y o(dg)

 Pour que lintégrale fc i{(Z) do soit nulle quel que soit le
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champ Z, 1l faut et il suffit que le chemin C soit tel que le long de
C, I'on ait :
d(dw) d(dw)
)t )

Le systéme différentiel précédent n’est autre que le systéme
extrémal de la forme w, systéme qui est complétement inté-
grable.

Explicitons ce systéme. Nous avons:

= 0.

do = %— (003L — 0gsL) da® Ada® + vagL dy A da.

Le systéme extrémal est formé par les 2(rn + 1) équations
suivantes :

0 (d(!)) _ T . B—— » g __
(16.1) > (de?) (gL — dgs L) da? — d44 L. dy? = 0.
0 (dw) 1. dub
16. 2 == b& L dxu ==
O3 Sy~
Comme L est A1 nous avons identiquement :
4 Lyp =0.

La matrice |[p;3L|| est donc singuliére; par définition le pro-
bléme variationnel étudié est dit régulier si la matrice |[o4gL|
est de rang n. Dans ces conditions le systéme (16. 2) montre
que les dx sont proportionnels aux y de méme indice. Les
extrémales de la forme dL sont donc des courbes basiques de W.

En désignant par v un parameétre arbitraire nous pouvons
poser :

o dz*
Les équations (16. 1) s’écrivent alors sous la forme:
(16. 3) dapLs &° — (2481 — dp;L) 28 =0
et comme

0L 3# = d,L.

ces équations, qui définissent les projections des extrémales
sur V,,, s’écrivent encore :
d

RO&L - baL = 0.
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Ces équations sont les équations d’Euler relatives a I'intégrale

f L(z, 2) du.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme.

TrEoREME. — Les extrémales de Uintégrale f dL ou L(z, y)

est une fonction hl de U sont les chemins basiques de W se
projetant sur V.., suivant les extrémales de Uintégrale

[ L(z, ) du.

17. — Systéme extrémal d'une 1-forme « définie sur W.

Soit © une 1-forme définie sur W. Son image réciproque sur
U, que nous désignons encore par o, s’écrit localement :

0 = aq(z, y) dz* + bq(z, y) dy*.
Cette forme étant supposée définie sur W, il en résulte que les
a, sont kO, les by h (— 1) et que by* = 0.

La forme o étant définie sur W, il en est de méme de sa
différentielle extérieure :

do = —é—aap dx* \d=f + % bap dy* Ndyf + cap dz* N\ dyf
avec
Aap = 0,83 — Vpaa;  bap = dubp — Vpbe;  Cap = dabp — dpa,
Il en résulte que:
bapyP =0 et cupyf = 0.

Formons maintenant le systéme extrémal de w. Il est défini
par

(17.1) :((;l:?) = a.pdaf + copdyf =0,
(17.2) °éj;)) — — cgudaf + bugdyf = 0.

Ce systéme défini sur W est complétement intégrable. Par
tout point (2o, yo) de W passe une courbe 1ntegrale et une seule,
définie sur un voisinage de (z,, yo) par les équations:

z* =f(.’$o, Yoy U )3 y =8 (xo’ Yo, U )
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Ces courbes ne sont pas en général basiques. Pour qu’elles le
soient 1l faut et il suffit que les 2(n 4+ 1) équations différen-
tielles suivantes, & n + 1 fonctions inconnues (2f):

(17. 3) aapa':p + capdiﬁ =0,
(17. 4) — Cpaj;(s —+ b‘,‘p{iﬁ'ﬁ = 0.
soient compatibles.
Il en est ainsi si les équations (17. 4) sont identiquement
vérifiées c’est-a-dire si:
bap =0  etsi 0(30‘:&(3 = 0.

Dans ce cas il existe localement une fonction F(z, y) k0
telle que b, = d;F. Les identités : ca;:,a’:B = (0 s’écrivent alors
sous la forme : .
(0gaF — dgaz)3* = 0
ou
dpAa* = 0 avec Ay = —3,F + a,.

La forme A, dxz®* est alors d fermée; il existe donc une fonction

L(z, y) k1 telle que A, =1;L ou
a, = 3L + d,F.
La forme o s’écrit alors:

o = 3L dz* + o, F dz* + a;F dy*
ou

o = dL + dF.

Les considérations précédentes sont en particulier valables
pour une 1-forme semi-basique. En effet dans ce cas les bqg
sont identiquement nuls.

Les équations (17. 4) s’écrivent alors:

b&ap:i;p = 0.

Comme elles doivent é&tre identiquement vérifiées, elles
constituent une condition nécessaire et suffisante (14. 2) pour
que la forme :

© = a, dz*.

soit d fermée. Nous pouvons énoncer le théoréme :

TutorEME. — Pour qu'une 1-forme semi-basique de W
admette des extrémales basiques il faut et il suffit qu'elle soit d
fermée.
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Il résulte de (I §8) que la forme » = dL définit un invariant
intégral relatif et que sa différentielle dw définit un invariant
intégral absolu pour les extrémales de la forme w.

18. — Vecteurs et formes d'Euler.
Soit C un chemin différentiable de W appartenant a4 un
méme domaine U de coordonnées locales. Soit
z* = z2%*(u) et y* = y*(u)

une représentation paramétrique de C.
Les n + 1 fonctions de u:

(18.1)  Po(l) = oL % 4 (oygl — oggLyt

sont les composantes covariantes d’un vecteur P(L) restreint
h 1 défini en tout point de C. Ces différents vecteurs sont par
définition les vecteurs d’Euler du chemin C relativement & L.

Les extrémales de f L(z, y) du sont les chemins de W le long

desquels le vecteur d’Euler P(L) est nul.

A la fonction L(z, y)h 1 est attachée une 2-forme =(L)
définie sur W:

(18.2)  m(L) = d(dL) = d(osL da?)
— gL dy* A daf -+ —% (043L—dg3L) da* A\ da.

Cette 2-forme =(L) est par définition la forme d’Euler corres-
pondant a la fonction L. '

Indiquons quelques propriétés des vecteurs et formes
d’Euler attachés & un méme chemin de W.

10 La correspondance entre L et P(L) est linéaire. Si L, et

L, sont 2 fonctions définies sur U k1 et de classe C, et si k; et ky
sont deux constantes arbitraires :

P(k1L1 + kL) = kIP(Ll) + kzp(Lz)-
20 Nous avons identiquement :
Pu(L) y* = 0.
En effet 93Ly* = 0 puisque oL est AO, et
(gL — 253L) y*y® =0
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d’aprés 'antisymétrie des parenthéses ou par usage de I'iden-
tité d’Euler.
3° Supposons que L soit de la forme

L = Ay(2)y*
Dans ces conditions
(18.3) Po(L) = (9pAs — d,Ap) y*
et
(L) = d(A, dz?).

Supposons plus particuliérement que le vecteur A de compo-
santes covariantes A, soit le gradient d’une fonction f(z)
c’est-a-dire que

A, = baf-

Nous avons alors :
. PyL)=0 et w(L)=0.
Inversement si (L) =0 nous avons:
b&ﬁL =0
d’ou
L=A,2)y* et dAp—dA,=0
ce qui entraine, qu il existe localement une fonction f(z) telle
que:

Aa = béf«
Nous pouvons donc énoncer le
TrtoriME. — Pour que deux fonctions L(z, y) et L(z, y) hl

admettent des vecteurs d’Euler identiques, il faut et il suffit que
localement :

L — L = 3,fy*
ou f est une fonction arbitraire des variables x*.

40 Si f(z) est une fonction dérivable arbitraire des variables
a* et L(z, y) une fonction h1 deux fois dérivable nous avons:

(18.4)  Pu(fL) = fP4(L) + (2gf 0L — d.fo3L) yP
et
(18. 5) x(fL) = fx(L) + df A dL.
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En particulier si L = d,gy*, g(z) étant une fonction dérivable
arbitraire des variables z2%,

Po(fL) = (0.8 3%f — g 2af) ¥
=(fL) = df A\ dg.

et

19. — Conditions de Helmholtz.
Soit une 2-forme Q définie sur W qui dans un domaine U
de coordonnées locales z*, y* a pour expression:

Q = apdy* A dabf + -;— bag dz® N\ dab.

Si Q est la forme d’Euler d’une fonction L(z, y)hl les g
sont symétriques et dQ = 0.
Montrons que ces conditions sont suffisantes.

La forme Q étant fermée, il existe localement une 1-forme
définie sur W:

w = A,(z, y)dz* + B,(z, y) dy*

Q = do. ‘
Comme Q ne contient pas de terme en dy*Ady®, les B, sont
indépendants des variables y* et comme © est définie sur W,
les B, sont A (—1); ils sont donc identiquement nuls et ® est
semi-basique. Nous avons alors :

.3 = VA, et | beg = 0,Ag — dpA,.

telle que

Les a,g étant symétriques nous en déduisons que:
oA, — A =10
relations qui montrent que la forme  est d fermée.
Il existe donc localement une fonction L(z, y)h1 telle que

A, =L

et nous avons bien :

a,g = L et bup = 3L — dp;LL
d’ou le

TatorkmE. — Pour que la 2-forme définie sur W :

Q = apdy* NdaP + —;bal(gd:x:“/\d:l:f3
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soit une forme d’Euler, il faut et il suffit que Q soit fermee,
les coefficients a.g étant symétriques.

En explicitant nous trouvons les conditions dites de Helm-
holtz. En effet le probléme précédent est équivalent a celui
résolu par Helmholtz et Mayer relatif a I’existence d’une
fonction L(az*, z'%, t) telle que le systéme de n équations diffé-

rentielles du 2¢ ordre: ‘
Gy(z*, 2%, 2", t) =0
puisse se mettre sous la forme:

d3L oL _
dtda’ ot

20. — Extrémales et géodésiques.
Considérons I'espace de Finsler F défini sur la variété V, .,

par la fonction L(2%, y*)h1. Posons avec E. Cartan:
M S
I*= Y

Les géodésiques de F sont définies par les équations:

et l, = ;L.

v @ a
(20. 1) Ef? _ % + % [g, o7 = 0
ou par
Vig _ ‘ﬂ_a___i_ B lalt =
(20 2) vl _ DL rpir=o0.

Un calcul classique (°) montre que:

1

'Ij FEYlBlY = baL
et que

[‘ng@yY = 2G>
avec

Ge=g%Gy et 2Gg = opFyt —ogF <F == L2>.

Les équations (20. 2) montrent alors que les géodésiques de F

sont identiques aux extrémales de I'intégrale / Ldu.

(®) E. Cartan [1]; J. Favard [2].
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Ces équations sont équivalentes aux équations (20. 1) qui
s’écrivent sous la forme suivante :

a2 .,
@t =0
ou en revenant aux variables y*

(20. 3) % + 2G* = y“d—L avec Yy = da*,

Ldu du’
Nous écrirons parfois dans la suite ce systéme sous la forme :
&+ 2G _ #42G* @ 426G
(20. 4) =g = =T —

21. — Application géodésique de deux espaces de Finsler.

Considérons deux espaces de Finsler F et F définis sur la
méme variété de base, V,,;, par la donnée de 2 fonctions Al
L(z, y) et L(z, y). Les géodésiques de F sont définies par les
équations (20. 4), celles de F par les équations obtenues &
partir des précédentes en remplacant les G* relatifs a L par
les G* relatifs & L. Pour que ces deux systémes d’équations
soient équivalents il faut et il suffit qu’il existe une fonction
p(z, ©)h1 telle que :

(21. 1) G* — G = pa*
Les géodésiques de F sont‘ définies, d’autre part, par Jes
équations d’Euler relatives a la fonction L:

' 9 La? + (955L — d4gL)3# = 0
ou; comme d;3Ldf = 0 par les équations:

(2. 2) ouT( @ — -1 8L 38) 1 (046T — oosL)i — 0.
B Ldu g (

Pour que ces géodésiques soient les mémes que celles de F
il faut et il suffit d’ apres (20. 3) que les premieres parenthéses
de (21. 2) solent egales a GE. D’ou ce résultat : les fonctions L
définissant les mémes géodésiques que L sont les fonctions 1
solution du systéme d’équations aux dérivées partielles:

(21 3) bdﬁt Gé# + (bdpt——baﬁ—]:).’i}p =0.
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Comme application des considérations précédentes résolvons
le probléme suivant:

Probléme. — Etant donné une fonction L(z, #)k1, existe-t-il
une fonction L(z, ) de la forme :

L(=, 4) = f(z)L(z, £)

telle que L et L définissent les mémes géodésiques? _
Surlignons tout ce qui est relatif & ’espace de Finsler F
défini par f(z)L, ou f(z) est supposée connue.

Posons F = —%—fo; d’ou

(21 4) 2Gp = OB&F.’I'S“ —_ bgF = 2f2Gp
+ 2f0o,f LogLia* — fogf L2,

Pour que ces relations soient de la forme (21. 1) ou de la
forme équivalente : '

(21.5) 2Gg = 2f2Gg + 2pfeLaygL,

il faut et il suffit qu’il existe une fonction g(z, £)A0 telle que
(21. 6) ' oL = g(z, %)ogf.

L est alors de la forme:
(21.7) L = g(z, &)osfib.

Mais pour que ’on en déduise (21. 6) il faut que la fonction g
soit indépendante des #. Nous pouvons donc énoncer le

TrtorkME. — Pour que les fonctions L(z, %) et f(z)L (=, %)
définissent les mémes géodésiques, il est nécessaire et suffisant
que la fonction L(z, %) soit de la forme :

L = gaff(z)i* = g(x)d_gg_).

Ce théoréme est d’ailleurs une conséquence immédiate de la
formule (18. 4).

Remarquons que si L est de la forme (21. 7) non seulement
fL mais toute fonction de la forme

Ff)L  ou G(gL

définit les mémes extrémales que L.
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Cela résulte d’ailleurs directement de la définition du systéme
extrémal des formes

w=gdfd*=gdf et w&=F(f)gdf
En effet do = dg A df et do = F(f) dg A\ df admettent le

méme systéme associé.

22. — Extrémales en coordonnées hamiltoniennes.

Considérons I'espace de Finsler défini sur la variété V.,
par la donnée d’une fonction L(z%, y )M

Un vecteur y de ’espace tangent en z a V,,_,_1 peut étre défini,
soit par ses composantes contravariantes y* par rapport au
repére naturel au point z, soit par ses composantes covariantes
Yo = gaply’.

Au vecteur y d’origine = correspond le point Z de I’espace ¥
des vecteurs tangents a V,;;. Nous appelons coordonnées
hamiltoniennes du point Z les 2(r + 1) nombres : 2* et y,.

La métrique finslérienne étant supposée réguliére, les rela-
tions : y, = g.py? permettent de calculer les y* en fonction
des z* et des y,, les expressions obtenues étant homogénes et
du 1€T degré par rapport aux y, (A1 dans la suite).

En remplacant dans L(2%, y*) les y* par les expressions ainsi
obtenues, L devient une fonction H des z*, y, telle que:

(22.1) H(a% ya) =L(a2% g*fyg) et H(a" gapy®)=L(a" y°).

Par définition H(z*, y,) est la fonction d’Hamilton corres-
pondant & L. Comme L est A1, H est k1 c’est-a-dire que

(22.2)  otHy,— H  avee b&H_b;{

Le vecteur unitaire 1 ayant méme direction que y a pour

%
composantes contravariantes [* =yf et pour composantes
covariantes

—Ya.
I =4

La relation (22. 1) montre alors que:

a — =£.
1l »¥*H H
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Nous avons donc

y* = Ho'H = 06‘(—%— H’) =K avee K= % H:

formules duales de

Yo = LD&L = b&(-%' LS) = D&F.

Montrons maintenant que d.H = —»d,L.
Différentions les 2 membres de I'identité

H(z%, y.) = L(2*, g%fyp) = L(2%, y*).

(22. 3) dH = 3L dz* + d;L dy*.
ey e —2dH L e

Or L dy* = Hyady = 2dH qY dy.
d’apres y*y. = H2.

L’expression (22.3) de dH devient alors

(22. 4) dH = — oL da® + - y* dye.

Nous en déduisons bien que 3,H = — d,L. et nous retrou-
vons que .

»¥H = ﬁya’.

Il est alors aisé d’écrire les formules fondamentales relatives
4 un espace de Finsler, a I'aide des variables 2%, y, et de la
fonction H.

Nous avons par exemple les relations :

H2 =12= ga?y“yf‘ = “Byayp—
Les relations y*%g.,3 = 0 entrainent que g,3 = d;3F.
On montre alors a partir de g*fg,, = ¢ que y,*g%f =0
relations qui entrainent que:
g*f = o*FK.

La connexion étant euclidienne (Vg* = 0) et spéciale au
sens de Lichnerowicz, nous en déduisons que le tenseur de
torsion a des composantes :

TebY — ____%b?g“p = ——-%bdﬁK.
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Mais intéressons nous plus particuliérement au systéme
différentiel des géodésiques de I’espace de Finsler; celles-ci
sont définies par les équations d’Euler:

d

- a2t
(22. 5) Tn %L —o,L=0 avec ¥ =1
Or

L= _I%I— Ya et d,L = —d,H.

Les équations (22. 5) s’écrivent alors sous la forme:

4 ya _ dys __ Yya dH _
S toH=0 ou YL HH—0

d’ou le systéme d’équations définissant les géodésiques de
Pespace de Finsler en coordonnées hamiltoniennes :
d; dx* .

22.6) “e=_ 3K+ et  “-=2K

(22.6) G = %K+ M du
A étant une fonction des 2%, y, h 1.

Les équations précédentes définissent en réalité des chemins
basiques de W se projettant sur V,,, suivant les géodésiques
de I'espace de Finsler considéré.

Au lieu de prendre comme coordonnées hamiltoniennes sur
W, a* et y,, ces derniéres étant les composantes covariantes
d’un vecteur quelconque de l'espace tangent T,, prenons z*
et I, avec [, = 2.

H

Ces 2(n + 1) variables ne sont plus indépendantes car les [,
étant les composantes covariantes d’un vecteur unité nous
avons :

H(z?, l,) = 1.
Prenons comme paramétre u P’'arc s de géodésique défini par
ds = L(z%, d2*) = d;L(2*, y*) da* =1, da*.

Dans ces conditions les équations (22. 6) se mettent sous la
forme :
da* dl,

(22. 7) —d—s— = o*H et ‘d—s“ = — de.
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Les équations précédentes peuvent &tre obtenues directement;
elles constituent en effet le systéme extrémal de la forme:

0 = ¥ Lda* = l,dz*.

Ce systéme extrémal est le systéme associé de la 2-forme:

do = dl, Adz*.
En écrivant que
i(Z2) do =0
pour tout vecteur Z tangent 3 W c’est-a-dire tel que
i(Z)dH=0
nous trouvons
ddo . dodH ot bdm_)\de
ddz* o da* -~ adl, T Todl,

ou
—dl, = Ao, H et dz* = N*H.

o

Comme %= [* =2*H le facteur de proportionnalité est

égal a ds d’ou les équations (22. 7).

23. — Chemins basiques de W en coordonnées hamiltoniennes.
Considérons un chemin différentiable de W. Un tel chemin
est défini paramétriquement par les équations

z* = 1*(u) et le = lo(u).

Pour que ce chemin soit basique il faut et il suffit qu’il existe
une fonction f(u) telle que

dz*

s (u)l* ou I* = g*Plg = »*H
en supposant les z* et [, figurant dans 3*H exprimés en fonc-
tion de u.

Un chemin est donc basique si et seulement si le long de
ce chemin I'on a:

o _do*t _  _ da'*!

(23.1) = ==
»H »2H +H
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Comme application de ce qui précéde considérons la forme
semi-basique définie sur W:

w = aq(af, lg) da®

et cherchons sous quelles conditions les extrémales de ® sont
des courbes basiques de W. Nous avons:

> (va — Opae) da* A daf + oag dlg A da.

D’ou le systéme extrémal:

dow =

(23.2) (9@ — dpaa) %2‘? — oba, = = Ao H,
dx &
(23. 3) dtag—— e Ao¢H.
Les équations (23. 3) doivent entrainer
daf B
Pl H.

Il est donc nécessaire que les coefficients d%ag soient de la
forme :

(23. 4) dag = f(z, 1) .

On en déduit en supposant « == 8
Pag _df
Aol oy

La fonction f est donc indépendante de [, et a, est nécessai-
rement de la forme:

= f(@)la + ga(x).
La réciproque est immédiate; d’ou le
TrEtorEME. — Pour qu’une forme semi-basique définie sur W :
w = a,(2f, lg) da*

admette des extrémales basiques, il faut et il suffit que a, soit
de la forme :

as = f(2)ls + ga()
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f(z) étant une fonction des seules variables z*, g,(x) les compo-
santes covariantes d’un vecteur défint sur V,,.

Le résultat obtenu concorde bien avec celui du § 17. En effet,
en passant aux variables 2%, y*, » se met sous la forme:

© = [f(2)0:L + ga(2)] d2* = d(fL + gay*).

Les calculs précédents montrent aussi que, étant donnée la

2-forme Q définie sur W:

Q =+ Supdo* Adaf + of dlghdo*
pour que les solutions du systéme associé de Q soient des
courbes basiques de W, il faut et il suffit que les coefficients
af soient de la forme :

af = f(x) 8
c’est-a-dire que I'on ait:

1

Q=

Sep da* AdaP + f(x) dly A da.



CHAPITRE 1V

Calcul variationnel et Espdce de Finsler généralisés.

. 24. — S-extrémales d'une intégrale.

Reprenons les notations du § 16. Soient f; et f; deux fibres
de W appartenant & un méme domaine U de coordonnées
locales de W; soient z, = pfy, et x, = pf, les points corres-
pondants de V,4,.

Soit E I'ensemble des chemins différentiables de U joignant
un point de f; 4 un point de f;. Définissons I'un de ces chemins C
par une représentation de la forme: '

(24.1) a* = a%(u),  y*=y*(u)
avec
T =2(ug) et m = a(w).
Un chemin C de E voisin de C est défini par:
(24.2) 2% =a%(u) + 8%,  y* = y*(u) + Oy
ou dz* et 0y* sont des fonctions différentiables de u de la forme :
ox* = eX*(u), Sy* = eY*(u)

¢ étant un infiniment petit principal, X% Y* les composantes
d’un vecteur tangent & W au point z(u) de coordonnées z*(u),
y*(u). ,

Supposons que TE soit un tenseur restreint k1 défini sur
©. Nous appellerons chemins T-voisins de C les chemins Cr
voisins de C définis par des dz* arbitraires et par

(24. 3) Sy — j—u 3% + T33a.
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Supposons donnée sur U une fonction L h1 de classe C2 ; en
coordonnées locales elle s’exprimera par L(2* y*). Posons

=j;Ldu.

En passant de C & C, I(C) subit une variation Al de partie
principale

(24. 4) 3T = [ (32" + 3, L8y") du.

Pour un chemin C, T-voisin de C nous avons :

3= | (2Ldo* + 2LTgoeF) du+ [ %L dg"” = du.

Intégrons par parties la derniére intégrale; comme les dz*
sont nuls aux extrémités de C nous obtenons:

1= <a¢L + osLT8 ——ia&L> Sa* du.
c du

Pour que ¢1 =0 quels que soient les dz%, il faut et il suffit
d’aprés le lemme fondamental du calcul des variations que
I’on ait le long de C:

2L — L ;L 4 3L T8 = 0
du

ou
(24.5)  Py(L) —ii—baL — o,L = oL TE.

Nous designons par extrémales généralisées de l'intégrale

f L(z, &) du les projections sur V,,; des chemins basiques

solutions de (24. 5) c’est-a-dire les solutions du systéme diffé-
rentiel :

éi 3L — o,L = L T§,
(24. 6) 4
y T du’

Lorsque le tenseur T est nul en tout point de 9, les T-extré-
males de I sont les extrémales ordinaires de I'intégrale:

]: ‘Lz, i) du
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Supposons maintenant la variété V,,, douée de la métrique
finslérienne définie par: ds = L(z?, dz*).

Dans ces conditions nous pouvons transformer les 26 membres
de (24. 5).

En effet:

BLTE = g l'TE = Tolv  (Tay = gg,TH).
Or [*°P,(L) =0, il en résulte que
T Y = 0.

Cette condition est satisfaite si le tenseur T,, est antisymé-
trique, ce que nous supposerons dans la suite.

En Mécanique Analytique nous serons amenés a introduire
la 2-forme:

0= %saﬁ da® A daf = é— d(— X, da?)

les X, étant les composantes covariantes du vecteur force

généralisé, les S,3 étant les composantes R0 d’un tenseur
appelé tenseur force et défini sur W. Nous sommes amenés
a poser:

Tas = LSqs.

Nous appellerons S-extrémales de I'intégrale j: "Lz, &) du les
solutions du systéme différentiel : °

d
(TIZO&L - baL = Sapyp,
. dx“.

T du

Remarquons que ce systéme différentiel est le systéme
associé de la 2-forme :

Q = d(osL da®) + - Sup da® A daf
1

— d(dL) + d <—— 5 Xe dx«>

- d’<—— dL ———%Xadx“)
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. 25. — Espaces S-Finslériens.
Proposons-nous de définir sur V,;; une connexion linéaire
de directions dont les coefficients sont déterminés par la donnée

de la fonction L Al et par celle du tenseur S, k0 et qui soit
telle que les géodésiques de V,.,, relativement a cette con-
nexion, soient les S-extrémales de I'intégrale

I L(z, &) du

définies précédemment. Nous adopterons le mode d’exposition
de A. Lichnerowicz (7).

Soit E(V,44) lespace fibré principal des repéres sur Vi,
pE(V,41) son image réciproque sur W. Une connexion linéaire
de directions sur V,,; est une connexion infinitésimale sur
P_IE(Vn+l)'

Une telle connexion est définie par la donnée d’une 1-forme
convenable ® de type adjoint a valeurs dans I’Algébre de Lie
de GL(n + 1, R).

Soit U un domaine de coordonnées locales de V,,, =~U
le domaine correspondant de ¥; soit Z un point de ¥ tel que
wZ = z; un systéme de coordonnees locales de Z est I’en-
semble des coordonnées z° de z et des composantes y* d’un
vecteur de T,.

Prenons comme corepére de Tz les 2(n 4- 1) formes da*, dy*.
Rapportée a ce corepére la connexion o est définie par ses
composantes f qui sont de la forme:

(25.1) wf = by dz¥ + cfy dyY.

La connexion étant définie sur W, les bf, sont h0, les cg.{k(——- 1)
et nous avons les identités :

(-3 p—
CprY = 0.
. > ’ .
Pour un vecteur restreint quelconque X défini sur ¥ nous
posons : ’

UX?* = dX* 4+ wfXE.

Considérons en particulier le champ de vecteurs qui au point
z de D fait correspondre le vecteur z de T,, de composantes y*.
Posons

(25. 2) 0% = Vy* = dy* + wﬁyg'
() A. Lichnerowicz [6].
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La connexion linéaire » étant supposée réguliére, les 2(n 4 1)
formes dz* et 0* définissent un corepére de T;. Relativement
a ce corepere nous poserons:

(25. 3) of = [ dat 4 C&,0T.

Les formes wf étant définies sur W, on vérifie que les T

sont A0, les C A(— 1) et que C@Yy\’ = 0.

Les denvees pfafﬁennes d’une fonction f(z, y) relativement
au corepére (dz*, 0*) s’expriment de fagon simple a l'aide
des dérivées partielles de f relativement aux z et y. En effet
en désignant les dérivées pfaffiennes par ,f et 3sf nous avons :

df = 8uf da* + 0;f0* = d,f dx* + v;f dy*
d’ou par identification:
(25. 4) Sa = v — yadp,
(25. 5) 85 = % — y*Cladp.

Explicitons maintenant la forme de torsion de cette connexion.

La 2-forme X de torsion est définie par:

1
2

En remplagant o} par son expression tirée de (25. 3) nous
obtenons :

(25. 6) 8§y = — (I — I'fp)
et
(25.7) T% = Cf.

Posons maintenant 2F = L2 et

It = wf A dzf = deﬁ N dzt — Tf,‘yalarsrfs A o,

8ap = O&QF.
La fonction F étant A2 nous avons:
2F = 1* = gogy’yP

ce qui montre que les g,3 sont les composantes covariantes

d’un tenseur symétrique kO, c’est-a-dire défini sur W.
Pour que la connexion linéaire de directions définie par

soit naturellement associée & une connexion euclidienne de
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directions de la variété métrique définie sur V,, par le tenseur
g, il faut et il suffit que pour cette connexion I'on ait (8):
Vgap = O
ou, en explicitant :
(25. 8) dgas — 0rgg — wégh = 0.

Posons

Wap = ga)\‘”%; I‘aﬁy = ga)\[%ﬁ Ta(i'{ = galTéy-
Les relations (25. 8) sont alors équivalentes aux suivantes :

(25 9) Fapy + Fﬁa:( = 0y8aBy
(25. 10) TGBY + TBGT = 3]-,g¢[3.

Pour que la connexion w soit entiérement déterminée par
la donnée de L et du tenseur S nous allons faire des hypotheéses
supplémentaires, relatives aux tenseurs de torsion, analogues
aux hypothéses définissant les classes de connexions spéciales
au sens de M. A. Lichnerowicz:

(25.11) 1° T,z = Tpay, ”

(25.12) 20 Sg, = —1*Sg; avec I*= T
Si le tenseur S,g est nul sur toute la variété W les hypotheses
faites définissent une connexion et une seule: la connexion
finslérienne de la variété; c’est le théoréme fondamental de la
Géométrie Finslérienne (8).

Si le tenseur S,g == 0 nous allons montrer que les hypothéses
précédentes déterminent encore une connexion et une seule.
Les relations (25. 10) et (25. 11) montrent que I'on a:

1
Tapy = 5 48ap-

De P’expression de g,z on tire

y* d48as = 0.
Or d’apres (25. 5)
8184 = 038ap — Y Tip8up-
Il en résulte
yP3igas = 0.
(8) A. Lichnerowicz [6].
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C’est-a-dire
yBT,LBY = 0.
D’aprés (25. 5) o3 = d; et ainsi

1 1
(25 13) T“.BY = 5 0y8ap = 73&Q?F.

Tapy est donc un tenseur symétrique par rapport a ses 3 indices
qui satisfait a:
(25 14) TaBYya == Ta@.ryﬁ == TaBYyY p— 0

Calcul des I'ygy. — Il nous reste a déterminer les coefficients

['up,. Nous avons d’apreés (25. 9), (25. 6) et (25. 12) les relations :
Lagy + Cpay = Oyga
Lapy — Laxp = LaSpy-
Ecrivons les quatre relations déduites des précédentes en

permutant circulairement «, 3, y. Par des combinaisons évi-
dentes nous obtenons:

1
(25.15) Ty = 5 (8y8ag + S8y — Sagpy)
1
+ 5 (laSgy + 1gSya — UySap).

Posons pour simplifier:
1
Doy = b} (laSgy + UgSya — 4Sag)

tenseur antisymétrique par rapport a « et .
Passons maintenant des dérivées pfaffiennes aux dérivées
ordinaires d’oui:
(25.16) Togy = [By, o] — YN I¥ Tuap + P;BTwa
— DaTypy) + Zagy
ou les [Py, «] sont les symboles de Christoffel de 1r¢ espeéce.

Formons maintenant y*['.s, et yPy'T'4p, en tenant compte
de (25. 14):

(25.17)  yTupy=y*[BY, @] — ¥ T5eT e + y¥Vupy
et

(25.18)  yPyTug, = yPy'[By, o] + yPy'Zapy
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Posons avec E. Cartan:
Yy [By, a] = 2G, = 3:Fy* — o,F.
D’autre part:

yﬁyTa‘Z@Y = LS,y¥ = — LX,
en posant « = SayyT.

Les relations (25. 18) prennent alors la forme
Yy Togy = 2G, — LX,
ou
yPy' Ty = 2G* — LX=
En remplacant dans (25. 17) nous obtenons:
Y*lapy = yP[By, @] — (2GF — LXF)Togy + yFleg
ou
(25.19)  yPTupy = updyGF + LXFTopy + yPlagy
en remarquant que
O?GGL —_— ZGBTW@T = gagb?GB.
Transformons alors (25. 16) al’aide de (25. 19) nous obtenons :

(25 20)
Lapy = [BY, #]— (Tapnd;G* + Tyaad3G* — Tp0:GH)
_LXX(TMYTEB + TulﬁTYa—T#MTBY)
— Y (B Ths + BaapThe — ZaaTH) + Zagy.

La premiére ligne de I'expression de [, représente le coeffi-
cient [z, pour la connexion finslérienne, coefficient que nous

désignerons par I';s,. En explicitant les différentes paren-
théses nous trouvons

Pagy = Lagy — %XX(T&YT&‘B + TheTY, — ThTY))
+ 5 X Ths + §Th — LT}

1
— 5 LSnTis + SpThe — SaThy)

L4

2 (laSgy + 1gSya — 1Sqp).



ESPACES VARIATIONNELS ET MECANIQUE 55

Remarquons que la partie antisymétrique de ['op, en § ety
est:

A .
Pa‘ﬁj = "2— laspy.
Calcul des beg,. — Les coefficients b,s, s’expriment sim-

plement en fonction des ['4g,.

En effet en 1dentifiant les coeflicients de dz¥ dans (25. 1) et
(25. 3) nous obtenons:

bagy = Lapy + Tagublyy™
Comme yPb,g, = yPl., nous avons
bagy = Tapy + Tapu(0;G* + LXATY, 4 y*25,).

En remplagant Isp, par son expression tirée de (25. 20)
nous trouvons: "

ba@y = [ﬂy, OL] — (T]‘a)- DBGX —_— TBY)\ O&GX)

— LXN Ty The — TyaaThy) — M (Zuag Tra — ZaaTy) + Ly
La premiére ligne de I'expression de b,s, représente le coeffi-
cient analogue pour la connexion finslérienne que nous noterons

bagy; le coefficient de LX* représente le tenseur de courbure
Quxy, o (*) qui est d’ailleurs le méme pour les deux connexions.
Nous pouvons donc écrire :

bagy = ba?v - LXXQM. af — yl(ZmpT% - E‘HMTET) + Eaﬁy-

Nous pouvons d’ailleurs expliciter davantage :

j 1
bugy = bagy — LXaQ}, o + - LS Ty — S Tha)

1 ;
— 5 Xa(l Ty —1T7a) + Vapy.

Géodésiques. — Soit I, = d;L. Calculons sa différentielle
absolue :
Vi, = dl, — mEl@
= dly — FEYlp dx¥
= dly, — qulﬁ dx.

{*) Tenseur noté S par Elie Cartan.
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Explicitons la 2-forme VI, A dz*. Nous obtenons

Vi A da* = dl, A da® + - B(Cguy — Doya) da* A da.

Or
Lay — Tpya = Say.

Comme [gl® =1 nous trouvons

Vi A da* = dly A da® -+ Sy da A daf
La 2-forme ainsi obtenue est comme nous le verrons la
2-forme fondamentale du systéme dynamique défini par L et
Saplle long d’une géodésique %lj= 0, u étant un paramétre
%Quf nous obtenons le systéme diffé-

Vi, _dl,
Eu— = % —_— P@aylpyY =0.

arbitraire. En posant y* =
rentiel :

Or
LoaylPy* = TpaylPy? + SpoylPy.
Mais Yo lPyY = X,.
Le systéme différentiel des géodésiques est alors le suivant

Ve _ Vi _

du  du X =0
ou d

Zl—tb&L —L = X,.

Nous retrouvons bien les S-extrémales de I'intégrale

[ L(w, 4) du.

Les espaces que nous venons de construire ne différent des
espaces de Finsler que par la convention E d’Elie Cartan;
les [ugy notés ['zg, dans .(1°) et (*!) ne sont plus symétriques
par rapport a (3 et ¥ mais sont tels que

PapY - PdTp = lang.
(19) E. Cartan [1]
(1) A. Lichnerowicz [6].
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Il en résulte que la carte d’un cycle infinitésimal ponctuel
obtenue en attachant a chaque point un vecteur unitaire se
déplacant parallelement & lui-méme a partir de l'origine du
cycle ne se ferme plus; le vecteur joignant I’origine a I'extré-
mité ayant pour composantes

M = <% Sgy daf A dx7> I,

Remarquons que nous aurions pu remplacer notre hypo-
thése (25. 12) par d’autres sans modifier les géodésiques.
Indiquons les deux suivantes :

19 Sagy = — (Sagly — Saylp).
On en déduit:
r afy = By, “]8 + SaBlT

ou l'indice ¢ indique qu’il s’agit de dérivées pfaffiennes.
20 Sepy = — (8ayXp — gapXy) comme pour les espaces de
Weyl. On en déduit:

Lagy = [Brs o)’ + Xagsy — Xpguy:

Mais dans chacun de ces deux cas nous aurions trouvé :

Vi Ada* = dly Nda® + -3 (Xulg — Xyla) do* Ada.

Cette 2-forme n’est pas, en général, la 2-forme fondamentale
d’un systéme dynamique.

Cas particulier : espaces S-riemanniens. — Supposons que
L? soit une forme quadratique par rapport aux variables y;
dans ces conditions les g,g sont indépendants des y et le tenseur
de torsion T est nul. Les coefficients de connexion [',3, se
réduisent alors a:

Lagy = [By, a] + 2apy.

Un tel espace sera dit S-riemannien; il pourrait étre utilisé
en Relativité générale, S,3 étant par exemple les composantes
du tenseur champ électro-magnétique.
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26. — Calcul variationnel généralisé de A. Lichnerowicz (*2).

Considérons toujours la variété différentiable V,,,, la variété
U des vecteurs non nuls tangents & V., et la variété W des
directions orientées tangentes & V,,.

Soit C un chemin différentiable de V,,; défini dans un
domaine U de coordonnées locales par la représentation
paramétrique :

z* = z*(v)

les fonctions z*(v) étant de classe C* sur un intervalle (a, b).
Désignons par (u,, u;) un sous-intervalle de (a, b) d’amplitude
inférieure & ¢, e étant un nombre positif donné, arbitrairement
petit et soit y*(v, €) un ensemble de n 4 1 fonctions conti-
niment différentiables pour tout ¢ appartenant a (u,, u,)
et nulles pour ¢ = u, et ¢ = u,.
Posons

(26.1) cz* = ey*(v, ¢) et  7(e) = max |[Sz*(v)]

pour .
ve(uy W) et a=1,2, ..., n+ 1.

En supposant les dérivées par rapport a ¢ des fonctions
y*(v, €) bornées en valeur absolue sur (a, b) par un nombre K
nous avons :

7(e) < Ke2.

Sous-différentielle d’une fonctionnelle. — Désignons avec
M. Lichnerowicz par F}[2%(¢)] une fonctionnelle attachée &
Parc (uo, u) de C et satisfaisant a la condition suivante : pour
tout u, de I'intervalle (a, b) il existe un intervalle (u,, u,) tel
que pour tout u de cet intervalle, F; définisse une fonction
intégrable de u.

On appelle sous-différentielle ¢F de la fonctionnelle F une
fonction des 2%(¢), de leur dérivées premiéres #%(¢) et des 0z%,
linéaire par rapport aux 8z et telle que:

Jim AF — ¢F
m-—-—-

£>0 m

ou AF désigne ’accroissement de F correspondant aux accrois-
sements (26. 1) des z*.

(*2) A. Lichnerowicz [2], pp. 343-350.

=0
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Exemple. — Soit f(z*, #*) une fonction A1 de classe C2. Posons
(26. 2) F = [ fla*(v), 3%(v)] do.

La fonctionnelle F admet pour différentielle:
“ d o a &
dF = [ " [oaf — 7 0f] da* do + 24f[2*(u)] da*(u).

M. Lichnerowicz a montré (**) que la sous-différentielle de F
est:

(26. 3) SF = 04fa°

les S2* étant les accroissements (26. 1) au point u.

Sous-variation d’une intégrale. — F: désignant l'intégrale
(26. 2) posons :
(26. 4) J = ["H[F:, 2*(u), 3*()] du

ou H est une fonction continue de F, des 2* et des z*.
Avec M. Lichnerowicz nous appelons sous-variation J de
I'intégrale J, une intégrale de la forme :

eJ =j;:' L[z*(u), 2*(u), S2*(u)] du.

L étant une fonction linéaire par rapport aux ¢z?, telle que 'on
ait :
I AJ —8J
im—=

€30 &

0

ou AJ désigne I’accroissement de J correspondant aux accrois-
sements (26. 1) de a*.

La fonction H étant supposée de classe C®, M. Lichnerowicz
a démontré () que la sous-variation avait pour expression :

(26. 5)

3= [ [e-HO— ‘-i‘% 0.H(0) + H'(0)osf —fosH'(0) | 32 du
ou H(0) est la fonction obtenue a partir de H(F, 2%, %) en
posant F = 0 et H'(0) est la fonction des 2%, 4* obtenue en

(3) A. Lichnerowicz [2], p. 346.
(4) Idem, pp. 347-349.
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annulant F dans la dérivée partielle de H par rapport a I’ar-
gument F.

Les extrémales généralisées de I'intégrale J sont par défi-
nition les courbes (C) pour lesquelles 8J = 0 quels que soient
les accroissements dz* définis par (26. 1). Ces extrémales sont
les solutions du systéme différentiel:

(26. 6) %‘adH(O) — 2, H(0) = H'(0)2sf — fo,H'(0)

Remarquons que ce systéme différentiel reste invariant si on
change simultanément H en — H', fen — fou H' en fet f
en — H'. Nous aurions obtenu le méme systéme différentiel
en remplacant la fonction H(F, 2%, #*) par la fonction:

H = H(0) + FH'(0)

obtenue en remplagant H(F) par son développement de Taylor
du 1€r ordre au voisinage de F = 0, les variables z* et £% étant
supposées fixées.

Généralisation. — Supposons données sur VU, k fonctions
fAx, y) k1 et posons comme précédemment

FA = f “fAlz*(e), i*(0)]dv  avee A=1,2, .. k.

Soit maintenant une fonction des k fonctionnelles FA, des 2%,
des 4%, h1. Posons:

J=/ “H[FA, o%(u), 3°(u)] du.

Des calculs analogues & ceux de M. Lichnerowicz [Lich. (2),
pages 347 a 349)] montrent que la sous-variation de cette
intégrale a pour expression:

5J = f [a, ——aa H(0) 4 0, H(0)05f* — 4024 H(0 ]Sx“du

Les extrémales généralisées de I'intégrale J sont les solutions
du systéme différentiel :

d

(26.7)  £-0:H(0) — 3,H(0) = o, H(0)2af* — A0, H(0).
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27. — Algébre différentielle non holonome et extrémales
généralisées.
Fonctions non holonomes. — Soit U un domaine de coor-

données locales de V,4;, p~'U le domaine correspondant de W.
Au voisinage de tout point z de U considérons un ensemble
de chemins différentiables joignant z & tout point voisin z'.

Soit f(z, y) une fonction A1 définie sur ¥. Posons :

F = fz f(z, y) du avec « 42

T du

Pintégrale étant calculée le long du chemin a2’

Au chemin zz’ de V,4; correspond par p~ un chemin zz’
de W et I'on a:

(27.1) F= [T of(a, y) .
Soit maintenant L une fonction définie dans ¥, A1, qui au

point z’ de coordonnées z'*, y'* a une valeur dépendant de F

que nous désignerons par L(F, 2/, y’). Supposons L conti-
niiment différentiable par rapport & I’ensemble de ses argu-

ments et désignons par L(z, y) la limite de L quand z’ tend vers
z le long de l'arc z'z.
Posons

' = x* + Axa’ y'a — ya. + Aya
et

n = max (|Az?|, |Ay*|) pour a=12,..,n+4+ 1.

La différence AL = L(F, 2/, y') — L(z, y) peut se mettre
sous la forme:

(27.2) AL = L'F + d,LAa® + 3;LAy* + ey

ou L’ est la limite de la dérivée partielle de L par rapport & F

quand z’ tend vers z, € une fonction de z’ tendant vers 0 quand
n tend vers 0.

D’autre part z’ étant suffisamment voisin de z,

F = 0;f(z,y) Az* + €'y ou ¢ =0 avecn.
Finalement nous pouvons mettre AL sous la forme:
(27.3) AL = (d,L + L'0;f) Az* + 3, LAy* + ™

avec ¢” tendant vers 0 quand v tend vers 0.
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A Texpression trouvée pour AL nous sommes amenés & asso-
cier 'application linéaire de l’espace vectoriel tangent en z
a W sur R, définie par:

(27. 4) (0L + L’d4f) dz* + o,L dy*.

Cette forme linéaire sera notée dL et sera par définition
une différentielle non holonome de la fonction L(z, y); nous
dirons aussi que I'ensemble: L(z, y), dL définit une fonction

différentiable non holonome L de 9.
Sous une forme plus condensée nous avons:

(27. 5) dL = dL + L' df.

Cette expression de dL. nous améne aux définitions suivantes
des dérivées partielles d’une fonction non holonome L:

d,L = d,L. + L’ df,
b&-I: = baL.

Remarquons que la différentielle extérieure de dL n’est
pas nulle. On a en effet:

. d(dL) = &L = d(L’ df).
mais

&L = d(d*L) = 0.

Formes non holonomes. — Soit une forme différentielle ®
définie sur U ou W dont les coefficients en z' voisin
de z dépendent de F. Soit d’abord une 1-forme définie par:

B = Gy dz* + b, dy*.
Posons par définition qu’au point z
do = da, \dz* + db, N\ dy*.
Si nous désignons par a,, by, aq, by, @ les limites respectives

_ 9a, ob
de @y, b, SF?’ Sﬁ’ ® quand z’ tend vers z nous obtenons :

do = da, \da* 4 db, Ady* + df A (a} da* + bl dy*)
ou

(27. 6) dw = do + df Ao’
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Par définition nous dirons que do est la différentielle extérieure
de la forme non holonome ® égale localement & la forme w.

Les mémes considérations aménent a associer 4 une p-forme
non holonome @, définie sur UV ou W, c’est-a-dire & une forme
dont les coefficients en z’ voisin de z dépendent de F, une

p + 1 forme
de = do + df Ao’

appelée différentielle extérieure de la forme non holonome .

Si @, et @, sont deux formes extérieures de degrés respec-
tifs p; et py, non holonomes par rapport a la méme fonctionnelle
F, nous avons:

d(®, + &,) = do, + d,,
d((Dl /\ wz) = d(ﬁl/\b'.iz + (— 1)p‘w1/\d52.

Ces formules sont des conséquences immédiates de (27. 6).

Systéme extrémal d’une forme non holonome.

Par définition le systéme extrémal d’une forme non holo-
nome & est le systéme associé de sa différentielle extérieure
de. Considérons par exemple la 1-forme semi-basique

o = %L(F, z, y)dz*
ou L est une fonction i1 définie sur V. Nous avons:
de = d(d,L dz*) + df Ao,L’ da®
ou
(27.7)
4 = dygLdy? N da® + - (oagL. — daL) da* Ay

+ 5 (af L’ —pfoul) do A da

Le systéme associé de dm est formé par les équations :

(27.8) (gL dy® — (2L —dgsL) da? = (35 04L — dfd5L)da¥,
(27.9) {dL da® = 0. -

Les équations (27. 9) montrent que les solutions de ce
systéme sont des chemins basiques de W ayant pour projec-
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tions sur V., les solutions du systéme d’équations diffé-
rentielles :

033 LiiP — (045 — g L)3# = (d5fopL" — dpfo,L’)aP
ou

d ' ’
I 3L — 3L = L'dsf — fo,LL

Les courbes ainsi définies sont les extrémales généralisées
de P'intégrale :

J=["L(F, 2, &)du
d’ou le théoréme :

TrtorEME. — Les extrémales généralisées de Uintégrale

J= "’E(F, z, &) du sont les projections sur V,,, des solutions
o
du systéme extrémal de la forme :

o = %L (F, z, y) da*.

Généralisation.
Supposons maintenant qu’on se donne k fonctions définies
sur UV, hl fA(z, y) avec A =1, 2, ..., k.

Avec les notations du début de ce paragraphe posons:

Fo= [ e &) du = [ af'(z, y)dor.

Soit L une fonction des k fonctionnelles FA et des 2n 4 2
variables 2%, y* hl.

Désignons par L la limite de L quand z’ tend vers z.

Par définition nous appelons différentielle de la fonction
non holonome L la 1-forme

(27. 10) dL = dL + df*a,L

ou d,L est la limite quand z’ tend vers z, de la dérivée partielle
de L par rapport a FA.

Soit maintenant une p forme quelconque ® définie sur 0
ou W dont les coefficients en z’ sont des fonctions des FA.
Nous appelons différentielle extérieure de cette forme la
p + 1 forme définie au point z par

(27.11) do = do + df* Ao
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avec

. . 0B

o =lmo et opw =lim —;-
2>z 2#>20F
S1 @, et B, sont deux formes extérieures définies sur V ou W,

de degrés respectifs p; et p,, non holonomes par rapport aux
mémes fonctionnelles F4, nous avons comme conséquences
immeédiates de la définition (27. 11).

d®, + &,) = do, + do,, :
d(ml /\ 632) = dGSl /\ (OFY + ("‘—" 1)p1 Wy /\ d(:)g.

Considérons en particulier la forme

& = 3%L(F4, =z, y)da*
Sa différentielle extérieure est

do = do + df* A do,L.

Le systéme extrémal de & qui est par définition le systéme
associé de do est analogue au systéme des équations (27. 8) et
(27. 9). Ses solutions sont des chemins basiques de W se pro-
jettant sur V., suivant les solutions du systéme:

(27.12) (iiua&L — 2L = 0aLogf* — fAdaL.

Ces projections sont les extrémales généralisées de I'intégrale :

J= j:'E(FA, 2%, &%) du.

28. — Espaces de Lichnerowicz (*%).

Reprenons les notations des § 25 et 27. Considérons une
fonction non holonome L(F, z) avec F = j; ) %f(x, y)dz* et
telle que L = L(0, z) soit une fonction définie sur V, Al.

Proposons-nous de définir sur V,,; une connexion linéaire
de directions qui pour f= 0 se réduise & la connexion finslé-
rienne attachée a L, et telle que les géodésiques de V,, rela-
tivement & cette connexion soient les extrémales généralisées
de I'intégrale

J=/[ :‘f[(F, z(u)] du.

(%) A. Lichnerowicz [2], pp. 352-362.
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Comme pour les espaces S-Finslériens, posons
wf = bf, da¥ + cfy dyY
par rapport au corepére de T; défini par les 2(n 4 1) formes
dz*, dy* et
wf = g da¥ + Cg, 07
par rapport au corepére de T; défini par les 2(n 4 1) formes
dz* et 0% = Vy*,
La forme de connexion w étant supposée définie sur W, les
b et [ sont AO, les ¢ et C A(— 1) et nous avons identiquement :

1 — @ J—

cty’ = Cgy' = 0.
Les dérivées pfaffiennes d’une fonction G(z, y) relativement
au corepére dz?, 0% s’expriment en fonction des dérivées par-

tielles de G(z, y) par les formules (25. 4) et (25. 5). Si G est

une fonction non holonome G = G(F, z, y) nous avons:
28.1) 3&,@ = %G — P I§.04G = 2,G + G'oaf —yIL.04G,

3G = 3G — y*Tf,4G.

Prenons comme tenseur métrique en z(z%*, y*) le tenseur de

composantes non holonomes :

8ap = m( L2> = bae< L2>— 8aB

tel que 0 8ap = Oy8ap + Zapdifs
048u = dy8ag
les notations étant celles du paragraphe précédent.

Pour que la connexion linéaire de directions définie par o
soit naturellement associée & une connexion euclidienne de
directions définie sur V,,; par le tenseur g3, il faut et il suffit
que Vg,s = 0 c’est-a-dire que:

(28. 2) dgag — w&g)\@ — wégh = 0.
Explicitons par rapport au corepére (dz*, 8%); nous obtenons
- (28.3) Loy + Cpoy = Yg_aﬁ>
(28. 4) Ta@‘r + TBay = S?gap.
Considérons maintenant la forme de torsion:
Se = wiAdaf = S, daf A dat— T4 dat A 01

2
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avec

fr=— (T — T%p),
TBY = CBY'

Imposons a la connexion ® d’étre spéciale au sens de
M. A. Lichnerowicz. Les tenseurs de torsion doivent alors
vérifier les conditions:

(28. 5) 10 S =0,
(28. 6) 20 Tup = Tpaye

Les conditions (28. 5) entrainent que les coefficients I'yg, sont
symétriques par rapport aux deux derniers indices.
Les conditions (28. 6) et (28. 4) nous donnent

1
Tagy = Cagy = 9 318ap
soit avec le méme raisonnement que pour établir (25. 13)
1
Tagy = 57 048ag

le tenseur T,z est donc complétement symétrique.

Calcul des coefficients T'qg,.
Les coefficients [' sont déterminés par le systéme suivant:

’

g[‘«fﬁ‘r + Lpay = 64Bap,
Lapy — Tayg = 0.

Nous en déduisons que

FGBY = [BY’ “]6

les [By, «]° étant les symboles de Christoffel en dérivées pfaf-
fiennes.

Explicitons a I'aide des formules (28. 1)
(28' 7) Syga@ = byga,B + g;fi be_ 23/)\[‘{7'1‘;“43-
Nous obtenons, en posant:

VY 1 '; ! !
(28. 8) z‘aﬁy =75 (gar b(if + &ap Z’?f— 8py 3f),

(28.9) ,
Cagy = [BY> @] — y([5yTpap + iTuya — FaTogy) + gy
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Posons :
Yy By, o] =2G, = m<—%— L’) Yy — a<—§— Lz).

Calculons yPy'Y,s,. Comme la fonction f est supposée Al

et que —- gogy*y? = LL’ nous obtenons:

2
Yy Zapy = foa(LL) — (LL") 0sf = f20sp
en posant

¢ = L}“ (f+0).

Nous en déduisons que:
Yy Tagy = yPy'lBy, o] + yPy Zagy
= 2G, + fzbé?.
I1 est remarquable que le second membre soit égal a 2G, défini

par
— 1 2\, A i" .
2G, = m( 5 L >y o¢< 3 L2>
En effet:
ol<% E2> — m(% L2> + LL%f
et
9G. = 2G, + %(LL%f)y* — LL'5f
= 2G, + d(LL’)f — LL"f
car

b&j\fy)‘ = 0.

Nous terminons les calculs comme au paragraphe 25; il
suffit d’ailleurs de remplacer dans les résultats obtenus LX, par

—pur
Nous obtenons ainsi:
Faﬁ‘r = [ﬁY) ‘x] - (Taﬁlbfc)\ + Tay)\bﬁc)‘—‘TQﬂbdG)\) + 2«[37
ou
P“BY = Paﬁ“{ + fzbi?(TZi*{Ttﬁ + T&BT};a - T&)’\LGTEY)
- y)\(zplYTgB + Xp.lﬁT$a - X‘p.laT%y) + Eaﬁy-

Dans cette derniére expression l'ug, représente le coefficient
analogue pour la connexion finslérienne définie par L.
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Les I' ainsi définis sont les coefficients [ de la connexion
intermédiaire de A. Lichnerowicz. On vérifie qu’ils sont
symétriques par rapport a leurs derniers indices.

Dérivation covariante.

Soit X un champ de vecteurs restreint défini sur ¥ ou W;
les composantes X* sont alors des fonctions des z%, y* homo-
génes par rapport a ces derniéres variables. Dans ces conditions
nous avons

UX* = dX* + wfXF

Supposons maintenant que X soit un champ de vecteurs non
holonome c’est-a-dire que ses composantes X* en un point
%’ voisin de z soient des fonctions de L et par conséquent de F.
Sa différentielle absolue est alors définie par

VX% = dX* 4 ngp

ou dX* est la différentielle de la fonction non holonome X*
Les considérations précédentes s’étendent immédiatement a des
champs tensoriels quelconques, holonomes ou non.

Géodésiques.
Posons [* =yf et I, =09;L. Les géodésiques de I'espace

étudié précédemment sont définies par:

V= dZ
2= Byt =
Tn + F LBy 0
ou par .
Vi, d
du E_ _ F@GTlByY 0.
Or

PﬁwrlpyY = r‘@aylpyT + Zﬁaylpyy'
‘Nous avons d’abord :

. 1,, , ;o ,
ZaalPy" = - (8 Oaf +- 8aif — 8oy O3f) y? = L' 24,

le:l‘ dla_l_b (L’bﬁf)yp'—'—g'l'b L'bﬁf {S_dla_“_fbaL/
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Finalement les géodésiques de I’espace considéré sont
définies par

Vi,

du

d
du

Ces géodésiques sont bien identiques aux extrémales géné-
ralisées de D'intégrale

J= ["L(F, 3(v))du.

L’espace ainsi construit satisfait bien aux différentes condi-
tions que nous lui avons imposées.

V’“+ fosl! — L' ogf = 0
ou par
L — oL = L’ baf——— fbaL'.

Généralisation.
Considérons une fonction non holonome de plusieurs fonc-
tionnelles L(F*, z) avec

FA= [TofA, y)dot = [Tdf* on A=1,2,..,k

telle que L = L(0, z) soit une fonction définie sur ¥, Al.

Il est aisé d’étendre les considérations précédentes en
définissant sur V,;; une connexion linéaire de directions telle
que les géodésiques de V,.; relativement a cette connexion
soient les extrémales généralisées de I'intégrale

J= f"‘L[FA u)] du.

Il suffit de remplacer dans les formules obtenues Zal@Y
par

L1
Dapy = D) (da8adpf™ + da8agdif* — dageydaf™)
et 2G, par
2G, = 2G, + d(LasL)fA — Lo La,f™.

Nous désignerons dorénavant par espaces de Lichnerowicz
ou espaces ¥ des espaces du type précédent;

un espace Y, correspondra & une fonction L non holonome
par rapport & une seule fonctionnelle F,

un espace ¥, correspondra a une fonction L non holonome
par rapport & k fonctionnelles F,.



DEUXIEME PARTIE

APPLICATIONS MECANIQUES

CHAPITRE V

Systémes dynamiques a liaisons holonomes.

29. — Equations de Lagrange.

Soit un systéme dynamique (S) non conservatif, a liaisons
holonomes, bilatérales parfaites, admettant n degrés de liberté.

Désignons par V,,; son espace-temps de configuration.

Supposons que la configuration de (S) soit définie par les
parameétres 2F ou k = 1, 2, ..., n. Les paramétres z* et le temps
¢t définissent un systéme de coordonnées locales pour V..
Posons

e dz*

T dt

et soit £ le lagrangien du systéme (S) pour les paramétres z*.
Les trajectoires de (S) dans V,,; sont définies par les n fonc-
tions z*(t) solutions des n équations de Lagrange:

d

(29.1) p %pd — o d = Q.

Les Q, sont des fonctions déterminées des 2, des 2’ et du
temps .
Posons maintenant: z"t =1i.

Un systéme de coordonnées locales d’un point z de V.4, est
alors 2%, oua =1, 2, ..., n, n+ 1.
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(Dans la suite un indice latin pourra prendre les valeurs
1, 2, ..., n; tout indice grec les valeurs 1, 2, ..., n 4+ 1.)
Soit u un paramétre réel arbitraire; posons
i* = da?[du
d’ou
x'* = g,

Les trajectoires du systéme dynamique (S) dans V,,; sont
alors définies par des fonctions z*(u) solutions d’un systéme
d’équations différentielles déduit classiquement de (29. 1) (*¢).

Posons L(z*, %) = $(a*, &*[z"+1)ir+t,

L qui est A(1) est par définition le lagrangien homogéne
de (S). Nous en déduisons

%L =04 et i =¢ — 2'%,4 = — %6,

# désignant I’hamiltonien correspondant a d.
Les équations (29. 1) se mettent alors sous la forme:

(29. 2) Jd;b;,L oL = Qi

ou, avec les notations du § 18
P,(L) = X, en posant X = Q.
De l'identité :

P,(L)z*=0
nous déduisons :
Po (L) = — Py(L)i* = — X+
ou
(20.3) Puy(L) = Xppa enposant X = — Qu*

Finalement les fonctions 2*(u) sont solution du systéme des
équations de Lagrange relatives au lagrangien homogéne L:

d
(29. 4) Py(L) ==L —2,L = X..

Les X, qui sont des fonctions des z* et des 4* sont homogénes

(%) A. Lichnerowicz [2], pp. 375-376.
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et de degré 1 par rapport a ces derniéres variables (k1) et telles
que
' X. 3*=0;
Ce sont les composantes d’un vecteur appelé vecteur force
généralisée. Les n 4 1 équations (29. 4) n’étant pas indépen-
dantes, on pourra se donner arbitrairement I'une des fonctions
2*(u), les n autres seront alors déterminées en général par
les équations (29. 4). Rappelons que la (n+ 1)*™ équation,
Péquation

Pn+1 ( L) = Xn+1

s’écrit encore sous la forme

— T e Lk
du ot QU
ou, en posant { =1u
dsw | o4 "
i o= W

Cette équation traduit le théoréme bien connu de Painlevé.
Les équations de Lagrange ainsi obtenues ont une forme indé-
pendante de tout repérage particulier adopté pour I’espace-
temps de configuration.

30. — Notion de tenseur force généralisée.

Comme dans la premiére partie nous désignerons par U
Pespace fibré des vecteurs non nuls tangents a la variété
différentiable V,,,, par W I’espace fibré des directions orientées
tangentes & V,;;; 'espace W est désigné en Mécanique par
espace des états, ou espace temps d’extension en phase.
Considérons la forme « travail élémentaire ».

w = X, dz*.

Cette forme est une forme semi-basique i1 définie sur .
Par I'opérateur d nous lui faisons correspondre une 2-forme
semi-basique 0, définie sur W :

;1
do = 5 (0:Xg — X,) da* A da.

Les coefficients de cette forme sont les composantes d’un
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tenseur restreint hQ, antisymétrique, deux fois covariant.
Nous désignerons dans la suite par tenseur force correspondant
a la force généralisée de composantes X, le tenseur de compo-
santes :

1
Sap = -§— (nga _ D&Xp).

Ces composantes sont telles que:

o S,‘p:i:p = Xg.
En effet:
3 X,dk = X,
car les X, sont k1 et d’autre part
Xpib =0
entraine par dérivation partielle:
baX@:i;ﬁ = — X.
La forme do = — Sap dz* A daf étant d fermée, nous avons les

identités : ,
Sy + 93Sya + 34Sep = 0.

20 Si les X* sont linéaires par rapport aux composantes z*
de la vitesse, les S,g sont indépendantes des &; dans I'espace T,
tangent au point z a V,4,; le vecteur force X correspondant a
un vecteur vitesse donné V(z) se déduit de ce dernier par la
transformation linéaire définie par la matrice ayant pour
éléments les S,p(x).

Interprétation géométrique des équations de Lagrange.

31. — 1° Dans un espace de Finsler.
Supposons la variété différentiable V,;; munie de la mé-
trique finslérienne :

ds = L(a%, :v“) du.
Supposons d’autre part que la fonction L conduise & un

probléme variationnel régulier c’est-a-dire que la matrice
|[PagL| soit de rang n sur U. Le systéme dynamique (S) sera
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alors dit régulier. Soit (T) une trajectoire quelconque de ce

. . . . . >
systéme; en un point arbitraire « de (T) un vecteur unitaire {
de la tangente a (T) a pour composantes :

A =& ou l, = L.

L

Les premiers membres P,(L) des équations de Lagrange sont

. » . >
les composantes du vecteur dérivée covariante de [ par rapport
a u. Les équations (29. 4) prennent donc la forme:

vi,

(31. 1) =X
ou

Vi =

=X

Prenons comme paramétre u I’arc s de (T); les composantes du

’ M ’ X .
vecteur force généralisée sont alors = et les premiers membres

L
des équations (31. 1) sont les composantes du vecteur courbure
de la trajectoire (T) en z:

D’ou le théoréme :
TatorEME. — Dans Uespace de Finsler défini sur Uespace-
temps de configuration d’un systéme dynamique (S) par :
ds = L(2*, 2%)du
ouw L est le lagrangien homogéne de (S), les irajectoires sont les

courbes de cet espace telles qu’en tout point le vecteur courbure
soit égal au vecteur force.

Cas particulier. — Si le vecteur force est nul en tout point
de V.4, les équations de Lagrange s’écrivent sous la forme
Vi,

du

et expriment que les trajectoires sont les géodésiques de



76 JOSEPH KLEIN

Pespace de Finsler associé au systéme dynamique. Ces trajec-
toires sont les extrémales de la forme

o = d;L dz*
ou les extrémales de I'intégrale

I= ["L(a*, 4% du.

(Principe d’Hamilton sous sa forme générale.)
I1 est équivalent de dire que ces trajectoires sont caractérisées
par P'existence de I'invariant intégral relatif d’E. Cartan:

f de dz*.

32. — 2° Dans un espace S-Finslérien.

Considérons l’espace S-Finslérien (§ 25) défini sur V,,,
par la donnée de la fonction scalaire L(2% i*)h 1 et par le
tenseur restreint A 0 Sag.

Rappelons qu’un espace S-Finslérien ne différe d’un espace
finslérien que par la convention suivante:

[y — [fp = Spl®
les '}, étant définis par les formes de connexion:

of = ['fy da¥ + CgVy?
avec Yyl = 2.

Le systéeme différentiel des géodésiques est:

d .
&;b&L — 3L = Sgpif = X,.
Il en résulte que les trajectoires du systéme dynamique
S(L, Ssp) sont les géodésiques de I'espace S-Finslérien défini
par L et S

Ces trajectoires sont aussi les S-extrémales (§ 24) de I'inté-
grale

= ["L(z, %) du.

Rappelons qu’une S-extrémale de I est la projection sur V,,
d’un chemin basique de W défini par:
=)yt =y =52

du
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pour lequel I est extrémum, les chemins voisins étant définis
par: N ,
a* = a%(u) + S2*(u); ¥t = y*(u) + y*(u)

avec 0z arbitraires sauf en z, et z; ou ils sont tous nuls et
d
Sy* = — Sx* + LS%3aP,

Le théoréme ainsi obtenu est une généralisation du théoréme
d’Hamilton relatif aux systémes dynamiques conservatifs
(cas olt S, = 0).

Nous pouvons donc énoncer:

TrtoriME D’ HaMiLTON GENERALISE. — Les trajectoires d’'un
systéme dynamique S(L, S.g) sont les S-extrémales de Uintégrale

fu:'Ldu.

33. — 3¢ Dans un espace de Lichnerowicz.
Considérons la forme

1 .
Q =‘2—Sa‘3dx /\dxp.

Posons y* = i* et associons a Q la forme

0= 1 Sup dy* Ady?
dans laquelle les variables z* sont supposées fixées. Comme
dQ = 0 nous en déduisons que dQ = 0.

Supposons la forme { de rang 2r. Appliquons le théoréme (*) :
Toute forme quadratique extérieure, fermée, de rang 2r,
peut se mettre sous la forme:

dH, NdKA (avec A =1, 2, ..., r),

les fonctions H, et K* constituant un systéme d’intégrales
premiéres indépendantes du systéme caractéristique de cette
forme.

Nous en déduisons que ) peut, sur un voisinage U de U,
se mettre sous la forme:

Q = dH, AdKA.

(*) E. Cartan [2], pp. 119-120.
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Le systéme associé de  étant homogéne par rapport aux y*

les intégrales premiéres H, et K* sont des fonctions 4; la
somme de leurs degrés d’homogénéité étant deux nous pou-

vons supposer H, et K* A1; il n’en était pas ainsi on intro-
duirait une fonction fh de degré convenable et d fermée, d’aprés
Pidentité :

dHA\dK = d(Hf) /\J(%)-
Nous obtenons alors :

Sa[g = baHA OBKA —_— baKA bﬁHA
et
X, = Sa‘ga}p = K43;H, — Hju baKA.

Les équations de Lagrange du systéme dynamique S(L, Sqp)
montrent que les trajectoires de S sont les extrémales géné-
ralisées de l'intégrale :

J= [z 3) + K* [ Hydo] du.

Ces trajectoires sont (§ 27) les projections sur V,,, des extré-
males de la forme non holonome :

o = dL + dK* [ dH,
ou

o =dL—dH, [~ dK*

z(z, y) et z'(2’, y') étant deux points voisins de W. Ces trajec-
toires sont aussi les géodésiques de 'espace <, défini par la
fonction non holonome

L= L(z ) + K* [* dH,
c’est-a-dire par les 2r 4 1 fonctions: L, K, H,.

Cas particulier des espaces 4, (*®).
Pour que r =1 1l faut et il suffit que la forme

Q = 3-Sygdat A da?

soit décomposable ou soit mondme. Pour qu’il en soit ainsi,

(*8) J. Klein [11.
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il faut et il suffit (**) que les coefficients S,3 vérifient les rela-
tions :
Sapsyﬁ + Saysaﬁ + SaBS@Y = 0.

Dans ces conditions on peut trouver deux fonctions H et K Al
telles que localement l'on ait:

Q = dHAdK.

Nous avons alors:

X, = KosH — HosK — K%d% (K0).
Les trajectoires du systéme dynamique correspondant sont
alors les géodésiques de 'espace ¢, défini par les 3 fonctions

k: L, K et H.

Exemples. — 1° Supposons qu'il existe un potentiel des
vitesses c’est-a-dire que les Q, soient de la forme:
Qi = 2 U(a®, 2™).
Remplagons dans U, 2™ par &"[2**'; la fonction U ainsi
obtenue étant A0 nous avons lidentité :

3, Us* = 0.
Or X = Q" = (g*1)2;U
donc Xy = — Q" = (a"1)%,1,U.

Pour tout @ =1, ..., n+ 1 nous avons donc
Xa = (&"1)20,U.

Les trajectoires du systéme dynamique considéré sont alors
les extrémales généralisées de I'intégrale :

=] L @ [ U d) du,

ou les géodésiques de I’espace ¥, défini par le lagrangien L
et les fonctions K = "', H = Uz".

Dans ce cas rentre en particulier celui ou les Q; sont indé-
pendants de la vitesse: il suffit de poser U = Q, z'*; on en
déduit que K = "1, H = Q,a*.

(*®) E. Cartan [3] page 18.
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20 Plus généralement supposons que:
Q=f 2,U

f et U étant deux fonctions des z*, ¢ et z'%.
Les calculs précédents montrent alors que:

X, = (f&")20,U.

Les trajectoires du systéme dynamique correspondant sont
alors les géodésiques de I'espace ¥; défimi par le lagrangien L
et les deux fonctions :

K = firt2 et H = Uzr+1,
3° Supposons que nous ayons:

Qi = Ry(2", t) 4+ Sia(2”, )2’

avec
Sim = — Sp.
Posons
R, = Sk, ntl = T Sn+1. ke
D’ou
Xy = Su* et X,y = — Qui* = — Ri@* = 8,4, 2%
Donc quel que soit «a = 1, ..., n 4+ 1, nous avons

Xe = Sap:ﬁp

ol S,z en un tenseur sur V,,.
Pour que l'espace de Lichnerowicz correspondant soit de
type ¢, il faut et il suffit que:

SaBS*fB + SaYSSB + SaSSSY = O’

c’est-a-dire que le tenseur S,g soit un bivecteur. Il existe alors
deux champs de vecteurs de composantes covariantes f,(z)
et g.(z) telles que localement:

Sa@ = fag{i — gafB-

L’espace 4, correspondant est défini par le lagrangien L et
par les fonctions:

H = f,a* et K = g,a°.
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34. — La 2-forme fondamentale Q.
Lorsque le tenseur force d’un systéme dynamique est nul,
nous avons vu (§ 16) que le systéme des équations de Lagrange

P,(L)=0
est le systéme extrémal de la forme
o = J;L dz*
c’est-a-dire le systéme associé de la 2-forme
do = d(d;L) A dz*.

Soit maintenant un systéme dynamique S(L, S,g=0) et
considérons la 2-forme :

(36.1) Q= dpL)Ade® + —;— Sg da® A da.

Le systéme associé de Q est formé par 2n + 2 équations
de Pfaff

| — (L) + Segdaf =0
(34.2) dapLedaf =0
avec
7a(L) = d4gL di® + (046L — dggL) dab.

Le systéme dynamique étant supposé régulier la matrice
|[PagLi| est de rang n; nous concluons alors comme au § 16 que
le systéme (34. 2) définit des courbes basiques de W dont les
projections sur V,i; sont les solutions du systéme :

_ Ta(L)

Pa(L) - —du— = Sap.i:p = Xa

c’est-a-dire les trajectoires du systéme dynamique considéré;
d’oui le théoréme :

TutorEkME. — Les trajectoires du systéme dynamique S(L, Sg)
sont les courbes intégrales du systéme associé de la 2-forme:

Q = d(aL) Ada® + - Sy do A da.

forme dans laquelle nous supposons que: i* = dz*[du.
6
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Conséquences. — Les trajectoires du systéme dynamique
S(L, S,3) sont caractérisées par la propriété d’admettre la
relation intégrale d’invariance engendrée par la forme (.

'Si © est un tube engendré par une suite continue fermée
de trajectoires de S limitées par deux courbes fermées homo-
topes entourant ce tube, nous avons:

(34. 3) jt;Q = 0.

De cette propriété nous allons déduire une relation fondamen-
tale généralisant directement le théoréme de Cartan relatif

a I'invariant intégral relatif f ;L dz* et due aux notations
prés & M. Lichnerowicz (**).

35. — Théoréme de Lichnerowicz.

Soient dans Uespace-temps de configuration V.. d'un
systéme dynamique S(L, S.g) deux chemins fermés, homotopes,
Co et C, entourant un méme tube de trajectoires; la différence
des circulations du vecteur vitesse d,L le long des cycles Cy et
C, est égale au flux, & travers la portion de tube de bord
Co—C,, du tenseur force généralisée Sqg:

f oaL da* — [ 4L da* = ﬂ 1 s dam Adat,
C, ' Co et} 2
Les i* intervenant dans L et S,z sont les composantes en z

du vecteur vitesse tangent a la trajectoire passant par z.

1re démonstration. — Considérons dans V,,; deux chemins
fermés C, et C; homotopes, entourant le méme tube de tra-
jectoires ©. Soit G} la 2-chaine de support © et de bord Cy —C,.
Posons :
w = dzL dx*.

Nous avons, en appliquant le théoréme de Stokes:

f w—f w= dw.
G, C, (o}

Or d’apres (34. 3)
I <dw 5 Sup da dxp\)= 0.
G

(**) A. Lichnerowicz [1], pp. 8-10.
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Nous en déduisons la formule que nous nous proposions de
démontrer :

(35. 1) [c 2L do* — fc 2L da” = fm %sap da A\ da.

2¢ démonstration (*°). — Soit z,z; un arc de trajectoire de (S)
dans V.4, 2, et x; correspondant respectivement aux valeurs
uy et u, du parameétre u. Considérons l'intégrale d’action:

= “Ldu

évaluée le long de l'arc z,2;.
La variation 81 de I correspondant a des dz* arbitraires en
tout point de z,x;, extrémités comprises, et a

i = L e
est donnée par la formule classique :
(35.2) 31 = [o,L 825y — [ Py(L)8a% du
ou, d’aprés les équations de Lagrange
(35. 3) 3T = [uLde )z — [ X, 82* du;
comme X,du = S,33* du = S, dz®, nous avons:
(35. 4) 3T = [osL32%)%; — [ Syp 307 do.

Intégrons les deux membres de (35. 4) sur la suite continue
fermée de trajectoires définissant ;; nous obtenons:

[osLder — (oL dor = [ L S,pdat N dat.
A Co G4 2

De cette relation nous déduisons, comme précédemment, par
application de la formule de Stokes:

ff‘(do&L/\dx“ +3 Sagdx“/\dwf’>= 0

(*) A. Lichnerowicz [1], pp. 8-10.
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Nous avons ainsi démontré directement que la forme

Q = d(osL) Ada® + % Ses da® A da

définit une relation intégrale d’invariance pour les trajectoires

de (S).

36. — Cas ou la forme ( est fermée.
Soit Q = d(oL dz®) + %— Seg da A da.

Nous en déduisons :

(36.1) 0 = Kugy da® Adof A da? + 30,5 do* A da? A di

avec
Kagy = 0Sgy + 96Sya + 3,Sag.
Pour que dQ = 0 il est nécessaire et suffisant que:
10 3;S,3 = 0 quels que soient «, B, y, c’est-a-dire que le
tenseur S,g soit indépendant des .

20 K,gy = 0 c’est-a-dire que S,p soit localement un tenseur
rotationnel.

. >
Il existe alors un champ local de vecteurs A, de composantes
covariantes A,, tel que:

(36. 2) Sap = 0,Ag — A,
Nous désignerons X par potentiel-vecteur du systéme dyna-
mique S(L, S,g). En remarquant que dans ces conditions
(36. 3) Q = d(o;L da* + A, daz*)
nous pouvons énoncer le théoréme:
TatoriME. — Pour que la 2-forme fondamentale Q d’un
systéme dynamique S (L, S,z) soit fermée, il faut et il suffit que

le tenseur S, dérive d’un potentiel vecteur A (A,) dont les compo-
santes sont indépendantes de la vitesse c’est-a-dire que

Sea(®) = d,Ap — A,

Les trajectoires du systéme dynamique sont alors caracté-
risées par ’existence de I'invariant intégral relatif défini par

0= (O&L -+ Aa) dz*
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c’est-d-dire sont les extrémales de l'intégrale

1= ["(L+ Au®) du.

Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de ’espace de Finsler
défini sur I’espace-temps de configuration V,,, par la fonction :

L + A.d%.

37. — Exemple: Tenseur « force centrifuge ».

Considérons un systéme de N points matériels M, de coor-
données X,, Y,, Z, par rapport a un repére orthonormé (R)
de I’espace euclidien E;. Supposons que le repére (R) soit en
mouvement par rapport a un repére orthonormé (R,); soient
a’, b, ¢’ les composantes sur (R) du vecteur vitesse de son
origine, p, ¢, r les composantes sur (R) du vecteur instantané
de rotation de (R) par rapport a R,.

La force vive absolue du systéme de points M, est alors:

N
2T, = X my{(Xk + o' + qZ; — rY,)?

k=1

4 (Y + b + rXy — pLy)? + (Zi 4 ¢' + pY, — qu)2]
alors que la force vive relative est réduite a:
N
2T, = 3 m(Xi® + Y32 + 7).
k=1

Supposons que le systéme considéré admette n degrés de liberté
@',

La force vive relative et la force vive absolue ont des expres-
sions de la forme:

2T, = az"'z”
2T, = aya’'z” + 2b2" + ¢

ou les ay, b; et ¢ sont des fonctions des z* et du temps.
Supposons qu’a 'instant ¢ le repére R coincide avec le repére

fixe R,.
Les équations de Lagrange relatives a R, sont alors:

(37. 1) dit(%xq) — vapala = Q.

Q; désignant la iéme composante du vecteur force généralisée.
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Les équations de Lagrange relatives 4 R sont:

d 1j U 1k ’
(37.2) I (ag) —dga’e™ = Q —% b+ a(ba? + o).

Les termes supplémentaires qui apparaissent au 2¢ membre :

db,

(bibj -_— bjbl)x’j + bic + "b—t‘

représentent I'ensemble des forces d’inertie ou « centrifuges ».
Passons au formalisme homogéne en posant 2"t =t

© = T,&"**. Les équations (36. 5) deviennent alors (§ 29):

4
du
en posant ¢, = b, et ¢4, = c.

Le tenseur 3,93 — 93¢, que nous appellerons tenseur force
centrifuge dérive du potentiel vecteur ¢,. C’est bien un tenseur
du type précédent (37. 2).

En posant L = © + ¢,4* les équations du mouvement sont :
4
du

Inversement étant donné un systéme dynamique (L, Seg). Les
équations du mouvement sont:

%‘o&L — L = S,pif.

Nous dirons que le tenseur S, est du type force centrifuge
sl existe un potentiel vecteur global 9,, ne dépendant que des
2f et non des if, tel que
Sap = 0498 — pPa-
Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que la forme
| 1

Q = d(dL) + < Sup do* A da

soit fermée c’est-a-dire que d,Sg, = 0 et
3aSgy + 9Sya + 3,543 = 0.

Il en est ainsi pour le tenseur champ électro-magnétique en

Relativité Générale (§ 50).

0,8 — 3,0 = X, + (0a9p — d33a)3"

;L —o,L = X,.
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38. — Cas ou () admet un facteur intégrant. .

Par définition Q admet un facteur intégrant s’il existe une
fonction différentiable f(z, £)=~0 telle que la forme fQ soit
fermée. Le facteur intégrant f est tel que:

d(fQ) = dfAQ + fdQ =0

ou
d0=—%pq
f
ou
(38. 1) dQ = dg AQ

en posant f=e%.
Admettons I’existence de ¢ et explicitons I'identité (38. 1) :

1
6

= (oyp da¥ + vy i) A < 244L dx@ Ada* + - Rog da dx?>

(38.2) — Kugyda® N daf A da¥ + 5 O4Sap da* A dab /\ da

avec K“BY = b,,Sp.{ + bpSYa + b.{ ap €t R, af = bapL——bg“L + Sap
En identifiant les différents coefficients des deux membres
de (38. 2) nous obtenons les trois systémes de relations:

(38. 3) 0;90apls — 33045l = 0.
(38. 4) bpcpbaYL 0. 903; L + 339 Rep = 94 Sag
(38.5) Repor9 + Rpdag + Ryadgp = Kog

Les relations (38. 3) entrainent que la fonctlon ¢ est indépen-
dante des z car s’il n’en était pas ainsi, d,3L serait de la forme :

Ad; 3049

et la matrice |]b¢gL|| serait de rang 1, ce qui est absurde, le
systéme dynamique étant supposé reguher

Les relations (38. 4) entrainent alors, en intégrant par
rapport a &Y ol y est arbitraire :

S,p = bpopb&L _— DG?OBL + Tap(x)

les Tog ne dépendant que des variables 7.
Explicitons alors (38. 5); aprés réductions on obtient :

% Ty + 9Tya + 3y Tag = 99Tgy + 3¢ Tya + ¢ Tap.
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Ces relations expriment que :
d<—§— Typ da A w) = dg A <-§- Typ da® A de>

c’est-a-dire que la forme

e~9Tag da® A\ daf

est fermée.

—

Il existe alors localement un champ de vecteurs A(z) de
composantes covariantes A, telles que:
e—?Tap = DaAp — pra-

Donc si la forme Q admet un facteur intégrant le tenseur S,g
a nécessairement des composantes de la forme :

(38.6) Sup = 21039 — L0, + €?(2.Ap —pA,)

les fonctions ¢ et A, ne dépendant que des seules variables z*.
Inversement si le tenseur S,g est de la forme précédente;
nous avons :

e~%Q = e~?d(dL) + e~?dL A de + d(A, dz*) = d(e~*dL + A, da*)

f = e™® est bien un facteur intégrant de Q.
En remarquant que les formes Q et fQ2 admettent le méme
systéme associé, nous pouvons énoncer le théoréme :

TutorEME. — Pour que la 2-forme fondamentale Q d'un
systéme dynamique S(L, S.g) admette un facteur intégrant, il
faut et il suffit que le tenseur force ait des composantes pouvant
se mettre sous la forme :

Sepg = 2:L, g9 — oL 3,9 + ef(0,Ap — 3gA,).

¢(z) et A(x) dax* sont respectivement une fonction scalaire

et une 1-forme définies sur Uespace-temps de configuration V,,,.
Dans ces conditions les trajectoires sont caractérisées par

Pexistence de I'invariant intégral relatif défini par:

© = (e=%;L + A,) da

c’est-a-dire sont les extrémales de D'intégrale:

I= L/:’ (e7*L 4 A,2%) du.
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Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de I’espace de Finsler
défini sur V,,,; par la fonction:

e~ fL + A, z%.

Cas particulier :
10 ¢ = 0. Dans ce cas: S,3 = d,Ag — dpA,;
la forme  est alors fermée et égale a:

d(d;L da* + A, da*)
ce que nous avons déja trouvé.
20 A = 0. Dans ce cas:
Sep = 0:L0gp — L. 3,9.

Les trajectoires sont alors les extrémales de I'intégrale:

I = f “e~?L du.

0

Dans ces cas, comme dans le cas général, il existe un espace
de Finsler admettant les mémes géodésiques que l’espace
S-Finslérien défini par L et S,p.

39. — Equations canoniques.

Soit le systéme dynamique S(L, S,p) et ¥ I’espace de Finsler
associé, c’est-a-dire I’espace de Finsler défini sur Iespace-
temps de configuration par:

ds = L(z*, %) du.
Posons comme au § 22
Yo = gagy®  avec  yP = daf/du.

Au lagrangien L(z%, y*) correspond alors I’hamiltonien H(z*, y,)
tel que:
H(a*, ya) = H(2%, gapy) = L(2*, y*).
Rappelons que la fonction H est k1 et que:
(39. 1) oL = —,H, y* = HoH.

Si nous prenons comme paramétre u I’arc s de trajectoire, y*
et y, sont respectivement les composantes contravariantes et
covariantes d’un vecteur unitaire tangent en = a .
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X
En posant I* = cfz > ly = gqplP = d;L nous avons

(39. 2) L(z*, 1) = H(z*, ) = 1.

Les 2rn 4+ 2 nombres z* et I, supposés indépendants peuvent

étre considérés comme un systéme de coordonnées locales

d’un point z de 'espace fibré U des vecteurs tangents & V, ;.
Liés par la relation

H(z%, I,) = 1,

ces nombres z* et [, définissent un point de 'espace des états W.
Les trajectoires dans W du systéme dynamique (S) sont
alors définies par des fonctions

z* = 2%(s), le = la(s)

telles que

dz* dl

——=»H et 4+ 3H=X,.

ds ds T *
Ces derniéres équations sont les équations de Lagrange du
systéeme dynamique, écrites & ’aide des variables z et .

En posant X, = SapbﬁH ou les S, sont les composantes

du tenseur force nous obtenons le systéme des équations
canoniques sous la forme

dz*

——=20H
ds )
(39. 3) dl
—d—f = —H + Sappr,
ou encore sous ia forme
L —wh,
(39. 4) dl, _ g d—m‘i—_bH
ds b ds “
Comme X“‘fii: == Sap%%%ﬁ= 0, nous voyons que le systéme

des équations canoniques admet l'intégrale premiére
H(a*, 1,) = Cte,
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Nous pouvons donc énoncer :

TakorEME. — Les trajectoires du systéme dynamique S
d’hamiltonien H(z*, l,), de tenseur force S,g(z, 1) sont les
courbes intégrales du systéme (39. 3) vérifiant la condition
wnitiale :

H[(xa)o, (la)] = 1.

Nous remarquons que le systéme des équations canoniques
est encore le systéme associé de la 2-forme Q qui s’écrit ici:

(39. 5) Q=ﬂwmhk%whma@
En effet, le systéme associé de Q s’obtient en écrivant que la
relation

i(Z)Q =0

est vérifiée pour tout vecteur Z tangent a W, c’est-a-dire tel
que:

i(Z) dH = 0.
En écrivant que
20 22 dH)
2 (dx*) 3 (dz*)
20 32 (dH)

et en remarquant que A = ds nous obtenons les équations
canoniques sous la forme (39. 4).

Les n + 1 premiéres équations montrent que les courbes
intégrales du systéme associé de ) sont des courbes basiques
de W; cela est d’ailleurs évident, d’apres les résultats du § 23,
sur I'expression (39. 5) de Q.

Nous avons vu que H = Cte est une intégrale premiére du
systéme canonique; toute intégrale premiére F = Cte est
solution de 1’équation aux dérivées partielles

0(Z)F =0

Z étant le vecteur ayant pour composantes les 2¢ membres des
équations (39. 1) d’ou -

¥H¥F + (—o,H + X,)0*F = 0
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ou encore
(F, H) + X,2°F = 0

(F, H) désignant la parenthése de Poisson des fonctions F et
H relativement aux variables 2* et [,.

40. — Equations canoniques sous forme matricielle (3*).

Désignons par <Z—§) la matrice colonne formée parles dérivées,
par rapport a s, des z* et l,, par (grad, H) la matrice colonne
des dérivées partielles de H par rapport aux z* et [,, par E;

la matrice antisymétrique <_? ;>r par J, la matrice antisy-

\

. —I .
métrique ( I 0>: S étant la matrice ayant pour éléments S,g,

I et 0 étant respectivement la matrice unité et la matrice

nulle d’ordre n - 1.

Le systéme des équations canoniques (39. 3) se met sous
la forme

(40. 1) (d—z> — E, (grad, H).

ds
Comme la matrice J; est 'inverse de la matrice E,, le systéme
canonique se met sous la forme équivalente:

(40. 2) Js< %> — (grad, H)

correspondant aux équations (39. 4).
Remarquons que J, est la matrice associée a la forme Q
c’est-a-dire la matrice des coefficients de

2Q 2

2z Y ddly

On peut aussi dire que J; est la matrice des coefficients de la

forme bilinéaire alternée f((2) associée a Q; on a en effet:
f(Q) = (dz)J,(32)

ou ‘(dz) est la matrice ligne ayant pour éléments dz*, dl,.
(8z) la matrice colonne ayant pour éléments 8x22, &l,, (dz) et

() Y. Thiry [2], pp. 206-212.
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(82z) correspondant a deux vecteurs arbitraires dz et 8z de
I’espace T, tangent au point z(z*, l,) & .

Dans la suite il sera parfois commode de poser: l, = 2*
avec a* =a + n+ 1 et de désigner par une lettre latine
majuscule un indice prenant les valeurs 1, 2, ..., 2n 4 2.
En désignant par a,p ’élément de la A*™ ligne et de la B*™
colonne de J, la 2-forme Q s’écrit alors :

(40. 3) Q= %aw dat A da®
et le systéme des équations canoniques (40. 2) devient

(40. 4)

B

X
aass K = OAH.

41. — Changement de variables.
Considérons sur UV le changement de variables défini par

(41. 1) zt = XA (")
les 2n 4 2 fonctions X* étant supposées différentiables par

rapport aux nouvelles variables z*'.
Par différentiation nous déduisons de (41. 1) les formules:

(41. 2) dz* = ap XA da®.
Désignons par M la matrice jacobienne d’éléments X3 = 25 X4

A étant I'indice des lignes, B’ celui des colonnes. Nous pouvons
alors écrire les relations (41. 2) sous la forme matricielle:

(dz) = M(dz').
La forme bilinéaire f(Q) = Y(dz)J,(¢z) se transforme dans
f(Q') = Y(dz')MJI M(8z)

ou ‘M est la matrice transposée de M.
La forme bilinéaire f(Q') est encore alternée car la matrice

K, =‘MJM
est antisymétrique.
Le systéme associé de la forme correspondante Q' est:

(41. 3) K(%) — (grad, H)
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ou (grad, H’) est la matrice colonne des dérivées partielles
par rapport aux z* de I’hamiltonien H supposé exprimé a
I’aide des nouvelles variables.
Le systéme canonique s’écrit donc, a I’aide des nouvelles
variables sous la forme suivante :
dz®

(41. 4) aA:B-Td: = bAvH’

la matrice ayant pour éléments a,p étant la matrice ‘MJM,
J; étant la matrice de I’ancien systéme canonique, M la matrice
jacobienne du changement de variables et

H'(z%) = H[XA(z%)] = H(z?).

42. — Transformations canoniques

Nous dirons que la transformation définie par la matrice
M est canomque, si, quelle que soit la matrice antlsymetrlque
S, la matrice

K, = MJM

S —I
k=5 ~=u.

S’ étant une matrice antisymétrique.

Nous dirons que la transformation définie par la matrice M
est pseudo-canonique, si, quelle que soit la matrice antisy-
métrique S,

est de la forme

K, = fJ,

ou f est une fonction scalaire des variables z*'.

On montre facilement que I’ensemble des transformations
canoniques ou pseudo-canoniques a une structure de groupe
multiplicatif admettant localement comme sous-groupe le
groupe symplectique Sp(rn + 1, R).

Essayons de caractériser des matrices M définissant des
transformations canoniques. Pour cela revenons aux notations
x%, ly; désignons les nouvelles variables par z*, [,.

Posons

o= XHa¥, lg), by = Ly(a¥, lg);
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d’our:
dz* = ng dxf - Xeof dlg,
dly = Lgp do? 4+ L¥ dlg
avec
& o=0pXe, X =ofXe,
Lap’ = OB'LG’ Lg' = OB'LG'

La matrice M est alors de la forme:
A B
M=(c p)
ou A, B, C, D sont des sous-matrices de M d’ordre n 4 1
ayant pour éléments respectifs les X%, X¥, Lqg, L¥ Iindice

primé étant celui des colonnes.
Explicitons :

wo= (5 5) G 0) (¢ )

B ‘D) \I o/ \C D/ -
__('ASA +'CA —*AC 'ASB + ‘CB —‘AD
~<‘BSA+‘DA—‘BC ‘BSB + ‘DB —‘BD/’

Pour que Kj soit de la forme Js, quelle que soit S, il est néces-
saire que:

‘DA —'BC=1 et ‘DB —‘BD =0.
Supposons la matrice A réguliére; les conditions
‘BSA =‘BSB =0

sont alors équivalentes a4 la condition:

‘BS =0
qui n’est vérifiée, quelle que soit S, que pour
B=0.

Nous en déduisons le résultat suivant: pour que la matrice

C D

mation canonique, il faut et il suffit que:
1°B =0 et 20 DA =1

ou encore que les variables 2* soient indépendantes des nouvelles
variables [, et que:

<A B> ou A est supposée réguliere définisse une transfor-

bY'LabT' Xp = 8[3

a*
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Dans ces conditions la forme:
Q = dl Ada* + 1 Supde* A da?
a pour transformée la forme:
Q' = dly Nda® + 7 S da* N da?
la matrice ayant pour éléments les S;g étant la matrice :

S" ='ASA + ‘CA —*AC.

Les équations canoniques du systéme dynamique considéré,
relativement aux nouvelles variables, sont alors:

dz*

2 = H

dly ,
Zae — _ .H b H’
s 9 5 | —|—Sapb H

avec H'(z%, ly) = H(X?%, L,).

Pour un tenseur S,g fixé, on peut trouver d’autres transforma-
tions respectant la forme du systéme canonique; les matrices
A, B, C, D correspondantes vérifient les relations :

‘BSB + ‘DB — ‘BD =0
‘BSA 4 ‘DA —'BC = fI

ou f est une fonction scalaire arbitraire des nouvelles variables.

Cas particuliers. — 1° Changement de variables laissant la
forme Q invariante.

Nous dirons que la forme Q est invariante par le chan-
gement de variables défini par M si la forme transformée est

Q' = dly A da + - Su da® A da¥
ol S, s’obtient en remplagant dans S,g les 2* par X%z, l'),
les I, par Lg(z’, U').
Pour qu’il en soit ainsi, quelle que soit S, il faut et il suffit
que, en supposant A réguliére:
1o B = 0;
20 'DA =T
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30 *ASA 4 'CA —'AC =S quelle que soit S, c’est-a-dire
que A =1 et que ‘C=C. 10
Les matrices ainsi obtenues sont de la forme: M¢ = <C I>
ou C est une matrice symétrique.
Ces matrices forment un sous-groupe du groupe multipli-
catif des matrices canoniques, isomorphe au groupe additif
des matrices symétriques d’ordre n + 1.
La matrice C étant symétrique nous avons les identités :
ba'Lp — bp'La = 0.
Il existe donc une fonction F(z') telle que:
Ly = lo + 3F(2f).
Le changement de variables considéré est alors défini par:
% = % + a*
les a* étant des constantes, et
ly = lo + 3F.
Il en résulte bien que:

dly \dx®* = dl, )\ da®’
et
dz* NdzP = da* N\ dzP.

20 Changement de variables sur V, ., prolongé sur V. — Défi-
nissons un changement de variables sur V,, par:

2 = X*(z%).

Il est évident, d’apres la nature tensorielle de [, et S,g que ce
changement de variables est canonique. Vérifions-le. Par diffé-
rentiation nous obtenons

dz* = g X* dzf’ ou I* = o XIF,

La matrice A a pour éléments X§ = 23 X* I'indice « étant eelui
des lignes, I'indice 3’ celui des colonnes. La matrice B est nulle..
Les composantes covariantes [, se transforment suivant la
loi:
lp' = ngla ou la == Xgllpu

Par différentiation nous obtenons

dl, = 2 XIlda? + XEdlg.
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La matrice D d’éléments X£ ou I'indice « représente les lignes
est I'inverse de la matrice d’éléments X% ou I'indice a repré-
sente les colonnes, c’est-a-dire de ‘A. Nous obtenons donc :

D = ‘A1,

La transformation (2%, l,) — (2%, l,/) ainsi définie est bien une
transformation canonique. IASA  — I
La matrice K; = ‘MJM est alors de la forme : I 0 >

car on peut montrer directement d’aprés ’expression de C
que

‘CA—*'AC=0

mais cela résulte du fait que le changement de variables consi-
déré est tel que

l, da* = 1, da* ou dly \Ndx* = dly \dz*.

ReMARQUE. — Il est aisé de retrouver par la méthode
matricielle les résultats du § 38 relatifs aux cas ot Q est fermée
ou admet un facteur intégrant.

43. — Espace de Lee défini par la 2-forme Q.

Considérons la variété U dont un point z admet comme
systeme de coordonnées locales les 2n 4 2 nombres z* et [,
supposés indépendants.

La donnée sur VU de la 2-forme :

(83.1) Q= dlAde* + o Sug do® A do?

définit sur UV une structure d’espace presque symplectique
ou encore une structure d’espace de Lee (*).

En effet les variables 2* et [, étant supposées indépendantes
la forme  est de rang maximum 2n + 2; la matrice associée

. S —1 . AT .
aQestJ = I 0 cette matrice est réguliére, son inverse

—1 S

Posons comme au 40, l, = z** avec «* = a 4+ n + 1.
)

est la matrice Es=< 0 I>.

(#2) H. C. Lee, A kind of even-dimensional geometry and its application to exterior
calculus (Amer. J. Math. t. 55, 1943, pp. 433-438).
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La 2-forme Q s’écrit alors:

Q= —;—a,\n da* \ dz®
ol a,p est 'élément de la A ligne et de la B° colonne de J..
Rappelons que tout indice latin majuscule peut prendre les
valeurs 1, 2, ..., 2n+4 2.
Désignons par a*® les éléments de la matrice E, inverse de
J;. Introduisons avec Lee les quatre tenseurs suivants:
10 le tenseur de courbure de composantes :

(43 2) KABC = 0alspc + Opace + dcaaB
telles que
40 = & Ko dat A da® A da".
20 Le vecteur covariant de courbure de composantes
(43. 3) KA = KABCch

la forme K, d2* étant la codifférentielle (3Q) de Q par rapport
a elle-méme.
30 le premier tenseur conforme de courbure de composantes

(43. 4) bAB - bAKB —_— bBKA.
On a:

_1
T2

40 le deuxiéme tenseur conforme de courbure de compo-
santes :

(43 5) CABC = KABC + _2171 (KAaBC + KBacA + KCaAB)-

d(3Q) bap dz* N\ da®.

Ce tenseur est tel que

—é— CAncd.’DA /\ d.’DB /\ da:c = dQ —-in SQ /\ Q.

Explicitons les composantes de ces différents tenseurs.
Pour le tenseur de courbure nous trouvons:

(43. 6) KaB‘r = bmslgY + b[BSya + bYsap.
(43. 7) KaopY — bd'SpY = b“SpT 5 K“B'Y = OB‘SYG 5 Kath = b.r.sap.
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Les composantes admettant plus d’'un indice étoilé sont
toutes nulles.
Pour le vecteur de courbure nous trouvons:

Ko = Kogaf" + Kopey@PY + Koppealt” = 0484585 — 06.5,,8FY
d’ou
(43. 8) K, = 2 X 03.S,5 = 20%53
avec sommation sur f3. B
Ko = Kougaft = 0.

Nous avons donc

0Q = 2638043 dx®.
Pour le 2¢ tenseur de courbure nous trouvons:
1
Capy = Kapy + n (KaSgy + KgSya + K Sqp)
ou

(43.9) Cagy = s<z>‘,‘sfsT +1 olsdsﬁ>

ou S indique qu’il faut ajouter aux termes entre parentheéses
ceux que 'on en déduit en permutant circulairement «, f, v.

1 N
Ca‘?‘r = Kd‘@Y + 2—n (Ka.SpY — K@SYG -+ KYG“B)'
Si «, B, y sont tous les trois différents nous obtenons:
(43. 10) Ca-ﬁ = ba‘SﬁT = b“SpT.

Si B =14, les coefficients C correspondants sont nuls. Si
« = f 5=y nous obtenons

(43. 11) Carey = BesSy + = TS
A
Tous les coefficients C ayant plus d’un indice étoilé sont nuls.

44. — Conditions nécessaires et suffisantes pour que () admette
un facteur intégrant.

Les espaces de Lee remarquables sont ceux que Lee désigne
par «flat» pour lesquels la forme  est fermée et «confor-
mally flat» pour lesquels la forme () admet un facteur inté-
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grant. Nous sommes ainsi ramenés aux cas fondamentaux
étudiés au § 38.

Pour que la forme (Q soit fermée il faut et il suffit que le
tenseur de courbure soit nul; cette condition équivaut comme

. . >
nous ’avons vu, a DI’existence d’un potentiel vecteur A(z)
tel que localement :

Saﬁ = baAp — bgAa.

Pour que la forme () admette un facteur intégrant, il faut
et il suffit que le 2¢ tenseur conforme de courbure soit nul. Ce
théoréme dii a Lee, retrouvé et complété par C. Ehresmann et
Mlle P, Libermann (*) suppose n > 1; cela est évidemment le
cas pour la 2-forme Q d’un systéme dynamique.

Ecrivons donc que le tenseur Cypc = 0. D’apreés (43. 10) Sg,
ne dépend que des variables x, de I3 et l,. D’apres (43. 11)
3% Syy a une valeur indépendante de a. Posons alors

ba* S“T == ?Y

les relations C, oy =0 sont alors vérifiées. Comme d,*y* Sy =0,
les fonctions ¢, ne dépendent que des variables z.
Seg est alors de la forme :

(44. 1) Sap = lapp() — lgpa(x) + Tap(x).
Explicitons maintenant les conditions
Cagy = 0.
En remarquant que

%&Sﬂ — — u(a)

nous obtenons aprés réductions:

(44.2)  S(ladypp — e + 3 Tag— ¢y Tap) = 0.
Ces conditions sont équivalentes a:

(44. 3) opp — 0ppy =0
et

(44. 4) S(2,Tog — ¢¢Tog) = 0.

(®) C. Ehresmann et P. Libermann, C. R. Acad. Sc., t. 227, 1948, pp. 420-421;
t. 229, 1949, pp. 697-699.
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Les conditions (44. 3) expriment que la forme ¢, dz* est fermée
sur V,,; 1l existe donc une fonction ¢(z) telle que localement :

Pa = 049.

Les conditions (43. 4) expriment que la 2-forme

% Tap da* A\ dab

admet e~ comme facteur intégrant.
Il existe alors un potentiel vecteur A,(z) tel que localement

Pon ait:
Tap = ¢e? (baAp — Z’BAa)-
Nous trouvons comme au § 37 que S,g est de la forme:
(44.5)  Sag = o039 —lgd,9 + €% (0. Ap — dpA4).

Nous pouvons donc énoncer le théoréme :

TutoriME. — Pour que la 2-forme fondamentale d'un sys-
téme dynamique

Q = dl, Ada® + - Supdo* A da

admette un facteur intégrant il faut et il suffit que le tenseur
force Sqg vérifie quels que soient a, B, v les conditions suivantes :

10 Z%Slﬂ=0 pour a#£=pB et azE1.
90 3Sgy __ 3Suy,
bl dly
bSpT bsa)\
¥’ < T % Ky >— 0

Dans ces conditions il existe une fonction scalaire ¢(z) et
un champ covariant A,(z) définis sur V,, tels que localement
Pon ait:

SaB =l bp?—lg 0.9 + € (baA-B—bﬁAa)-



CHAPITRE VI

Systémes dynamiques a liaisons non holonomes.

45. — Liaisons du premier ordre dans le formalisme homogéne.

Soit un systéme dynamique (S,) a liaisons holonomes
parfaites & n degrés de liberté z*. Reprenons les notations du
§ 29; les équations du mouvement sont, dans le formalisme
non homogeéne :

(45. 1) Py®) = Q.

Soit a(z*, ¢, 2'*) une fonction des 2n + 1 variables z*, t et z'*
qui ne soit pas la dérivée totale par rapport au temps d’une
fonction A(z*, t) et telle que: a = Ct¢ ne soit pas une inté-
grale premiére des équations du mouvement de (S,).

Imposer au systéme dynamique S, une liaison non holonome
du 1T ordre:

a(z*, t, 2'%) =0
revient a4 ajouter & chaque second membre des équations
(45. 1) une fonction R, des 2, ¢ et 2" de fagon que le mouve-

ment du nouveau systéme dynamique (S) soit défini dans
Pespace-temps de configuration V., par:

(45. 2) P,(¢) = Q. + R,

ces équations admettant a = 0 comme intégrale premiére (**).
Passons au formalisme homogéne comme au § 29.
Posons :

Yk == ka'n-l-l, Y,,+1 = — Rk.'bk.

(%) F. Gallissot [1], p. 45.
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Les Y, sont les composantes covariantes d’un vecteur
appelé force de liaison.
La relation de laison s’écrit alors:

a(z*, &%) = 0.

La fonction a est A. Comme Aa = 0 définit la méme liaison si

A0 sur U, nous pouvons fixer arbitrairement le degré
d’homogénéité de a.

Nous supposerons en général a h 0.

La lagrangien homogéne L définit sur V,,, une structure
d’espace de Finsler; nous supposerons cet espace régulier et
le tenseur métrique g,g tel que

ds® = g.p da* daf

soit une forme quadratique définie positive en tout point de V.
Les trajectoires de (S) dans I’espace-temps de configuration
sont alors définies par les n + 1 équations:

(45. 3) P,(L) =X, + Y,

Les équations canoniques des trajectoires dans 'espace de

phase W sont:

d;S >*H,
(45. 4) .
d—:=—-—baH+Xa+Yu.

les fonctions H, X,, Y, étant supposées exprimées a I'aide des
variables z* et [,.
A la fonction a(z*, &*) correspond la fonction a(z?, l,) telle
que:
a(z*, L) = a(z*, &*).
Traduisons maintenant le fait que a@(z* [,) = 0 est une

intégrale premiére des équations (45. 4).
En écrivant que:

i(Z)da =0

ou Z est le vecteur tangent & W ayant pour composantes les 2¢€
membres des équations (45. 4) nous obtenons:

(45. 5) @ H) + #a(X, + Yo) = 0
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(@, H) désignant la parenthése de Poisson des fonctions @

et H.

A la force de liaison Y dont les composantes Y, sont Al
et telles que

Y.i* =0
associons le tenseur T,p, dit tenseur des liaisons, défim par:
(45. 6) Tup = 5 (0§ Ye — 0:Yp)

Les composantes Tog sont hO et telles que:
Tapdtﬁ = Y,.

Les considérations du chapitre précédent montrent alors
que le systéme (45. 4) est le systéme associé de la 2-forme :

(85.7) Q= dloAda® + - (Sup + Tog) do? Ao

les variables l, et z* étant liées par la relation:
H(a*, I,) = 1.

Les trajectoires du systéme dynamique (S) peuvent étre
considérées comme les géodésiques de I’espace S-Finslérien
défini par le lagrangien L et le tenseur S,g + Tgp.

La donnée de la relation de liaison a = 0, ne détermine pas
la force de liaison; celle-ci dépend en outre de la fagon dont la
liaison est réalisée. Dans la suite nous étudierons les laisons
a réalisation parfaite au sens de Delassus, ou liaisons parfaites.

46. — Liaisons parfaites.
La relation de liaison:

dz*
46. o ) — o
(46. 1) a(z*, y*) =0 avec Yy o

définit en chaque point z de V,;; un cone de directions C,
situé dans 'espace T, tangent en z & V,4,.

Ce cone est réduit & un plan si la haison est linéairement
non holonome c’est-a-dire si la relation (46. 1) peut se mettre
sous la forme:

aq.(z)y* = 0.
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Dans ce cas, la liaison est dite parfaite si la force de liaison Y,
est perpendiculaire a ce plan, du sens de la métrique finslé-
rienne.

Dans le cas général, associons a chaque génératrice G du
cone C, le plan tangent le long de cette génératrice.

Si nous désignons par y¢ les composantes d’un vecteur porté
par G, I’équation de ce plan tangent est:

(46. 2) via(a*, ¥8) y* = 0.

La relation (46. 2) définit ce que nous appellerons la liaison
linéaire tangente a la liaison donnée au point z%, y& de W.

La haison est dite parfaite si la force de haison au point z*,
y est perpendiculaire au plan tangent au céne C, le long de
la génératrice y¢. Les forces de liaisons vérifient alors la
condition dite des travaux virtuels généralisée : le travail virtuel
Y.S2* de la force de liaison correspondant a I’élément linéaire
(z2, y¢) est nul pour tout déplacement virtuel 8z* permis par
la liaison linéaire tangente a la liaison donnée en z%, y&.

Dans le cas d’une liaison parfaite les composantes de la
force de haison sont de la forme:

(46. 3) Y. = MNsa

ot A est une fonction des %, y* hl si a est A1, h2 si a est AQ.

Inversement si les composantes de Y sont de la forme (46. 3)
la liaison considérée est parfaite.

L’énoncé de la condition des travaux virtuels généralisée
donnée plus haut est équivalent aI’énoncé suivant : a uninstant
donné le travail virtuel des forces de liaison Y,0z* est nul
pour tout déplacement virtuel dz* compatible avec la liaison
indépendante du temps qui coincide avec la liaison donnée a
I'instant considéré.

En effet cette condition entraine que:

Yk = )\bi‘a.

Comme Y,i* =0 et d;ai* = 0, a étant supposée h0, nous en
déduisons bien que:

Yn+l = )\bn-l-ia“

Les liaisons parfaites du 16T ordre comprennent en particulier
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les liaisons linéairement non holonomes et méme les liaisons
holonomes a condition de remplacer la relation de liaison :

A(z*)=0
par la relation du 1T ordre:
a = baAd’)a = 0.

La force de liaison dans le cas d’une liaison parfaite est
déterminée par la donnée de la relation de liaison a = 0.

Le coefficient A se détermine en exprimant que a =0 est
une intégrale premiére des équations du mouvement.

Pour expliciter les calculs supposons la fonction a A0 ou

exprimée en fonction des variables z* et [,.
Ces variables sont liées par la relation

H(z?, 1) =1
ou H est ’hamiltonien correspondant au Lagrangien L(z%, y*).
Soit F I'espace de Finsler défini sur V,,, par
ds = L(z*, da%)
Dans a(z*, l,) remplacons [, par d;L. En dérivant partielle-
ment nous obtenons :
da = dfg o4,
o'a (gaB — lalB)7
ofa 8afs
car dal* = ofaly = 0, a étant hO.
Nous en déduisons que les composantes de la force de
liaison sont:

Y, = Ad;a et Y?* = Ad*a.
La relation (45. 5) exprimant que @ = 0 est une intégrale
premiére des équations du mouvement, devient alors:

(46.4) (@, H)+ 0@ X, + Agggo"aosfa = 0.

Le coefficient de A, représentant le carré de la norme du vec-
teur 2%a, est positif; cette relation détermine donc A.

Ezemple de liaison parfaite non holonome.
On lance un projectile avec une vitesse initiale Vy; on fait

agir sur ce projectile une force I' de fagon que le mouvement
soit uniforme et plan.
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Par rapport & un repére orthonormé Oz, Oy situé dans le
plan de la trajectoire la relation de liaison est:

a=2%+4+y?— P =0
ou
2 2
a=£—_,+2;y-—vz=0.
t

Faire ’hypothése que la liaison est parfaite revient a supposer
-
la force de haison F colinéaire au vecteur vitesse.

Interprétation géométrique des trajectoires.
Considérons un systéme dynamique (S) de lagrangien L,
soumis a une lhaison parfaite définie par:

a(z®, &%) =0
la fonction a étant 0.
Supposons d’autre part le tenseur S,z = 0, de sorte que

les équations des trajectoires dans l’espace-temps de confi-
guration V,.; doient définies par le systeme:

P,(L) = Aysza oli A est A2.

Le tenseur des liaisons correspondant est :

1 (daad3h — dzAdpa).

Top = 5

Les trajectoires admettent la relation intégrale d’invariance
définie par: :
Q = d(dsL) Ada* + % daAdn.
p 12 _H . . .
osons A = K? et a= K ¢ qui est toujours possible, en
changeant éventuellement les signes de a et A. Nous avons alors :
2za = KogH — Hyz K.

Les fonctions H et K étant ki, les trajectoires de (S) sont les
extrémales généralisées de l'intégrale

I=["(L+ K| Hdp)du.
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Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de I’espace ¢; défini
par les fonctions L, K et H, d’ou le théoréme :

TatortME. — Les trajectoires d’'un systéme dynamique dont
les forces données dérivent d’une fonction de force et qui est
assujettt a une liatson parfaite a(x*, i*) = 0 peuvent étre consi-
dérées comme les géodésiques d’'un espace 4.

Cas de plusieurs liavsons parfaites.

Ce qui précéde se généralise immédiatement au cas de plu-
sieurs liaisons parfaites définmes par k << n relations compa-
tibles :

ax(z*, a*) =0 avec A=1, 2, .., k.
Les équations du mouvement sont:
P¢<L) = Xa -+- AAO&GA.

Si X, = 0, les trajectoires peuvent &tre considérées comme les
géodésiques d’un espace 4.

47. — Principe de moindre courbure.

Considérons I’espace de phase W, c’est-a-dire I’espace fibré
des directions orientées tangentes a I’espace-temps de confi-
guration V., d’un systéme dynamique S(L, X,).

Un point z de W peut étre défini par les 2n 4+ 2 nombres
x%, 1* liés par

L(2%, 1%) = 1.

Le lieu des points z de W dont les coordonnées vérifient
la relation

a(z*, 1*) =0

ol a est h0 est une sous-variété U de W.

Considérons les courbes basiques [' de U passant toutes par
le méme point z. Leurs projections y sur V,,; ont toutes la
méme tangente au point z.

Comparons en z leurs vecteurs courbure

€=

&g,
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Une courbe basique I' de U est définie par:

x* = x*(s); 1* = I%(s) avec I* = %
Les fonctions z* et [* de s vérifiant identiquement :
a(z*, 1*) =0
nous obtenons, en dérivant par rapport a I’arc s de y:
dl*
(47. 1) - dqal* + d4a —— Is = 0.
Or
A « (e 9Ca
= ds — 2G*z, l) =C 2G®.
La relation (47. 1) devient alors:
(47. 2) dqal* + d4a(C* — 2G*) = 0.

Soit [V une autre courbe basique de U passant par z admettant
une représentation paramétrique en fonction de l'arc s’ de
sa projection ¥’ sur V,.,. Pour [ nous obtenons la relation :

(47.3) daal® + 25a(C'* — 2G%) = 0.

En comparant les relations (47. 2) et (47. 3) nous obtenons
au point z:

(47. &) 2;a(C* — C'*) = 0.

Cette relation traduit une généralisation du théoréme de
Meusnier qu’on peut énoncer de la facon suivante:

TutoritME. — Toutes les courbes d’un espace de Finsler

a n + 1 dimensions, dont les éléments linéaires (z, 1) vérifient
une méme relation

a(z, l) = 0‘

et qui sont tangentes en un méme point x, admettent en ce point
des vecteurs courbure dont les extrémuités sont sur une variété plane
de T, (espace tangent en x & V,,,) de dimension n-1 intersection

du plan normal en z a Tet du plan perpendiculaire en z au
vecteur de composantes d;a.
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Ce théoréme se généralise immédiatement au cas ou U
est une sous-variété de W définie par k << n relations

ar(z*, *) =0 avec A=1, ..., k
La relation (47. 4) est remplacée par les k relations :
(47. 5) dzaa(C* — C'*) = 0.

Démonstration du théoréme de moindre courbure.
Etendons aux systémes dynamiques & lagrangien L(z®, I%)
quelconque, assujetti & k liaisons parfaites

ar(z®, 1%) =0

le théoréme de Synge (*) relatif 4 des systémes dynamiques a
liaisons indépendantes du temps, linéairement non holonomes.

Soit S le systéme dynamique donné; ses trajectoires dans
Pespace de phase appartiennent a la sous-variété U de W
définie par les k relations

ax(z, l) = 0.

Soit (S,) le systéeme dynamique libre associé a (S) c’est-a-
dire déduit de (S) par supression de ces k liaisons.

Considérons alors les trois chemins basiques I[', IV, [
passant par un méme point z(z, [) de W:

10 le chemin [ est la trajectoire de (S) passant par z;

20 le chemin [" est une courbe basique quelconque de U
passant par z;

30 le chemin I est la trajectoire de (S,) passant par z.

Soient v, Y, Y" les projections respectives de [', IV, [
sur V4, —é, E’, C” les vecteurs courbure au point z de ces
courbes. Désignons par courbures de y et ¥’ relativement a y”

- ’ ~7 ~r ~n
les normes c et ¢ des vecteurs G—C’ et C — C ; nous avons
donc:

¢ = (C, — CL)(C* — C"),
¢'2 = (C, — C)(C* — C"=),

D’aprés une identité classique nous pouvons écrire :
(47.6) '?—c®=(Cy—Cq)(C*—C'*) —2(C*—C"*)(C4—Cy).

(%) J. L. Synge [1].



112 JOSEPH KLEIN
Or Cy = Xq et Co = Xy + A 004

les liaisons étant supposées parfaites.
Nous avons alors:

(47.7)  (C*— C'#)(Cq — Cl) = A dgas (C* — C®).

Mais d’aprés le théoréme de Meusnier cette expression est
nulle. La relation (47. 6) se réduit donc a:

(47. 8) ¢'? — & = (Cg — Cg)(C* — C'%).
L’espace J étant proprement finslérien, le 2¢ membre qui est
le carré de la norme du vecteur G—C' est positif. Nous en
déduisons 'inégalité

(47.9) 2>

d’ou le théoréme :

THEOREME DE MOINDRE COURBURE. — Soit un systéme
dynamique S(L, X,) assujettt a des liaisons parfaites non
holonomes du 1T ordre; soit Sy(L, X,) le systéme libre assocté
et F Uespace de Finsler défini sur Uespace-temps de configuration
par le lagrangien L.

De toutes les courbes de F tangentes en un méme point z et
satisfaisant aux relations de liaison, la trajectoire de (S) est
celle qut a, par rapport & la trajectoire libre associée, la moindre
courbure en z.

48. — Conséquences du principe de moindre courbure.

10 Principe de Gauss-Appell. — Considérons la fonction

Vi, VIE ).
(48. 1) 2R_<E; Xa><ds X>

Cette fonction des z*, i* =d£= l*, & =E
ds ds
carré de la courbure relative en un point z, d’une courbe ¥y
quelconque de I’espace-temps de configuration V,i; et de la
trajectoire libre y” qui lu1 est tangente en z.
Dans 'espace de phase W, la trajectoire du systéme dyna-
mique (S) passant par z(z*, 1*) est celle des courbes de la
sous-variété U de W (espace des liaisons) pour laquelle la

fonction R est minimum en z.

est égale au
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Le principe de moindre courbure se traduit donc analyti-
quement de la facon suivante, u étant de nouveau un para-
meétre quelconque :

Les trajectoires du systéme (S) sont définies par les fonctions
2* = 2%*(u) pour lesquelles

baR == O.

compte tenu des relations de liaison, la fonction R étant définie

par:
1 (9, Ty,
R =03 (e — %) (2 )

Sous la forme précédente, le principe de moindre courbure
apparait comme une généralisation du principe de la moindre
contrainte. La fonction R précédente est en effet celle intro-
duite par Appell (*) étendue a 'espace-temps de configuration.

20 Réciproque. — Supposons qu’un systéme dynamique
S(L, X,) soit soumis & k liaisons non holonomes du 1¢f ordre,
les relations de liaison étant:

ax(z*, %) = 0, A=1, 2, ..,k

Supposons les fonctions a homogénes d’ordre 0 par rapport
aux

@* = da®/ds.

Montrons que les liaisons sont des liaisons parfaites si les
trajectoires de (S), dans I’espace de configuration, vérifient
le principe de moindre courbure.

Dérivons partiellement R par rapport aux &* en tenant
compte de:

%a =&+ 2G%(z,l)  avec & = dl*[ds.
Nous obtenons:
48.2) 2R =2 X
(48. et T ds *

Soient I' et [V deux courbes de W passant par le méme point

(#) P. Appell [1], t. II, p. 392.
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z(z, l). En passant de I' 4 [ la fonction R subit une variation
en z de la forme:

(Y v\ e
(48. 3) SR _< o x¢> S,

Si I' est la trajectoire de (S) passant par z nous devons avoir
SR = 0 pour tous les $&* permis par les liaisons, c’est-a-dire
tels que:

(48. 4) 040 08% = 0
et vérifiant en outre la relation:
(48. 5) 3L é%* =0

conséquence de L(z*, [*)=1.
Nous avons donc le long de I':

Vi,

(48. 6) -

— Xo = AMzax + poiL.

Le produit contracté par [* donne p = 0.
Les équations (48. 6) montrent alors que les liaisons consi-
dérées sont des liaisons parfaites; Nous pouvons donc énoncer :

TutoriME. — Pour qu'un systéme dynamique soumis a
des liaisons du 1°T ordre vérifie le principe de moindre courbure,
il faut et il suffit que ces liaisons soient parfaites.

30 Equations d’Appell. — Pour le systéme libre So(L, X,)
les équations des trajectoires dans 'espace-temps de confi-
guration V,,; peuvent se mettre sous la forme indiquée par

Appell

(48.7) R = 0.
Ces équations sont une conséquence directe des relations
(48. 2).

Si nous désignons par A I'énergie d’accélération dans V,,
c’est-a-dire si nous posons:
Vi, V=

A= a

m[p—a
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nous pouvons mettre les équations d’Appell (48. 7) sous la
forme :

(48. 8) 3uA = X,

Pour le systéme 1ié (S) les équations d’Appell des trajectoires
dans V,; se déduisent de (48. 6); elles s’écrivent sous la forme :

(48.9) %R = Aozan A=1,...,k
les k liaisons parfaites étant définies par les relations:
ax(z*, &%) = 0;
de ces relations nous déduisons par dérivation:
(48. 10) 0;ax%* + dzari* = 0.

Supposons que ces relations nous permettent de calculer k
des i*, par exemple les k& premiéres en fonction des autres.
R devient alors une fonction des z*, #* et des n+ 1 —k
dérivées secondes #® ou (a)=k+1, ..., n+ 1.

Comme nous devons avoir:

S8R =0 quels que soient les J&®
nous obtenons les n 4+ 1 — k équations d’Appell:
xR =0
qui jointes aux k relations de liaison:
ax(2*, 2*) =0

définissent les trajectoires de (S) dans V,.

Comme les équations de Lagrange ou les équations cano-
niques, les équations d’Appell ont une forme indépendante
de tout mode de repérage de 'espace-temps de configuration.



CHAPITRE VII

Applications.

49. — Systémes dynamiques admettant une intégrale premiére
de Painlevé.

Soit un systéme dynamique (S) & liaisons bilatérales par-
faites & n degrés de liberté caractérisés par les paramétres z*.

Supposons que sur l’espace-temps de configuration de (S)
existe un groupe a 1 paramétre: ¢t en t + h, laissant (S) inva-
riant.

Sous des hypothéses générales on peut passer au quotient
et définir un espace de configuration V, correspondant a V ;.
Le lagrangien £ = T + U ainsi que les fonctions Q, sont alors
indépendants du temps.

Au lagrangien ¢ correspond le lagrangien homogéne L (§ 29)
indépendant de 2! = ¢. La derniére équation de Lagrange

se réduit alors a:

d L .
dusen

Supposons que la force généralisée Q, soit de puissance nulle
c’est-a-dire que Q,&* = 0 sur toute trajectoire.

Dans ces conditions le systéme des équations de Lagrange
de (S) admet I'intégrale premiére :

oL
o

—#H=nh ol h est une constante.

Considérons I’ensemble des trajectoires (T) de (S) corres-
pondant & une valeur déterminée de h. Pour ces trajectoires la
2-forme fondamentale Q s’écrit:

Q = do;LAda* + - Sugda* \dat.
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D’aprés le procédé de descente bien connu (¥) on peut substituer
au lagrangien L, un lagrangien L, indépendant de z"+'. Ce
lagrangien est défim par: ‘

L, = L[a*, 3% o(a*, & h)] — he(a*, &, )

ou ¢ = "1 est obtenue par résolution de Sy =h en g1,
On vérifie bien que, pour les trajectoires (T):
o;L; = ;L.
Posons maintenant
Xy = Q" t1
et supposons les X, indépendants de z"t'; comme
dX,

i — Qe — Q™

cela revient 4 supposer que les composantes de la force géné-
ralisée Q, sont homogénes et du 1€r degré par rapport aux
composantes de la vitesse z'* (h'1).

Dans ces conditions la 2-forme Q devient:

0, = dyLy Ada* + - Sydad A do

Les trajectoires du systéme dynamique (S) correspondant a
une valeur déterminée h peuvent donc étre obtenues dans
Pespace de configuration V,, indépendamment de I’horaire
des parcours, comme solutions du systéme associé de (),.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant qui appa-
rait comme une généralisation du principe de Maupertuis:

TutoriME. — Soit un systéme dynamique S d n degrés de
liberté z* admettant Uintégrale premiére de Painlevé
¥ = — h = Cte

et tel que la force généralisée ait des composantes de la forme:
Qi = Siz™ avec Sim = — S
les S;n étant des fonctions des z* et z'* h'0.

(®) Y. Thiry [1], chap. 1.
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Les trajectoires de S a énergie totale déterminée E sont
définies dans Uespace de configuration V,, indépendamment de
la lov de parcours, comme étant les S-extrémales de Uintégrale

1= " La(a*, 4% h) du
dx*

u étant un paramétre arbitraire, i* = in et h=—E;le
u
lagrangien L, est défini @ partir dulagrangien homogéne L par
Ll = L(xk’ d"ka ?) - h?

avec "1 = qg(z*, @, h) relation équivalente & 6 = — h.

Cas particuliers :

10 Q, est fermée. — Dans ces conditions il existe un potentiel
vecteur de composantes A (z*) telles que:

S = 3A;, —dA,.

Les trajectoires de S a énergie constante E = — h sont alors
les extrémales de I'intégrale

I=f:L2du

avec L, = L, + A"

Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de I’espace de
Finsler défin1 sur V, par ds = L, du.

Si nous posons

#& -
L= auz.;‘,,‘_ﬁ—i‘ b + (To + u)a
nous obtenons pour L,

Ly = V2(T, + U— h)ayd'i! + (b, + A,)d".

Dans ces conditions on sait que les trajectoires T dans V,
peuvent &tre considérées comme les projections sur V, de
géodésiques d’un espace riemannien a n -+ 1 variables, la
(n + 1)éme variable 2° n’étant plus le temps.

20 Q, admet un facteur intégrant. — Il en est ainsi si les
composantes du tenseur force sont de la forme:

S = 3Ly — %Ly0¢ + e?(0,A; — 3,A))
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ou ¢, A, sont n+ 1 fonctions arbitraires des variables z*.
Les trajectoires T sont alors les extrémales de l'intégrale:

= [ (e¥Ly + Ays¥) du.

Exemples. 1° Liaisons d’Appell (*). — Supposons que le
systéme dynamique S soit soumis a la liaison d’Appell définie
par:

a(z*, 2'%) =0 avec ah'l

la force de liaison ayant des composantes de la forme:
Q. = Npa A étant A'1.

Nous sommes bien dans les conditions d’application du prin-
cipe de Maupertuis généralisé car Qz'* = Aa = 0 sur toute
trajectoire.

20 Couplage gyroscopique. — Soit un systéme dynamique
S formé par n oscillateurs linéaires; la position d’un oscillateur
sur son support D, supposé fixe, étant définie par son abscisse
z, le systéme des équations de Lagrange du mouvement est de
la forme:

CD;,: + )\ixk - 0.

Un couplage gyroscopique entre ces n oscillateurs se traduit
par la présence aux 2¢ membres d’un vecteur force généralisée
ayant des composantes de la forme (*):

n
Qk = 2 Skmx:n-
m=1

Le tenseur S,, supposé antisymétrique dépend des 2, unique-
ment; c¢’est par définition le tenseur « couplage gyroscopique ».

50. — Applications en Relativité Générale.
Soit V, I’espace-temps de la Relativité Générale muni de
la métrique riemannienne définie par

ds® = gap(z) da* daP.
u étant un parameétre quelconque, posons:
L2 = g:,n,;(gri:“zi:B avec 3* = da?*/du,

(28) P. Appell, C. R. Acad. Sc., 152, 1911, p. 1197.
(%?) Y. Rocard, Dynamique générale des vibrations, Masson, 1943, pp. 114-124
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et

5
la = 2L = gog T = gagl?.

Supposons que sur un domaine D de V, soit définie une dis-
tribution énergétique correspondant au tenseur impulsion-
énergie T,z Posons (*):

Tag = rlalp — 0,,{3 et Vaf)g = I'Kp

les 6,3 dépendant & la fois de z et de L.

Les K, h0 définissent le vecteur densité de force associé
au tenseur énergie 8,53 et au scalaire r (pseudo-densité).

Les équations de conservation :

V,T% =0

donnent d’une part I’équation de continuité, d’autre part le

systéme différentiel des lignes de courant partout tangentes
au vecteur-vitesse unitaire [*.

Ce systéme différentiel peut étre mis sous la forme:
Vi,

(50. 1) 2= (Kog—Kglé ou Z-ff: (Kalg— Kglo)P.

Posons
X = (Kalg — Kgla)a® = LK, — Kl, avec K= K,i*.

Au vecteur force X, associons le tenseur antisymétrique :

1
SGB = —2— (OBXG — baXp)
= Kulg— Kgla + % L(04K,—0:Kg) + % g0 Ky — L,0gKy).

Lorsque le vecteur densité de force K, est indépendant de
la vitesse, le tenseur s,g se réduit a: K,lg — Kgl,.
Dans le cas général nous avons les identités :
saga';p = X, et 0aSpy + dSya + ¥38ap = 0.

Au tenseur symétrique 6,5, pseudo-tenseur des pressions cor-
respond ainsi un tenseur antisymétrique s,p, appelé tenseur-
force, tel que le systéeme différentiel des lignes de courant soit :

(50.2) 1PV, = suglf  ou BVl — Volg) = syglf

(®) A. Lichnerowicz [3], chap. m, § 17.
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Les résultats généraux obtenus précédemment permettent
d’énoncer les théoréemes équivalents suivants:

TrEorEMES. — 10 Le systéme différentiel des lignes de
courant d’'un schéma a tenseur énergie quelconque est le systéme
associé de la 2-forme :

(50.3) Q= dl\da® + o sapda® A dot.

Les 1, sont les composantes covariantes du vecteur vitesse unitaire :
ley =L avec L2 = gqg 223k ; les Sag sont les composantes du
tenseur force associé au tenseur énergie du schéma considéré.

20 La forme Q définit une relation intégrale d’invariance
pour les lignes de courant.

3° Soient Cy et C;, deux cycles homotopes @ une dimension
entourant un méme tube de lignes de courant; la différence des
circulations du vecteur vitesse unitaire le long de Cy et C; est
égale au flux du tenseur force a travers la portion de tube limitée
par Cy et C,.

40 Les lignes de courant sont les s-extrémales de Uintégrale :

I= ("Ldu.

50 Les lignes de courant sont les géodésiques de Uespace s-
riemannien défint par L et le tenseur force s.p (§ 25).

Rappelons la définition d’un tel espace;

Sur V, on considére la métrique riemannienne définie par

ds* = gog(z) da* da?

et la connexion euclidienne de directions correspondant aux
formes de torsion:

(50. 4) M = <—;—s§7 da A da:T> I

la parenthése représentant la 2-forme associée au tenseur force.
Dans ces conditions la connexion est définie par:

(50. 5) aﬁ*{ By, o] + = ( aSgy 1 lBsT“__ l‘fS“ﬁ)
qui se réduit a:
Pagy = [BY, @] — saply

st les K, sont indépendants des 7.
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Ezemple :

Schéma fluide parfait chargé (**). — Les résultats les plus
intéressants obtenus en Relativité Générale sont ceux corres-
pondant & une 2-forme fondamentale Q fermée ou admettant
un facteur intégrant. Etudions le schéma englobant tous les
autres, celul d’un fluide parfait chargé de maniére homogéne.

Le tenseur impulsion-énergie d’un tel schéma est défini
dans un domaine D de V, par:

Tog = (p + P) lalg — P8ap + Tup
¢ est la densité propre, p la pression propre, 7,3 le tenseur
impulsion-énergie du champ électromagnétique défini par
le tenseur F,g.
Le systéme différentiel des lignes de courant est:

vi 5 ; d
Yla g—lf‘l¢< BP * F lx>
ou p est la densité de charge propre du fluide.
Nous pouvons encore écrire ces équations sous la forme
vi I#
(50. 6 — = ———(d,plg — dgpl, Fog).
30.6) g = o p aPle — %pla + pFep)
Les scalaires p, p et i étant supposés indépendants de la
vitesse, les composantes du tenseur force sont:

1

50. 7 $af = ——— (0aplg — dppla + wFep).

(50.7) R p( plg — 3gpla 4 Fap)
Supposons qu’il existe une équation d’état p = f(p) I'indice

F du fluide est alors défimi par:
P d
F =¢° avec - f _4ap .
? Po P + P

Nous en déduisons que:

P
= .9
otp T
Supposons d’autre part le fluide chargé d’une maniére homo-
geéne. F
Dans ces conditions k = ——— est constant dans tout le
domaine D de V,. etp

(®) A. Lichnerowicz [3], chap. 1v, §§ 34-37.
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Faisons une derniére hypothése : il existe dans D un poten-
. ->
tiel vecteur global A tel que:

Fag = baAlg — D@Aa.

Dans ces conditions le tenseur force a des composantes de
la forme :

(50. 9) Saf = lp %3 — Iy e + ke—?(baAp — pra)-

Ces composantes caractérisent les 2-formes Q admettant
un facteur intégrant (relations 38. 6 du § 38).
Nous obtenons ainsi directement les résultats classiques
suivants :

TatoriME. — Dans tout mouvement d’un fluide parfait chargé
ne maniére homogéne, les lignes de courant sont les extrémales
du h , les 1 d t sont L t l

de la forme:
o = (Fly + kA,)da*
ou de Uintégrale
I = J (FL + kA %) du.
Ces lignes de courant sont caractérisées par l’existence de
I'invariant intégral relatif défini par:
o = (Fl, + kA,) dz*.

Ces lignes de courant sont aussi les géodésiques de I’espace
de Finsler défini sur V, par:

ds = (FL + kA, %) du.

Cas particuliers :

1o Schéma matiére pure: s,3 = 0, Q = dl,Ada?;

20 Schéma matiére-champ électromagnétique (cas homo-
géne)

$ap = kFqp et Q =d(l, + kA,) Nda*;
3° Schéma milieu holonome :
Sap = lpda® — lodp5.
Q = dloAde* + 3 dg AdL

admet ¢* comme facteur intégrant.
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