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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
12 (1962), 1-124.

ESPACES VARIATIONNELS ET MÉCANIQUE
par Joseph Klein (Grenoble).

INTRODUCTION

Ce travail est une contribution à l'étude des systèmes
dynamiques non conservatifs, la force généralisée dépendant
à la fois des paramètres de position et de vitesse. Notre but
est de généraliser le principe d'Hamilton et de représenter
géométriquement les trajectoires comme géodésiques d'espaces
appropriés.

Continuant les travaux d'E. Cartan, A. Lichnerowicz puis
F. Gallissot ont montré qu'on pouvait placer à la base de la
dynamique des systèmes une 2-forme ayant pour système
associé le système des équations de Lagrange du mouvement.
Cette 2-forme est définie sur l'espace fibre des directions
tangentes à l'espace-temps de configuration. Nous avons pu
lui donner une forme indépendante du repérage de l'espace
et du temps grâce à l'introduction d'un tenseur antisymé-
trique, le tenseur force que nous substituons au vecteur force.
Ce tenseur, nous l'avons déduit du vecteur force afin de rester
dans le cadre de la Mécanique classique; mais c'est la démarche
contraire qui devrait être faite, le tenseur force permettant
de caractériser plus complètement l'état dynamique d'un
système de corpuscules; le vecteur force classique est alors
défini comme produit contracté du tenseur force et du vecteur
vitesse.

Pour étendre le principe d'Hamilton aux systèmes non
l
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conservatifs il a fallu généraliser le calcul variationnel clas-
sique; pour interpréter géométriquement les trajectoires il
a fallu généraliser les espaces de Finsler; ces généralisations
font intervenir un tenseur antisymétrique d'ordre deux qui
en Mécanique Analytique s'interprète comme le tenseur force
du système dynamique considéré.

La l^ partie de ce travail est consacrée à la Géométrie
différentielle; la plupart des résultats indiqués s'interprètent
immédiatement en Mécanique Analytique à laquelle est
consacrée plus particulièrement la 2e partie.

Dans le chapitre i on étudie les systèmes différentiels
A(co), E(œ), C(co) respectivement appelés systèmes associé,
extrémal et caractéristique d'une forme différentielle co de
classe C00 définie sur une variété différentiable V^. On se donne
ensuite sur V^ un champ de vecteurs X de classe C00; les
trajectoires du champ X étant définies par le système diffé-
rentiel S(X) on étudie les formes fondamentales attachées à
S(X):

1) les formes (D invariantes c'est-à-dire telles que
e(X)co==o;

2) les formes co définissant une relation intégrale d'inva-
riance :

i(X)œ=0;

3) les formes <o définissant un invariant intégral relatif :
i ( X ) r f c o = = 0 ;

4) les formes co définissant un invariant intégral absolu :
i(X)(o==0, i(X)Ao=0.

Dans le chapitre il on étudie les formes restreintes définies
sur l'espace V des vecteurs y non nuls tangents à V^ ou sur W
espace des directions tangentes à V^, formes dont les coeffi-
cients sont homogènes par rapport aux composantes de y
(formes h dans la suite).

On définit sur ces formes l'opérateur d tel que

dw = dx^ A ÔACO où ÔACO == —
^/a

les X9' étant les coordonnées d'un point x de Vn, les y^ les
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composantes sur le repère naturel d'un vecteur y de l'espace
tangent T^ à V^.

On étudie en particulier l'Algèbre différentielle H des formes
semi-basiques et l'on montre qu'une forme co d fermée est la d

1 .différentielle de la forme ———i{y')(û où p est le degré de co
P ~T K

les coefficients de (o étant hk.
Le chapitre ni est consacré au calcul variationnel classique.

On montre qu'une 1-forme semi-basique de W admet des
extrémales basiques si et seulement si elle est d fermée. On
étudie ensuite les propriétés des vecteurs et formes d'Euler
et on établit les conditions de Helmhoitz exprimant qu'une
2-forme est la forme d'Euler d'une fonction L(rc, y). Le chapitre
se termine par des considérations sur les géodésiques d'un
espace de Finsler en liaison avec le calcul variationnel.

Dans le chapitre iv on étudie des généralisations du calcul
variationnel classique.

Une première généralisation est basée sur la considération
de chemins S-voisins d'un chemin basique de W, chemins
définis par la donnée sur W d'un tenseur restreint antisy-
métrique Sap. Pour interpréter géométriquement les S-extré-
males d'une fonction L on introduit un espace de Finsler géné-
ralisé ou espace S-Finslêrien ; un tel espace ne diffère d'un
espace de Finsler que par la convention E d'E. Cartan : la
torsion riemannienne SSy n'est plus nulle mais définie par le
tenseur Sap.

Une deuxième généralisation est due à M. Lichnerowicz
et basée elle aussi sur la considération de chemins particuliers
voisins d'un chemin donné; on définit des fonctions et formes
non holonomes ainsi que leurs différentielles extérieures.

Les espaces variationnels de M. Lichnerowicz (espaces Ï)
sont des espaces définis par les mêmes conventions que les
espaces de Finsler à partir d'une fonction non holonome L.

Dans la 2e partie consacrée plus spécialement à la Méca-
nique Analytique des systèmes dynamiques non conservatifs
on considère le temps comme une n + 1 éme variable; au
lieu du vecteur force généralisée X on considère le tenseur
force S, défini par :

Sap dx^l\dx^ == d{ — X, dx^).
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Ce tenseur définit avec le lagrangien L un espace S-FinsIérien
ou un espace Ï dont les géodésiques sont les trajectoires du
système dynamique. On montre ensuite que le système des
équations du mouvement est le système associé de la 2-forme

Q = dl^ A dx^ + 1 Sap dx^ A dx^ avec ^ = ôàL.
2i

Cette 2-forme joue un rôle fondamental dans la suite. L'exis-
tence de Q entraîne le théorème généralisant un théorème de
E. Cartan : la différence des circulations du vecteur vitesse l
le long de 2 1-cycles Co et C^ entourant un même tube de
trajectoires 6 est égal au flux à travers la 2-chaîne de 6 de
bord Co — Ci, du tenseur force Saô-

On étudie ensuite dans quels cas la forme Q est fermée sur W
(existence d'un potentiel vecteur global) ou admet un facteur
intégrant (existence simultanée d'un potentiel vecteur et
d'un potentiel scalaire).

A la forme Q correspond la matrice antisymétrique
/§ _ j\
( T o) ^ etant I81 matrice (Sap), 1 la matrice unité d'ordre
n + 1; d'où une écriture matricielle particulièrement commode
des équations canoniques.

La forme Q définit sur ^ une structure d'espace presque
symplectique ou une structure d'espace de Lee$ on en déduit
en particulier les conditions que doit vérifier le tenseur force
pour que Q admette un facteur intégrant.

Le chapitre vu est consacré aux systèmes dynamiques à
liaisons non holonomes; on y introduit la notion de tenseur des
liaisons et on étudie en particulier les liaisons parfaites, au sens
de Delassus, caractérisées par la condition dite des travaux
virtuels généralisée. Les trajectoires s'interprètent comme
géodésiques d'espaces S-FinsIériens ou d'espaces Ï. Une
généralisation du théorème de Meusnier montre que les trajec-
toires d'un système dynamique à liaisons parfaites non holo-
nomes du 1er ordre sont caractérisées par le principe de moindre
courbure ; on montre son équivalence avec le principe de Gauss-
Appell et l'on en déduit les équations d'Appell dans le forma-
lisme homogène.

Le dernier chapitre est relatif à quelques problèmes sur les
systèmes dynamiques où la notion de tenseur force s'impose
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particulièrement. Un changement de repère introduit de façon
immédiate un tenseur antisymétrique : le tenseur force centri-
fuge.

Des systèmes dynamiques à liaisons d'Appell ou à liaisons
gyroscopiques sont caractérisés par un tenseur antisymétrique
du 2e ordre. Les systèmes dynamiques non conservatifs, admet-
tant une intégrale de Painlevé H = C^ indépendante du temps,
tels que la force généralisée dans l'espace de configuration V^ ait
des composantes de la forme

Q.k = S '̂̂  avec S^ = — S ,̂

satisfont à une généralisation du principe de Maupertuis
permettant de déterminer les trajectoires indépendamment
de l'horaire de parcours.

Ce chapitre se termine par des applications en Relativité
Générale.

Au vecteur densité de force Ka on associe de façon naturelle
un tenseur force Sap, tel que le système différentiel des lignes
de courant soit le système associé de la 2-forme :

Q == dl^^dxQ' +ls^dxv•/\dx^
2i

Les lignes de courant sont les géodésiques d'un espace S-rieman-
nien défini par les formes de torsion

Sï=f l^^aA^^.
\ 2 /

Les cas, û fermée ou admettant un facteur intégrant, sont
relatifs aux schémas classiques ; les considérations des chapitres
précédents donnent alors de suite, entre autres, les résultats
maintenant classiques en Relativité Générale et relatifs aux
lignes de courant de fluides parfaits chargés.
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Ce travail a vu le jour grâce à M. A. Lichnerowicz. Qu'il
trouve ici, avec toute l'admiration que je lui porte, l'expression
de ma très profonde reconnaissance.

Je tiens également à exprimer ma respectueuse gratitude
à M. J. Pères qui a bien voulu présenter mes premiers résul-

tats à l'Académie des Sciences;
à M. J. Favard pour l'intérêt bienveillant qu'il a porté à

mon travail et pour l'honneur qu'il m'a fait en acceptant de
présider le Jury;

à Mme Y. Bruhat qui a bien voulu me guider pour ma
2e thèse.
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PREMIÈRE PARTIE

GÉOMÉTRIE VARIATIONNELLE GÉNÉRALISÉE

CHAPITRE 1

Rappels sur les variétés différentiables.

1. Soit Vn une variété difîérentiable à n dimensions, de
classe C00 et X un champ de vecteurs difîérentiable défini
sur V^. Ce champ engendre un groupe local de transformations
locales de V^ par intégration du système différentiel :

M \\ dx{u) y(1.1) -^-=X^

La solution de ce système issue du point .r(O) == x sera notée (1)
x{u) === exp (uX)a;.

L'application différentiable exp (uX) admet une application
linéaire tangente, notée exp (uX)', de l'espace vectoriel T,p
tangent en x sur l'espace vectoriel T^) tangent en x{u) à V^;
par image réciproque on en déduit une application linéaire,
notée exp(uX)*, de l'espace dual T^) de T^) sur l'espace
dual T; de T,.

Soit (ji) une p-forme de ¥„. On appelle transformée infini-
tésimale de (o par X, ou dérivée de Lie de co par X la p-forme
0(X)co définie par:

[6(X)co], = n^xp(uX)^)-co,
u-^o U

Désignons par ^(X)(o le produit intérieur de co par X.
(1) A. Lichnerowicz [5], p. 15.
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Nous avons la formule fondamentale (2) :
(1. 2) e(X)co == rfi(X)<o + i(X) AD.

Soit Y un second champ de vecteurs, différentiable, défini
sur V^. Nous posons :

(1. 3) 0(X)Y = [X, Y]

et nous rappelons les formules :
(1. 4) 6[X, Y]co === O(X)O(Y)(O — 0(Y)9(X)co,
(1. 5) i[X, Y]co = 0(X)i(Y)co — i(Y)0(X)co,
(1. 6) i(Y)i(X) d^ = 0(X)i(Y)(o — Ô(Y)I(X)(O — i[X, Yjco.

Dans la suite nous serons parfois amenés à distinguer:
i(X)co =0 et i(X)co === 0.

La première relation est une équation différentielle exté-
rieure : une solution de cette équation est un (p — 1) vecteur
YI A... A Yp^i, où Yi, ..., Yp_i sont des vecteurs indépendants
de Ta; tels que l'on ait l'égalité numérique :

(1.7) i(XAYiA ... AY^)co=0.
La seconde relation i(X)(o == 0 exprime que l'égalité (1. 7) est
vérifiée quels que soient les vecteurs Yi, ..., Yp_i de Tç c'est-
à-dire que le point x considéré est un zéro de la forme i(X)œ.

A. — Systèmes différentiels remarquables
attachés à une forme extérieure.

2. — Système associé d'une forme extérieure.
On appelle direction associée de (o en x, une direction définie

par un vecteur X tel que :
i(X)co =0

en ce point x, cette identité définit bien une direction car:

i(XX) = Xi(X) quel que soit le scalaire X.

Le système différentiel linéaire correspondant, obtenu en
remplaçant dans les équations définissant les directions asso-

(2) H. Cartan [1].
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ciées de <o en tout point a; de ¥„, X par dx est appelé le système
associé A(œ) de (o. On l'obtient en égalant à 0 toutes les
dérivées d'ordre p — 1 de la forme co.

Exemples : 1) Soit une 1-forme

(o = ̂ (a;) daf.
i(X)co = a,X1 == 0

définit en tout point ordinaire x de (o, une variété plane à
n—1 dimensions de F espace vectoriel tangent en a; à V^.
Dans ce cas il y a une infinité de directions associées dites
orthogonales à la forme (D.

2) Soit une 2-forme
j[

w =— âijda* A dx1

Zt

entraîne :
i(X)(o == 1 ̂ (X1 dxf — X/ cteQ = 0

Zi

a^X1 = 0.

Si n est impair, ce système est de rang n — 1 au plus et on
obtient en tout point de V^ au moins une direction associée.

Si n est pair et si le système est de rang n, il n'existe pas
de direction associée en un point ordinaire de V^.

Si le système est de rang 2p < n, il y a une infinité de direc-
tions associées formant une variété plane de Tp à n — 2p
dimensions.

Une direction X associée de la 2-forme o est caractérisée
par la propriété : le flux du tenseur Oy à travers tout 2-plan
de Ta; contenant X est nul.

3. — Système extrémal d'une forme différentielle extérieure.
Soit W une chaîne différentiable locale de ¥„ de dimension p,

X un champ de vecteurs différentiable et co une p-forme de V^.
La transformation ponctuelle exp (uX) où u est fixé, transforme
les points de W en des points d'une chaîne notée

W(u) = exp (uX)W.

Considérons l'intégrale 1 = \ <o.
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La dérivée de Lie de 1 par X est par définition le scalaire :

0(X) fa)=limirr (o^)-fJ.
Jw »^0 U l̂ W(u) Jw J

Faisons dans la première intégrale du second membre le
changement de variables transformant les coordonnées de x{u)
en celles de x.

Nous avons alors :

L^^L^w'^
d'où

0(X) F co = Ç lim-^^xp (uX)*(o^)—œ,] = F ô(X)(o.
Jw Jw u->° u J ̂ f

Appliquons la formule (1. 2) ; nous obtenons :

0(X)^œ =f^di(X)^ +f^{X) d^

et, d'après la formule de Stokes, en désignant par ôW le bord
de W:

(3. 1) 0(X)^co = J^(X)co + J^(X) dco.

Supposons maintenant la chaîne W fermée et cherchons à
déterminer le champ de vecteurs X de façon que, quel que
soit W, l'on ait :

ô(X)^œ=0.

Désignons par Y^, Yg, ..., Yp, p champs de vecteurs locaux
tangents à V^. Pour que

e(X)^(o=^(X)^=o
il faut et il suffit que :

i(YiAY2À ... AYp)i(X) Ao = 0
quels que soient Yi, ..., Yp, c'est-à-dire que :

(3. 2) i(X) Ao = 0.
Par définition une direction X vérifiant l'identité précédente
est une direction extrémale de (o$ une telle direction n'est autre
qu'une direction associée de Ao.

Le système différentiel linéaire correspondant est par défi-
nition le système extrémal de o>, noté E((o).
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4. — Système caractéristique d'une forme différentielle.
Soit X un champ de vecteurs non nuls sur V^. Le champ X

définit un champ de directions que nous désignerons encore
par X.

Un champ de directions X est par définition un champ
caractéristique de la p-forme (o sur un ouvert U de V^ si en
tout point x de U :

(4. 1) i(X)co=0
et

(4.2) i(X)rf(o=EX(o
X étant une fonction numérique de x.

L'identité (4. 2) peut être remplacée par:
(4.3) 0(X)(0 EE= X(0.

Celle-ci montre que, étant donnée une variété intégrale W
de l'équation

co = 0

la variété engendrée par les trajectoires d'un champ caracté-
ristique rencontrant W est aussi une variété intégrale de cette
équation.

Il est immédiat que la définition d'un champ caractéris-
tique donnée plus haut peut être remplacée par la suivante :

i(X)(o == 0
et

( L L\ ^(X)i(Y)rfco ̂  0 pour tout Y tel que
{ ) il(Y)(OEEïO.

D'après la formule (1. 6) l'identité (4. 4) est équivalente à :
(z[X, Y]w == 0 pour tout Y tel que
(,(Y)w=0.

Le système différentiel linéaire correspondant à la défi-
nition de X en tout x e V^ est par définition le système carac-
téristique C(co) de la forme co.

Si a) est une 1-forme, le système caractéristique comprend
l'équation o> == 0, et le système différentiel obtenu en écrivant
que les équations extérieures :

i ( Y ) A o = = 0 et I (Y) (O==O
admettent les mêmes solutions en Y.
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5. — Intégrabilité des systèmes A((o), E(co), G(co).
Par définition un système différentiel linéaire est dit complè-

tement intégrable sur un domaine D de V^si X et Y étant deux
champs de directions intégrales sur D, le crochet [X, Y] est
aussi un champ de directions intégrales sur D.

1° Système associé A(co).
Par hypothèse i(X)(o = 0 et i(Y)co EEE 0.
Il en résulte d'après la formule (1. 6) que

i[X, YJco == i(X)i(Y) Ao.
En général le système associé n'est donc pas complètement
intégrable.

Il l'est si dw == 0 et aussi lorsque co admet en tout a; de D
une direction associée unique.

2° Système extrémal E(co).
Par hypothèse i(X) dw = 0 et i(Y) Ao ̂  0.
La formule (1. 6) entraîne alors que :

i[X, Y] Ao = i(X)i(Y)rf (d(D) = 0.
Le système extrémal de œ est donc complètement intégrable.

3° Système caractéristique C(co).
Sa complète intégrabilité découle directement de sa défi-

nition.

B. — Formes remarquables attachées
à un système différentiel S(X).

6. Soit "Vn+i une variété différentiable à n+1 dimensions,
de classe C°°. Soit X un champ de vecteurs non nuls défini sur
un domaine D^i de '\'n+i et T^* le sous-espace vectoriel de
Tî orthogonal à X.

Soient rc1, x2, ..., ^ra+l un système de coordonnées locales du
point x d'un ouvert U de D^i, X1, X2, ..., X71^1 les compo-
santes du vecteur X sur le repère naturel associé. Le système
différentiel S(X) des trajectoires du groupe local défini sur U
par X est alors :

/fi 1 ^ dxi^d^_ _ dx^1

k / X1 X2" t t t "X^*
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Pour un Dn+i convenable, la relation exprimant que deux
points x et x' sont sur une même trajectoire de S(X) est une
relation d'équivalence R définie sur ce domaine. Dn+i est alors
fibre et sa base !„ = D^+i/R peut être identifiée à l'espace des
intégrales premières de S(X).

Désignons par p la projection de D^+i sur sa base; à tout
point x de Dn+i correspond le point y = px de I^.

Les intégrales premières de S(X) sont les fonctions f(x)
solutions de l'équation aux dérivées partielles du premier
ordre :

6(X)/* == i(X) df = 0.

Localement df est une forme fermée qui au point x est ortho-
gonale à X; n intégrales premières indépendantes f^f^ ...,/n
représentent un système de coordonnées locales pour le point
y = px\ un système de coordonnées locales du point x adapté
à la structure d'espace fibre de D^i est alors : f^ f^ ..., f^
et x^ en supposant que x^ = C n'est pas une intégrale
première de S(X).

DÉFINITIONS. — 1° Une forme co est dite invariante pour
S(X) si

O(X)Q)=O.

2° Une forme co est dite semi-basique pour l'espace D^i
fibre par X ou définit une relation intégrale ^invariance pour le
système différentiel S(X) si

i(X)<o = 0.

3° Une forme co définit un invariant intégral relatif pour
S(X) si

i(X) Ao == 0.

4° Une forme co est dite basique pour l'espace D^ fibre par
X ou définit un invariant intégral absolu pour S(X) si

i(X)(o =0 et i(X) dw = 0

ou les deux conditions équivalentes :

i(X)(o=EO et O(X)(OEEÛ.
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7. — Notion de relation intégrale d'invariance (3).
Dire que la p-forme (o définit une relation intégrale d'inva-

riance pour S(X) caractérisée par i(X)co == 0, revient à dire
qu'en tout point x d'un domaine D^+i de V^i, X est une direc-
tion associée de OD.

L'identité i(X)co ̂  0 exprime que co appartient localement
à l'espace vectoriel des p^-puissances extérieures de Tç* :
/\P{T^ dont une base est ^Arf^A ... f\df, ; f^ f^ ..., /,
étant n intégrales premières indépendantes de S(X). Nous
pouvons donc écrire co de la façon suivante :

(7. 1) (o =^ai^df^^df^ • • • A^,,

les coefficients étant des fonctions des variables

a?", avec a == 1, ..., n + 1.

Justifions maintenant l'expression : relation intégrale d'inva-
riance; pour cela considérons une chaîne Wo fermée ou non,
à p — 1 dimensions du domaine D de Vn+r Désignons par W^
la chaîne Wi = exp (uX)Wo lieu des points x^ = exp (uX).To
où XQ est un point arbitraire de Wo, le paramètre u ayant une
valeur fixe convenable.

Pour une chaîne Wo et un paramètre u convenables désignons
par «tube de trajectoires» S la chaîne à p dimensions du
domaine D engendrée par les trajectoires des différents points
de Wo limitées à Wo et Wi. La variété portant © admet une
représentation paramétrique de la forme :

(7. 2) x- = ̂ (u, v\ .., ^-1)
d'où dx^ = X" du + Y? d^ + .. • + Y î d^

les YI, ..., Yp_i étant p — 1 vecteurs tangents à 6.
Supposons maintenant que co est une p-forme définie sur

le domaine D de \n+i auquel appartient 6.
L'intégrale 1 == f_co se ramène alors à l'intégrale multiple :

I == ̂  i(XAYiA ... AY^)œdu^1 ... d^

== f^ i(Y^)i(Y^)... i(X)œ du d^ ... d^

(3) A. Lichnerowicz [l], pp. 1-8.
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Ap étant le domaine de R^* ayant pour image 6 par l'appli-
cation y.

Pour que 1 == 0, quel que soit le tube S, c'est-à-dire quels
que soient les vecteurs Yi, ..., Yp^i, il faut et il suffit que :

l(X)(0 E= 0,

d'où le

THÉORÈME. — Pour que l'intégrale j ( D soit nulle quel que
soit le tube S de trajectoires du système différentiel S(X), il faut
et il suffit que

i(X)(o==0

cest-à-dire que co engendre une relation intégrale d'invariance
pour S(X).

8. — Notion d'invariant intégral relatif ou absolu.
Soit (o une p-forme définie sur Vn-n; soit W une chaîne

orientable de V^+i à p dimensions ayant pour bord ôW. Nous
avons vu (3. 1) que :

W/w" -XwCT" +/wl(x) dw-

1° Supposons la chaîne W fermée (c'est-à-dire un cycle).
La formule précédente se réduit à :

(8.1) 9(X)^œ=J^(X)d(o.

Pour que l'on ait : 0(X) J^(D = 0 quel que soit le cycle W,
il faut et il suffit (d'après le § 7) que

(8. 2) i(X) Ao = 0

c'est-à-dire que X soit une direction extrémale de <o en tout
point x de V^i.

Il en résulte que, Wo et W^ étant deux cycles à p dimensions
de V^i tels que W^ = exp (uX)Wo, l'on a :

Jw^-Jw^-

Cette égalité, qu'on aurait pu déduire par application de la
formule de Stokes du fait que d(û définit une relation intégrale

S)
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d'invariance pour S(X), justifie la dénomination d'invariant
intégral relatif.

2° Supposons maintenant que la chaîne W ait un bord
ôW =/= 0. Pour que l'on ait Ô(X) C^co = 0 quelle que soit W
il faut et il suffit que l'on ait à la fois :

(8.3) I(X)(OEE=O et i(X)^co=0.

Dans ces conditions :
( (0 = ( (0

Jw< Jw,

quelle que soit la chaîne Wo à p dimensions de Vn+iî fermée
ou non, Wi désignant toujours la chaîne exp (uX)Wo.

Cette égalité qui justifie l'expression d'invariant intégral
absolu résulte de Ô(X) J (o = 0 et aussi du fait que les
identités (8. 3) entraînent que la forme co peut s'exprimer
uniquement à l'aide de n intégrales premières indépendantes
de S(X) et de leurs différentielles (conséquence de 7. 1).

Indiquons quelques théorèmes dont la démonstration est
immédiate :

THÉORÈMES. — 1° Si une forme co définit un invariant
intégral relatif pour S(X), la forme d(û définit un invariant
intégral absolu pour S(X).

2° Si la forme dw engendre une relation intégrale d'invariance
pour S(X), la forme œ définit un invariant intégral relatif pour
S(X) et réciproquement.

3° Si les formes co et dw engendrent des relations intégrales
d'invariance pour S(X), la forme co définit un invariant intégral
absolu pour S(X) et réciproquement.

4° Si la forme œ engendre une relation intégrale d'invariance
pour S(X) et si Y est un champ de vecteurs quelconque de Vn-n,
la forme i(Y)co engendre aussi une relation intégrale d'invariance
pour S(X).

En effet : i(X)i(Y)co = — i(Y)^(X)co == 0.

9. — Groupes à un paramètre laissant invariant le système S(X).
Soit Y un champ de vecteurs tangents à Vn+i' Ce champ

engendre un groupe local G( à un paramètre de transfor-
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mations locales de V^ par intégration du système différen-
tiel :

^)_
dt ~ •L^

à partir d'un point initial x(0) == x.
Le système S(X) est dit invariant par G; si, pour tout point

x ou G< est défini et pour t suffisamment petit, le vecteur
X.c0) est colinéaire à (exp(Y)'Xa;.

On montre (4) qu'il en est ainsi si et seulement si :
6(Y)X = [Y, X] = fX

où f est une fonction scalaire de x. Dans ce cas on dit que le
système S(X) admet une transformation infinitésimale définie
par Y. Nous avons alors les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. — Si une forme <o engendre une relation inté-
grale d'invariance pour S(X), il en est de même de la forme 0(Y)co.

THÉORÈME 2. — Si une forme œ définit un invariant intégral
relatif pour S(X) il en est de même de la forme 6(Y)œ.

THÉORÈME 3. — Si une forme œ définit un invariant intégral
absolu pour S(X) il en est de même des formes O(Y)(O et i(Y)co.

Démonstrations. — II suffit d'établir la 2e partie du théorème
3. On a:

i(X)i(Y)co = — i(Y)i(X)co =0
et

i(X)di(Y)co = i(X)[0(Y)co — i(Y) Aoj
i(X) rfi(Y)co = i(X)6(Y)co + i(Y)i(X) Ao = 0

ce qui démontre la propriété.

(4) H. Cartan [2], chap. iv, p. 3.



CHAPITRE II

Espaces fibres des vecteurs tangents ou des directions tangentes
à une variété différentiabte.

10. — Définition des espaces fibres T) et W.
Soit Vn+i une variété différentiable de dimension n + l y

de classe C°° ; soit ï) l'espace fibre des vecteurs non nuls tangents
à Vn4-i, de groupe structural GL(n + l? R) et de fibre isomorphe
à R"4'1 privé de son origine. Soit Z un point de V, TC la projection
canonique de Z sur son origine a;eV^r Soit ^(a = 1, ...,
n + 1) un système de coordonnées locales du point x de
V^i, y9' les composantes, sur le repère naturel associé Ra.,
d'un vecteur y de Ta;. Les 2n + 2 nombres a;", y*1 constituent
un système de coordonnées locales d'un point Z de la fibre
'ïT""1 .̂ Le changement de coordonnées, sur V^, défini par les
fonctions X9'1 == /^(^P) entraîne pour les y le changement :

(10. 1) ^ = ôp^yP = Aj'i/P.

Considérons deux points Zi et Zg de la fibre T^X tels que les
vecteurs correspondants de T .̂, î/i et 1/2 soient colinéaires posi-
tivement (1/2 == Xyi, X > 0).

La relation ainsi définie sur ^O est une relation d'équivalence
R. L'espace quotient W == Ï)/R est par définition l'espace des
directions orientées tangentes à Vn-n. L'espace W peut être
muni d'une structure de variété différentiable de dimension
2n + 1; par la projection p de chaque direction z sur son
origine x^ W est doué d'une structure d'espace fibre de base
Vn+i? de fibre homéomorphe à la sphère Sn, de groupe struc-
tural, le groupe GL(n + 1, R) ou de façon plus précise le
groupe orthogonal 0(n).
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Un système de coordonnées locales d'un point z = p^x
est encore l'ensemble des 2n + 2 nombres ^a, y*, les n -4- 1
nombres y"- n'étant définis qu'à un facteur de proportionalité
positif près.

11. — Tenseurs et formes définis sur ^ ou W.
Au sens usuel, un champ de tenseurs affines relatif à ^

est une application ( qui à tout point Z de V fait correspondre
un élément de l'Algèbre tensorielle affine construite sur Tz.
Les tenseurs ainsi définis sont relatifs au groupe linéaire :
GL(2n+2, R).

Mais ï) étant un espace fibre de base V^+i, le changement
de carte locale sur la base

x9' == f^)

induit dans T^ le changement de corepère défini par :

^dx^ == A^dx^\
(dy<t=B^dxy + K^dy^

avec Aj. == ôp^ et B^ = '̂ôp.A .̂

La matrice correspondante est ( r. * ) A et B étant des
\-D A/

matrices d'ordre n + 1 ayant pour éléments respectifs AS»
et B2»; 0 est la matrice nulle d'ordre n + 1- L'ensemble de
ces matrices est un sous-groupe de GL(2n + 2, R), le groupe
dit prolongé de GL(n + i, R) que nous désignerons par
GL(n +1, R). Nous appellerons dorénavant tenseur au sens
large sur ^ un tenseur relatif à GL(n + 1, R).

On dit que ( est un champ de tenseurs au sens restreint sur <®,
de degré /c, si pour deux points Z{x, y) et Z'(^, Xy) de la fibre
TT"1^ on a :

t(Z') = X^(Z).
Une forme œ sur ^ au sens large ou au sens restreint est un
champ de tenseurs covariants antisymétriques sur V au sens
large ou au sens restreint.

Soit la 1-forme (o qui dans un domaine de coordonnées
locales x9', y9' est représentée par

œ == a^x, y} dx^ + b^x, y) dy9-.
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Au point de coordonnées locales a^, Xy® où X est une fonction
positive arbitraire des variables x9' nous avons

<o' = a^, \y} dx9' + b^(x, \y){\dy9' + y^X).
Pour que co' = X\o quelle que soit X, il faut et il suffit que les a<x
soient hk c'est-à-dire homogènes de degré k par rapport aux
y®, que les by, soient h{k — 1) et que

b^ y}ya = o-
On montre plus généralement qu'une p-forme <o est restreinte
de degré k si les coefficients des termes de degré p — h par
rapport aux dx°- sont Â(/c—h) et si

y- Ô<0 =Q
y ô^)-"-

Par abus de langage un tenseur (ou une forme) restreint de
degré 0 est dit défini sur W.

Un champ de tenseurs défini sur ^ semi-basique est une
application ( qui à tout point Z de ^ fait correspondre un
élément de l'Algèbre tensorielle affine construite sur T^z.
Dans la suite n'interviendront que des champs de tenseurs
semi-basiques restreints de degré k que nous désignerons par
tenseurs hk, leurs composantes étant homogènes de degré k
par rapport aux variables y"-.

Un champ de tenseurs antisymétriques, covariants, d'ordre
p, semi-basique est par définition une p-forme semi-basique;
si le tenseur est hk, la forme est dite semi-basique hk.

Les p-formes semi-basiques hk sur ^ forment un module sur
l'anneau des fonctions à valeurs réelles de V^i, module que
nous désignerons par Hg.

L'algèbre extérieure des formes semi-basiques restreintes
définies sur V est donc une algèbre bigraduée que nous dési-
gnerons par H(ï)).

12. — Opérateurs différentiels sur H^).
Soit ( un tenseur restreint défini sur un ouvert U de U

a;", y"- un système de coordonnées locales d'un point Z de U.
Si t est hk, l'identité d'Euler :

kt=^tya• où ôà<=-0^
y
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montre que les ôà( définissent un tenseur restreint de degré
k—i.

Soit alors une forme <o e H^^U) ; son expression en coor-
données locales est :

^
co = — a^ _ ̂  dx^ A — A dx1^.

L'expression dx* Aôaœ définit une forme semi-basique de
degré ç+1? de degré d'homogénéité k—1. Nous la noterons
dorénavant d(o. Nous posons donc par définition

(12.1) d^=dx<s'/\^.
L'opérateur d est un endomorphisme de H(U), de bidegré
égal à (1, —1) c'est-à-dire une application du module Hî dans
le module H^r

Si nous remplaçons tous les dx par des dy de même indice
l'opérateur d donne une différentielle extérieure dans les fibres
TC^X c'est-à-dire une différentielle à x fixé.

Il en résulte que l'opérateur d possède les propriétés sui-
vantes :

rf(coi + cog) = d!(0i + dcog,
rf((0i A œ^) = dcoi A (Da + (— 1) de6a)l ̂ i A d^,

d(d^) = 0.
Soit X un champ de vecteurs restreint défini sur T) et o une
ç-forme semi-basique restreinte de ̂  le produit intérieur de X
par G) : •(^= x'^
est une {q—l)-forme semi-basique restreinte de U

Posons :
ô(X)co = di (X)co + i(X) d(o

l'opérateur Ô(X) ainsi défini est une dérivation de degré 0
c'est-à-dire que :

ô(X)((OiA(02) == ô(X)cOiAc02 + (OiAÔ(X)(02.

On vérifie que les opérateurs d et ô commutent. Si f(x*, y9'}
est une fonction définie sur ï), hk

ô(X)f=X aôà/•=<X,^>.
Si œ == Oa dx9'

ô(X)œ = (ô^XP + apôàXP) ̂ a.
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43. — Formes rf-fermées.
Une forme û e H est localement d fermée si dQ = 0 sur

un ouvert U de ̂  d'après le théorème de Poincaré, il existe
sur U une forme co e= H telle que :

rfco == Q.

Nous allons retrouver ce résultat et préciser l'expression de œ
en établissant une identité remarquable vérifiée par toute
forme de l'Algèbre H.

Soit (o une p-forme semi-basique hk définie sur U Prenons
pour champ de vecteurs le champ y qui au point Z, de coor-
données locales x^, y9-, a pour composantes sur le repère naturel :
X® = y01. Explicitons l'opérateur ô(î/)co. Par définition :
ô(y)(o == di{y)w + i(y) dw,

=<y^-(â)]+^^aAôà^

=A-A^+A-A•'^-^)+^"-^A^^,

=A'\-ë•)+^B;

la première expression du 2e membre est égale à pco, car œ est
de degré p, la deuxième expression est égale à /cco, car co est
hk, d'où l'identité:

0 (y)" =(p + k)w

OU

(13. 2) di{y)^ + i{y) J(o == (p + /c)(o.

Conséquence. — Si une p-forme co Â/c est rf fermée l'identité
(13. 2) se réduit à :

(13. 3) di{y)^ = (p + /c)co

et (o=d^^ si p + / c ^ = 0 .p+A- A /

THÉORÈME. — Une p'forme (o semi-basique hk de V, d fermée
• A

est la d différentielle de la forme ——— i(y) <o si p + k ̂  0.
p + /c
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REMARQUE. — Si une p-forme (o de R^1 de coordonnées
canoniques (n^) :

1
(o = —a^^^dx^ A — A cte1/»

est fermée et si ses coefficients sont des fonctions homogènes
des x9' de degré k, co est la différentielle extérieure de la forme

1
—.—y i{x) (o si p + k -=f=. 0.
p + k

Pour p + ^ > 0 ce résultat est une conséquence de la formule
classique d'homotopie (5).

14. — Cas particulier de l'Algèbre H(W).
L'Algèbre H(W) est par définition l'Algèbre extérieure

des formes semi-basiques restreintes définies sur W c'est-à-
dire ÂO.

Si X est un champ de vecteurs restreints ÂO, c'est-à-dire
défini sur W, l'Algèbre H(W) est stable pour les opérateurs
i(X) et 0(X) mais non pour l'opérateur d. Celui-ci permet de
déduire de toute forme semi-basique Ai un élément de H(W).

A la fonction scalaire Ï{x, y) AI, correspond la forme de
H(W) :

^==0^^.

A la 1-forme œ == dy{x^ y} dx*, AI, correspond la 2-forme de
H(W) :

/[
dw === — (ôàOp — ôpâa) dx9' A dx^.

2i

D'après le théorème du § 13 toute p-forme semi-basique co de W,
• . 1d fermée, est la d différentielle de la p—1 forme— i(y) co.

Vérifions ce théorème en établissant en même temps des
conditions nécessaires et suffisantes plus simples pour que
d(sî === 0 pour p = 1 et 2.

Tout d'abord pour qu'une fonction f{x, y)h0 soit telle que :
df= ̂ fdx^ = 0

il faut et il suffit que f soit indépendante des variables y®.
(5) H. Cartan [2], chap. ni, p. 18.
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Cas d'une 1-forme. — Soit une 1-forme semi-basique hO :
(o == âg{x^ y ) dx^.

Pour que (i) soit d fermée sur un ouvert U de W il faut et il
suffit que :

(14. 1) ôàâp — ôpâa = 0 sur U.
Dans ces conditions :

œ == d(a^y9'}.
En effet

d{a^) = (aa + ôàapyP) dx^.
Or les relations (14. 1) entraînent que
(14.2) ôàapî /P==0 surU.

Inversement les identités (14. 2) entraînent en dérivant par
rapport à yP :

ôà^p + ôà^y^ = 0.

En échangeant a et ? et en retranchant on obtient les iden-
tités (14. 1) d'où le

THÉORÈME. — Pour que la forme (o == a^(x, y) dx9', ÂO, soit d
fermée il faut et il suffit que :

yPôàap=0.
Dans ces conditions il existe une fonction F unique ht telle que

(o === d¥.
La fonction F est nécessairement égale à a^y^.

Cas d'une 2-forme. — Soit une 2-forme semi-basique hO
A

Q = — a^p dx" A dx^.
2i

Pour que Q soit d fermée sur un ouvert U de W il faut et il
suffit que :

(14. 3) ^àûp^ + Ô^Oya + ̂ Oap = 0.

Dans ces conditions :
A

Q == rfco avec (o === -ïf ^ap!/" dx^.
2i . '



ESPACES VARIATIONNELS ET MÉCANIQUE 27

En effet:
A A

rfco = — a<xp dx9' A dx^ + -7- ̂  (ô<x^p — ôj^a) ̂ a A cbP.
Z ^

Mais les relations (14. 3) entraînent les identités :
(14. 4) ^(ôa^p — ôpa^) = 0

et nous avons bien :
rf(o == Q.

Les identités (14. 4) sont d'ailleurs équivalentes à (14. 3)
En effet en dérivant (14. 4) par rapport à y^, en permutant cir-
culairement a, (î, y et en ajoutant nous obtenons les identités
(14. 3) d'où le théorème :

THÉORÈME. — Pour que la 2-forme semi-basique hO :

Q=^a^dx^t\dx^
Zt

soit d fermée il faut et il suffit que Von ait les identités

(ôà0^ —— ôpâa-y)^ = 0.

Dans ces conditions il existe une 1-forme semi-basique ht co telle
que :

Q = d(o avec co == -^ a^y^dx^ + dF
JL

(où F est une fonction scalaire arbitraire de D, À2).

REMARQUE. — Sur un voisinage déterminé d'un domaine
de coordonnées locales de ^{x^, y9-} il est parfois commode de
poser pour une p-forme <o quelconque hk

dw == rfa^AôàCo.

L'opérateur local ainsi défini possède les mêmes propriétés
que l'opérateur d dans le cas des formes semi-basiques; nous
avons en outre la formule :

ddw = — ddw.
Une p-forme (o est dite dd fermée si

ddw === 0.



28 JOSEPH KLEIN

Si (o est une 1-forme définie sur W et dd fermée, co peut se
mettre localement sous la forme :

(o == df + dg

où f{hi) et g{h0) sont deux fonctions scalaires.

15. — Prolongement sur V d'un groupe à un paramètre de V^.
Soit C une courbe de V^i ayant, sur un ouvert U de V^i,

une représentation paramétrique de la forme :

x- = ̂ (u).

A C correspond une courbe ^^C de ^ définie dans 'nr^U
par

^ = f^u) et y» =^.
rfu

Si nous changeons de paramètre, en posant u = <?((/) la
courbe C sera représentée par

x- = fW] = F^P)

et la courbe TÎ^C par :
/7pa ,7/*a

^•-F.M, ^=^-=^^).

Les coordonnées î/" sont toutes multipliées par <p'(^) ; la courbe
TT^C dépend donc du paramétrage de la courbe (C); par
contre la courbe p-^G de W est parfaitement déterminée
puisque l'ensemble o^, Ày* définit, quel que soit X, un point
bien déterminé de W. Une courbe de W qui se déduit par D'"1

d'une courbe de V^i sera désignée dorénavant par courbe
basique de W.

Nous noterons :
C = p^C.

Soit X un champ de vecteurs défini sur U; il engendre un
groupe local G de transformations locales à un paramètre par
intégration du système différentiel S :

(15. 1) dx9' == X^) du.

Par tout point XQ de U passe une trajectoire C du groupe G
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et une seule, notée x === exp (uX)xQ et définie en coordonnées
locales par

(15. 2) x- = f-(x^ u).
1/application linéaire tangente (exp uX)' fait correspondre
au vecteur yo de T^ le vecteur y de T^ tel que

(15.3) ^JS^' u)yl

Si y désigne en particulier le vecteur tangent en x, à la courbe C,
Ac01

défini par : y^ = x9- = — = Xa{x) nous avons :

(15. 4) î—0^-

Ce système admet comme solutions le long de C non seulement
le champ des vecteurs tangents à C mais tout champ y inva-
riant par 0(X). Vérifions-le.

Les égalités :

[9(X) y}- = X^y- — y^X- = 0

équivalent le long de C à :

^=W^=^.x»=,^x..
Nous retrouvons bien les équations (15. 4).
Désignons par X le champ de vecteurs prolongé sur V du

champ X de ^Vn+i et défini par les composantes :
X^ et Xà = î/PôpX01.

Le champ ~K engendre un groupe local G à 1 paramètre de
transformations locales de W par intégration du système S
défini par :

^-X^u) et ^=X«.du du

Ce groupe G, dit prolongé de G sur D, admet comme trajectoires
des courbes de D se projettant sur V^i suivant les trajectoires
de G. Les projections de ces courbes sur W ne sont pas en
général basiques.
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Pour que la courbe passant par ZQ{XQ, yo) soit basique il
faut et il suffit que yo == XX(rro).

Si co désigne une p-forme définie sur W ou plus généralement
une p-forme restreinte de V, sa dérivée de Lie par X est par
définition :

6(X) G) == 6(X) (o
et nous avons la formule :

9(X) (o = i(X) dco + di (X) (o.

En particulier si Ï(*r, y) est une fonction scalaire hl :

0(X)a=Xaô^+2/?ôpXaôàÏ.



CHAPITRE III

Calcul variationnel •

16. — Extrémales d'une intégrale.
Soit L(a;, y ) une fonction hl de classe C2 sur un domaine U

de V. La 1-forme co = dL est alors définie dans W.
Soient fe ^= p^Xç et f^ == p~4;i deux fibres appartenant au

domaine p^iiU de W, XQ et o;i étant deux points arbitraires
de TtU.

Considérons l'intégrale I(C) == / r f L où C est un chemin
différentiable quelconque joignant un point de /o à un point
de f^. Nous appelons extrémale de l'intégrale I(C) une courbe
C telle que

0(Z)I = 0
quel que soit le champ de vecteurs Z tangents à W et vérifiant
la relation : pZ == 0 aux points XQ et a?i.

D'après (1, 2)

e(Z)i=^ô(Z)dL=/o(Z)co
=fi(z) Ao +r^(z)co.

La dernière intégrale est nulle car la forme co est semi-basique
et pZ = 0 en XQ et x^.

Si X®, Y01 sont les composantes du vecteur Z sur le repère
naturel au point {x, y) de W nous avons

^dco^X'^+Y-^.v / ^{dx9-) ^{dy^}

Pour que l'intégrale j i(Z) rfco soit nulle quel que soit le



32 JOSEPH KLEIN

champ Z, il faut et il suffit que le chemin C soit tel que le long de
C, Fon ait :

^W _ ç. ô(^(o) _ ç.
ô(^) ~ W) ~ u-

Le système différentiel précédent n'est autre que le système
extrémal de la forme œ, système qui est complètement inté-
grable.

Explicitons ce système. Nous avons :
A

dw == — (ôapL — ôpaL) dx^ A dx^ + ôa^L dy^ A dx".
JL

Le système extrémal est formé par les 2(n + 1) équations
suivantes :

(16. 1) ^) = (ô^L - ôp,L) dx^ - ô^L dy^ = 0.

'16-2' ^=^L•fe?-=o•
Comme L est AI nous avons identiquement :

ô^Lî/P=0.
La matrice |]ôapL|] est donc singulière; par définition le pro-
blème variationnel étudié est dit régulier si la matrice ||ôàpL||
est de rang n. Dans ces conditions le système (16. 2) montre
que les dx sont proportionnels aux y de même indice. Les
extrémales de la forme d!L sont donc des courbes basiques de W.

En désignant par u un paramètre arbitraire nous pouvons
poser :

a dx^y* == — == ^a.
" du

Les équations (16. 1) s'écrivent alors sous la forme :
(16. 3) ôàpL ̂  — (ôapL — ôpàL) A? = 0

et comme
ôapL A? = ôaL

ces équations, qui définissent les projections des extrémales
sur V^+i s'écrivent encore :

--— ôaL — ô^L == 0.du
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Ces équations sont les équations d'EuIer relatives à l'intégrale

y L(x, x) du.

Nous pouvons donc énoncer le théorème.

THÉORÈME. — Les extrémales de l'intégrale fdii où L{x, y)
est une fonction hl de V sont les chemins basiques de W se
projetant sur "Vn+i suivant les extrémales de l'intégrale

f Li{x, x) du.

17. — Système extrémal d'une 1-forme <o définie sur W.
Soit <o une 1-forme définie sur W. Son image réciproque sur

ï), que nous désignons encore par <o, s'écrit localement :
<o = a^{x, y) dx°' + by{x, y} dy^.

Cette forme étant supposée définie sur W, il en résulte que les
Oa sont ÂO, les &a h (— 1) et que byy^ = 0.

La forme <o étant définie sur W, il en est de même de sa
différentielle extérieure :

1 1dw == y- a^ dx^Adx^ + -y &ap dy^f\dy^ + c^ dx^Ady^

avec

Oap = ôaOp —— ôpOa; b^ = ôà&p —— ô^a; Cap === ^b^ —— ô^a

II en résulte que :
b^=0 et c^=0.

Formons maintenant le système extrémal de (o. Il est défini
par

(17. 1) ^ = o.p dx^ + c»p dy^ = 0,

(17- 2) ^) = - ̂  ̂  + ̂  ̂  = °-

Ce système défini sur W est complètement intégrable. Par
tout point {xo, i/o) de W passe une courbe intégrale et une seule,
définie sur un voisinage de (XQ, yo) P31* les équations :

^ = f^xe, yo, u), ^ = g^, y^ u).
3
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Ces courbes ne sont pas en général basiques. Pour qu'elles le
soient il faut et il suffit que les 2(n + 1) équations différen-
tielles suivantes, à n + 1 fonctions inconnues {x^) :

(17.3) a^+c^=0,
(17. 4) — c^ + b^ = 0.

soient compatibles.
Il en est ainsi si les équations (17. 4) sont identiquement

vérifiées c'est-à-dire si :
&<xp == 0 et si c^yX^ = 0.

Dans ce cas il existe localement une fonction F(o?, y) hO
telle que by, •= ôàF. Les identités: Cy.^ == 0 s'écrivent alors
sous la forme :

(ô^F —— Ô^Oa) X9' = 0
OU

ô^A^ = 0 avec Aa == — ô^F + a^
La forme A^dx9' est alors d fermée; il existe donc une fonction
L{x, y) ki telle que Aa = ô^L ou

^ == ôaL + ô^F.
La forme co s'écrit alors :

(o = ôaL dx^ + ôaF dx^ + ÔàF d!̂
ou

a) = dL + rfF.

Les considérations précédentes sont en particulier valables
pour une 1-forme semi-basique. En effet dans ce cas les b^
sont identiquement nuls.

Les équations (17. 4) s'écrivent alors :
ôàaprfcP == 0.

Comme elles doivent être identiquement vérifiées, elles
constituent une condition nécessaire et suffisante (14. 2) pour
que la forme :

œ == a^dx^.

soit d fermée. Nous pouvons énoncer le théorème :

THÉORÈME.—Pour qu'une Informe semi-basique de W
admette des extrémales basiques il faut et il suffit quelle soit d
fermée.
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II résulte de (I § 8) que la forme co = dL définit un invariant
intégral relatif et que sa différentielle rfco définit un invariant
intégral absolu pour les extrémales de la forme co.

18. — Vecteurs et formes d'Euler.
Soit C un chemin différentiable de W appartenant à un

même domaine U de coordonnées locales. Soit
x9' === x^u) et y^ = ̂ (u)

une représentation paramétrique de C.
Les n + 1 fonctions de u :

(18. 1) P,(L) = ô^L ̂  + (ô,pL - ^L)yP

sont les composantes covariantes d'un vecteur P(L) restreint
h 1 défini en tout point de C. Ces différents vecteurs sont par
définition les secteurs d^Euler du chemin C relativement à L.

Les extrémales de jL{x^ y ) du sont les chemins de W le long
desquels le vecteur d'Euler P(L) est nul.

A la fonction L(a?, y)h 1 est attachée une 2-forme TC(L)
définie sur W :

(18. 2) ^(L) = d{dL) = d(ôàL dx^

= ôapL dy^ A dx^ + 1 (ô^pL — ôpàL) dx^ A dx^.

Cette 2-forme ^(L) est par définition la forme d'Euler corres-
pondant à la fonction L.

Indiquons quelques propriétés des vecteurs et formes
d'Euler attachés à un même chemin de W.

1° La correspondance entre L et P(L) est linéaire. Si Li et
Lg sont 2 fonctions définies sur V kl et de classe Cg et si A*i et A^
sont deux constantes arbitraires :

P{k,L, + k,L,) = k,P{L,) + ̂ P(La).
2° Nous avons identiquement:

P,(L) y- = 0.
En effet ôàpL^ = 0 puisque ô^L est hO, et

(ôàpL—ôapL) ^==0
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d'après l'antisymétrie des parenthèses ou par usage de l'iden-
tité d'Euler.

3° Supposons que L soit de la forme
L = A^{x)y\

Dans ces conditions
(18.3) P,(L)=(ôpA,-ô,Ap)yP

et
îî(L) =d(A^dxfl).

Supposons plus particulièrement que le vecteur A de compo-
santes covariantes A» soit le gradient d'une fonction f{x)
c'est-à-dire que

A,=V.
Nous avons alors :

P,(L)==0 et it(L)=0.

Inversement si 'ïr(L) =. 0 nous avons :
ôàpL == 0

d'où
L = Aa(a?) y" et ôaAp — ô^Aa = 0

ce qui entraîne, qu'il existe localement une fonction f(x} telle
que :

Aa === ôà/'.

Nous pouvons donc énoncer le

THÉORÈME. — Pour que deux fonctions L{x, y) et L(rc, y) hi.
admettent des vecteurs d^Euler identiques, il faut et il suffit que
localement :

L—L^ôa/î/01

ou f est une fonction arbitraire des variables x9'.
4° Si f(x) est une fonction dérivable arbitraire des variables

x9' et L(rc, y ) une fonction AI deux fois dérivable nous avons :
(18. 4) P^L) == yPa(L) + (ôp/'ôàL — ô^ôpL) yP

et
(18. 5) ^(fL) = f7i(L) + df A dL.
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En particulier si L = ^ag^? g(^) étant une fonction dérivable
arbitraire des variables x^.

et
P^fL)={^g^f—^g^f}y^

^f\.}=dff\dg.

19. — Conditions de Helmhoitz.
Soit une 2-forme û définie sur W qui dans un domaine U

de coordonnées locales X0', xf- a pour expression :

Q = a^dy"- A dx^ + ~ b^dx^ A dx^.
2i

Si û est la forme d'Euler d'une fonction L(a;, y)hi. les a^
sont symétriques et dû === 0.
Montrons que ces conditions sont suffisantes.

La forme û étant fermée, il existe localement une 1-forme
définie sur W :

œ = Aa(o?, y)dx<l+B^x, y} dy^
telle que

Q = dtù.

Comme Q ne contient pas de terme en dy* /\dy^ les Ba sont
indépendants des variables y^ et comme co est définie sur W,
les Ba sont h (— 1) ; ils sont donc identiquement nuls et œ est
semi-basique. Nous avons alors :

^a? = ̂ pAa et &ap = ̂ aAg •— ôpAa.

Les aap étant symétriques nous en déduisons que :
ôpAa — ôaAp = 0

relations qui montrent que la forme co est d fermée.
Il existe donc localement une fonction L(a?, y}hl telle que

Aa == ôàL
et nous avons bien :

^<x6 = ^x&L et 6a8 = ^afiL —— ôfiàL
Aç , i - r r r rou le

THÉORÈME. — Pour que la 2-forme définie sur W :

Q = a^dy^/\dx^ +lb^dxa/\d^
2t
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soit une forme d'Euler, il faut et il suffit que û soit fermée,
les coefficients a^ étant symétriques.

En explicitant nous trouvons les conditions dites de Heim-
hoitz. En effet le problème précédent est équivalent à celui
résolu par Helmhoitz et Mayer relatif à l'existence d'une
fonction L(^, x^y t) telle que le système de n équations diffé-
rentielles du 2e ordre :

G^, x'\ x^ t) = 0

puisse se mettre sous la forme :
d ôL_ôL^ ç.
dt^x'1 ô^~ '

20. — Extrémales et géodésiques.
Considérons l'espace de Finsler F défini sur la variété V^a

par la fonction L^, y^kl. Posons avec E. Cartan :

l^=—y«- et Za=ôàL.
LJ

Les géodésiques de F sont définies par les équations :
r7/a ///a \(20.1) V L=^+ l ^gJpf ï=odu du L PT

ou par

(202) ^=^—^^1^=0.
du du L ' •

Un calcul classique (6) montre que :

^rê^=ô,L
et que

r^y^ = 2G01

avec

Qa =, ga?Gp et 2Gp = ôpxF^ — ôpF fF= 1 L2).
\ 2 /

Les équations (20. 2) montrent alors que les géodésiques de F
sont identiques aux extrémales de l'intégrale / Lidu.

(6) E. Cartan [1]; J. Favard [2].
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Ces équations sont équivalentes aux équations (20. 1) qui
s'écrivent sous la forme suivante :

'V+^G'=Qdu L

ou en revenant aux variables y"

(20.3) ^+2G-^ avec »-=^.

Nous écrirons parfois dans la suite ce système sous la forme :
x1 + 2G1 __ rg2 + 2G2 _ _£n+l+2Gn+l

(20. 4)
x1 A2 A"+1

21. — Application géodésique de deux espaces de Finsler.
Considérons deux espaces de Finsler F et F définis sur la

même variété de base, Vn+i, par la donnée de 2 fonctions AI
L(a;, y) et L{x, y). Les géodésiques de F sont définies parles
équations (20. 4), celles de F par les équations obtenues à
partir des précédentes en remplaçant les G® relatifs à L par
les G" relatifs à L. Pour que ces deux systèmes d'équations
soient équivalents il faut et il suffit qu'il existe une fonction
p(x, x)h\. telle que :

(21.1) ^—G^^px^.

Les géodésiques de F sont définies, d'autre part, par les
équations d'Euler relatives à la fonction L :

ÔA^P +- (ôapL — ô^iy= 0
ou, comme ôàpLrcP ̂  0 par les équations :

(21. 2) ô t̂fd;P — 1-rfL x^\ + (ôàpL — ô^L)^ = 0.
\^ JLj d u j

Pour que ces géodésiques soient les mêmes que celles de F
il faut et il suffit d'après (20. 3) que les premières parenthèses
de (21. 2) soient égales à G?. D'où ce résultat : les fonctions L
définissant les mêmes géodésiques que L sont les fonctions hl
solution du système d'équations aux dérivées partielles :

(21. 3) ôàpL GP + (ôàpL—ô^L)AP == 0.
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Comme application des considérations précédentes résolvons
le problème suivant :

Problème. — Étant donné une fonction L{x, x)hl, existe-t-il
une fonction L(a?, x) de la forme :

L(rr, x) = f(x)L(x, x)

telle que L et L définissent les mêmes géodésiques?
Surlignons tout ce qui est relatif à l'espace de Finsler F

défini par /*(^)L, où f(x) est supposée connue.

Posons F = 4-/121-2; (roù
2i

(21. 4) 2Gp = ôpàF^ — ôpF == 2/>2Gp
+2/VLôpLrca—/tôp/•L2.

Pour que ces relations soient de la forme (21. 1) ou de la
forme équivalente :

(21. 5) 2Gp = 2/l2Gp + 2p/•2LôpL
il faut et il suffit qu'il existe une fonction g{x^ x)h0 telle que

(21. 6) ôpL = g{x, x)^f.
L est alors de la forme :

(21. 7) L == g{x, x)^fx^.

Mais pour que l'on en déduise (21. 6) il faut que la fonction g
soit indépendante des x. Nous pouvons donc énoncer le

THÉORÈME. — Pour que les fonctions L(o?, x) et f{x)L (rc, x)
définissent les mêmes géodésiques, il est nécessaire et suffisant
que la fonction L(a;, x) soit de la forme :

L=g{xWx)x-=g{x)df^^

Ce théorème est d'ailleurs une conséquence immédiate de la
formule (18. 4).

Remarquons que si L est de la forme (21. 7) non seulement
fL mais toute fonction de la forme

¥(f)L ou G(g)L
définit les mêmes extrémales que L.
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Cela résulte d'ailleurs directement de la définition du système
extrémal des formes

co == g^fd^ = gdf et GÎ == ¥(f) gdf.

En effet d(û == dg /\ df et dw = ¥{f) dg A df admettent le
même système associé.

22. — Extrémales en coordonnées hamiltoniennes.
Considérons l'espace de Finsler défini sur la variété Vn+i

par la donnée d'une fonction L^, y^) hi.
Un vecteur y de l'espace tangent en x à V^+i peut être défini,

soit par ses composantes contravariantes y^- par rapport au
repère naturel au point x, soit par ses composantes covariantes
!/a == gapîA

Au vecteur y d'origine x correspond le point Z de l'espace V
des vecteurs tangents à V^+i. Nous appelons coordonnées
hamiltoniennes du point Z les î{n + 1) nombres : x"- et y^.

La métrique finsiérienne étant supposée régulière, les rela-
tions : î/a = &xp2/^ permettent de calculer les y^ en fonction
des x9' et des y^ les expressions obtenues étant homogènes et
du 1er degré par rapport aux y y, (Al dans la suite).

En remplaçant dans L^", y"-) les y"- par les expressions ainsi
obtenues, L devient une fonction H des X9', y y, telle que :

(22.1) H(^a,^/,)=L(r^;a,gaP^/p) et îl{x^g^)=L{x^y-).
Par définition H^, y^) est la fonction d'Hamilton corres-
pondant à L. Comme L est Ai, H est M c'est-à-dire que

(22.2) 0^=11 avec ô^^011.
^a

Le vecteur unitaire 1 ayant même direction que y a pour
composantes contravariantes ^ == ^ et pour composantes
covariantes

^=Aa H
La relation (22. 1) montre alors que :

^=0^==^.
ri
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Nous avons donc

y» = Hô^ = ̂ (i H2} = ̂ K avec K == 1 H2

\2 / 2

formules duales de
^ = LÔ&L = ÔQ/-J- ïA = ôàF.

Montrons maintenant que ë^H == — ô^L.
Différentions les 2 membres de l'identité

H(^, ya)=L(^, g^y^L^S î,01).
(22. 3) rfH = ô^L dx9' + ôaL dî/a.
Or ôàLrf^/a=^l/^ya==2dH—^t/a^

d'après y^a = H2.
L'expression (22. 3) de dîî devient alors

(22. 4) dH = — ô,L dx- + ̂  y- dy^.

Nous en déduisons bien que ôaH == — ôaL et nous retrou-
vons que

«•H^»..
Il est alors aisé d'écrire les formules fondamentales relatives
à un espace de Finsler, à l'aide des variables a^, yy, et de la
fonction H.

Nous avons par exemple les relations :
H2 = L2 = g^y^ = g^y^.

Les relations y^\g^ == 0 entraînent que gap == ^a^F-
On montre alors à partir de g^gay = ̂  que yy^g^ =:== 0

relations qui entraînent que :
g^ = ô^K.

La connexion étant euclidienne (Vg*? == 0) et spéciale au
sens de Lichnerowicz, nous en déduisons que le tenseur de
torsion a des composantes :

T^ = —^ôV? == —1^K.
2i À
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Mais intéressons nous plus particulièrement au système
différentiel des géodésiques de l'espace de Finsler; celles-ci
sont définies par les équations d'Euler :

(22.5) ^ôàL—ôJ^O avec y^4^'
du v du

Or
j[

ôaL = y !/<x et ô,L = — ô<xH.

Les équations (22. 5) s'écrivent alors sous la forme :

f^-11-0 «- î-t^"'."-»
d'où le système d'équations définissant les géodésiques de
l'espace de Finsler en coordonnées hamiltoniennes :

(22.6) ^=-ô,K+^a et d^=^Kdu du

\ étant une fonction des x^, y y, h 1.
Les équations précédentes définissent en réalité des chemins

basiques de W se projettant sur V^+i suivant les géodésiques
de l'espace de Finsler considéré.

Au lieu de prendre comme coordonnées hamiltoniennes sur
W, af- et î/a, ces dernières étant les composantes covariantes
d'un vecteur quelconque de l'espace tangent T^, prenons x^
et ly, avec ly. =^-H

Ces 2(n + 1) variables ne sont plus indépendantes car les Ig,
étant les composantes covariantes d'un vecteur unité nous
avons :

H(a-,y==l.

Prenons comme paramètre u l'arc s de géodésique défini par
ds = L(x^ dx^) = ôàL^, y " } dx0' == ^ dx9'.

Dans ces conditions les équations (22. 6) se mettent sous la
forme :

(22.7) ^=0^ et d^=—^tl.
ds ds
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Les équations précédentes peuvent être obtenues directement;
elles constituent en effet le système extrémal de la forme :

co === ^gLtdx9' === ly^dx^.

Ce système extrémal est le système associé de la 2-forme :

dw == dl^^dx^.
En écrivant que

i(Z) d(^=0

pour tout vecteur Z tangent à W c'est-à-dire tel que

i ( Z ) r f H = = 0
nous trouvons

ôc?co _ -s ôc?H ôcfoo _ .s ô^H
ô dx^ """ ô cte® ô dly, ô dîa

ou
— dly^ = X ôaH et 6^ = Xô01!!.

/7/ya
Comme —,- == l^ = ô'^H le facteur de proportionnalité estas
égal à ds d'où les équations (22. 7).

23. — Chemins basiques de W en coordonnées hamiltoniennes.
Considérons un chemin différentiable de W. Un tel chemin

est défini paramétriquement par les équations
^a ̂  ̂ {U) Cl ly. = ly{u).

Pour que ce chemin soit basique il faut et il suffit qu'il existe
une fonction f{u) telle que

^^/•(u)^ où ^=^=0^
CiU

en supposant les x9' et Ig, figurant dans ^îî exprimés en fonc-
tion de u.

Un chemin est donc basique si et seulement si le long de
ce chemin l'on a :

(W }\ ^l^^^.. = dxn+l

^îî~^biîî~ ' ^y^H
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Comme application de ce qui précède considérons la forme
semi-basique définie sur W :

(o == a^{x^ h) dx"-

et cherchons sous quelles conditions les extrémales de co sont
des courbes basiques de W. Nous avons :

dw ==— (ôa^p — ôpâa) dx^ A dx^ + ô^a dU A dx^.
2i

D'où le système extrémal :

(23<2) (ôaap-ôpa,)^-ôPa^=Xô,H,

(23.3) 1 ^0^=^^.
dU

Les équations (23. 3) doivent entraîner

ë^"-
II est donc nécessaire que les coefficients ^as soient de la
forme :

(23.4) ^a^/^, l)^.

On en déduit en supposant a =7^= ?

-^^-^o.
ô^a ôZp ôZa

La fonction /* est donc indépendante de l, et a» est nécessai-
rement de la forme :

^^o^/Wa + ga(^).

La réciproque est immédiate; d^ù le

THÉORÈME. — Pour qu^une forme semi-basique définie sur W :
co = aa(*rP, Zp) rf^

admette des extrémales basiques, il faut et il suffit que âg, soit
de la forme :

û<x == A^a + ga(^)
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f(x) étant une fonction des seules variables ^a, gy.(x) les compo-
santes coloriantes Sun vecteur défini sur V^+i.

Le résultat obtenu concorde bien avec celui du § 17. En effet,
en passant aux variables x"-, y^y co se met sous la forme :

co = [f{x)^L + g,{x)] dx- == d{fL + ̂ a).
Les calculs précédents montrent aussi que, étant donnée la
2-forme û définie sur W :

Q = 1 S^dx^dx^ + ai dH/\dx°-

pour que les solutions du système associé de Q soient des
courbes basiques de W, il faut et il suffit que les coefficients
aj soient de la forme :

^.-fM
c'est-à-dire que l'on ait :

Q =lS,p<fo;«A(^a;P + f(x) dl^Adx*.
2t



CHAPITRE IV

Calcul variationnel et Espace de Finsler généralisés.

24. — S-extrémales d'une intégrale.
Reprenons les notations du § 16. Soient f^ et f^ deux fibres

de W appartenant à un même domaine U de coordonnées
locales de W; soient XQ == pfo et Xy = p/\ les points corres-
pondants de Vn-n.

Soit E l'ensemble des chemins différentiables de U joignant
un point de f^ à un point de f^. Définissons l'un de ces chemins Ç
par une représentation de la forme :

(24. 1) ^ = ̂ (u), y^ === y^u)

avec
XQ == x{uo) et s\ = x(u^).

Un chemin C de E voisin de C est défini par :

(24. 2) x- = x^u) + ̂  y- == y-{u) + Sy-

où Sa;" et Sy^ sont des fonctions différentiables de u de la forme :

S^ = eX^u), ^ == sY^u)

& étant un infiniment petit principal, X^ Y01 les composantes
d'un vecteur tangent à W au point z{u). de coordonnées ^(u),
î/a(u)- . . . . . .Supposons que T^ soit un tenseur restreint M défini sur
^ Nous appellerons chemins T-voisins de C les chemins Cr
voisins de C définis par des Src* arbitraires et par

(24. 3) S^ = d ̂  + T§&^.
CvU
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Supposons donnée sur U une fonction L hl de classe C2 ; en
coordonnées locales elle s'exprimera par L^, y"-). Posons

I(C) = CL du.
Je

En passant de C à C, I(C) subit une variation AI de partie
principale

(24. 4) SI = X (^L&ra + Wy^) du.

Pour un chemin C, T-voisin de C nous avons :

SI= Ç{^Uxa+^U!^)du+ Ç^^du.

Intégrons par parties la dernière intégrale; comme les Sx9'
sont nuls aux extrémités de C nous obtenons :

SI= rfôoL+ôâLTê—^ôàL^S^du.
Jc\ du /

Pour que Si ==0 quels que soient les Sa ,̂ il faut et il suffit
diaprés le lemme fondamental du calcul des variations que
l'on ait le long de C :

ô,L—^ôàL+ôpLT^=0

ou

(24. 5) P,(L) = ̂  ô,L - ô,L = ôpL Tg.

Nous désignons par extrémales généralisées de l'intégrale
/^SCt

f L(rc, x) du les projections sur V^i des chemins basiques
solutions de (24. 5) c'est-à-dire les solutions du système diffé-
rentiel :

(24.6)
^ôàL—ôJ.=ôpLTê,

^=?-" du

Lorsque le tenseur T^ est nul en tout point de V, les T-extré-
males de 1 sont les extrémales ordinaires de l'intégrale :

/ * L(rc, x) du.
t/^O
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Supposons maintenant la variété "Vn+i douée de la métrique
finsiérienne définie par : ds = L^, dx"-}.

Dans ces conditions nous pouvons transformer les 2e membres
de (24. 5).

En effet:

ô^L Te == gp^Tg == T^ï (T,, = g^Tê).

Or i^P^L) = 0, il en résulte que

T^W = 0.

Cette condition est satisfaite si le tenseur Ta^ est antisymé-
trique, ce que nous supposerons dans la suite.

En Mécanique Analytique nous serons amenés à introduire
la 2-forme :

a) = -^S^ dx^t\dx^ = 1 d(— Xa dx^)
2i Z

les Xa étant les composantes covariantes du vecteur force
généralisé, les Sap étant les composantes hO d'un tenseur
appelé tenseur force et défini sur W. Nous sommes amenés
à poser :

Tap = LSap.

Nous appellerons S-extrémales de l'intégrale 1 L(a?, x) du les
solutions du système différentiel :

^ôàL—ôaL= SapîA

^=^y du

Remarquons que ce système différentiel est le système
associé de la 2-forme :

Q = d{^L dx^) + i Sas dx9- A dx^
2i

== d(dL) + df—^X^dx^}
\ 1 /

=<^Y—rfL— lX,^a\
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25. — Espaces S-FinsIériens.
Proposons-nous de définir sur Vn+i une connexion linéaire

de directions dont les coefficients sont déterminés par la donnée
de la fonction L hl et par celle du tenseur Sas hO et qui soit
telle que les géodésiques de V^-i, relativement à cette con-
nexion, soient les S-extrémales de l'intégrale

rx^
| L{x, x) du

vj «PO

définies précédemment. Nous adopterons le mode d'exposition
de A. Lichnerowicz (7).

Soit E(Vn+i) l'espace fibre principal des repères sur Vn+i
/r'^V^i) son image réciproque sur W. Une connexion linéaire
de directions sur V^ est une connexion infinitésimale sur
p-^V,^).

Une telle connexion est définie par la donnée d'une 1-forme
convenable G) de type adjoint à valeurs dans l'Algèbre de Lie
de GL(n + 1, R).

Soit U un domaine de coordonnées locales de V^i, ir^U
le domaine correspondant de ^ soit Z un point de V tel que
itZ == x\ un système de coordonnées locales de Z est l'en-
semble des coordonnées x9 de x et des composantes y"- d'un
vecteur de Tp.

Prenons comme corepère de TS les 2(n + 1) formes dx^y dy*.
Rapportée à ce corepère la connexion <o est définie par ses
composantes œg qui sont de la forme :

(25. 1) œj| = b^ dx! + c^ dy^.
La connexion étant définie sur W, les bî^ sont AO, les cî^h{—1)

et nous avons les identités :

w = °-
Pour un vecteur restreint quelconque X défini sur V nous
posons :

VX^^ == dX^ + copCP.

Considérons en particulier le champ de vecteurs qui au point
z de V fait correspondre le vecteur S de Tp^ de composantes y*.
Posons

(25. 2) O01 = V^ == dy^ + œjyi5.
(7) A. Lichnerowicz [6].
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La connexion linéaire co étant supposée régulière, les 2(n + 1)
formes dx^ et 001 définissent un corepère de T?. Relativement
à ce corepère nous poserons :

(25.3) coj=r^ï+(y.

Les formes coj étant définies sur W, on vérifie que les F
sont ÂO, les C h{— 1) et que Cj^/ï = 0.

Les dérivées pfaffiennes d'une fonction f{x, y) relativement
au corepère (d^, 601) s'expriment de façon simple à l'aide
des dérivées partielles de f relativement aux x et y. En effet
en désignant les dérivées pfaffiennes par ïyf et ïyf nous avons :

df= S^fdx^ + W = V^ + ^fdy^
d'où par identification :

(25.4) ^=^-y^,
(25.5) Sà=ôà—^C^ôp.

Explicitons maintenant la forme de torsion de cette connexion.
La 2-forme S de torsion est définie par :

^ == (o^ A dx^ == -^-Sj^^ A rf.rï — T^dx^ A OT.

En remplaçant œj par son expression tirée de (25. 3) nous
obtenons :

(25. 6) Sj, = - (1̂  - F?p)
et

(25.7) Tj,=q,.
Posons maintenant 2F === L2 et

gap = ôapF.

La fonction F étant À2 nous avons :

2F = L2 - g^y-y^

ce qui montre que les g^ sont les composantes covariantes
d'un tenseur symétrique ÂO, c'est-à-dire défini sur W.

Pour que la connexion linéaire de directions définie par co
soit naturellement associée à une connexion euclidienne de
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directions de la variété métrique définie sur V^ par le tenseur
gap? il faut et il suffit que pour cette connexion l'on ait (8) :

Vga? - 0
ou, en explicitant :

(25. 8) dg^ — œ^p — (o^g^ = 0.
Posons

^<xp == g<x^4î r<x^ = ga^F^; T^ == gaxT^.

Les relations (25. 8) sont alors équivalentes aux suivantes :

(25. 9) I\p, + F^ = S^gap,
(25. 10) T^ + Tp^ == S^p.
Pour que la connexion <o soit entièrement déterminée par

la donnée de L et du tenseur S nous allons faire des hypothèses
supplémentaires, relatives aux tenseurs de torsion, analogues
aux hypothèses définissant les classes de connexions spéciales
au sens de M. A. Lichnerowicz :

(25.11) lo T^=T^,
(25.12) 2° S^==—-^Sp^ avec f^^-

Si le tenseur Sas est nul sur toute la variété W les hypothèses
faites définissent une connexion et une seule : la connexion
finsiérienne de la variété; c'est le théorème fondamental de la
Géométrie Finsiérienne (8).

Si le tenseur Sa6 ^=- 0 nous allons montrer que les hypothèses
précédentes déterminent encore une connexion et une seule.
Les relations (25. 10) et (25. 11) montrent que l'on a :

Tapv = -^ S-ygap-

De l'expression de gap on tire

y^ ̂ gap = 0.
Or d'après (25. 5)

^fgap = ̂ gap —— ^T^ôpgap.

Il en résulte
î/^gap == 0.

(8) A. Lichnerowicz [6].
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C'est-à-dire
2/PT^ == 0.

D'après (25. 5) ^ = ô^ et ainsi

(25.13) T,^ = -̂  ô^p = 1-ôapfF.

Tapy est donc un tenseur symétrique par rapport à ses 3 indices
qui satisfait à :

(25. 14) T^y- = Tap^/P = T^yï = Q.

Calcul des Papy — II nous reste à déterminer les coefficients
FaR-p Nous avons d'après (25. 9), (25. 6) et (25. 12) les relations :

^ I\PY + ^pay = ̂ gap

( I-apf —— -l-aY? = ^aSpY.

Écrivons les quatre relations déduites des précédentes en
permutant circulairement a, (S, y. Par des combinaisons évi-
dentes nous obtenons :

(25.15) r.̂  = -I- (S^ + âpg«, - ̂ )
j[

+ ^ (^aSp-f + ̂ S^a —— ^Sap).

Posons pour simplifier :
j[

Sapy ==== nT (^aSpy + l^^a. —— ^Sa?)

tenseur antisymétrique par rapport à a et P.
Passons maintenant des dérivées pfaffiennes aux dérivées

ordinaires d'où :
(25. 16) 1^ = [(3y, a] - ̂ (1^1^ + r^T^

—— t\aT^) + ^«PT

où les [py, a] sont les symboles de Christoffel de l1'® espèce.
Formons maintenant y^rapv et y^raS-r en tenant compte

de (25. 14) :
(25. 17) yPr^ == yP[py, a] - y^F^T^ + y^,

et
(25. 18) yiyr^ = yPyT[py, a] + yW^.



54 JOSEPH KLEIN

Posons avec E. Cartan :
yW^ a] = 2Ga = ô^F^ — ôaF.

D^autre part :
î/^a^pY = LS^ == —— LXa

en posant X<x == Sa^.
Les relations (25. 18) prennent alors la forme

yW^ = 2G, - LX,
ou

yPyïr^ = 2G01 — LX01.

En remplaçant dans (25. 17) nous obtenons :

t^I^ = yP[py, a] - (2GP - LXP)Tap, + y?^
ou

(25.19) y^, = g,pô,GP + LXPT,p, + y^

en remarquant que
ô^G, — 2GPT,p^ = gap^GP.

Transformons alors (25.16) àFaide de (25.19) nous obtenons :
(25.20)
FapT = [Pï, a] — (T^fG^ + T^ôpG^ — T^aG^)

-LX^T^T^ + T^T^-T^)
——^(E^T^p + S^TÇ-a —— S^aT^) + SapY.

La première ligne de l'expression de Fa.^ représente le coeffi-
cient FaBY pour la connexion finsiérienne, coefficient que nous
désignerons par FapY. En explicitant les différentes paren-
thèses nous trouvons

I\p, = î\p, - LXx(T^ + T^pTÇ, - T^T )̂
+-|-Xx(^p+W,-f,T^)

1—-^L(S^T^ + Sp^a — SaxT^)

+ -^ (^aSpy + ̂ Sva —— ^Sap).
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Remarquons que la partie antisymétrique de Ty,^ en ? et y
est :

faÇj = -^ ^aSpy

Calcul des &apy — Les coefficients feapy s'expriment sim-
plement en fonction des Fa^.

En effet en identifiant les coefficients de dx^ dans (25. 1) et
(25. 3) nous obtenons :

&apy = Fa^ + Tap^y\

Comme y^b^ = y^F^ nous avons

6apï = I^ + T^(^ + LX^ + t,^).
En remplaçant 1^^ par son expression tirée de (25. 20)

nous trouvons :

^PT = [Pï, a] — (T^x ô^G^ — Tp^ ôàG^)
— LX^T^pTÇ, — T^aT^) — ̂ (S^T^ — S^aT^) + ̂ .

La première ligne de l'expression de b^ représente le coeffi-
cient analogue pour la connexion finsiérienne que nous noterons
&ap-p le coefficient de LX^ représente le tenseur de courbure
Q^f.ap(9) qui est d'ailleurs le même pour les deux connexions.

Nous pouvons donc écrire :

6apy = &<xpY —— LX^Q^ a? — ^(S^pTÇa — S^aT^) + Sapy

Nous pouvons d'ailleurs expliciter davantage :

b^ = feapy —— LX^Qv^ a? + Q L(Sa?.Tp^—— Sp)J\a)

——-^^(^T^——^T^a) + ïapy-

Géodésiques. — Soit îa == ôaL. Calculons sa différentielle
absolue :

V^ == ̂  — (o^g
= dl^ — F^ dxf
=dl^—T^dx\

(9) Tenseur noté S par Élie Cartan.
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Explicitons la 2-forme ^Jly, A dx^. Nous obtenons

V^ A dx^ = dl^ A ̂ a + -^(rpay —— rpva) ̂ a A rf^.
L

Or
r'paY —— r^a == ^Sa-r-

Comme îp^P == 1 nous trouvons

VZ, A (te* = <^a A d^ + 1 S,B ̂ a A ̂ ?.
Zi

La 2-forme ainsi obtenue est comme nous le verrons la
2-forme fondamentale du système dynamique défini par L et
sap' , , . ^71Le long d'une géodésique —a == 0, u étant un paramètred/u

dx9'arbitraire. En posant y"- = —— nous obtenons le système diffé-
rentiel : du

Or

^^-r^ï==o.du du ^ i t/

IW^ == r^^Pyï + Sp^PyL

Mais Spa^^ = Xa.
Le système différentiel des géodésiques est alors le suivant

^^A—X ==0du du
ou

--- Ô^L —— ôaL == Xa.au
Nous retrouvons bien les S-extrémales de l'intégrale

\ 1 L(*r, A) d!u.
»7«Co

Les espaces que nous venons de construire ne diffèrent des
espaces de Finsler que par la convention E d'Elie Cartan;
les I\pY notés F^ dans (10) et (n) ne sont plus symétriques
par rapport à [î et y mais sont tels que

lapY —— layp ̂  ^aSpy
(10) E. Cartan [1]
(u) A. Lichnerowicz [6].
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II en résulte que la carte d'un cycle infinitésimal ponctuel
obtenue en attachant à chaque point un vecteur unitaire se
déplaçant parallèlement à lui-même à partir de l'origine du
cycle ne se ferme plus; le vecteur joignant l'origine à l'extré-
mité ayant pour composantes

^^(-^-S^dx^dx^l^
\z J

Remarquons que nous aurions pu remplacer notre hypo-
thèse (25. 12) par d'autres sans modifier les géodésiques.
Indiquons les deux suivantes :

1° Sa^ == —— (Sa^Y —— S^p).

On en déduit :

Fap, = [Pï, a? + S,̂

où l'indice S indique qu'il s'agit de dérivées pfaffiennes.
2° Sapy = — (^ayXp — gapX^) comme pour les espaces de

Weyl, On en déduit :

r«pr = [PY, a]8 + x,gp, - Xp^.
Mais dans chacun de ces deux cas nous aurions trouvé :

Vf, A daf- == dl^ A (to* + 1 (XA — Xp^) dx' A dx?.
Zt

Cette 2-forme n'est pas, en général, la 2-forme fondamentale
d'un système dynamique.

Cas particulier: espaces S-riemanniens. — Supposons que
L2 soit une forme quadratique par rapport aux variables y;
dans ces conditions les gap sont indépendants des y et le tenseur
de torsion T est nul. Les coefficients de connexion FaSy se
réduisent alors à :

Fapy = [Pï, a] + S,p,.

Un tel espace sera dit S-riemannien ; il pourrait être utilisé
en Relativité générale, Sap étant par exemple les composantes
du tenseur champ électro-magnétique.
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26. — Calcul variationnel généralisé de A. Lichnerowicz (12).
Considérons toujours la variété différentiable V^i, la variété

^ des vecteurs non nuls tangents à V^i et la variété W des
directions orientées tangentes à V^+i.

Soit C un chemin différentiable de Vn+i défini dans un
domaine U de coordonnées locales par la représentation
paramétrique :

X01 == x^)

les fonctions a;̂ ) étant de classe C2 sur un intervalle (a, b).
Désignons par (ûo, Ui) un sous-intervalle de (a, b) d'amplitude

inférieure à s, £ étant un nombre positif donné, arbitrairement
petit et soit ^(P, e) un ensemble de n + 1 fonctions conti-
nûment différentiables pour tout v appartenant à (uo, u^)
et nulles pour v = UQ et v == u^.

Posons
(26. 1) ^a = ey ,̂ e) et Y)(£) = max \ïx^\

pour
^<=(uo, Ui) et a= 1, 2, ..., n + 1.

En supposant les dérivées par rapport à v des fonctions
y^, €) bornées en valeur absolue sur (a, b) par un nombre K
nous avons

ïl(£)<K£2.

Sous-différentielle d'une fonctionnelle. — Désignons avec
M. Lichnerowicz par F;;̂ ^)] une fonctionnelle attachée à
l'arc (ug, u) de C et satisfaisant à la condition suivante ; pour
tout UQ de l'intervalle (a, b) il existe un intervalle (uo, u^) tel
que pour tout u de cet intervalle, FS, définisse une fonction
intégrable de u.

On appelle sous-différentielle âF de la fonctionnelle F une
fonction des x^v}, de leur dérivées premières x^) et des S ,̂
linéaire par rapport aux Sx^ et telle que :

AF—âF .hm ————— = 0
6^0 Y)

où AF désigne l'accroissement de F correspondant aux accrois-
sements (26. 1) des x*.

(12) A. Lichnerowicz [2], pp. 343-350.
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Exemple. — Soit fÇx^, x^) une fonction M de classe C2, Posons

(26.2) F=/;7[^), x^)]d^

La fonctionnelle F admet pour différentielle :

dF = f^ [ô^—^-ôàf] dx^ dv + ôà/T^u)] dx^u).

M. Lichnerowicz a montré (13) que la sous-différentielle de F
est :

(26. 3) SF = ô,/^

les Sa^ étant les accroissements (26. 1) au point u.

Sous-variation d'une intégrale. — F^ désignant l'intégrale
(26. 2) posons :

(26. 4) J = f^ H[F^, ̂ (u), x-{u)} du

où H est une fonction continue de F, des x* et des x^.
Avec M. Lichnerowicz nous appelons sous-variation J de

l'intégrale J, une intégrale de la forme :

§J = r'L^Çu), x^u), ^(u)] du.
i/Uo

L étant une fonction linéaire par rapport aux Sx^, telle que l'on
ait :

A J — â J .hm ————— = 0
£^0 ÊY]

où AJ désigne l'accroissement de J correspondant aux accrois-
sements (26. 1) de o^.

La fonction H étant supposée de classe C3, M. Lichnerowicz
a démontré (14) que la sous-variation avait pour expression :

(26. 5)
§J = ? [^H(O) — d ôàH(O) + H'(0)ôà/— /W(0)1 ̂  du

où H(0) est la fonction obtenue à partir de H(F, a^, x9') en
posant F = 0 et H'(0) est la fonction des ^a, df- obtenue en

(13) A. Lichnerowicz [2], p. 346.
(14) Idem, pp. 347-349.
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annulant F dans la dérivée partielle de H par rapport à l'ar-
gument F.

Les extrémales généralisées de l'intégrale J sont par défi-
nition les courbes (C) pour lesquelles §J = 0 quels que soient
les accroissements S^ définis par (26. 1). Ces extrémales sont
les solutions du système différentiel :

(26. 6) j^àH(O) — ôaH(O) == H'^ôà/'—^àH^O).

Remarquons que ce système différentiel reste invariant si on
change simultanément H' en — H', f en — f ou H' en / et f
en — H'. Nous aurions obtenu le même système différentiel
en remplaçant la fonction H(F, ^a, x^) par la fonction :

H = H(0) + FH'(O)

obtenue en remplaçant H(F) par son développement de Taylor
du 1er ordre au voisinage de F == 0, les variables x* et x^ étant
supposées fixées.

Généralisation. — Supposons données sur V, k fonctions
f^{x^ y) ht et posons comme précédemment

FA =^fA[x^), x^)] dv avec A = 1, 2, ..., k.

Soit maintenant une fonction des k fonctionnelles F^ des ^a,
des ^a, Al. Posons :

J=f^îî[F\ ^(u), x^u^du.

Des calculs analogues à ceux de M. Lichnerowicz [Lich. (2),
pages 347 à 349)] montrent que la sous-variation de cette
intégrale a pour expression :

SJ = F [ôaH(O) —^ ôàH(O) + 0^(0)0^—/^AH^I S.̂  du.

Les extrémales généralisées de l'intégrale J sont les solutions
du système différentiel :

(26. 7) j^àH(O) — ô,H(0) == 0^(0)0^— /^Al^O).
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27. — Algèbre différentielle non holonome et extrémales
généralisées.

Fonctions non holonomes. -— Soit U un domaine de coor-
données locales de Vn+i, p^U le domaine correspondant de W.
Au voisinage de tout point x de U considérons un ensemble
de chemins différentiables joignant x à tout point voisin x9.

Soit f(x, y) une fonction Ai définie sur U Posons :
r^ dx^F = j f(.^ y)du avec ya = "rfu

l'intégrale étant calculée le long du chemin xx\
Au chemin xx' de V^-n correspond par p~~1 un chemin zz'

de W et l'on a :
(27.1) F = /;yWl(^ y) dx\

Soit maintenant L une fonction définie dans ï), AI, qui au
point z9 de coordonnées x^, y^ a une valeur dépendant de F
que nous désignerons par L(F, x\ y'). Supposons L conti-
nûment différentiable par rapport à l'ensemble de ses argu-
ments et désignons par L(*r, y) la limite de L quand z' tend vers
z le long de Parc z'z.

Posons
X'9- = x9' + A^, y9' == ̂  + A^

et
Y] = max (lA^j, jAi/1!) pour a = 1, 2, ..., n + 1.

La différence AL == L(F, x\ y') — L(a;, y) peut se mettre
sous la forme :

(27. 2) AL = L'F + ô^LA^ + ô^LA^ + ̂
où L' est la limite de la dérivée partielle de L par rapport à F
quand z' tend vers z, £ une fonction de zf tendant vers 0 quand
Y) tend vers 0.

D'autre part z' étant suffisamment voisin de z,
F = ôà/*(^, y) A^ + £'Y) où £' -> 0 avec Y).

Finalement nous pouvons mettre AL sous la forme :
(27. 3) AL = (ô^L + L'ôà/*) A^ + ôàLA^ + £"Y)

avec ^ tendant vers 0 quand Y] tend vers 0.
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A l'expression trouvée pour AL nous sommes amenés à asso-
cier l'application linéaire de l'espace vectoriel tangent en z
à W sur R, définie par :s,

(27. 4) (ô^L + L' ô,/") dx^ + ôàL dy\

Cette forme linéaire sera notée dL et sera par définition
une différentielle non holonome de la fonction L{x, y); nous
dirons aussi que l'ensemble : L{x, y), dL définit une fonction
différentiable non holonome L de U

Sous une forme plus condensée nous avons :

(27. 5) dL = dL + L' df.

Cette expression de dL nous amène aux définitions suivantes
des dérivées partielles d'une fonction non holonome L :

ôJ.=ôaL+ L'ôà/;
ôaL = ôaL.

Remarquons que la différentielle extérieure de dL n'est
pas nulle. On a en effet :

d(dL)==d2L=d(Lfdf).
mais

(PL=d(d2L) =0.

Formes non holonomes. — Soit une forme différentielle ®
définie sur ^ ou W dont les coefficients en z' voisin
de z dépendent de F. Soit d'abord une 1-forme définie par:

03 = a^ dx^- + 5<x dy^.

Posons par définition qu'au point z

drs = ddy, A dx^ + dîa, A dy^.

Si nous désignons par a^ b^ a^ b^ œ les limites respectives
, -. T ôaa ô5a i ^<1® aaî ^a? „? ? .p ^ Gî quand z tend vers z nous obtenons :

(te = da^/\dx9- + db^^dy^ + df ^{al^dxv' + fea^)

ou

(27.6) du5=dw+df/\^.
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Par définition nous dirons que dus est la différentielle extérieure
de la forme non holonome G3 égale localement à la forme <o.

Les mêmes considérations amènent à associer à une p-forme
non holonome GJ, définie sur Ï) ou W, c'est-à-dire à une forme
dont les coefficients en z' voisin de z dépendent de F, une
p + 1 forme

dîQ == dw + df/\^

appelée différentielle extérieure de la forme non holonome C5.
Si ©1 et Gîg sont deux formes extérieures de degrés respec-

tifs pi et pa, ï^ti holonomes par rapport à la même fonctionnelle
F, nous avons :

d(îQ^ + ̂ 2) == ̂ i ~h dïQ^
d{^ A cjg) == ̂ i A 052 + (— 1)^1 A drs^

Ces formules sont des conséquences immédiates de (27. 6).

Système extrémal d^une forme non holonome.
Par définition le système extrémal d'une forme non holo-

nome CJ est le système associé de sa différentielle extérieure
des. Considérons par exemple la 1-forme semi-basique

© = ôaE(F, x, y) dx"

où L est une fonction hl définie sur U Nous avons :

dis = d(^L dx^) + dVAôàL' dx^
ou

(27.7)
dis = ôà^L dy^ A dx9- + 1 (ô^L — ôpàL) ̂ a A dx^

+ y (ôà^^L' —ô^ôàL') dx^ A ̂ .

Le système associé de dus est formé par les équations :

(27. 8) ( OàpL dy^ — (ôaftL — ôgàL) ̂ P = (ô^âL — ô^ôàL)^,
(27.9) (0,^^=0.

Les équations (27. 9) montrent que les solutions de ce
système sont des chemins basiques de W ayant pour projec-
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tions sur Vn+i les solutions du système d'équations diffé-
rentielles :

ôàpLd;? — (ôa^L — ôpàL)A? = (ôa/^I/ — ôp/'ôàL')^
ou

^ ôaL — ôJL = LV— fôàL'

Les courbes ainsi définies sont les extrémales généralisées
de l'intégrale :

J=J^L(F, x, x)du

d'où le théorème :

THÉORÈME. — Les extrémales généralisées de Vintégrale
J == J^ L(F, x, x) du sont les projections sur V^ des solutions
du système extrémal de la forme :

© = ôàE (F, x, y) dx":
Généralisation.
Supposons maintenant qu'on se donne k fonctions définies

sur V, hi f\x, y) avec A = 1, 2, ..., k.
Avec les notations du début de ce paragraphe posons :

FA == f^'f^x} du = ,C ̂ (^ y)dx^
Soit L une fonction des k fonctionnelles FA et des 2n + 2
variables x^y y^ hi.

Désignons par L la limite de E quand z' tend vers z.
Par définition nous appelons différentielle de la fonction

non holonome L la 1-forme

(27.10) dL=dL+dfA^L

où ÔAL est la limite quand z' tend vers z, de la dérivée partielle
de L par rapport à F^

Soit maintenant une p forme quelconque dî définie sur *ï)
ou W dont les coefficients en z' sont des fonctions des F^
Nous appelons différentielle extérieure de cette forme la
p + 1 forme définie au point z par

(27. 11) dî3 = <fo) + d^AôACo
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avec

co=limGï et ÔACo=lim-^
^2- 2'^2ÙF^

Si ©1 et Gîg sont deux formes extérieures définies sur V ou W,
de degrés respectifs pi et pg, non holonomes par rapport aux
mêmes fonctionnelles F^ nous avons comme conséquences
immédiates de la définition (27. 11).

rf(oji 4- GÎ^) = ̂ i 4- ^©25
d{^ A ©2) = rfoji A 0)2 + (— 1)^ (oi A Aô2.

Considérons en particulier la forme
© = ôJ^F^ a;, y) rf^.

Sa différentielle extérieure est
dus = dw + ̂  A d'ÔAL.

Le système extrémal de © qui est par définition le système
associé de dus est analogue au système des équations (27. 8) et
(27. 9). Ses solutions sont des chemins basiques de W se pro-
jettant sur V^-i suivant les solutions du système :

(27.12) ^ ô,L — ô,L = ô^L ̂  — ̂  Ô,AL.

Ces projections sont les extrémales généralisées de l'intégrale :

J=/;T(F^,^)A,.

28. — Espaces de Lichnerowicz (15).
Reprenons les notations des § 25 et 27. Considérons une

fonction non holonome E(F, z) avec F == P ^àf{x, y) dx"- et
telle que L = L(0, z) soit une fonction définie sur ï), AI.

Proposons-nous de définir sur V^+i une connexion linéaire
de directions qui pour f = 0 se réduise à la connexion finsié-
rienne attachée à L, et telle que les géodésiques de V^ rela-
tivement à cette connexion soient les extrémales généralisées
de l'intégrale

J=^L[(F,z(u)]du.

(16) A. Lichnerowicz [2], pp. 352-362.
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Comme pour les espaces S-FinsIériens, posons
œj| == b^ dx^ + c^ dyî

par rapport au corepère de T? défini par les 2(n + 1) formes
dx9', dy^ et ^= r^^ï+ c^eï
par rapport au corepère de T? défini par les 2(n + 1) formes
dx9- et O01 == Vy».

La forme de connexion a) étant supposée définie sur W, les
b et F sont ÂO, les c et C Â(— 1) et nous avons identiquement :

w = w = °-
Les dérivées pfaffiennes d'une fonction G{x, y) relativement
au corepère dx^y 601 s'expriment en fonction des dérivées par-
tielles de GÇx, y) par les formules (25. 4) et (25. 5). Si îî est
une fonction non holonome (3 == G(F, x, y) nous avons :

(w S^ = ôaG — ^^îaôPG = ôaG + G'V—yT^ôpG,
VAÔ-1 ' ;S,tî-ôàG-^T^G.

Prenons comme tenseur métrique en z^x^, î/a) le tenseur de
composantes non holonomes :

ga? == ôàp(,-L2) == ôàp(— L2)^ g^p
^^ / A 2 /

tel que ô^gap = ô^gap + gap^f,
ôtgap = ^gap

les notations étant celles du paragraphe précédent.
Pour que la connexion linéaire de directions définie par co

soit naturellement associée à une connexion euclidienne de
directions définie sur V^i par le tenseur gap? il faut et il suffit
que Vgajâ = 0 c'est-à-dire que :

(28. 2) dg^ — (o^p — <4gxa == 0.
Explicitons par rapport au corepère {dx"-, 601) ; nous obtenons
.(28.3) r^+r^==s^,

(28. 4) T^ + Tp^ = §fgap.
Considérons maintenant la forme de torsion :

^ = œjAArP = -^S^^A^Ï—T^^AOY
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avec
s^==-(rj,-r?p
T'a _ pa
1 Pï "" -Pï-

Imposons à la connexion (o d'être spéciale au sens de
M. A. Lichnerowicz. Les tenseurs de torsion doivent alors
vérifier les conditions :

(28.5) lo S^=0,
(28.6) 2o T^==T^.

Les conditions (28. 5) entraînent que les coefficients F^ sont
symétriques par rapport aux deux derniers indices.

Les conditions (28. 6) et (28. 4) nous donnent
4

T<x^ === C<xpY == -^- ̂ gap

soit avec le même raisonnement que pour établir (25. 13)

T 1 .lapY=y^galâ

le tenseur Tapy est donc complètement symétrique.

Calcul des coefficients Fapy.
Les coefficients F sont déterminés par le système suivant :

< r<x(^ + Fpay = ^gap?

( t\^ —— ray? = 0.

Nous en déduisons que

FapT = [Pï, a]6

les [^, a]5 étant les symboles de Christoffel en dérivées pfaf-
fiennes.

Explicitons à l'aide des formules (28. 1)

(28. 7) §,g,p = ô^p + gW- 2^r^T^p.
Nous obtenons, en posant ;

(28.8) S^=^-(g^ô^+ êW-gpvV),

(28.9)
fapï == [Pï, a] - yW^ + Î T^ - F^T^) + ̂ .



68 JOSEPH KLEIN

Posons :

VW^ a] = 2G, = ô^1!^ - ôaf-|-lA
\ z / \ z /

Calculons yPy^Sapy. Comme la fonction f est supposée hl
et que -7- gapî/0^ = LL/ nous obtenons :

2i

yW.^ = /•ô.(LL') - (LL')^f== f2^
en posant

^^ (/"^O).

Nous en déduisons que :
yWp, = y^EPï, a] + y^^

= 2Go, + /^à?.
Il est remarquable que le second membre soit égal à 2G<x défini
par

2Ga=ôJ lL2V-ôY lD\
\^ / \^ /

En effet :

îJ^L2) = ôxf1^) + LL'ÔX/-
\^ / \^ /

et
2Ga = 2Ga + ô^LL'ô^)^ — LL'ôà/*

=2Ga+ôà(LL')/ t—LLV
car

ôàx^ = 0.
Nous terminons les calculs comme au paragraphe 25; il

suffit d'ailleurs de remplacer dans les résultats obtenus LXa par
—/^y.

Nous obtenons ainsi :

Fap, = [Pï, a] - (T^ô^ + T^ô^-Tp^a^) + 2,p,
ou
Fap, == r,^ + ̂ ^^(T^T^ + T^pTÇ, - T^T^)

- ^(S^TÏp + ̂ pTÇ, - Ï^,T^) + S .̂

Dans cette dernière expression F^ représente le coefficient
analogue pour la connexion finsiérienne définie par L.
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Les F ainsi définis sont les coefficients F* de la connexion
intermédiaire de A. Lichnerowicz. On vérifie qu'ils sont
symétriques par rapport à leurs derniers indices.

Dérivation coloriante.
Soit X un champ de vecteurs restreint défini sur ^ ou W;

les composantes Xa sont alors des fonctions des a^, y9' homo-
gènes par rapport à ces dernières variables. Dans ces conditions
nous avons

VX01 = dX^ + (OJXP.

Supposons maintenant que X soit un champ de vecteurs non
holonome c'est-à-dire que ses composantes X01 en un point
z' voisin de z soient des fonctions de L et par conséquent de F.
Sa différentielle absolue est alors définie par

VX^^+^XP

ou dX01 est la différentielle de la fonction non holonome X01

Les considérations précédentes s'étendent immédiatement à des
champs tensoriels quelconques, holonomes ou non.

Géodésiques.

Posons l^ = Hz- et ?a = ôat. Les géodésiques de l'espace
L

étudié précédemment sont définies par :

ZL'-^T^M-O
du~du+i^iy v

ou par

^^«-.rp,^==o.
du du p T ~

Or

iw^ == iw^ + w^-
Nous avons d'abord :

SpAT=-|-(gp,V+gp,ô^-g^ôp/>)^ï=L'ôà/;

i=^+^^^==^+b«L/^=^+^L/
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Finalement les géodésiques de l'espace considéré sont
définies par

^g _ ^g i v^ T / T / >. f C\
^u-'du^^ -LV=0

ou par

^ ôàL — ô^L = L' ÔA/* — f^L\

Ces géodésiques sont bien identiques aux extrémales géné-
ralisées de l'intégrale

J=J^L(F, z(u))du.

L'espace ainsi construit satisfait bien aux différentes condi-
tions que nous lui avons imposées.

Généralisation.
Considérons une fonction non holonome de plusieurs fonc-

tionnelles I^F^ z) avec

^=f^^ y^dx^f^^ où A=l ,2 , . . , / c ,

telle que L == L(0, z) soit une fonction définie sur V, AI.
Il est aisé d'étendre les considérations précédentes en

définissant sur Vn+i une connexion linéaire de directions telle
que les géodésiques de V^i relativement à cette connexion
soient les extrémales généralisées de l'intégrale

J= PLEF^ z(u)]du.
*/Uo

II suffit de remplacer dans les formules obtenues Sagv
par

^
^ == -2- (^Aga^f1 + ÔAga^tf1 —— ÔAg^ôàf1)

et 2îîa par
2Ga = 2G^ + ^(Lô^L)^ — L^L^f\

Nous désignerons dorénavant par espaces de Lichnerowicz
ou espaces Ï des espaces du type précédent;

un espace ^i correspondra à une fonction L non holonome
par rapport à une seule fonctionnelle F,

un espace ^ correspondra à une fonction L non holonome
par rapport à k fonctionnelles FA.



DEUXIÈME PARTIE

APPLICATIONS MÉCANIQUES

CHAPITRE V

Systèmes dynamiques à liaisons holonomes.

29. — Équations de Lagrange.
Soit un système dynamique (S) non conservatif, à liaisons

holonomes, bilatérales parfaites, admettant n degrés de liberté.
Désignons par V^-i son espace-temps de configuration.
Supposons que la configuration de (S) soit définie par les

paramètres a^ où /c === 1, 2, ..., n. Les paramètres xk et le temps
( définissent un système de coordonnées locales pour Vn+i.
Posons

//^•fc,̂  _ ax
Jb —— -

dt

et soit Ï le lagrangien du système (S) pour les paramètres x1'.
Les trajectoires de (S) dans V^i sont définies par les n fonc-
tions ^(t) solutions des n équations de Lagrange :

(29.1) j|^-ô^==Q,.

Les Qfc sont des fonctions déterminées des x\ des a/1 et du
temps (.

Posons maintenant : a;"4"1 = (.
Un système de coordonnées locales d'un point x de Vn+i est

alors o^, où« == 1, 2, ..., n, n + 1.
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(Dans la suite un indice latin pourra prendre les valeurs
1, 2, ..., n$ tout indice grec les valeurs 1, 2, ..., n + 1.)

Soit u un paramètre réel arbitraire; posons

d'où
x9- == dx^fdu

x^ = x^x^.

Les trajectoires du système dynamique (S) dans Vn+i sont

alors définies par des fonctions x^Çu) solutions d'un système
d'équations différentielles déduit classiquement de (29. 1) (16).

Posons L(a;°S x^) = Ï{x^, x^x^x^1.
L qui est Â(l) est par définition le lagrangien homogène

de (S). Nous en déduisons

ô^L = ô^ et ô îL == Ï — x^Ï = — 3ë,

96 désignant l'hamiltonien correspondant à Ï.
Les équations (29. 1) se mettent alors sous la forme :

(29.2) J^L — ô,L = Q^+1

ou, avec les notations du § 18
P^L) = Xfc en posant X^ = Q^1.

De l'identité :
P^L)^ E== 0

nous déduisons :
P^(L)^1 == - P,(L)^ = - X^^

ou
(29. 3) P^(L) = X,^ en posant X,^ = — Q^

Finalement les fonctions ^"(u) sont solution du système des
équations de Lagrange relatives au lagrangien homogène L :

(29. 4) P^(L) = — Ô&L — ô^L = Xa.Âu
Les Xa qui sont des fonctions des x^ et des x9' sont homogènes

(le) A. Lichnerowicz [2], pp. 375-376.
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et de degré 1 par rapport à ces dernières variables (AI) et telles
que

X^ESO;

Ce sont les composantes d'un vecteur appelé vecteur force
généralisée. Les n + 1 équations (29. 4) n'étant pas indépen-
dantes, on pourra se donner arbitrairement l'une des fonctions
^(u), les n autres seront alors déterminées en général par
les équations (29. 4). Rappelons que la (n+l)^ équation,
l'équation

Pyi+l(L) == X^i

s'écrit encore sous la forme
d3f) ôL /^ .r.
•Ju-U^-^

ou, en posant t = u
d96 . ÔÏ r\ /k—+ —= Q^ .
dt ô( '

Cette équation traduit le théorème bien connu de Painlevé.
Les équations de Lagrange ainsi obtenues ont une forme indé-
pendante de tout repérage particulier adopté pour l'espace-
temps de configuration.

30. — Notion de tenseur force généralisée.
Comme dans la première partie nous désignerons par ^

l'espace fibre des vecteurs non nuls tangents à la variété
différentiable V^i, par W l'espace fibre des directions orientées
tangentes à V^i; l'espace W est désigné en Mécanique par
espace des états, ou espace temps d'extension en phase.
Considérons la forme « travail élémentaire ».

CO == Xa dx^.

Cette forme est une forme semi-basique Al définie sur U
Par l'opérateur d nous lui faisons correspondre une 2-fornae
semi-basique AO, définie sur W :

rfco == 1 (ôàXp — ôpXa) dx^- A dx9.

Les coefficients de cette forme sont les composantes d'un
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tenseur restreint ÂO, antisymétrique, deux fois covariant.
Nous désignerons dans la suite par tenseur force correspondant
à la force généralisée de composantes Xa, le tenseur de compo-
santes :

Sap=|-(ôpC.——ô,Xp).

Ces composantes sont telles que :
1° S^A? = X^.

En effet :
ôpX^P == Xa

car les Xa sont ht et d'autre part
Xp^ = 0

entraîne par dérivation partielle :

ôàXpA? = — Xp.

La forme dw == — Sap dx^ A <te? étant d fermée, nous avons les
identités :

^àSpv + ^pS^a + ̂ ^P == ^'

2° Si les Xe1 sont linéaires par rapport aux composantes x^
de la vitesse, les Sap sont indépendantes des x\ dans l'espace Ta.
tangent au point x à V^+i le vecteur force X correspondant à
un vecteur vitesse donné V(^) se déduit de ce dernier par la
transformation linéaire définie par la matrice ayant pour
éléments les Sap(aî).

Interprétation géométrique des équations de Lagrange.

31. — 1° Dans un espace de Finsler.
Supposons la variété différentiable V^i munie de la mé-

trique finsiérienne :

ds == L^, x^) du.

Supposons d'autre part que la fonction L conduise à un
problème variationnel régulier c'est-à-dire que la matrice
[|ôàftL[| soit de rang n sur U Le système dynamique (S) sera
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alors dit régulier. Soit (T) une trajectoire quelconque de ce
système $ en un point arbitraire x de (T) un vecteur unitaire î
de la tangente à (T) a pour composantes :

x9'
Ie' = y- OU ^ == Ô&L.

Les premiers membres Pa(L) des équations de Lagrange sont
les composantes du vecteur dérivée covariante de l par rapport
à u. Les équations (29. 4) prennent donc la forme :

(31.1) ^X.
du

Vf
du

OU

X

Prenons comme paramètre u l'arc s de (T) $ les composantes du
Xvecteur force généralisée sont alors --a et les premiers membres
-Lj

des équations (31. 1) sont les composantes du vecteur courbure
de la trajectoire (T) en x :

V Î _ ^ - X ^
ds-R-^9 Ï""-

D'où le théorème :

THÉORÈME. — Dans l'espace de Finsler défini sur V espace-
temps de configuration Sun système dynamique (S) par :

ds = L^, x9') du

où L est le lagrangien homogène de {S}, les trajectoires sont les
courbes de cet espace telles qu'en tout point le secteur courbure
soit égal au secteur force.

Cas particulier. — Si le vecteur force est nul en tout point
de "Vn+ij ^es équations de Lagrange s'écrivent sous la forme

^o
du

et expriment que les trajectoires sont les géodésiques de
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l'espace de Finsler associé au système dynamique. Ces trajec-
toires sont les extrémales de la forme

<o = ôaL dx^
ou les extrémales de l'intégrale

I = p L^, x^ du.
Juy

(Principe d'Hamiïton sous sa forme générale.)
Il est équivalent de dire que ces trajectoires sont caractérisées
par l'existence de l'invariant intégral relatif d'E. Cartan :

fbàL dx\

32. — 2° Dans un espace S-FinsIérien.
Considérons l'espace S-FinsIérien (§ 25) défini sur V^i

par la donnée de la fonction scalaire L^", x^h 1 et par le
tenseur restreint h 0 Sap.

Rappelons qu'un espace S-FinsIérien ne diffère d'un espace
finsiérien que par la convention suivante :

r^—[^p==Sp^
les r§.y étant définis par les formes de connexion :

<oj = F^ dxï + C^Vyï
avec î/ï === x^.

Le système différentiel des géodésiques est :

^ôàL—ôJ.=S^==X^.

Il en résulte que les trajectoires du système dynamique
S(L, Sap) sont les géodésiques de l'espace S-FinsIérien défini
par L et Sap.

Ces trajectoires sont aussi les S-extrémales (§ 24) de l'inté-
grale

/*B(
1 == f L{x, x) du.

Rappelons qu'une S-extrémale de 1 est la projection sur V^i
d'un chemin basique de W défini par :

x-=x^u), y^^^^
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pour lequel 1 est extrémum, les chemins voisins étant définis
par :

^ == ^(u) + ̂ (u) ; ^ = y^u) + ây^u)

avec S^ arbitraires sauf en XQ et x^ où ils sont tous nuls et

^ = ^ § ^ + LSS&rP.
(ZLA

Le théorème ainsi obtenu est une généralisation du théorème
d'Hamilton relatif aux systèmes dynamiques conservatifs
(cas où Sap == 0).

Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME D'HAMILTON GÉNÉRALISÉ. — Les trajectoires (Sun
système dynamique S(L, Sap) sont les S-extrémales de l'intégraler
JUQ

L du.

33. — 3e Dans un espace de Lichnerowicz.
Considérons la forme

Çl=^^dx<t/\dx^.
L

Posons if- === X9' et associons à Q la forme

^-l-Sap^A^/P

dans laquelle les variables X9' sont supposées fixées. Comme
rfû = 0 nous en déduisons que diî === 0.

Supposons la forme iï de rang 2r. Appliquons le théorème (17) :
Toute forme quadratique extérieure, fermée, de rang 2r,
peut se mettre sous la forme :

dîï^/\dK^ (avec A == 1, 2, ..., r),

les fonctions HA et K^ constituant un système d'intégrales
premières indépendantes du système caractéristique de cette
forme.

Nous en déduisons que Q peut, sur un voisinage U de ^
se mettre sous la forme :

Û^HAA^K^

(17) E. Cartan [2], pp. 119-120.
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Le système associé de 0 étant homogène par rapport aux y9'
les intégrales premières HA et K^ sont des fonctions À; la
somme de leurs degrés d'homogénéité étant deux nous pou-
vons supposer HA et K^ AI; s'il n'en était pas ainsi on intro-
duirait une fonction fh de degré convenable et d fermée, d'après
l'identité :

dH A dK == d{îlf) A d (K}.
Nous obtenons alors :

S.p == ôaHA ôĵ  — ôàK^ Ô^HA
et

Xa == S^8 === K^HA — HAÔàK\
Les équations de Lagrange du système dynamique S(L, Sap)
montrent que les trajectoires de S sont les extrémales géné-
ralisées de l'intégrale :

J = f^ [L(rr, x) + K^ f^ HA ̂ ] du.

Ces trajectoires sont (§ 27) les projections sur V^ des extré-
males de la forme non holonome :

ou
co^L+d'K^'dHA

^==dL—dîî^f^dK^

z{x, y) et ^{x\ î/') étant deux points voisins de W. Ces trajec-
toires sont aussi les géodésiques de l'espace ^ défini par la
fonction non holonome

L==L(^ x)+ K^rfHA
c'est-à-dire par les 2r + 1 fonctions : L, K^, HA.

Cas particulier des espaces ^ (18).
Pour que r == 1 il faut et il suffit que la forme

Q=^-^dx(t/\dx^
2i

soit décomposable ou soit monôme. Pour qu'il en soit ainsi,

(18) J. Klein [11.
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il faut et il suffit (18) que les coefficients Sap vérifient les rela-
tions :

SapSy5 "̂  ^afSsp + SO^SPY = 0-

Dans ces conditions on peut trouver deux fonctions H et K AI
telles que localement l'on ait :

Q = r f H A d K .

Nous avons alors :

X^ = KôàH — Hô,K = K^à" (K^O).
IY

Les trajectoires du système dynamique correspondant sont
alors les géodésiques de l'espace Ïi défini par les 3 fonctions
M : L, K et H.

Exemples. — 1° Supposons qu'il existe un potentiel des
vitesses c'est-à-dire que les Q^ soient de la forme :

Q, = ô^U(a-, X"1).

Remplaçons dans U, a/7" par x"1!^1', la fonction U ainsi
obtenue étant hO nous avons l'identité :

ôàU^ == 0.
Or X, = Q^714-1 = {x^W

donc X^ = — Q^ = (̂ .̂-lU.

Pour tout a==l , ..., n + 1 nous avons donc

X, == (Ara+l)2ôàU.

Les trajectoires du système dynamique considéré sont alors
les extrémales généralisées de l'intégrale :

^n^^1^11^1^
ou les géodésiques de l'espace ^i défini par le lagrangien L
et les fonctions K = A"4-1, H = U^1.

Dans ce cas rentre en particulier celui où les Qi sont indé-
pendants de la vitesse: il suffit de poser U === Q^ rc'^; on en
déduit que K = A7^1, H = Q^.

(18) E. Cartan [3] page 18.
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2° Plus généralement supposons que :

Q. == fW
f et U étant deux fonctions des xï{, t et a/\

Les calculs précédents montrent alors que :
X^ = {fx^W.

Les trajectoires du système dynamique correspondant sont
alors les géodésiques de l'espace Ï^ défini par le lagrangien L
et les deux fonctions :

K = fx^1 et H == UA"+1.

3° Supposons que nous ayons :
Q, == R,{x\ t) + S^(x\ t)^

avec

Posons
Sfcm — —— S^fc.

RA == S^, n+i == —— 8^4.1^ fc.

D'où
X, == S,̂  et X^i = — Q^ = — R^ == S,̂ , ̂ a.

Donc quel que soit a = 1, ..., n + l? nous avons
Xa = S^P

où Sap en un tenseur sur Vn+i.
Pour que l'espace de Lichnerowicz correspondant soit de

type 2?i il faut et il suffit que :

SapS^ + S^Sgp + SasSj^ = 0,

c'est-à-dire que le tenseur Sap soit un bivecteur. Il existe alors
deux champs de vecteurs de composantes covariantes fyix)
et ga^) telles que localement :

§0? = /agp —— ga/p-

L'espace ^i correspondant est défini par le lagrangien L et
par les fonctions :

H == f^ et K = g^x\
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34. — La 2-forme fondamentale Q.
Lorsque le tenseur force d'un système dynamique est nul,

nous avons vu (§ 16) que le système des équations de Lagrange

Pa(L)=0

est le système extrémal de la forme
<o = ôaL daf-

c'est-à-dire le système associé de la 2-forme
Ao = d(^L) A dx^.

Soit maintenant un système dynamique S(L, Sap •==f=- 0) et
considérons la 2-forme :

(34.1) Q == d(^L} A dx^ + 1 Sap d^ A dx^.
2j

Le système associé de Q est formé par 2n + 2 équations
de Pfaff

f34 2^ ;-^(L)+S,p^==0(34•2) i ôàpL^=0
TC-ï

avec
^(L) = ôàpL ^P + (ôàpL — ô^L) ̂ .

Le système dynamique étant supposé régulier la matrice
||ôàôL[| est de rang n; nous concluons alors comme au § 16 que
le système (34. 2) définit des courbes basiques de W dont les
projections sur V^+i sont les solutions du système :

p /y \ _ ̂ (^ _ S û-rP _ Yla^; -— T — ^a^ — ^a

c'est-à-dire les trajectoires du système dynamique considéré;
d'où le théorème :

THÉORÈME. — Les trajectoires du système dynamique S(L, Sap)
sont les courbes intégrales du système associé de la 2-forme:

Q=d{^)^dxa+iS^dx(i/\d^.2i

forme dans laquelle nous supposons que: x9' = dx^fdu.
6
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Conséquences. — Les trajectoires du système dynamique
S(L, Sap) sont caractérisées par la propriété d'admettre la
relation intégrale d'invariance engendrée par la forme Q.

Si Î5 est un tube engendré par une suite continue fermée
de trajectoires de S limitées par deux courbes fermées homo-
topes entourant ce tube, nous avons :

(34.3) f^=09

De cette propriété nous allons déduire une relation fondamen-
tale généralisant directement le théorème de Cartan relatif
à l'invariant intégral relatif f^yL dx9' et due aux notations
près à M. Lichnerowicz (19).

35. — Théorème de Lichnerowicz.
Soient dans V espace-temps de configuration Vn+i d'un

système dynamique S(L, Sap) deux chemins fermés^ homotopes,
Co et Ci entourant un même tube de trajectoires; la différence
des circulations du vecteur vitesse ôaL le long des cycles Co et
Ci est égale au flux, à travers la portion de tube de bord
Co—Ci, du tenseur force généralisée Sap :

f ôaL àx9' — Ç ôàL dx9' = ÇÇ 1 ^dx(t/\dx^.
^c, Je, JJ^ 2 r

Les x9' intervenant dans L et Sap sont les composantes en x
du vecteur vitesse tangent à la trajectoire passant par x.

l3'® démonstration. —Considérons dans Vn+i deux chemins
fermés Co et Ci homotopes, entourant le même tube de tra-
jectoires 6. Soit Si la 2-chaîne de support C et de bord Co —Ci.

Posons :
(o == ôaL dx"-.

Nous avons, en appliquant le théorème de Stokes :

f œ — Ç co = Ç dw.
J0» ^Ci J^

Or d'après (34. 3)

F (d^ +4-^0 dx^ A dx^\ = 0.
J^ \ 1 )

(19) A. Lichnerowicz [1], pp. 8-10.
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Nous en déduisons la formule que nous nous proposions de
démontrer :

(35. 1) f ôàL dx^ — f ôaL d^ = Ç -^Sap dx^ A
Je, Je, Ju i

dx^.

2e démonstration (20). — Soit XQX^ un arc de trajectoire de (S)
dans Vn4-i, XQ et x^ correspondant respectivement aux valeurs
UQ et Ui du paramètre u. Considérons l'intégrale d'action :

1= r'Ldu
J"o

évaluée le long de Parc XQX^.
La variation Si de 1 correspondant à des Sx"- arbitraires en

tout point de XQX^, extrémités comprises, et à

^ a ^ ^ a

du

est donnée par la formule classique :

(35. 2) ai = [ô,L S<jS; — f^ Pa(L)&rî du

ou, d'après les équations de Lagrange

(35. 3) SI = [^LSx^—f^ Xa â^u;

comme Xa du === Sap x^ du = Sap ci ,̂ nous avons :

(35. 4) SI = [ôaL S^]^ —^1 S^p ̂ a ̂ ?.

Intégrons les deux membres de (35. 4) sur la suite continue
fermée de trajectoires définissant t^; nous obtenons:

Ç^Ldx^— Ç^dx^= CÇ -Ï-S^d^^d^.
Je, Jco JJ^ ^

De cette relation nous déduisons, comme précédemment, par
application de la formule de Stokes :

FF (d^L A à^ + 1 S^g dx^ A dx^ == 0
JJ^\ 1 1

(ao) A. Lîchnerowicz [1], pp. 8-10.
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Nous avons ainsi démontré directement que la forme

û = rf(ôaL) A dx9- + 1 Sap ̂ a A dx^
2i

définit une relation intégrale d'invariance pour les trajectoires
de (S).

36. — Cas où la forme û est fermée.

Soit Q == d(ôaL dx^ + 1 Sap ̂ a A dx^.
Nous en déduisons :

(36.1) ^Q=—K^^aA^A^ï+ lô^Sap^aA^A^T
avec

K-apy == ôaSpy + ôpS^a + ^SaR.

Pour que rfQ === 0 il est nécessaire et suffisant que :
1° ô-ySap = 0 quels que soient a, (3, y, c'est-à-dire que le

tenseur Sap soit indépendant des x.
2° Kapy == 0 c'est-à-dire que Sa? soit localement un tenseur

rotationnel.
II existe alors un champ local de vecteurs A, de composantes

covariantes Aa, tel que :
(36. 2) Sa? = ôaAp —— ôpAa.

Nous désignerons A par potentiel-vecteur du système dyna-
mique S(L, Sap). En remarquant que dans ces conditions

(36. 3) Q = rf(ôaL dx9- + A^ dx^)
nous pouvons énoncer le théorème :

THÉORÈME. — Pour que la 2-forme fondamentale Q Sun
système dynamique S (L, Sap) soit fermée^ il faut et il suffit que
le tenseur Sap dérive d'un potentiel vecteur A (Aa) dont les compo-
santes sont indépendantes de la vitesse c^est-à'dire que

Sap(^) = ôaAp —— ôpAa.

Les trajectoires du système dynamique sont alors caracté-
risées par l'existence de l'invariant intégral relatif défini par

œ == (ôàL + Aa) dx9'
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c'est-à-dire sont les extrémales de l'intégrale

ï=r\L+A^)du.
Jv,o

Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de l'espace de Finsler
défini sur l'espace-temps de configuration V^.i par la fonction :

L + A^.

37. — Exemple: Tenseur « force centrifuge ».
Considérons un système de N points matériels M/c de coor-

données Xfc, Y^, Z^ par rapport à un repère orthonormé (R)
de l'espace euclidien Eg. Supposons que le repère (R) soit en
mouvement par rapport à un repère orthonormé (Ro)$ soient
a', 6', c' les composantes sur (R) du vecteur vitesse de son
origine, p, ç, r les composantes sur (R) du vecteur instantané
de rotation de (R) par rapport à Ro.

La force vive absolue du système de points M^ est alors :

2T, = | m,[(X, + a' + qZ, - rY^

^(Y, + V + rX, - pZ^ + (Z. + c + pY, - çX^]

alors que la force vive relative est réduite à :

2T, = S m,(X,2 + Y,2 + Z;?).
fc=i

Supposons que le système considéré admette n degrés de liberté
x\

La force vive relative et la force vive absolue ont des expres-
sions de la forme :

2T, = a^x^
2T, == ayrW + W + c

où les Oy, &» et c sont des fonctions des xk et du temps.
Supposons qu'à l'instant ( le repère R coïncide avec le repère

fixe Ro.
Les équations de Lagrange relatives à Ro sont alors :

(37. 1) ^ (a^) - ô '̂̂  == Q,.

Q, désignant la ième composante du vecteur force généralisée.
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Les équations de Lagrange relatives à R sont :

(37. 2) ^ (a^-) - ô '̂̂  = Q, - ̂  &, + ô^ + c).

Les termes supplémentaires qui apparaissent au 2e membre :

(ô^-ô^+ôiC+§
ô£

représentent l'ensemble des forces d'inertie ou « centrifuges ».
Passons au formalisme homogène en posant x^ = t,

S = T^"4'1. Les équations (36. 5) deviennent alors (§ 29) :

j^à© — ô,S = X, + (ôayp — ôpya)^

en posant y; == b^ et ç^ == c.
Le tenseur ôa<pp — ôp^a que nous appellerons tenseur force

centrifuge dérive du potentiel vecteur (por C'est bien un tenseur
du type précédent (37. 2).

En posant L == 6 + ^yX"- les équations du mouvement sont :

—- ôàL —— Ô^L === Xa«
du

Inversement étant donné un système dynamique (L, Sap). Les
équations du mouvement sont :

—— ôaL —— ôaL = Sap^.

Nous dirons que le tenseur Sap est du type force centrifuge
s'il existe un potentiel vecteur global (pa? ne dépendant que des
x^ et non des A?, tel que

S<xp = ôayp — ôpïa-
Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que la forme

Q = d(dL} + i S ^ dx^dx^2t
soit fermée c'est-à-dire que ôaS^ == 0 et

^<xSpY + ôpS-ya + ̂ Q^ = 0.

Il en est ainsi pour le tenseur champ électro-magnétique en
Relativité Générale (§50).
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38. — Cas où Q admet un facteur intégrant.
Par définition Q admet un facteur intégrant s'il existe une

fonction différentiable f{x, x)^=-Q telle que la forme fû soit
fermée. Le facteur intégrant f est tel que :

ou
d{fû)=df^û+fdû=0

dû=—df./\û

ou

(38.1) <fâ=^9AÛ

en posant f = e"9.
Admettons l'existence de 9 et explicitons l'identité (38. 1) :

(38. 2) 1 Ka(^ dx^ A dx^ A dxï + 1 ô^Sap dx^ A ArfA d£ïb A *
= (ô^ç ̂  + ô^y < )̂ A fô^L AK? A dx^ + 1 R^p d^ A da;P^

\ ^ /

avec Kag^ == ôaSpy + ôpS^a + ^^aP et ^•ajî === ^apL——ôpaL + Sap.
En identifiant les différents coefficients des deux membres

de (38. 2) nous obtenons les trois systèmes de relations :

(38. 3) ô^ô^pL — ô^pô^L == 0.
(38. 4) ôpçôa^L — ôaÇô^L + ô^yRap = ô^Sap.
(38. 5) Rapô^y + R^ôay + R^a^y == Ka^.

Les relations (38. 3) entraînent que la fonction ç est indépen-
dante des x car s'il n'en était pas ainsi, ôàpL serait de la forme :

Aôà<pôpy

et la matrice ||ôàpL|| serait de rang 1, ce qui est absurde, le
système dynamique étant supposé régulier.

Les relations (38. 4) entraînent alors, en intégrant par
rapport à x^ où y est arbitraire :

Sap = ôpçôaL — ô^ôpL + T^{x)

les TaB ne dépendant que des variables x^.
Explicitons alors (38. 5); après réductions on obtient:

^aTpY + ôpTya + Ô/Tap = ô<x?T^ + ôpçT^a + ^Tap.
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Ces relations expriment que :

df^r Tap dx^ A dx^\ = d y / \ ( 1 T^ dx^ A dx^\
\L / \ 2 /

c'est-à-dire que la forme

e^rT^dx^^dx^
est fermée.

II existe alors localement un champ de vecteurs H^(x) de
composantes covariantes Aa telles que :

e-îT^ = ôaAp — ôpA^.

Donc si la forme Q admet un facteur intégrant le tenseur Sa@
a nécessairement des composantes de la forme :

(38. 6) Sa? = ôàLôpÇ —— ôpLôaÇ + ^(ôaAp —— ôpAa)

les fonctions ç et Aa ne dépendant que des seules variables ^a.
Inversement si le tenseur Sap est de la forme précédente;

nous avons :

e-^Q = e^ d{dL) + e-UL A rfç + d{A^ dx^) = d{e^dL + A^ dx^)

f = e^ est bien un facteur intégrant de Q.
En remarquant que les formes Q et fil admettent le même

système associé, nous pouvons énoncer le théorème :

THÉORÈME. — Pour que la 2-forme fondamentale Q Sun
système dynamique S(L, S^p) admette un facteur intégrant, il
faut et il suffit que le tenseur force ait des composantes pouvant
se mettre sous la forme :

Sap = ôaL ôpy — ô^L ôa9 + ̂ (ô^Ap — ôpAa).

<p(a?) et Aa(;r) dx^ sont respectivement une fonction scalaire
et une 1-forme définies sur V espace-temps de configuration V^.

Dans ces conditions les trajectoires sont caractérisées par
l'existence de l'invariant intégral relatif défini par :

G) = (e-^ôàL + Aa) dx^

c'est-à-dire sont les extrémales de l'intégrale :

Ï=f^{e^L+A^)du.
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Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de l'espace de Finsler
défini sur V^-n par la fonction :

e-^L + A^.

Cas particulier :
1° y = 0. Dans ce cas : Sap = ML? — ôpA^;

la forme Q est alors fermée et égale à :

rf(ôaL dx^ + Aa dx^}

ce que nous avons déjà trouvé.
2° A = 0. Dans ce cas :

Sap === ^xLôpy — ôpL ôaÇ.

Les trajectoires sont alors les extrémales de l'intégrale :

1= r'e-^Ldu.
J^o

Dans ces cas, comme dans le cas général, il existe un espace
de Finsler admettant les mêmes géodésiques que l'espace
S-FinsIérien défini par L et Sag.

39. — Équations canoniques.
Soit le système dynamique S(L, Sap) et 9 l'espace de Finsler

associé, c'est-à-dire l'espace de Finsler défini sur l'espace-
temps de configuration par :

ds == L^, X9'} du.
Posons comme au § 22

!/a = g^ avec yP === dx^du.

Au lagrangien L^, y9-} correspond alors l'hamiltonien H^, y y}
tel que :

H(o-, y,) = H(o-, g^) = HX-, y-).

Rappelons que la fonction H est M et que :

(39. 1) ôaL = — ô^H, ^ = H yîî.

Si nous prenons comme paramètre u l'arc s de trajectoire, y^
et ya sont respectivement les composantes contra variantes et
covariantes d'un vecteur unitaire tangent en x à 9.
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dx9'En posant V- == ~r~9 IOL == ^a6^ = ^àL HOUS âVOUSds *

(39. 2) L^, l^) H(^, y == 1.
Les 2n + 2 nombres a?01 et fa supposés indépendants peuvent
être considérés comme un système de coordonnées locales
d'un point z de l'espace fibre V des vecteurs tangents à Vn+i9

Liés par la relation

H(^, fa) = 1,

ces nombres x9' et fa définissent un point de l'espace des états W.
Les trajectoires dans W du système dynamique (S) sont

alors définies par des fonctions

^ = x\s}, ly, = la{s)
telles que

dx9'
ds =yîi et ^ a+ôaH=Xa.

as

Ces dernières équations sont les équations de Lagrange du
système dynamique, écrites à l'aide des variables x et Z.

En posant Xa = Sapô^H où les Sap sont les composantes
du tenseur force nous obtenons le système des équations
canoniques sous la forme

^=^(39. 3)
^a

ds
ô«H + S.pôPH,

ou encore sous la forme

[dx9'

(39. 4) ds
dl.

=ô«H,

dx^
^"ds^ds

S, ô,H.

.-i v dx9' o dx^ dx^ ^ i - ,Comme Xa-,—= 803-,—-,—=== O? nous voyons que le systèmeds ' as as
des équations canoniques admet l'intégrale première

H^°S ^) = Cte.



ESPACES VABIATIONNELS ET MÉCANIQUE 91

Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME. — Les trajectoires du système dynamique S
d'hamiltonien H ,̂ ly}, de tenseur force Sap(^, l) sont les
courbes intégrales du système (39. 3) vérifiant la condition
initiale :

H[(a")o, (W = 1.
Nous remarquons que le système des équations canoniques

est encore le système associé de la 2-forme û qui s'écrit ici :

(39. 5) Q == dl^ A d^ + 1 S,e dx9' A dx^.
2i

En effet, le système associé de Q s'obtient en écrivant que la
relation

i(Z)Q =0

est vérifiée pour tout vecteur Z tangent à W, c'est-à-dire tel
que:

i(Z) dïl = 0.
En écrivant que

ôQ ^ .ô(^H)
ô^») bÇdx^)

où ^ .ô(^H)
ô(^)~ ô(^)

et en remarquant que \ = ds nous obtenons les équations
canoniques sous la forme (39. 4).

Les n + 1 premières équations montrent que les courbes
intégrales du système associé de 0 sont des courbes basiques
de W; cela est d'ailleurs évident, d'après les résultats du § 23,
sur l'expression (39. 5) de Q.

Nous avons vu que H = C^ est une intégrale première du
système canonique; toute intégrale première F == C^ est
solution de l'équation aux dérivées partielles

0 ( Z ) F = 0

Z étant le vecteur ayant pour composantes les 2e membres des
équations (39. 1) d'où

yH ô^F + (— ô^H + X^) ̂ F = 0
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ou encore
(F, I^+X^F^

(F, H) désignant la parenthèse de Poisson des fonctions F et
H relativement aux variables x"- et la.

40. — Équations canoniques sous forme matricielle (21).

Désignons par ( — ) la matrice colonne formée par les dérivées,

par rapport à s, des X9' et l^ par (grad^ H) la matrice colonne
des dérivées partielles de H par rapport aux x9' et l^ par E,

, . / 0 I\la matrice antisymetnque l y ç, )? par J, la matrice antisy-
/§ _ i\ \— 1 b/

métrique ( )? S étant la matrice ayant pour éléments Sap,

1 et 0 étant respectivement la matrice unité et la matrice
nulle d'ordre n + 1.

Le système des équations canoniques (39. 3) se met sous
la forme

(40.1) (^)=E.(grad,H).
\as /

Comme la matrice J, est l'inverse de la matrice E^, le système
canonique se met sous la forme équivalente :

(40.2) J^)=(grad,H)

correspondant aux équations (39. 4).
Remarquons que Js est la matrice associée à la forme Q

c'est-à-dire la matrice des coefficients de

ôQ , ôQet
ô^) ô(^)

On peut aussi dire que Js est 1̂  matrice des coefficients de la
forme bilinéaire alternée f{û) associée à Q ; on a en effet :

f{û) = ww
où \dz) est la matrice ligne ayant pour éléments dx^y dl<^.
(Sz) la matrice colonne ayant pour éléments Sx*, Sl^ (dz) et

(al) Y. Thiry [2], pp. 206-212.
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(8z) correspondant à deux vecteurs arbitraires dz et &s de
l'espace T^ tangent au point z{xct', ly} à U

Dans la suite il sera parfois commode de poser : ly, === x9*
avec a* = a + ^ + 1 et de désigner par une lettre latine
majuscule un indice prenant les valeurs i, 2, ..., 2n 4- 2.
En désignant par OAB l'élément de la A^8 ligne et de la B^'
colonne de J, la 2-forme Q s'écrit alors :

(40.3) Q=la^d^^^dx^^

et le système des équations canoniques (40. 2) devient

(40.4) a^=^H.
as

41. — Changement de variables.
Considérons sur V le changement de variables défini par
(41. 1) x^ == X^)

les 2n + 2 fonctions XA étant supposées différentiables par
rapport aux nouvelles variables x^.
Par différentiation nous déduisons de (41. 1) les formules :

(41.2) dxA=^XAdxw.

Désignons par M la matrice jacobienne d'éléments XB' = ^wX^
A étant l'indice des lignes, B' celui des colonnes. Nous pouvons
alors écrire les relations (41. 2) sous la forme matricielle:

{dz} = M(dz).

La forme bilinéaire f{û} = t{dz)Js{Sz) se transforme dans

/•(Q') == WMJ,M(&s)
où ^ est la matrice transposée de M.

La forme bilinéaire /'(Û') est encore alternée car la matrice

K^'MJ^M
est antisymétrique.

Le système associé de la forme correspondante Q' est :

(41. 3) K^\ = (grad,,H')
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où (grad^H') est la matrice colonne des dérivées partielles
par rapport aux x^' de l'hamiltonien H supposé exprimé à
l'aide des nouvelles variables.

Le système canonique s'écrit donc, à l'aide des nouvelles
variables sous la forme suivante :

(41.4) a^^^^W
ds

la matrice ayant pour éléments a^w étant la matrice ^MJ^M,
Js étant la matrice de l'ancien système canonique, M la matrice
jacobienne du changement de variables et

H'(^) = ïî[X\x^)] = H(^).

42. — Transformations canoniques
Nous dirons que la transformation définie par la matrice

M est canonique, si, quelle que soit la matrice antisymétrique
S, la matrice

K,=== WM
est de la forme

K.-(f -̂ ..

S' étant une matrice antisymétrique.
Nous dirons que la transformation définie par la matrice M

est pseudo-canonique, si, quelle que soit la matrice antisy-
métrique S,

K.-/J,-

où f est une fonction scalaire des variables x^ ' .
On montre facilement que l'ensemble des transformations

canoniques ou pseudo-canoniques a une structure de groupe
multiplicatif admettant localement comme sous-groupe le
groupe symplectique Sp{n +1, R).

Essayons de caractériser des matrices M définissant des
transformations canoniques. Pour cela revenons aux notations
x^, l^ désignons les nouvelles variables par x^, l^.

Posons
^-x^', ^), 4=W^, ^);



ESPACES VARIATIONNELS ET MÉCANIQUE 95

d'où :
Ac' = Xj. dx^' + X^' dl^,
dl^ == L«p, ̂ P' + Lg' dly

avec
Xj-^X», X-13'= ôP'X^
Lap. = ôp.L«, Lg' = ôP'La.

La matrice M est alors de la forme :
,, /A B\
^(c D)

où A, B, C, D sont des sous-matrices de M d'ordre n + 1
ayant pour éléments respectifs les X^, X°^, Lap^ L^' l'indice
primé étant celui des colonnes.

Explicitons :
„ /'A ^ /S — I \ /A B\
^''^B ^ (,1 o) (,C D)

^ /^ASA + ^CA — ^AC ^ASB + 'CB —- ^AD^
VBSA + ^DA — ^BC ^BSB + ^DB — m) '

Pour que Ks soit de la forme Js, quelle que soit S, il est néces-
saire que :

^DA — 'BC = 1 et W — W = 0.
Supposons la matrice A régulière; les conditions

^BSA = ^BSB == 0
sont alors équivalentes à la condition :

^BS =0
qui n'est vérifiée, quelle que soit S, que pour

B = = 0 .
Nous en déduisons le résultat suivant : pour que la matrice

( P n ) ou ^ est ^Ppû^e régulière définisse une transfor-N . /

mation canonique, il faut et il suffit que :
1° B = 0 et 2° ^A = 1

ou encore que les variables x9' soient indépendantes des nouvelles
variables ly,. et que :

ôï'L^XP = âg.
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Dans ces conditions la forme :

Q = dia, A dx°- + 1 S^dx^ A dx^
Zt

a pour transformée la forme :

Q' = dl^/\dx^ +lSf^dx<il/\dx^

la matrice ayant pour éléments les Sa'p' étant la matrice :
S'^ASA+'CA—^AC.

Les équations canoniques du système dynamique considéré,
relativement aux nouvelles variables, sont alors :

^^a'H'
ds

^'--^H'+S^H'

avec H'(^ ^) = I^X^ La).
Pour un tenseur Sap fixé, on peut trouver d'autres transforma-

tions respectant la forme du système canonique; les matrices
A, B, C, D correspondantes vérifient les relations :

^BSB 4-^8— ̂ 0=0
^BSA+m—^BC^I

où f est une fonction scalaire arbitraire des nouvelles variables.

Cas particuliers. — 1° Changement de variables laissant la
forme Q invariante.

Nous dirons que la forme Q est invariante par le chan-
gement de variables défini par M si la forme transformée est

Q' == dl^ A dx^ +^S^dxaf A dx^

où Sa'p' s'obtient en remplaçant dans Sap les ^ par X^o;', V),
les l^ par La(a?', V).
Pour qu'il en soit ainsi, quelle que soit S, il faut et il suffit
que, en supposant A régulière :

lo B = 0 ;
2 0 ( DA=I• ,
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3° ^ASA + ^CA — ^C == S quelle que soit S, c'est-à-dire
que A == 1 et que ^C == C. / T n \

Les matrices ainsi obtenues sont de la forme : Me == ( p y )
où C est une matrice symétrique. v /

Ces matrices forment un sous-groupe du groupe multipli-
catif des matrices canoniques, isomorphe au groupe additif
des matrices symétriques d'ordre n + 1-

La matrice C étant symétrique nous avons les identités :
ô^Lp — ôp^ = 0.

Il existe donc une fonction F(rc') telle que :

La = la.' + ^F(^').

Le changement de variables considéré est alors défini par :
x9' = x^-' + a9'

les a01 étant des constantes, et
^=4'+^F.

Il en résulte bien que :
dl^f\dx9- = dl^/\dx^

et
dx^/\dx^ = dx^' /\dx^\

2° Changement de variables sur V^i prolongé sur U — Défi-
nissons un changement de variables sur Vn-n par :

x9' = X '̂).

Il est évident, d'après la nature tensorielle de l^ et Saû que ce
changement de variables est canonique. Vérifions-le. Par diffé-
rentiation nous obtenons

dx9- = ôp.X01 dx^' ou I9- = ̂ X^\

La matrice A a pour éléments X§» == ôp'X'31, l'indice a étant celui
des lignes, l'indice ^ celui des colonnes. La matrice B est nulle.

Les composantes covariantes ly^ se transforment suivant la
loi:

ly = Xj^ OU ;, = X^ly.

Par différentiation nous obtenons

^a = ̂ 'X^dx^ + X^'dly.



98 JOSEPH KLEIN

La matrice D d'éléments XJ' ou l'indice a représente les lignes
est l'inverse de la matrice d'éléments X?» où l'indice a repré-
sente les colonnes, c'est-à-dire de ^A. Nous obtenons donc :

î)=tA-l.

La transformation (a;01, ^) -> (^\ ly.1) ainsi définie est bien une
transformation canonique. / ( A Q A T\

La matrice K^ = ^MJ^M est alors de la forme : ( , /. )

car on peut montrer directement d'après l'expression de C
que

^ C A — ^ A C ^ O

mais cela résulte du fait que le changement de variables consi-
déré est tel que

la, dx" = l^ dx^ ou dly, A dx9' == dl^ A dx^.

REMARQUE. — II est aisé de retrouver par la méthode
matricielle les résultats du § 38 relatifs aux cas où Q est fermée
ou admet un facteur intégrant.

43. — Espace de Lee défini par la 2-forme Q.
Considérons la variété ï) dont un point z admet comme

système de coordonnées locales les 2n + 2 nombres x9' et ly,
supposés indépendants.

La donnée sur ï) de la 2-forme :

(43. 1) Q = dl^ A dx^ + 1 Sap dx^ A dx^
2t

définit sur D une structure d'espace presque symplectique
ou encore une structure d'espace de Lee (22).

En effet les variables x^ et l^ étant supposées indépendantes
la forme Q est de rang maximum 2n + 2; la matrice associée

(g _ j\
à û est J, = j ^ ) cette matrice est régulière, son inverse

est la matrice E^ = ( , ^ ).\— 1 b/
Posons comme au § 40, ly, == x^ avec a* = a + n + 1.

(22) H. C. Lee, A kind of even-dimensional geometry and its application to exterior
calculas [Amer. J . Math. t. 55, 1943, pp. 433-438).
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La 2-forme û s'écrit alors :

Q=^a^dx^/\dx^
JL

où OAB est l'élément de la A° ligne et de la B° colonne de J,.
Rappelons que tout indice latin majuscule peut prendre les

valeurs 1, 2, ..., 2n+2.
Désignons par a^ les éléments de la matrice E^ inverse de

J,. Introduisons avec Lee les quatre tenseurs suivants :
1° le tenseur de courbure de composantes :

(43. 2) KABG = ÔAOBG + ÔBOCB + ÔCOAB

telles que

dQ == 1 KABC dx^ A dx3 A dx°.b

2° Le vecteur covariant de courbure de composantes
(43. 3) KA = KABCO^

la forme KA dx^ étant la codifférentielle (§Q) de Q par rapport
à elle-même.

3° le premier tenseur conforme de courbure de composantes
(43.4) &AB = ÔAKB — ôaKA.
On a :

rf(§Q) = ̂  &AB dx^ A dx^.

4° le deuxième tenseur conforme de courbure de compo-
santes :

(43. 5) CABG = KABC + ̂  (KAOBC + KBOCA + KC^AB).

Ce tenseur est tel que

-IT CABC dx^ A dx^ A dx° = dû ——1- §Q A Q.
o n

Explicitons les composantes de ces différents tenseurs.
Pour le tenseur de courbure nous trouvons :

(43. 6) K^ = ôaSj^ + ôpS^ + ̂ Sap.

(43.7) K^= 0^=0^; K^==ô^; K^=ô^p.
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Les composantes admettant plus d'un indice étoile sont
toutes nulles.

Pour le vecteur de courbure nous trouvons :

Ko = K^aPï + K^a^ï + K^a^ = ô^S^ — ôp.S^
d'où

(43. 8) K^ == 2 S ôp-Sap = 2ô?S^
P

avec sommation sur P.
Ko. = K^aPï == 0.

Nous avons donc
SQ = 2ô?Sap ̂ a.

Pour le 2e tenseur de courbure nous trouvons :

C<xpy = Kapy + ^ (K^Sp^ + KpS^ + K^Sag)

OU

(43.9) c^=sfô,Sp,+-l-^S,xSp,)
\ n /

où S indique qu'il faut ajouter aux termes entre parenthèses
ceux que l'on en déduit en permutant circulairement a, [î, y.

A
C(X*PY = K^pv + rj—(Ka*S^ —— Kp§va + K^§ap)-

Si a, [3, y sont tous les trois différents nous obtenons :
(.43. 10) C^ = ôa.S^ = 0°̂ .

Si ? = y, les coefficients C correspondants sont nuls. Si
a === (3 ̂  y nous obtenons

(43.11) C^aT = ô,.S^ + -^ S ô^.rl x
Tous les coefficients C ayant plus d'un indice étoile sont nuls.

44. — Conditions nécessaires et suffisantes pour que Q admette
un facteur intégrant.

Les espaces de Lee remarquables sont ceux que Lee désigne
par « fiât » pour lesquels la forme Q est fermée et « confor-
mally fiât» pour lesquels la forme Q admet un facteur inté-
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grant. Nous sommes ainsi ramenés aux cas fondamentaux
étudiés au § 38.

Pour que la forme Q soit fermée il faut et il suffit que le
tenseur de courbure soit nul; cette condition équivaut comme
nous l'avons vu, à l'existence d'un potentiel vecteur A(rc)
tel que localement :

Sap == ôaAp —— ôpAa.

Pour que la forme Q admette un facteur intégrant, il faut
et il suffit que le 2e tenseur conforme de courbure soit nul. Ce
théorème dû à Lee, retrouvé et complété par C. Ehresmann et
M11® P. Libermann (23) suppose n > 1; cela est évidemment le
cas pour la 2-forme Q d'un système dynamique.

Ecrivons donc que le tenseur CABC = 0. D'après (43. 10) Sp^
ne dépend que des variables x, de îp et ^. D'après (43. 11)
ôa * Sav a une valeur indépendante de a. Posons alors

ôa * Say = ÇY

les relations Ca*aY==0 ̂ nt alors vérifiées. Comme ôa*Y*Saf==Oï
les fonctions (py ne dépendent que des variables x.

Saô est alors de la forme :
(44. 1) S,p = l^{x) — l^x) + T,^).

Explicitons maintenant les conditions

Ca^ = 0.

En remarquant que
4

——^SaX =—ya(^)n

nous obtenons après réductions :
(44. 2) S(^9p — l^ + ̂ Tap — 9^) == 0.

Ces conditions sont équivalentes à :
(44. 3) ô^?p — ôp9^ == 0

et
(44. 4) S(ô,T,p — 9,T,p) == 0.

(23) C. Ehresmann et P. Libermann, C. R. Acad. Se., t. 227, 1948, pp. 420-421 ;
t. 229, 1949, pp. 697-699.
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Les conditions (44. 3) expriment que la forme y a dx^ est fermée
sur Vn-n; il existe donc une fonction ^{x) telle que localement :

Ta = M-

Les conditions (43. 4) expriment que la 2-forme

^T^dx^dx^

admet e"9 comme facteur intégrant.
Il existe alors un potentiel vecteur A.y.{x) tel que localement

l'on ait :
T,p=^(ôaAp—ôpA^).

Nous trouvons comme au § 37 que S^p est de la forme :

(44. 5) S^ == ^ ôpç — ̂  ô^y + ^ (ôaAp — ôpAJ.
Nous pouvons donc énoncer le théorème:

THÉORÈME. — Pour que la 2-forme fondamentale (Kun sys-
tème dynamique

Q = dl^ A dx9- + 1 Sap dx^ /\dx^
2t

admette un facteur intégrant il faut et il suffit que le tenseur
force Sap vérifie quels que soient a, ?, y les conditions suivantes :

lo ^^Q pour a^=P et a ̂  y.
^«

ôSp.). _ àSgy
2o

'ôfp^^
s(^+^2^s»r)=0•

Dans ces conditions il existe une fonction scalaire (f{x) et
un champ covariant Aa(^) définis sur V^i tels que localement
l'on ait :

Sa? == l^î——l^ + ^(ô^Ap——ôpAJ.



CHAPITRE VI

Systèmes dynamiques à liaisons non holonomes.

45. — Liaisons du premier ordre dans le formalisme homogène.
Soit un système dynamique (So) à liaisons holonomes

parfaites à n degrés de liberté x^. Reprenons les notations du
§ 29 ; les équations du mouvement sont, dans le formalisme
non homogène :

(45. 1) P,(Ï) = Q,.

Soit a(^, t, x^} une fonction des în + 1 variables ^fc, ( et x^
qui ne soit pas la dérivée totale par rapport au temps d'une
fonction A(a;\ () et telle que : a == C16 ne soit pas une inté-
grale première des équations du mouvement de (So).

Imposer au système dynamique So une liaison non holonome
du 1er ordre :

a{x\ t, x^) =0

revient à ajouter à chaque second membre des équations
(45. 1) une fonction R^ des x\ t et x ' 1 de façon que le mouve-
ment du nouveau système dynamique (S) soit défini dans
l'espace-temps de configuration \n+i P^ ^

(45.2) P ^ ^ Q ^ + R ^

ces équations admettant a == 0 comme intégrale première (24).
Passons au formalisme homogène comme au § 29.
Posons :

Y,=R^»+i, Y^=-R^*.

(ï*) F. Gallissot [l], p. 45.
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Les Ya sont les composantes covariantes d'un vecteur
appelé force de liaison.

La relation de liaison s'écrit alors :

a(^, x^) == 0.

La fonction a est À. Comme \a = 0 définit la même liaison si
X^ 0 sur ï', nous pouvons fixer arbitrairement le degré
d'homogénéité de a.

Nous supposerons en général a h 0.
La lagrangien homogène L définit sur V^i une structure

d'espace de Finsler; nous supposerons cet espace régulier et
le tenseur métrique ga8 tel que

^ = gap dx9- dx^

soit une forme quadratique définie positive en tout point de U
Les trajectoires de (S) dans l'espace-temps de configuration

sont alors définies par les n + 1 équations :

(45. 3) P,(L) = X, + Y,
Les équations canoniques des trajectoires dans l'espace de

phase W sont :
dx9- ^H,
ds(45. 4)
^=-^H+X.+Y,

les fonctions H, Xa, Ya étant supposées exprimées à l'aide des
variables x"- et l^

A la fonction a(^, A») correspond la fonction a(^, y telle
que :

a(^, ôàL) == a(^, A»).

Traduisons maintenant le fait que a{x9-, l^) == 0 est une
intégrale première des équations (45. 4).

En écrivant que :
i{Z)dd=0

où Z est le vecteur tangent à W ayant pour composantes les 2e

membres des équations (45. 4) nous obtenons :

(45. 5) (a, H) + ^a{X^ + Ya) == 0
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(a, H) désignant la parenthèse de Poisson des fonctions a
et H.

A la force de liaison Y dont les composantes Ya sont AI
et telles que

Y^ == 0

associons le tenseur T^p, dit tenseur des liaisons, défini par :

(45.6) T,p - Î Ya — ô,Yp).

Les composantes Tap sont hO et telles que :

T^P - Y,.
Les considérations du chapitre précédent montrent alors

que le système (45. 4) est le système associé de la 2-forme :

(45. 7) Q = dl^ A dx^ + i. (s^ + T^) dxv A dx^JL

les variables ly, et x^ étant liées par la relation :

H(o-, U==l.
Les trajectoires du système dynamique (S) peuvent être

considérées comme les géodésiques de l'espace S-FinsIérien
défini par le lagrangien L et le tenseur Sap + Tap.

La donnée de la relation de liaison a = 0, ne détermine pas
la force de liaison; celle-ci dépend en outre de la façon dont la
liaison est réalisée. Dans la suite nous étudierons les liaisons
à réalisation parfaite au sens de Delassus, ou liaisons parfaites.

46. — Liaisons parfaites.
La relation de liaison :

dr9'
(46. 1) a ,̂ y^) == 0 avec y" =——

définit en chaque point x de Vn+i un cône de directions C^
situé dans l'espace Ta; tangent en x à ^n+i-

Ce cône est réduit à un plan si la liaison est linéairement
non holonome c'est-à-diie si la relation (46. 1) peut se mettre
sous la forme :

0^)^=0.



106 JOSEPH KLEIN

Dans ce cas, la liaison est dite parfaite si la force de liaison Ya
est perpendiculaire à ce plan, du sens de la métrique finsié-
rienne.

Dans le cas général, associons à chaque génératrice G du
cône C.y le plan tangent le long de cette génératrice.

Si nous désignons par yf les composantes d'un vecteur porté
par G, l'équation de ce plan tangent est :

(46.2) ôàa(^, yï)y^=0.

La relation (46. 2) définit ce que nous appellerons la liaison
linéaire tangente à la liaison donnée au point X9', yf de W.

La liaison est dite parfaite si la force de liaison au point x9',
yï est perpendiculaire au plan tangent au cône C<p le long de
la génératrice y^. Les forces de liaisons vérifient alors la
condition dite des travaux virtuels généralisée : le travail virtuel
YaS^ de la force de liaison correspondant à l'élément linéaire
(^?? y!) es^ nn^ pour tout déplacement virtuel âa^ permis par
la liaison linéaire tangente à la liaison donnée en x^ y^.

Dans le cas d'une liaison parfaite les composantes de la
force de liaison sont de la forme :

(46. 3) Y<, = Xô^a

où X est une fonction des ^a, y'1 hi si a est Ai, h2 si a est hO.
Inversement si les composantes de Y sont de la forme (46. 3)
la liaison considérée est parfaite.

L'énoncé de la condition des travaux virtuels généralisée
donnée plus haut est équivalent à l'énoncé suivant : à un instant
donné le travail virtuel des forces de liaison Y^Sa^ est nul
pour tout déplacement virtuel â^ compatible avec la liaison
indépendante du temps qui coïncide avec la liaison donnée à
l'instant considéré.

En effet cette condition entraîne que :

Y, = Àô,a.

Comme YaA" = 0 et ^gox^ == 0, a étant supposée AO, nous en
déduisons bien que :

Xi-hl = ̂ n+i^

Les liaisons parfaites du 1er ordre comprennent en particulier
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les liaisons linéairement non holonomes et même les liaisons
holonomes à condition de remplacer la relation de liaison:

A(^) == 0
par la relation du 1er ordre :

a == ôàA^ = 0.

La force de liaison dans le cas d'une liaison parfaite est
déterminée par la donnée de la relation de liaison a == 0.

Le coefficient \ se détermine en exprimant que a = 0 est
une intégrale première des équations du mouvement.

Pour expliciter les calculs supposons la fonction a hO ou
exprimée en fonction des variables x9' et Ig,,

Ces variables sont liées par la relation
H(^, ^) = 1

où H est l'hamiltonien correspondant au Lagrangien LÇa^, y^}.
Soit S l'espace de Finsler défini sur Vn+i P^

ds == L^, dx^)
Dans a^, ly) remplaçons ly, par ô^L. En dérivant partielle-
ment nous obtenons :

ôà0 = ô?a ôàpL,
=^(gap——ÎJp),

= ̂  gap,

car ôàa^ == ô^aîft == 0, a étant M).
Nous en déduisons que les composantes de la force de

liaison sont :
Ya==Xôàa et Y0^^0^.

La relation (45. 5) exprimant que a = 0 est une intégrale
première des équations du mouvement, devient alors :

(46. 4) (a, H) + 0% Xa + Xgap^aôPa == 0.
Le coefficient de À, représentant le carré de la norme du vec-
teur ô^a, est positif; cette relation détermine donc X.

Exemple de liaison parfaite non holonome.
On lance un projectile avec une vitesse initiale Vo; on fait

agir sur ce projectile une force F de façon que le mouvement
soit uniforme et plan.
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Par rapport à un repère orthonormé Ox, Oy situé dans le
plan de la trajectoire la relation de liaison est :

a = x2 + y'2 — ^ = 0
ou

a ^^-^-^o.
t

Faire l'hypothèse que la liaison est parfaite revient à supposer
la force de liaison F colinéaire au vecteur vitesse.

Interprétation géométrique des trajectoires.
Considérons un système dynamique (S) de lagrangien L,

soumis à une liaison parfaite définie par :

a(^, x9') = 0

la fonction a étant ÂO.
Supposons d'autre part le tenseur Sap == 0, de sorte que

les équations des trajectoires dans l'espace-temps de confi-
guration ^n+i doient définies par le système :

P<x(L) = XôàO où X est Â2.

Le tenseur des liaisons correspondant est :
^

T<xp == -y (ôaû^pX — ôàXôpa).

Les trajectoires admettent la relation intégrale d'invariance
définie par :

Q = d{^L) A dx^ + 1 da A dX.
2t

TJ

Posons X = K2 et a = = _ — ce qui est toujours possible, en
JK

changeant éventuellement les signes de a et X. Nous avons alors :

XôàO = KôaH — HôàK.

Les fonctions H et K étant AI, les trajectoires de (S) sont les
extrémales généralisées de l'intégrale

^r^1^11^)^-
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Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de l'espace ^i défini
par les fonctions L, K et H, d'où le théorème :

THÉORÈME. — Les trajectoires Sun système dynamique dont
les forces données dérivent (Kune fonction de force et qui est
assujetti à une liaison parfaite 0(^5 x^) = 0 peuvent être consi-
dérées comme les géodésiques Sun espace î.

Cas de plusieurs liaisons parfaites.
Ce qui précède se généralise immédiatement au cas de plu-

sieurs liaisons parfaites définies par k < n relations compa-
tibles :

OA^, A01) == 0 avec A == 1, 2, ..., k.

Les équations du mouvement sont :

P,(L) = X, + ^OA.

Si Xa = 0, les trajectoires peuvent être considérées comme les
géodésiques d'un espace S^

47- — Principe de moindre courbure.
Considérons l'espace de phase W, c'est-à-dire l'espace fibre

des directions orientées tangentes à l'espace-temps de confi-
guration V^i d'un système dynamique S(L, Xa).

Un point z de W peut être défini par les 2n -4- 2 nombres
x"-, I9' liés par

L(^, 1-) = 1.

Le lieu des points z de W dont les coordonnées vérifient
la relation

a^, ^a) == 0

où a est M) est une sous-variété U de W.
Considérons les courbes basiques F de U passant toutes par

le même point z. Leurs projections y sur V^i ont toutes la
même tangente au point x.

Comparons en x leurs vecteurs courbure

î - 7
ds
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Une courbe basique F de U est définie par :

^=^(5); l^^l^s) avec 1^==^.
ds

Les fonctions ^a et I9' de 5 vérifiant identiquement :

a^, Z01) = 0

nous obtenons, en dérivant par rapport à l'arc 5 de Y ;

(47. 1) 0^4- ôàO^^O.
ds

Or
,7/a v/a
— = — — 2G-{x, Z) == C01 — 2Ga.ds ds v /

La relation (47. 1) devient alors :

(47. 2) ô^ + ̂ (C01 — 2G^ = 0.

Soit F' une autre courbe basique de U passant par z admettant
une représentation paramétrique en fonction de l'arc s ' de
sa projection y' sur V^+i. Pour F' nous obtenons la relation :

(47. 3) ôaa^ + ôà^C'» — 2G01) = 0.

En comparant les relations (47. 2) et (47. 3) nous obtenons
au point z :

(47. 4) ôà^C01 — C^) = 0.

Cette relation traduit une généralisation du théorème de
Meusnier qu'on peut énoncer de la façon suivante:

THÉORÈME. — Toutes les courbes d'un espace de Finsler
à n + 1 dimensions, dont les éléments linéaires {x, l) vérifient
une même relation

a{x, l) = 0

et qui sont tangentes en un même point x, admettent en ce point
des vecteurs courbure dont les extrémités sont sur une variété plane
de Ta; {espace tangent en x à Vn+i) de dimension n-1 intersection
du plan normal en x à l et du plan perpendiculaire en x au
vecteur de composantes ô^a.
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Ce théorème se généralise immédiatement au cas où U
est une sous-variété de W définie par k <; n relations

OA^, ^a) = 0 avec A = 1, ..., /c.

La relation (47. 4) est remplacée par les k relations :

^47. 5) ôàOA^ — C'01) == 0.

Démonstration du théorème de moindre courbure.
Etendons aux systèmes dynamiques à lagrangien L^, l9')

quelconque, assujetti à k liaisons parfaites

OA^, ^) =0

le théorème de Synge (25) relatif à des systèmes dynamiques à
liaisons indépendantes du temps, linéairement non holonomes.

Soit S le système dynamique donné; ses trajectoires dans
l'espace de phase appartiennent à la sous-variété U de W
définie par les k relations

OA^, l) = 0.

Soit (So) le système dynamique libre associé à (S) c'est-à-
dire déduit de (S) par supression de ces À* liaisons.

Considérons alors les trois chemins basiques F, F7, F"
passant par un même point z{x, l) de W :

1° le chemin F est la trajectoire de (S) passant par z;
2° le chemin F' est une courbe basique quelconque de U

passant par z$
3° le chemin F" est la trajectoire de (So) passant par z.
Soient y, y', y" les projections respectives de F, F', F"

sur Vn4-i, C, C', C" les vecteurs courbure au point x de ces
courbes. Désignons par courbures de y et y' relativement à y"
les normes c et c' des vecteurs C—C" et C'— C"; nous avons
donc:

C2 = (Ça -C^C01 - C'̂ ),

C'2 = (Ça —— C;)̂  —— C^).

D'après une identité classique nous pouvons écrire :

. (47. 6) cf2—(s={C^—C^(Cct—Cfa)—2(Cci—Cfci)(C^—C^.

(26) J. L. Synge [1].
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Or Ça = Xa et Ça = Xa + ^ôaOA

les liaisons étant supposées parfaites.
Nous avons alors :
(47. 7) (C01 — C'^Ca — C;) = ̂ A ôaOA (C01 — C701).

Mais d'après le théorème de Meusnier cette expression est
nulle. La relation (47. 6) se réduit donc à :

(47. 8) c 2 — c2 = (Ça — Ca)^ — C^).
L'espace à* étant proprement finsiérien, le 2e membre qui est
le carré de la norme du vecteur C—C' est positif. Nous en
déduisons l'inégalité

(47.9) c2^^
d'où le théorème :

THÉORÈME DE MOINDRE COURBURE. —— Soit UU Système

dynamique S(L, Xa) assujetti à des liaisons parfaites non
holonomes du 1er ordre', soit So(L, Xa) le système libre associé
et S V espace de Finsler défini sur Vespace-temps de configuration
par le lagrangien L.

De toutes les courbes de 9 tangentes en un même point x et
satisfaisant aux relations de liaison^ la trajectoire de (S) est
celle qui a, par rapport à la trajectoire libre associée, la moindre
courbure en x.

48. — Conséquences du principe de moindre courbure.
1° Principe de Gauss-Appell. — Considérons la fonction

(48. 1) 2R = (vza- Xa) (^a- X01}
\ds / \ d s )

dx^ dl^Cette fonction des a;", x^ •==• —— = Z®, x9' == -y- est égale auds ds
carré de la courbure relative en un point x, d'une courbe y
quelconque de l'espace-temps de configuration V^+i et de la
trajectoire libre y" qui lui est tangente en x.

Dans l'espace de phase W, la trajectoire du système dyna-
mique (S) passant par 2(0^, ^a) est celle des courbes de la
sous-variété U de W (espace des liaisons) pour laquelle la
fonction R est minimum en z.
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Le principe de moindre courbure se traduit donc analyti-
quement de la façon suivante, u étant de nouveau un para-
mètre quelconque :

Les trajectoires du système (S) sont définies par les fonctions
x^ = x^Çu) pour lesquelles

ôaR==0.

compte tenu des relations de liaison, la fonction R étant définie
par :

R 1 /V4 x\(ma X»\R=w['du~xa)\du~x)'
Sous la forme précédente, le principe de moindre courbure

apparaît comme une généralisation du principe de la moindre
contrainte. La fonction R précédente est en effet celle intro-
duite par Appell (26) étendue à l'espace-temps de configuration.

2° Réciproque. — Supposons qu'un système dynamique
S(L, Xa) soit soumis à k liaisons non holonomes du 1er ordre,
les relations de liaison étant :

OA^, x<x•}=Q, A=l, 2, .... k.

Supposons les fonctions a homogènes d'ordre 0 par rapport
aux

jf- == dx^fds.

Montrons que les liaisons sont des liaisons parfaites si les
trajectoires de (S), dans l'espace de configuration, vérifient
le principe de moindre courbure.

Dérivons partiellement R par rapport aux S1 en tenant
compte de :

vfa = x9' + ÎWx, l) avec ^ = dV-lds.
as

Nous obtenons :

(48.2) ôaR^^—Xa.as
Soient F et F' deux courbes de W passant par le même point

(26) P. Appell [l], t. II, p. 392.
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z{x, Z). En passant de F à F7 la fonction R subit une variation
en z de la forme :

(48.3) SR=(^-X^Sx\\ds /

Si F est la trajectoire de (S) passant par z nous devons avoir
§R == 0 pour tous les â^ permis par les liaisons, c'est-à-dire
tels que :

(48.4) ôàO^^O

et vérifiant en outre la relation :

(48.5) ôàLâi^O

conséquence de L^, ^a) == 1.
Nous avons donc le long de F :

(48. 6) ^- X, = X^^ + pLôàL.

Le produit contracté par l* donne a === 0.
Les équations (48. 6) montrent alors que les liaisons consi-

dérées sont des liaisons parfaites ; Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME. — Pour qu'un système dynamique soumis à
des liaisons du 1er ordre vérifie le principe de moindre courbure^
il faut et il suffit que ces liaisons soient parfaites.

3° Équations d'Appelé — Pour le système libre So(L, Xa)
les équations des trajectoires dans l'espace-temps de confi-
guration V^+i peuvent se mettre sous la forme indiquée par
Appell

(48. 7) ô^R = 0.

Ces équations sont une conséquence directe des relations
(48.^2).

Si nous désignons par A l'énergie d'accélération dans V^+,
c'est-à-dire si nous posons :

A — 1 ^«^
2 ds ds
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nous pouvons mettre les équations d'Appell (48. 7) sous la
forme :

(48. 8) ôaA = Xa.
Pour le système lié (S) les équations d'Appell des trajectoires
dans V^-n se déduisent de (48. 6) ; elles s'écrivent sous la forme :

(48. 9) ô&R == X^aA A = 1, ..., k
les k liaisons parfaites étant définies par les relations :

OA^, ^a) •== 0;

de ces relations nous déduisons par dérivation :

(48. 10) ôàOA^ + ôaOA^ = 0.

Supposons que ces relations nous permettent de calculer k
des X9', par exemple les k premières en fonction des autres.
R devient alors une fonction des ^a, x9' et des n + 1 — k
dérivées secondes i^) où (a) == k + 1, ..., n + 1.

Comme nous devons avoir :
âR == 0 quels que soient les â^)

nous obtenons les n + 1 — k équations d^Appell :
Ô(,)R ==0

qui jointes aux k relations de liaison :
OA^, x^) = 0

définissent les trajectoires de (S) dans V^-p
Comme les équations de Lagrange ou les équations cano-

niques, les équations d'Appell ont une forme indépendante
de tout mode de repérage de l'espace-temps de configuration.



CHAPITRE VII

Applications»

49. — Systèmes dynamiques admettant une intégrale première
de Painlevé.

Soit un système dynamique (S) à liaisons bilatérales par-
faites à n degrés de liberté caractérisés par les paramètres x{f.

Supposons que sur l'espace-temps de configuration de (S)
existe un groupe à 1 paramètre : t en t -}- h^ laissant (S) inva-
riant.

Sous des hypothèses générales on peut passer au quotient
et définir un espace de configuration V^ correspondant à Vyi+i.
Le lagrangien Ï = T + U ainsi que les fonctions Q^ sont alors
indépendants du temps.

Au lagrangien ^ correspond le lagrangien homogène L ( § 29)
indépendant de a?"4'1 == t. La dernière équation de Lagrange
se réduit alors à :

d ôL ^ .1,
du^^-^-

Supposons que la force généralisée Q^ soit de puissance nulle
c'est-à-dire que Q^ = 0 sur toute trajectoire.

Dans ces conditions le système des équations de Lagrange
de (S) admet l'intégrale première :

——-, == — 96 = h où h est une constante.
ôA^

Considérons l'ensemble des trajectoires (T) de (S) corres-
pondant à une valeur déterminée de A. Pour ces trajectoires la
2-forme fondamentale Q s'écrit :

Q =^LA^+ lSap^aA^.
2i
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D'après le procédé de descente bien connu (27) on peut substituer
au lagrangien L, un lagrangien L»i indépendant de A71"1"1. Ce
lagrangien est défini par :

LI == L ,̂ A\ 9(^5 ^î h)] — h^Çx1', A\ h)

où 9 == x^ est obtenue par résolution de . == h en A""*"1.

On vérifie bien que, pour les trajectoires (T) :

Ô^LI= ô^L.
Posons maintenant

X,=Q^+i
et supposons les X^ indépendants de A"4"1; comme

ôX, = Qfc — ̂ WôA71-1-1

cela revient à supposer que les composantes de la force géné-
ralisée Qfc sont homogènes et du 1er degré par rapport aux
composantes de la vitesse x^ (A'1).

Dans ces conditions la 2-forme Q devient :

Q^ = d^i /\dxf{ +1 S^' A dx^2t

Les trajectoires du système dynamique (S) correspondant à
une valeur déterminée h peuvent donc être obtenues dans
l'espace de configuration V^, indépendamment de l'horaire
des parcours, comme solutions du système associé de Qi.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui appa-
raît comme une généralisation du principe de Maupertuis :

THÉORÈME. — Soit un système dynamique S A n degrés de
liberté xît admettant l'intégrale première de Painleyé

^ = — / ^ = C t e

et tel que la force généralisée ait des composantes de la forme:

Qfc = Skm^ avec S^ = — S^fc,
les S},m étant des fonctions des xk et x^ A'O.

(27) Y. Thiry [l], chap. i.
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Les trajectoires de S à énergie totale déterminée E sont
définies dans V espace de configuration V^, indépendamment de
la loi de parcours^ comme étant les S-extrémales de Vintégrale

\=^^{x\ x\ h) du
^k

u étant un paramètre arbitraire, ^ = —— et h == — E ; ledu
lagrangien Li est défini à partir du lagrangien homogène L par

LI == L(x\ x\ ç) — hf

avec An+l = ̂ {xk, A\ h) relation équivalente à 96 = — h.

Cas particuliers :
1° QI est fermée. — Dans ces conditions il existe un potentiel

vecteur de composantes A^a;*) telles que :

Ski = ôA — ^Afc.
Les trajectoires de S à énergie constante E = — h sont alors
les extrémales de Fintégrale

1 = ( L<2 duj XQ
avec Lg == LI + A^.

Ces trajectoires sont aussi les géodésiques de l'espace de
Finsler défini sur V^ par ds = Lg du.

Si nous posons
yW

^=a,^+b,xi+(^,+u)xn^

nous obtenons pour La

La = ̂ (To+U—^a^- + (6, + A,)A1.
Dans ces conditions on sait que les trajectoires T dans V^
peuvent être considérées comme les projections sur V^ de
géodésiques d'un espace riemannien à n + 1 variables, la
(n + l)ème variable x° n'étant plus le temps.

2° Qi admet un facteur intégrant. — II en est ainsi si les
composantes du tenseur force sont de la forme :

S^ == ô^Llô^ — ôkLiô^ + ^(ô^Afc — ôA)
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où <p, Afc sont n + 1 fonctions arbitraires des variables a?\
Les trajectoires T sont alors les extrémales de l'intégrale :

I=J^-?Li + A^)^u.

Exemples. 1° Liaisons d'Appell (28). — Supposons que le
système dynamique S soit soumis à la liaison d'Appell définie
par :

a(a^, xfk)=0 avec ah'l

la force de liaison ayant des composantes de la forme :
Q^ == \^.a X étant A'1.

Nous sommes bien dans les conditions d'application du prin-
cipe de Maupertuis généralisé car Q^'^ = Xa = 0 sur toute
trajectoire.

2° Couplage gyroscopique. — Soit un système dynamique
S formé par n oscillateurs linéaires ; la position d'un oscillateur
sur son support D^, supposé fixe, étant définie par son abscisse
Xk le système des équations de Lagrange du mouvement est de
la forme :

x'k + Xj^ == 0.

Un couplage gyroscopique entre ces n oscillateurs se traduit
par la présence aux 2e membres d'un vecteur force généralisée
ayant des composantes de la forme (2a) :

n

Qfc == 2j ^fcm^rn*
m==l

Le tenseur S^ supposé antisymétrique dépend des x^ unique-
ment; c'est par définition le tenseur « couplage gyroscopique ».

50. — Applications en Relativité Générale.
Soit ¥4 l'espace-temps de la Relativité Générale muni de

la métrique riemannienne définie par
ds^ = g^{x) dx9' dx^.

u étant un paramètre quelconque, posons :

L2 == gat^x^ avec x9' = dx^Idu,
(28) P. Appell, C.R. Acad. Se., 152, 1911, p. 1197.
(M) Y. Rocard, Dynamique générale des vibrations, Masson, 1943, pp. 114-124



120

et
JOSEPH KLEIN

^r
4 == ôàL == g^ _- == g^P.^
i/a — ^à^ — gap T = ^a?

Supposons que sur un domaine D de ¥4 soit définie une dis-
tribution énergétique correspondant au tenseur impulsion-
énergie Tap. Posons (30):

Tap = rUp — Oap et V<,9j = rKp
les Oap dépendant à la fois de x et de L

Les Ka AO définissent le vecteur densité de force associé
au tenseur énergie 6ap et au scalaire r (pseudo-densité).

Les équations de conservation :

VaTJ=0

donnent d'une part l'équation de continuité, d'autre part le
système différentiel des lignes de courant partout tangentes
au vecteur-vitesse unitaire ^a.

Ce système différentiel peut être mis sous la forme:

r50. 1) ^=(KJp-Kp^ ou ^(K^-K^.
Posons
X, = (K^ — K^)A? = LKa — K^ avec K = K^.

Au vecteur force Xa associons le tenseur antisymétrique :
j[

<?ap = -̂ - (^Xa —— ôàXp)

= KJp— K^ + -^ L(ôpKa-ôàKp) + -|-^(^ôàKx—^K^).

Lorsque le vecteur densité de force Ka est indépendant de
la vitesse, le tenseur $ap se réduit à : KJp — Kp?a.

Dans le cas général nous avons les identités :

S^ = Xa et ôà5^ + ôp^a + ô^ap = 0.

Au tenseur symétrique 9ap, pseudo-tenseur des pressions cor-
respond ainsi un tenseur antisymétrique 5ap, appelé tenseur-
force, tel que le système différentiel des lignes de courant soit :

(50. 2) ̂  = s^ ou fP(V^ - VJp) = s^

("} A. Lichnerowicz [3], chap, n, § 17.
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Les résultats généraux obtenus précédemment permettent
d'énoncer les théorèmes équivalents suivants :

THÉORÈMES. — 1° Le système différentiel des lignes de
courant (Kun schéma à tenseur énergie quelconque est le système
associé de la 2-forme :

(50. 3) Q = dl^ A dx9' + t s^ dx^ A dx^
2i

Les ly, sont les composantes coloriantes du vecteur vitesse unitaire :
ly^ = ô^L avec L2 == g^ x^x^ ; les s^ sont les composantes du
tenseur force associé au tenseur énergie du schéma considéré.

2° La forme Q définit une relation intégrale d invariance
pour les lignes de courant.

3° Soient Co et Ci deux cycles homotopes à une dimension
entourant un même tube de lignes de courante la différence des
circulations du vecteur vitesse unitaire le long de Co et Ci est
égale au flux du tenseur force à travers la portion de tube limitée
par Co et Ci.

4° Les lignes de courant sont les s-extrémales de l^ intégrale:

1= F'Ldu.
J"o

5° Les lignes de courant sont les géodésiques de V espace s-
riemannien défini par L et le tenseur force s^ (§ 25).

Rappelons la définition d'un tel espace;
Sur ¥4 on considère la métrique riemannienne définie par

ds^ == g^[x) dx9- dx^

et la connexion euclidienne de directions correspondant aux
formes de torsion :

(50. 4) ^ = ( i s^ dx^ A dx^\ ̂
\Â 1

la parenthèse représentant la 2-forme associée au tenseur force.
Dans ces conditions la connexion est définie par:

j[
(50. 5) [\j^ = [Py, a] + y (^ + ̂ ya —— ̂ a?)

qui se réduit à :
^^= [Pï. a]— s^

si les Ka sont indépendants des AL
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Exemple :
Schéma fluide parfait chargé (31). — Les résultats les plus

intéressants obtenus en Relativité Générale sont ceux corres-
pondant à une 2-forme fondamentale Q fermée ou admettant
un facteur intégrant. Étudions le schéma englobant tous les
autres, celui d'un fluide parfait chargé de manière homogène.

Le tenseur impulsion-énergie d'un tel schéma est défini
dans un domaine D de V4 par :

Tap == (P + P) Up —— Rgap + Tap

p est la densité propre, p la pression propre, TaB 1e tenseur
impulsion-énergie du champ électromagnétique défini par
le tenseur Fap.

Le système différentiel des lignes de courant est:

^=(^-^)(^+,^F^)
ds \p + P p + P • /

où (JL est la densité de charge propre du fluide.
Nous pouvons encore écrire ces équations sous la forme

(50. 6) ^ == ̂  (ô.̂  - ̂  + !̂ p).

Les scalaires p, p et [A étant supposés indépendants de la
vitesse, les composantes du tenseur force sont :

(50. 7) ^p = ———— (ô^p —— ôppîa + [^Fap).

Supposons qu'il existe une équation d'état p = f(p) l'indice
F du Huide est alors défini par :

r*p A v\
F = e® avec ç = ( —p—'

JpoP+P

Nous en déduisons que :
ôap

—,— = ̂ Ç*
P+P '

Supposons d'autre part le fluide chargé d'une manière homo-
gène. ?

Dans ces conditions k = —'-— est constant dans tout le
domaine D de ¥4. P r P

(81) A. Lichnerowicz [3], chap. iv, §§ 34-37.
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Faisons une dernière hypothèse : il existe dans D un poten-
tiel vecteur global A tel que :

Fa? === ô<xAp —— ôpAa.

Dans ces conditions le tenseur force a des composantes de
la forme :

(50. 9) S^ = Zpôa? —— l^ + /Ce-?(ôaAp —— ôpAa).

Ces composantes caractérisent les 2-formes û admettant
un facteur intégrant (relations 38. 6 du § 38).
Nous obtenons ainsi directement les résultats classiques
suivants :

THÉORÈME. — Dans tout mouvement cTun fluide parfait chargé
(Kune manière homogène, les lignes de courant sont les extrémales
de la forme :

(o === (FZa + kK^dx^
ou de V intégrale

1= fBl(FL+/cA^a)rfu.
J"o

Ces lignes de courant sont caractérisées par l'existence de
l'invariant intégral relatif défini par :

co == (F^ + A-Aa) dx^.
Ces lignes de courant sont aussi les géodésiques de l'espace
de Finsler défini sur V4 par :

ds = (FL + AAa ^<x) du.

Cas particuliers :
1° Schéma matière pure : s^ == 0, Q = dly, A dx^ ;
2° Schéma matière-champ électromagnétique (cas homo-

gène)
s^ = A-Fap et Q == d(ly. + /cA^) ^dxv• ;

3° Schéma milieu holonome :

^xjî = ̂ aÇ —— laft^'

Q =dl^^dx<l+ldfAdL

admet e^ comme facteur intégrant.
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