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QUOTIENTS DE FONCTIONS ENTIERES ET
QUOTIENTS DE HADAMARD DE SERIES FORMELLES

par Jean-Paul BEZIVIN

1. Introduction et notations.

Dans tout cet article, nous notons PE l’ensemble des polyndomes-
exponentiels, c’est-a-dire les fonctions f(z) de C dans C ayant une expres-
sion de la forme :

(1) £(2) = Y Pi(z) explaiz)
ol les P; sont des polynomes de C[z] et les a; des éléments distincts de C.
Nous dirons que les a; sont les fréquences de f.

Nous notons aussi SE la partie de PE formée par les sommes
exponentielles, c’est-a-dire les f telles que dans (1), les polynémes P; soient
des constantes.

Le résultat suivant est bien connu :

THEOREME B. —  Soit f et g appartenant & PE, avec g non nulle.

On suppose que la fonction h(z) = f(z)/g(z) est une fonction analytique
entieére.

Alors il existe un polynoéme non nul P(z) tel que P(z)h(z) appartienne
a PE.

Mots-clés : Fonctions de type exponentiel — Quotient de Hadamard.
Classification A.M.S. : 30D — 11B.
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Ce théoréme est attribué 8 W.B. Bouwsma dans [13], ol on pourra en
trouver une démonstration, d’ailleurs dans un cadre un peu plus général.

La présence du polynome P(z) est indispensable en général, comme
le montre ’exemple sin(z)/z. Cependant, ’étude de ce genre de question a
été inaugurée par J.-F. Ritt dans [9] avec le résultat suivant :

THEOREME R. — Soient f dans PE, et g appartenant & SE, non
nulle. On suppose que le quotient h(z) = f(z)/g(z) est une fonction entiére.

Alors h(z) appartient & PE.

Diverses généralisations ont été données de ces résultats, notamment
a plusieurs variables. Nous renvoyons le lecteur intéressé aux références [2],
(4], [6], [11] et [12].

Nous décrivons maintenant un autre type de questions, lié cependant

au précédent.

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle; soient f(z) =
S~ a(n)z" et g(z) = > b(n)z™ deux séries formelles & coefficients dans K.
Le produit de Hadamard de f par g est alors la série formelle > a(n)b(n)z™.

Supposons b(n) non nul pour tout n. On peut alors définir le quotient
de Hadamard de f par g comme étant la série formelle Y a(n)/b(n)z".

Nous dirons que la série formelle f(x) est une série rationnelle si elle
représente le développement de Taylor a ’origine d’une fraction rationnelle.
11 est équivalent de dire que la suite des coefficients de Taylor a(n) de la
série f vérifie pour n assez grand une relation de récurrence linéaire de la
forme :

(2) Zs: bia(n +1) =0
1=0

ol les b; sont des éléments non tous nuls de K.

1l est aussi équivalent de dire que, si K est une cloture algébrique de
K, on peut écrire pour n assez grand :

t
3) a(n) =) Pi(n)o}
=0
oll les w; sont des éléments non nuls de K, et les P; des polyndmes non

nuls de K|[z].

Nous dirons aussi que les w; sont les fréquences de la suite récurrente
linéaire a(n).
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On a alors le résultat suivant, conjecturé par C. Pisot (voir [3]) et
démontré par Y. Pourchet et A.-J. Van der Poorten ([8], [15]) (voir aussi la
rédaction compléte de la démonstration de ce résultat par R. Rumely dans

[10]).

THEOREME DU QUOTIENT DE HADAMARD. —  Soient 5 a(n)z™ et
>"b(n)z™ deux séries rationnelles, a coefficients dans K. On suppose que
b(n) est non nulle pour toute valeur de n et qu’il existe un sous-anneau A
de K, de type fini sur Z, et tel que a(n)/b(n) appartienne & A pour tout n.

Alors la série 3~ a(n)/b(n)z™ est rationnelle.

Au vu de la formule (3) la similitude entre ce résultat et les théorémes
B et R est évidemment frappante.

Dans cet article, nous nous proposons de généraliser ces théoremes,
a d’autres ensembles de fonctions entiéres de type exponentiel pour le
théoréme B, et & d’autres ensembles de séries formelles pour le théoréeme
du quotient de Hadamard.

Plus précisément, introduisons I’application qui, & la série formelle
f(z) =" a(n)a™, associe la série formelle Y nla(n)z™ = f(z).

La transformation qui & f associe f est & peu de chose prés la
transformation de Laplace.

1l est tres facile de voir que les fonctions f(z) appartenant & PE sont
exactement les fonctions f telles que f soit une série rationnelle.

Un surensemble naturel de PE est donc formé des fonctions f telles
que f soit une série algébrique. Nous notons AFE cet ensemble de fonctions,
dont on voit immédiatement qu’il est inclus dans I’ensemble E des fonctions
entieres de type exponentiel.

On peut donc se poser la question suivante : soient f appartenant a
AE et g non nulle dans PE. On suppose que h = f/g est entiere. Existe-t-il
alors un polynéme non nul P tel que P(z)h(z) appartienne & AE ?

De la méme maniére, on peut considérer une série algébrique > _a(n)z™,
dans Q|[z]], et une série rationnelle Y b(n)z™ avec b(n) non nul pour tout
n. Si on a par exemple a(n)/b(n) dans Z pour toute valeur de n, a-t-on que
la série ) a(n)/b(n)z™ est algébrique?

La suite de cet article est organisée de la fagon suivante : nous
énongons nos résultats sur les questions précédentes dans la partie 2. Dans
la partie 3, nous donnons quelques propriétés de ’ensemble AE, ainsi que
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des résultats qui nous seront utiles pour la démonstration des théorémes 1
et 2. La partie 4 donne la démonstration du théoréme 1. La partie 5 est
consacrée a la démonstration du théoréme 2. Enfin, dans la partie 6 nous
faisons quelques remarques.

L’auteur remercie vivement G. Christol pour de fructueuses conver-
sations.

2. Enoncés des résultats.

Nous donnons d’abord I’analogue du théoréeme B :

THEOREME 1. — Soit f un élément de AE, et g un élément non
nul de PE. On suppose que la fonction h(z) = f(z)/g(z) est entiére.

Alors il existe un polynéme P non nul dans C[z] tel que P(z)h(z)
appartienne 4 AE.

Nous passons maintenant a ’analogue du théoreme du quotient de
Hadamard, pour lequel nous avons des résultats plus partiels.

Nous notons K un corps qui dans tout ce qui suit, sera toujours soit
Q, soit un corps quadratique imaginaire.

On a alors le résultat suivant :
THEOREME 2. — Soit f(z) = Y u(n)z™ une série algébrique

a coefficients dans K. Soit g(z) = Y v(n)z" une série rationnelle &
coefficients dans K. Nous faisons les hypothéses suivantes sur la suite v(n) :

1) v(n) = bia} + P2(n)ay + --- + Ps(n)a?, ou by et les a; sont des
éléments non nuls de K, et les P; des éléments de K|z].

2) Si s est supérieur & 1, alors on a |a;| > |a;| pouri =2,...s.
3) v(n) est non nul pour toute valeur de n.

On suppose que, pour tout entier n, a(n) = u(n)/v(n) est un entier
algébrique de K.

Alors la série Y a(n)z™ est une série algébrique.
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3. Résultats préliminaires
a la démonstration des théorémes 1 et 2.

D’apres sa définition, AF est une partie des fonctions entiéres de type
exponentiel, que nous notons F.

Nous aurons aussi besoin de I’ensemble, que nous notons DE, des
fonctions entieres de type exponentiel qui vérifient une équation différen-
tielle linéaire homogene & coefficients polynémes. On voit facilement que
f appartient & DE, si et seulement si f est une série entiére de rayon de
convergence non nul dans C, qui vérifie une équation différentielle de méme
type. Il est clair que AF est inclus dans DE.

Remarquer que PE et SE sont de fagon évidente des anneaux
integres.

Le théoréme suivant est di & M. Tsuji :
THEOREME T. —  Soit f(z) = Y, w(n)2™ une série algébrique de
rayon de convergence 1. Il existe alors un entier naturel k, et un nombre

rationnel r n’appartenant pas aux entiers négatifs, tels que I’on ait pour
tout n assez grand :

an” <|w(n)|+---+|wn+ k)| <cn” .

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme A de [14].

PROPOSITION 1. — Les ensembles DE et AE sont des sous-PE-
modules de E, qui sont stables par dérivation.

Démonstration. — Pour montrer que AE et DFE sont des PE—mo-
dules, il suffit de démontrer que ces ensembles sont stables par multiplica-
tion par z et exp(az) ol a est un nombre complexe quelconque. On voit
facilement que l’on a :

1) Si g(z) = 2f(2), alors §(z) = 22 f'(z) + = f(z).

2) Si g(2) = exp(az)f(2), alors §(z) = 1/(1 — az)f(z/(1 — az)).
3) Si g(z) = f'(2), alors §(z) = (f(x) — f(0))/=.

On en tire facilement les conclusions de la proposition 1.

PROPOSITION 2. — L’ensemble DE est une sous-algébre de E. Ceci
n’est pas le cas pour I’ensemble AE.
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Démonstration. — La premiére partie de la proposition 2 est évi-
dente, puisque le produit de deux fonctions de type exponentiel est encore
de type exponentiel, et que le produit de deux fonctions vérifiant des équa-
tions différentielles homogenes & coeflicients polynomes posséde aussi cette
propriété.

Pour montrer la seconde partie, nous allons voir que le carré de la
fonction f(z) = 3 (3*)2"/(n!4") n’est pas dans AE, bien que la fonction
f elle-méme soit un élément de AE, puisque f(z) = 1/v1 — .

Nous nous contentons de donner un schéma de démonstration, sans
trop entrer dans les détails des calculs.

n

Soit b(n) = (2:> 47" et d(n) =y (Z) b(k)b(n — k). Alors le déve-

k=0
loppement de Taylor du carré de la fonction f(z) est égal & > d(n)z"/n!,

et il nous faut donc démontrer que la série Y d(n)z™ n’est pas algébrique.
Pour cela, remarquons que :

(4) b(k) est équivalent & c3(k+1)"'(k+2)~/? quand k tend vers Dinfini,

ou c3 est une constante non nulle.

Nous posons :

n

© v =273 (1)1 =k + ) (h+2) E—k+2) 2

k=0

On peut réécrire w(n) sous la forme suivante :

© ) =1+ n+m Y (1)
k=0

(k+2)2(n+4—k—2)'2
On en déduit que :

(7) w(n) est équivalent a
273 Z (: 1— ;1) (k+2)/(n+4)"2(1 = (k+2)/(n + 4))/2.

Et par suite que :

n

(8)  w(n) est équivalent & 2~ "n~3 kz_o (:) ((k/n)(1 — k/n))*2,

a une constante multiplicative non nulle pres.
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Notons ¢(z) la fonction y/z(1 — z), qui est continue sur le segment
[0,1] de R. Par suite le polynéme de Bernstein, défini par :

9) B,(t) = Z (:) o(k/n)t¥(1 — t)"*, converge vers p(t)
k=0
pour toute valeur de ¢ dans [0, 1].

Sion prend ¢ = 1/2, on voit que ceci prouve que w(n) est équivalent
a c4n 3 quand n tend vers l'infini, ¢4 étant une constante non nulle.

11 résulte alors de (4) que ’on a, apres quelques calculs, I’équivalence
suivante :

(10) d(n) est équivalent & cs2~™n "3 si n tend vers Dinfini.

Le théoreme T permet alors d’affirmer que la série > d(n)z™ n’est
pas algébrique, ce qui termine la démonstration de la proposition 2. Nous
aurons aussi besoin du petit résultat suivant :

LEMME 1. — Soient f et g deux fonctions indéfiniment dérivables,
avec g non nulle. Pour tout q entier, il existe des polynémes By , dans Z
[Xo,...,X,] tels que :

q
9"(d/dz)*(f/9) = (-1)%aX(g")'f /9 + D ¥ Bry(g,-.., 7).

k=0

Démonstration. — Pour ¢ =1, on a g(d/dz)(f/g9) = f' —¢'f/g ; on
procéde ensuite par récurrence sur l’entier g, le calcul étant immédiat.

Le résultat suivant est di & Y. André (voir [1]) :

THEOREME A. —  Soit L un corps de nombres, et y(z) € L[z]].
On suppose que pour presque tout idéal premier P de L, les coefficients de
Taylor de y(z) sont des entiers ‘P—adiques. Si la dérivée y'(z) de y(z) est
une série algébrique, alors y(x) est aussi une série algébrique.

On en déduit le résultat suivant :

LEMME 2. — Soient p dans Z et q non nul dans N. On suppose que
la série y(z) = > a(n)z™ est & coefficients entiers algébriques du corps de
nombres L, et que la série Y (gn — p)a(n)z™ est algébrique. Alors la série
y(z) est elle-méme algébrique.

Preuve. — Puisque la série 3" (gn—p)a(n)z™ est algébrique, il en est
de méme de la série Y_(gn — p)a(n)z?"~P~!, ou nous avons éventuellement
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éliminé un nombre fini de termes pour éviter les exposants négatifs. D’apres
le théoreme A, la série ) a(n)z?" P est alors algébrique, d’olt on déduit
facilement le lemme 2.

4. Démonstration du théoréme 1.

Nous démontrons d’abord la proposition suivante, qui a probablement
‘son intérét propre :

PROPOSITION 3. — Soit f appartenant & DE et g non nul dans

PE. On suppose que h = f/g est analytique entiére. Alors h appartient
DE.

Démonstration. — Nous posons f(z) = Y u(n)/n!z" et g(z) =
Py(z) exp(apz) + - - - + Ps(2) exp(asz).
Nous posons aussi h(z) = f(2)/9(z) = > v(n)/n! 2z".

D’apres un théoréme de Lindeldf ([7]), la fonction h(z) est, comme les
fonctions f et g, une fonction entiére de type exponentiel.

1l en résulte que la série h(z) = ¥ v(n)z" a un rayon de convergence
non nul dans C.

En remplacant si nécessaire z par az avec a € C — {0} convenable,
on peut supposer qu'il existe un indice 7o tel que, pour 7 différent de g, on
ait Re(a;) > Re(a;,), (ol nous avons noté Re(z) la partie réelle du nombre
complexe z). On peut clairement supposer que ¢, est égal & zéro.

De plus, en multipliant si nécessaire f et g par exp(—apz), on peut
supposer que ag est nul.

Soit a tel que, pour tout ¢ =1,...,s on ait Re(a;) > a > 0.

On note T(N) ’ensemble des sommes de N éléments choisis parmi les
a;,t =1,...,8. On a alors d’aprés ce qui précede que, pour tout élément
~v de T(N), Re(y) > Ne.

Nous écrivons maintenant, pour tout z dans C tel que Py(z) soit non
nul :

(11) 9(2) = Ro(2)(1 = 7(2))

avec :

(12) r(z) = — Z Py.(2)/Py(z) exp(akz).
k=1
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Soit N un entier assez grand, que nous choisirons plus loin.
On a:
(13)  Po(2)V* f(2)/9(2) = Po(2)V f(2)(1 +7(2) + - - +7(2))
+ f(2)r ()N Po(2)V 1 /g(2).
Nous notons wg(z) = Po(z)kr(z)*. 1l est facile de voir que wy(z) est un

polyndéme-exponentiel, dont les fréquences sont des éléments de T'(k). On
a donc : Py(2)N*1f(2)/g(2) = Hn(2) + wni1(2)f(2)/g(2), ot Hy(2) est

égal a EN:PO(z)N‘kwk(z)f(z), et est donc un élément de DE, d’apres la
propoéilcti=(§)n 1.

On a donc :
(14) Py(2)NTIh(z) = Hy(2) + wyi1(2)h(2).

Nous appliquons maintenant ’opération f — f aux deux membres de
Pégalité (14). On trouve d’apres la proposition 1 que :

(15) Ly(D)(h)(z) = Hn(z) + Y Ly(D)(R)(z/(1 - 7z)).

Dans (15), D est la dérivation d/dz, Ly (D) est un opérateur différen-
tiel linéaire & coefficients polyndémes, la sommation a lieu sur les v dans
T(N + 1), et les L,(D) sont des opérateurs différentiels linéaires & coeffi-
cients fractions rationnelles (cf. la démonstration de la proposition 1).

Nous savons que la série h(z) a un rayon de convergence non nul dans
C, que nous notons R.

La fonction h(z/(1 — ~z)), et par suite aussi la fonction
L,(D)(h)(z/(1—~z)), est donc méromorphe dans le domaine C(y) = {z €
Cl|z/(1 - ~vz)| < R}.

Tout élément y de T'(IV +1) est de partie réelle supérieure & (N +1)e,
donc de module supérieur & cette méme quantité. Par suite, on voit
facilement que pour N assez grand, C(7y) n’est autre que le complémentaire
dans la sphére de Riemann du disque D(v) de centre R?Y/(R?|y|?> — 1) et
de rayon R/(R?|vy|?> — 1) (on a noté 7 le conjugué du nombre complexe 7).

Quand N tend vers linfini, les rayons de ces disques D(vy) tendent
vers zéro uniformément par rapport & v dans T(N + 1), et les distances
de leurs centres a ’origine tendent de la méme fagon vers zéro. On voit
facilement d’autre part que ces disques sont tous inclus dans le demi-plan
V des nombres complexes z de partie réelle positive, toujours pour N assez
grand.
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Soit M un nombre réel positif et inférieur & R. D’apres ce qui précede,
on peut trouver un entier N tel que la réunion des disques D(7y) pour 7
parcourant T'(N + 1) soit incluse dans I'intersection de V avec le disque de
centre zéro, rayon M.

La fonction Z(z) = Y. L,(D)(h)(z/(1 — vz)) est alors méromorphe
dans le complementaue de l'intersection de V avec D(0, M).

Maintenant, la fonction Hy vérifie une équation différentielle linéaire
homogene & coefficients polynémes. On peut donc trouver un entier ¢ et

des polynémes Qy, ..., Q:, avec Q; non nul tels que :
t
(16) 3 Qi@EHY () =0.
=0

Des égalités (15) et (16), on déduit :
(17) }:Q )(Ln(D)(R)D(z) = ZQ (2)29(2).

Le premier membre de (17) est comme h, une fonction analytique dans
le disque de centre zéro, rayon R. Le second membre de (17) se prolonge

comme Z(z) en une fonction méromorphe dans le complémentaire dans la
sphére de Riemann de V N D(0, M).

Il en résulte que le premier membre de (17) se prolonge en une
fonction méromorphe sur la sphére de Riemann, et par suite est une fraction
rationnelle. Par conséquent la fonction h vérifie une équation différentielle
linéaire homogene a coefficients polyndmes, et il en est de méme de h, ce
qui termine la démonstration de la proposition 3.

Preuve du théoréme 1. — D’aprés la proposition 3, la fonction
h(z) vérifie une équation différentielle linéaire homogene a coeflicients
polynomes :

(18) Z Ui(z)hD(z) =0 (avec Uy, non nul).

En revenant au fait que h = f/g, en multipliant par g™ et en utilisant le
lemme 1, on voit que ’on peut écrire :

(19)  Un(2)(g'(2))™h(z) = Y fP(2)Cr(2,9(2), ..., 9™ (2))

k=0

ou Cy est un polyndme a m + 2 variables.
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11 résulte de (19) et de la proposition 1 que le premier membre de (19)
appartient & AE.

Pour poursuivre, nous aurons besoin de la notation suivante : si g
appartient & PE, et est donné par l’expression (1), on appelle longueur de
g Ventier > (deg(P;) + 1).

Les éléments de PE de longueur 1 sont les fonctions de la forme b
exp(az), et le théoréme est trivial dans ce cas. '

Nous allons terminer la démonstration en faisant une récurrence sur
la longueur de g. Soit donc d un entier naturel supérieur ou égal a 1,
et supposons la conclusion du théoreme vraie quand g est de longueur
inférieure ou égale A d.

Soit g un élément de PE de longueur d + 1. Nous pouvons, comme
dans la démonstration de la proposition 3, supposer que g posséde une
fréquence nulle. Il est alors clair que la longueur de ¢’ est égale & d.

D’apreés ce que l'on a vu, Uy, (2)(¢'(2))™h(z) = W(z) appartient &
AE.

Donc W(2)/g'(z) = Un(2)(¢'(2))™ *h(z) est entitre, et est le quo-
tient de W appartenant 3 AE par I’élément ¢’ de PE, qui est de longueur
d. D’apres 'hypothese de récurrence, on peut trouver un polynéme B(z)
non nul tel que B(2)U,,(2)(¢'(2))™ 1h(z) appartienne & AE.

En répétant m fois cette opération, on voit qu’il existe un polynéme
P(z) non nul tel que P(2)f(z)/g(z) appartienne & AE, ce qui termine la
démonstration du théoreme 1.

5. Démonstration du théoréme 2.

Nous suivons un schéma de démonstration identique & celui de la
démonstration du théoréme 1.

Nous commencgons par démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 4. —  Soit ) u(n)z™ appartenant a K[[z]], vérifiant
une équation différentielle linéaire homogéne a coefficients polynémes. Soit
Y- v(n)z™ une série rationnelle possédant les propriétés 1), 2) et 3) du
théoreme 2.
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On suppose que a(n) = u(n)/v(n) est un entier algébrique de K pour
tout n. Alors la série ) a(n)a™ vérifie une équation différentielle linéaire
homogeéne & coeflicients polynémes.

Démonstration de la proposition 4. — Posons
S
r(n) = byl Y Py(n)a} ;
i=2

on a, d’aprés ’hypothése 2) du théoréme, |r(n)| < 1 pour n assez grand.
On écrit alors :

a(n) = u(n)/v(n) = w(n)br *ar™ (1 +r(n) + -+ + (r(n))V)
+u(n)(r(n)) ¥+ fu(n),
ou N est un entier assez grand, que nous choisirons plus loin.

On a donc :

(20) a(n) = u(n)/v(n) = u(n)wy(n) + Ry (n)

ott wy(n) est la suite récurrente linéaire b7 a7 (1 + 7(n) + - - + r(n)N),
et oll on a posé Ry(n) = r(n)Vtla(n).

D’apres la propriété 2) du théoréme, on peut choisir N suffisamment
grand pour que 'on ait Ry(n) = 0(8™) avec 6 €]0,1[. Nous fixons un tel
N dans la suite.

Les deux séries ) u(n)z™ et Y wy(n)z™ vérifient des équations
différentielles linéaires homogenes & coefficients polynomes de K[z]. Il en
est donc de méme de leur produit de Hadamard 3 u(n)wy(n)z™. Il en
résulte que la suite u(n)wy(n) vérifie une relation de récurrence linéaire
3 coefficients polynémes de K[z] dont les coeflicients sont des entiers
algébriques, que nous écrivons :

(21) Eq: Si(n)u(n +)wy(n+13) =0

1=0
(pour n assez grand), S, étant non nul.

On a donc pour n assez grand, 1’égalité :

(22) ZS a(n + 1) EQ:SZ»(n)RN(n+i).

1=0
Le premier membre de (22) est un entier algébrique du corps K, qui est soit
Q, soit un corps quadratique imaginaire. Le second membre de (22) tend
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vers zéro si n tend vers linfini. Par suite, les deux membres de ’égalité
(22) sont nuls & partir d’un certain rang, ce qui démontre la proposition 4.

Preuve du théoréme 2. — Remarquons que nous savons en plus par
rapport a la proposition 4, que la série Y u(n)z" est une série algébrique.
Il en est donc de méme de la série h(z) = Y u(n)wn(n)z™, qui s’exprime
comme une combinaison linéaire & coefficients fractions rationnelles en des
termes de la forme h(*)(az), i dans N et a dans Q.

On sait que ’équation différentielle d’ordre minimal vérifiée par une
série algébrique est telle que son polyndme indiciel a toutes ses racines
rationnelles.

D’autre part, cette équation différentielle se traduit par une équation
aux différences du type (21), le polynéme S,(z — ¢) étant alors & une
constante multiplicative non nulle prés le polynéme indiciel.

Nous appelons maintenant longueur de la suite récurrente v(n) 'entier
1 + > (deg(P;) + 1), et nous allons raisonner par récurrence sur cette
longueur. Remarquons que si la suite v(n) vérifiant les hypotheses du
théoréme est de longueur 1, alors v(n) = byaf}, et il n’y a rien & démontrer.

Nous supposons le théoréme vrai pour les suites de longueur inférieure
ou égale & L, et nous supposons que v(n) a une longueur L + 1.

On déduit de Y Si(n)u(n + 7)/v(n + i) = 0, en multipliant par
v(n)...v(n+q—1) que:
(23)  la série Z Sg(n)v(n)...v(n+q—Nu(n+q)/v(n + g)z"
est algébrique.
Considérons les suites récurrentes suivantes :
Mi(n) =v(n+q) —al v(n+i), 0<i<q.

On voit facilement, d’apres ’expression 1) de la suite v(n) donnée dans le
théoréme 2, que les suites M;(n) possédent encore les propriétés 1) et 2)
de ce théoréme. D’apres la propriété 2), elles sont non nulles pour n assez
grand, et enfin elles sont toutes de longueur inférieure ou égale a L.

A un facteur constant non nul pres, la série (23) est égale & :
Z Sq(n)My(n)v(n +1)...v(n+q— Lu(n + q)/v(n + g¢)z"

- Z Se(n)v(n+1)...v(n+q — u(n + g)z".

Par suite, la série ) Sq(n)Mo(n)v(n+1)...v(n+q—1)u(n+q)/v(n+q)z™
est aussi algébrique.
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Répétant ce procédé, on voit que : -

(24)  Lasérie Y S,(n)Mo(n)... My_1(n)u(n + g)/v(n + g)z"
est algébrique.

En multipliant si nécessaire par d”, ou d est un entier naturel convenable-
ment choisi, chacun des facteurs des coefficients de Taylor de la série (24),
on peut supposer que ces facteurs sont & valeurs entiers algébriques de K.

On applique alors plusieurs fois ’hypothése de récurrence, en divisant
successivement par My(n),..., My_1(n), et on en déduit que :

(25) La série Z Sq(n)u(n + q)/v(n + q)z™ est algébrique.

Pour terminer la démonstration, nous allons utiliser le lemme 2. En effet,
nous avons déja vu que le polynéme S,(z — g) avait toutes ses racines
rationnelles. En le décomposant en ses facteurs linéaires, et en appliquant
plusieurs fois le lemme 2, on voit que la série 3 u(n)/v(n)z™ est algébrique,
ce qui termine la démonstration du théoreme 2.

6. Remarques.

1) Pour le théoréme 1, on voit que le résultat demeure vrai si, au lieu
de considérer ensemble AE des fonctions f telles que f soit algébrique, on
considere les fonctions f telles que f appartienne & une classe de fonctions
qui soit stable par les opérations 1), 2) et 3) de la démonstration de la
proposition 1, et dont tous les éléments vérifient des équations différentielles
linéaires homogenes & coeflicients polynomes.

C’est le cas pour les classes D(t) des diagonales de fractions ration-
nelles & t variables, dont nous rappelons la définition :

DEFINITION. — Soit w(z) = Y w(n)z™ une série formelle & coeffi-
cients dans le corps K. On dit que w est diagonale de fraction ration-
nelle & ¢ variables, s’il existe une fraction rationnelle F' & ¢ variables,
a coefficients dans K, réguliére a l’origine, de développement de Taylor
S v(ng,...,n)z2 , telle que on ait u(n) = v(n,...,n) pour tout n.

L’ensemble D(1) est I’ensemble des séries rationnelles. On sait que
D(2) est ensemble de séries algébriques, et que D(3) contient des séries
transcendantes. Pour tout ce qui concerne ce sujet, voir l’article de G.
Christol [5].
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2) Toujours en ce qui concerne le théoréme 1, une question que nous
n’avons pu résoudre est celle de savoir si I’analogue du théoréme R obtenu
en remplacant dans ce théoreme “f € PE” par “f € AE” est vrai.

3) En ce qui concerne le théoréme 2, on peut bien siir se poser la
question de savoir si I’analogue du théoréeme du quotient de Hadamard est
vrai en toute généralité.

4) Enfin, toujours pour le théoréme 2, et de maniére symétrique a
ce qui concerne le théoréme 1, on peut considérer les séries Y u(n)z™ qui
sont diagonales de fractions rationnelles & ¢ variables, au lieu de séries
algébriques. Mais apparemment, aucun résultat analogue au théoreme A
n’est connu dans ce cas.
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