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REARRANGEMENT, INEGALITES MAXIMALES ET
THEOREMES ERGODIQUES FRACTIONNAIRES

par M. BROISE, Y. DENIEL et Y. DERRIENNIC

1. Introduction.

Suivant le théoréme ergodique de Birkhoff les moyennes arithmétiques
d’une suite stationnaire intégrable convergent presque partout. Que devient
ce théoréme si I’on remplace la moyenne arithmétique par un procédé de
moyenne plus faible, comme par exemple la moyenne de Cesaro d’indice
a < 1, dont la convergence implique la convergence de la moyenne
arithmétique?

D’apres la loi forte des grands nombres de Kolmogorov, les moyennes
arithmétiques d’une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées convergent presque partout si et seulement si les variables
sont intégrables. Bien qu’une telle suite soit un cas trés particulier de suite
stationnaire, c’est la méme hypothese d’intégrabilité qui gouverne les deux
théorémes que nous venons de rappeler. Comment peut-on expliquer cette
coincidence? Par quels autres procédés de moyenne est-elle conservée?

Nous nous proposons d’apporter une réponse précise & ces questions.

Considérons un semi-flot mesurable & temps discret (™),eN Ou a
temps continu (6;);cr, ou & temps multidimensionnel (035)556,,‘71+ préservant
la mesure p d’un espace probabilisé (2, F,x). La moyenne ergodique au

Mots-clés : Réarrangement — Inégalité maximale — Théoréme ergodique — Convergence
presque partout — Empilage.
Classification A.M.S. : 28D.
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sens de Cesaro d’indice @ > 0 est définie, pour une fonction réelle f
mesurable sur 2, en temps discret par :
-1 n
n+a n—-k+a-1
ek
() )
k=0
et en temps continu par

t
a o
t—"‘/o(t_s) 1fob,ds .

Les propriétés des moyennes (C, &) sont décrites dans [9] et [24]. Pour
a = 1 on retrouve les moyennes arithmétiques. Dans la définition de la
moyenne (C,a) en temps continu on reconnait 'intégrale fractionnaire au
sens de Riemann et Liouville; elle s’écrit aussi :

1

—t—/go(i)foesds

ot p(t) =a(l —t)* ! pour 0 < ¢t < 1.
Plus généralement, étant donné une fonction-poids ¢ positive (au sens

large) sur R4, vérifiant / ¢(z)dz =1 on introduit les moyennes

agt= [ o(P)rotue.

td t
+

Dans ’étude de la convergence de telles moyennes quand ¢ — 0% ou
+00, la forme de ¢ joue un réle essentiel. Quand ¢ est décroissante, ou
décroissante par rapport a la norme de x en dimension d > 1, on déduit la
convergence de AY f de la convergence des moyennes arithmétiques (voir
par exemple [4], chap.10). Ceci est analogue au fait que la convergence
(C,a) implique la convergence (C,[3) pour 8 > «; pour les moyennes
continues ceci vaut aussi bien pour ¢ — +o0o que t — 01 ([9], [24]). Le
probléme étudié ici est celui de la convergence p.p. de moyennes du type
AY f pondérées par un poids ¢ qui n’est pas supposé décroissant. Pour les
moyennes (C, a) le cas qui nous intéresse est donc le cas 0 < a < 1.

Rappelons ce qui est connu & ce sujet. Tout d’abord pour la conver-
gence en norme dans Li ou L ou tout autre espace normé, tous les
systemes de moyennes considérés ici sont équivalents. Ceci résulte du
théoréme ergodique en moyenne ([14] chap.2). Nous n’avons donc & nous
préoccuper que de la convergence p.p.. Pour une suite de v.a. Xy i.i.d., cas
particulier de suite stationnaire f o 8%, la convergence p.p. des moyennes
(C, ) équivaut a I’existence d’un moment d’ordre 1/« i.e. E(|Xk|'/®) < oo,
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quand 0 < a < 1, (pour 1/2 < a < 1 voir [18]; pour 0 < a < 1/2 voir [6]).
Ceci montre déja que ’ensemble des fonctions f telles que les moyennes
AY f convergent p.p. peut étre strictement plus petit que L}‘ quand ¢ n’est
pas décroissant. Pour une suite stationnaire f o 8% les moyennes (C, )
convergent p.p. dés que f € L% avec ap 2 1 ([12] et aussi [5]). Mais pour
« < 1 tout systeme dynamique ergodlque non atomique, porte une fonction
fe Ll/ “ telle que les moyennes (C,a) divergent p.p. ([5]). La condition
donnant la convergence p.p. des moyennes (C,a) de v.a. i.i.d. ne s’étend
donc pas aux suites stationnaires quand a < 1, contrairement a ce qu’on
sait pour a = 1. Cette différence entre les cas a = 1l et a < 1 a été la
motivation initiale de cette étude.

2. Apercgu des résultats. Plan de ’article.

Avant d’énoncer nos résultats il faut rappeler ce que sont les espaces
fonctionnels de Lorentz relativement & un poids ([16]), [17], chap.3). Une
fonction réelle ¢ définie sur une partie de R? est appelée poids si :

1) ¢(t) > 0 p.p.
2) /w(t)dt =1.

Etant donné un espace mesuré fini (E,B,m) et un poids ¢ défini et
décroissant sur (0, 1) 'espace de Lorentz A, (v, q) est ’espace des fonctions
mesurables m.p.p. sur E telles que

(E) /a
e = (o [ 9z o)ds) " <o

ol g > 1 et ol f* désigne la rearrangee décroissante de |f| définie sur
(0,m(E)) i.e. f* est la fonction décroissante continue & droite caractérisée
par

m{|f] >y} = Mf" >y}

pour tout y > 0, A désignant la mesure de Lebesgue.

Quand (s) = (g/p)s'9/P)~1, avec p > 1 cet espace est couramment
noté L., (p,q) ([11], [21]). Dans ce cas la définition s’étend & des espaces
mesurés infinis en posant

I1£1l5, = (% / " (s f*(s)q%)uq |

La quantité ||f||;, , est une norme et ces espaces sont des espaces de
Banach qui interpolent les espaces L? usuels car L, (p,q) C Ly (p,q') si
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¢ > qet Ly(p,p) = LP,. Dans la suite on considérera surtout le cas ot
g =1 et on notera pour alléger An(,1) = An(¥) et [|f]I7,, = IIfIl}-

Notre premier résultat est alors le suivant, ol comme ci-dessus ¢*
désigne la réarrangée décroissante de ¢.

THEOREME 1. — Un poids ¢ & support compact dans R, d > 1,
étant donné, les moyennes ergodiques

1 T
vr_
.Atf = t—d/Rdcp(?)foﬂzdx
convergent p p.p. quand t — +o0 si f € A,(p*).

COROLLAIRE 1 (théoréme ergodique fractionnaire). — Les moyen-

¢
nes ergodiques (C,a) “continues” a/t* / (t—s)*"1fo8,ds ou “discrétes”

0

n+a\ ' n—k+a-1
ok
() 2 ()
k=0

avec 0 < a < 1, convergent p p.p. quand t oun — +oo si f € L,(1/a,1).

Ceci précise le résultat de [12] (ou [5]) rappelé dans 'introduction car,
pour p(R) < oo, L&/ ¢ L,(1/a,1) pour tout & > 0.

Quand ¢ est décroissant par rapport a la norme ou seulement décrois-
sant “radialement” ce résultat est moins bon que celui qu’on déduit direc-
tement de la convergence des moyennes arithmétiques car A,(¢*) C L}L
([4], chap. 10). Mais, en dimension d = 1, quand ¢ est croissant (au sens
large), en particulier pour les moyennes (C,a), 0 < a < 1, ce résultat est le
meilleur possible en un sens qu’il faut préciser. Une fonction g mesurable
sur (Q, F, i) est dite “réarrangée équimesurable” de f donnée si, pour tout
y €R, u{g > y} = u{f > y}; si f et g sont > 0 ceci équivaut & f* = g*.
Si I’espace est du type de Lebesgue ceci équivaut aussi a ’existence d’une
transformation mesurable 7 préservant la mesure p telle que g = for
([19], p. 17 et [17], p. 60). Alors on peut énoncer la “réciproque” suivante
des énoncés précédents.

THEOREME 2. — En dimension d = 1 pour un poids ¢ croissant,
au sens large, sur (0,1), le plus grand espace, stable par réarrangement
équimesurable, de fonctions pour lesquelles le théoréeme 1 soit valide est
Pespace A,(p*).

Plus précisément, dans le cas discret, une transformation ergodique
0 préservant la mesure d’un espace de Lebesgue (2, F, ) étant donnée, si
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fé¢Lu(1/a,1) (0 < a <1), il existe une réarrangée équimesurable f' de f
dont les moyennes ergodiques (C, a) divergent u p.p..

La démonstration du théoréeme 1 suit la démarche de Wiener [23].
On obtient d’abord une inégalité maximale de type faible, & la Hardy-
Littlewood, pour des moyennes définies sur R? par

1@ =5 [ () fa+d.

C’est dans I'inégalité maximale que s’introduit naturellement la norme de
Lorentz. Ensuite on transfere I’inégalité maximale purement réelle aux
moyennes ergodiques en intégrant par rapport a la mesure invariante
I’inégalité écrite sur chaque trajectoire du flot. Enfin, on démontre la
convergence par densité. Les formules étant plus simples pour les moyennes
“continues” le détail des démonstrations n’est donné que dans ce cas.

Le plan de la suite est le suivant. Dans la partie 3 on démontre
une inégalité liant moyennes et réarrangement sur un espace produit
et on applique pour prouver l'inégalité meximale. Celle-ci renforce une
inégalité donnée dans [13] et implique une inégalité portant seulement
sur les moyennes (C,a) donnée dans [22]. Dans la partie 4 on déduit un
théoréme de différentiation et un théoréme ergodique local. Dans la partie
5 on démontre le principe de transfert puis le théoréeme 1. Dans la partie 6
on démontre le théoréme 2. On termine par quelques remarques sur le cas

ol la mesure invariante est infinie et sur la convergence d’autres moyennes
((C,a) pour a > 1, Abel, Borel, Euler...).

3. Réarrangement et inégalité maximale.

On rappelle d’abord 'inégalité fondamentale sur les réarrangements
décroissants ([10], chap. X). Deux fonctions mesurables positives f et g
étant définies sur un espace mesuré (E,B,m) on a :

m(E)
/ fgdm < / F(t)g(t)dt .
E 0

Désignons, comme ci-dessus, par ¢ un poids décroissant sur [0,1]. On
pose pour B € B

1 m(B) t .
py(m, B, f) = -T;(_Ej/o ?/J(W)(fXB) (t)dt
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ou xp désigne l'indicatrice de B. Si B=FE
py(m, E, f) = || fIl} -

Cette quantité est le maximum des moyennes relativement au poids 9 des
réarrangées de f sur B.

L’inégalité suivante joue un role clé dans toute la suite.

PROPOSITION 1. — Soient (Ey,m1) et (E2,m2) deux espaces me-
surés. Soient f : E; X E; — Rt et B C E;, x E; mesurables. En notant
Sz, (@1) = f(z1,22) et By, = {z1 € E1 ; (z1,23) € B} on a:

1
m/ml(Bccg)pzl)(mlaBzz»fwz)dm2(z2) .
Si pour my—presque tout z2 dans la projection wo(B) de B sur Ej les

fonctions f.,xp,, de z1 ont la méme distribution alors I'égalité est réalisée
et :

p'(/)(ml ®m27Baf) Z

pw(ml ®m‘2aB7f) = p'P(ml’Bz‘zafwz) 75 m2 p.p. sur 7T2(B) .

Démenstration. — Dans espace produit [0,m;(E;)] x E; dont le
premier facteur est muni de la mesure de Lebesgue A , on consideére :

1) la partie B = {(t,x2) ; 0 < t < mi(Bg,)}
2) la fonction f(t,z;) = (fe2XB.,)" ()
3) la fonction h(t,z2) = ¥(t/m(By,)).

En vertu du théoréme de Fubini on a A ® my(B) = m; @ ma(B).
Les fonctions fxz et fxp ont méme distribution donc (?XE)* = (fxs)*.
D’autre part pour y > 0 :

A ® ma{(t,z2) € B ; 1/’(%) >y}

= / sup{s ; ¥(s) > y}mi(By,)dma(z2)
m2(B)

=my @ ma(B)sup{s ; ¥(s) >y}

t
=AMt () >
Ceci prouve (hxg)*(t) = ¥(t/m1 ® my(B)). L’inégalité cherchée résulte
donc de linégalité fondamentale rappelée au début du paragraphe. La
seconde partie est alors évidente.

En supposant ’espace E, dénombrable on trouve le cas particulier
important suivant.
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COROLLAIRE 2. — Soit B,, une suite de parties mesurables de E,
disjointes 2 & 2 et soit B =|J B,. On a
n

pw(maB:f) Z ;I—l—(lB—) ;m(Bn)pw(m7 Bnyf) .

On introduit maintenant un poids ¢ sur le cube unité [0,1]¢ = I de
R<. Ce choix n’est pas essentiel : on pourrait remplacer I par une boule ou
un ensemble convexe compact fixé. Une fonction f réelle mesurable sur R?
étant donnée on pose :

1 z
421@) = [ () @+ 2z
. - 1

On peut écrire AY f(z) = f*@i(z) ot $(2) = p(—2) et py(2) = t—dgo(%) En
analyse il est habituel de considérer f * :(x). On choisit ici de considérer

AY f afin de pouvoir écrire ensuite des moyennes ergodiques de ce type pour
un flot non nécessairement inversible.

On considére aussi la moyenne “réarrangée maximale” de f par
rapport a ¢ :
A:(pf(z) = p<P*(A7‘T + tl)f)
ie. .
*Q 1 ‘ xS *
A7f@) =5 [ ¢ (UG + X)) ()ds
Ona A7 f < A[°f.
Associées a ces moyennes on définit les fonctions maximales :
M7 f(z) = sup Aff(z); M f(z)=supAf f(z)
T>t>0 t>0
et
M7?f(z) = sup Ai¥f(z); M™ f(z) =sup A;* f(z) .
T>t>0 >0

Quand il s’agit des moyennes (C, @) c’est-a-dire pour ¢(s) = a(l — s)*71,
s € (0,1), on remplace dans les notations ¢ par a.

THEOREME 3 (inégalité maximale). — Il existe une constante ¢ ne
dépendant que de la dimension d , telle que pour toute f > 0 sur R¢ et
touty >0ona:

¢ MM*? >y}
MMef >y < / F (0" /MM > y}ydt
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et de méme avec MY f, M1? f et MY f .

Démonstration. — Pour une fonction f bornée & support compact et
T fixés posons E, = {M1’ > y}. Pour tout z € E,, il existe T > ¢ > 0 tel
que A;¥ f(z) > y. Suivant un lemme de recouvrement classique ([20], p. 9)
on construit une suite (x;,t;) telle que A;? f(z:) > y, telle que les cubes
I, = z; + t;1 soient disjoints 2 & 2, et telle que A(E,) < cA(L) o L =|J L.

1
La constante ¢ ne dépend que de d; pour d = 1, ¢ = 1 sinon ¢ > 1. D’aprés
le corollaire 2, on trouve
),
dt.
( A(L)

V< S DA SO LD < 5 [ 1

La décroissance des fonctions f* et ¢* nous donne alors

y</ F ML) (s)ds</ (2 ul v)) o () ds

M(EBy)/c

M Ey)
S A(_E‘)/o fre)e” (A(E ))‘”

car ¢ > 1. C’est l'inégalité cherchée. On passe au cas général par des

passages a la limite monotone évidents d’abord en f puis en T'.

,\(L)

L’inégalité portant sur M¥ f se démontre de fagon analogue grace a
Af f(z) < pox(N,x + I, f) .

COROLLAIRE 3 (inégalité maximale fractionnaire). — Pour les
moyennes (C,a), 0 < a < 1,d=1, on a pour toute f >0 et tout y >0 :

MMOF > g} < MM*f >y} < (%nfn:/a,l)”" -

Plus généralement ces inégalités sont valides si ¢*(t) = at*™ 1,0 < a < 1,
d > 1, avec 1 remplacé par c .

Remarques. — D’apres le théoreme de Marcinkiewicz on peut dé-
duire des inégalités précédentes, des inégalités maximales de type fort :
M fll5 , < Bllfll, pourl<g<ocoetp>1/a.

L’inégalité classique de Hardy et Littlewood est celle du corollaire 3
pour a =1 ([10]).
Dans [22], Stein prouve l'inégalité

Ao s sup M@

A
< = L
sup T > V) <
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oil x5(z) est la fonction indicatrice de la boule de centre z et de rayon 6 et
ol

» 1 oo 1/p—2 ¢ *
Ifllpa== [ ¢ f*(u)dudt
PJo 0
avec p > 1. Suivant [21] (chap. V, section 3) la quantité || f||,1 est une
norme sur L, ; équivalente || f||; ;. Cette inégalité est donc du méme type

que celle donnée par le corollaire 3 (la fonction maximale M** f considérée
ici peut aussi s’écrire :

M**f(z) = sup ".sz+tI|il/a,l
>0 |IXz+¢rll1/a,

La démonstration de Stein rameéne le cas p > 1 au cas p = 1, c’est-
a-dire & P’inégalité de Hardy et Littlewood, de fagon directe. Mais cet
argument utilise la propriété d’homogénéité de la fonction ¢1/?; il ne peut
pas étre utilisé pour les moyennes pondérées par un poids ¢ quelconque.

L’inégalité du théoréme 3 s’écrit aussi :
1
arepy@ <e [ e

Sous cette forme elle apparait dans [13] mais seulement pour la
fonction maximale M¥ f, qui est majorée par M*¥f .

4. Théoréme de différentiation et théoréme ergodique local.

Il nous faut d’abord préciser la notion d’appartenance locale a ’espace
Ax(v) sur R, Une partie B C R%, de mesure de Lebesgue A(B) finie, étant
donnée, on note A(y, B) lespace de Lorentz Ay (1,1) défini sur B relatif
au poids décroissant 9 et || f||}, p sa norme (voir le début du §2).

PROPOSITION 2. — Soit f > 0 sur R¢,

i) si C C B, si fxp € A(¥, B) alors fxc € A(®,C);
ii) si fxs € A(¥,B) et fxc € A(¥,x) alors fxpuc € A, BUC);

iii) il y a équivalence entre :

1) pour tout compact K C R¢, fxx € A(¥, K)

2) pour tout z € R? il existe un voisinage V, tel que fxv, € A(¥,Vy) .

Dans ce cas, on dit que f est localement dans A(v) sur RY.
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Démonstration.
i) résulte de (fxB)* > (fxc)* et de la décroissance de 1 .

ii) En vertu de i), il suffit de considérer BN C = . On a alors
(FxBuc)*(s +1t) < sup((fxs)*(s), (fxc)*(t)) inégalité réciproque de

Mfxsuc > sup(u,v)} < M fxp > u} + M fxc > v} .
Alors

1 A(BUC) . ¢
A(BUC) /0 (fxsuc) (t)'/’(A(_Bu_c_)) dt

1
= [ (xavey ex®) + xcpwie e

1
< /0 sup(fxs)* (LA(B)), (fxc) (EA(C)))(t) dt

ce qui prouve le résultat cherché. La 3éme partie résulte immédiatement
des 2 premieres.

THEOREME 4 (différentiation pondérée multidimensionnelle). — Si
f appartient localement a A(p*) sur R?

lim A f(z) = lim A;*f(z) = f(z) # ) pp.

et méme
td

A (=1@)@ = 7 [ @ (@) 1)~ @r(] (0)ds — 0X pp.

Démonstration. — D’apres I'inégalité
1 z *
7 [ el +2) - f@)lds < 47(f = f@) @)

la premiére assertion résulte de la seconde.

On procede de facon classique. Pour f continue le résultat est clair.
Fixons un cube K de coté a, dans R?. Les fonctions continues sur K sont
denses dans A(p*, K). Soit f € A(¢*, K). L’inégalité maximale (théoréme
3) montre déja que les moyennes A;*(f — f(x))(z) sont finies p.p. sur K .
Ecrivons f = g+h avec g continue a support dans K. En vertu de 'inégalité
générale (f + g)*(t) < f*(t/2) + g*(t/2) on a :

A (S - f@)(=) < 247%(9 — 9(2)) (@) + 2477 (h — h(z))()
< 24;%(g9 - 9(2))(x) + 44;7h(x) + 4|1 ()]
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d’ott
limsup A4;°(f - f(@)(w) < 4M;h(z) + 4|h(a)

ou T est fixé. On observe que {M1*h > y} est contenu dans un cube de
coté a + T'; I'inégalité maximale (théoréeme 3) donne alors :

*Q ¢ (a+T)d * * t c d
MM;#h >y} < 5/0 W (Op" (r5a) 8 < Sla+ TR«

D’autre part on a de fagon évidente
Mh|>y} Lt P
Mt >a) [ o () de <atlh
0 a

La quantité [|h||. x pouvant étre arbitrairement petite, le théoréme est
démontré.

*
¢*,K *

Remarque. — Dans [13] est donné un théoreme de différentiation
voisin mais moins précis : il porte sur AY f et non sur A;7(f — f(z))(z), de
plus il ne précise pas le réle de I’appartenance locale & A(p*).

COROLLAIRE 4. — Si f appartient localement a L(1/a,1) sur R on
[e% a ! a—1
At @) = 55 [(=9"  fa+9)ds =5 f@) # A pp.
0

A 1@ = 5 [ 7+ 0Ol () ds 5= 0 2 b

et méme
a [t

A2 (- f@)@) = o= [ 2 [ @)= @) (5)ds — 0 pp.

=)

Pour obtenir un théoréme “ergodique” local pondéré par ¢ , pour
un semi-flot (ch)mﬂtjr mesurable préservant la mesure p d’un espace
probabilisé (Q, F, u) il suffit d’établir une relation entre ’appartenance de

f a lespace A,(p*) sur Q et 'appartenance locale & A(¢*) sur R? de la
fonction de z , f(O,w) & w fixé, w € Q.

PROPOSITION 3. — Si f € A,(p*) sur Q alors pour u—presque tout
w € Q, la fonction de z, f(f,w) appartient localement & A(p*) sur R%.

Démonstration. — Soit F(z,w) = f(f,w) restreinte & [0,7]% x Q. 11
résulte de ’invariance de la mesure u sous 0, que

A®@ p{F >y} =Tu{f >y}
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d’ot F*(t) = f*(t/T%) . Avec les notations du §3 on a donc :

1 Tt
P (A® 1, [0,T]* x Q, F) = ﬁ/o Fr(t)y (-T—g) dt = po- (1,0 f) -

Par la proposition 1 cette quantité majore

/sto"(’\7 [0’ T]daF("w)) dﬂ(w)

ce qui prouve le résultat cherché.

THEOREME 5 (théoréme ergodique local pondéré). — Si f € A,(p*)
alors )
) T
lim -3 ” ¢(3)f(6zw) de = f(w) p p.p.
et méme
1 ¢! S *
lim X ¢ (;2) [1£(0.0) = f@)xur ()] (s)ds =0 ppp..

En dimension 1, si f € L,(1/a,1) sur Q alors

t

lim = [ (¢—8)°" f(Bw)ds = f(w) u p.p.
0

et méme

tim =[5 [1£0.9) = (@) xpa()] (9)ds =0 4 pp..

Démonstration. — La proposition 3 permet d’appliquer I’argument
original de Wiener auteur du théoreme “ergodique” local pour les moyennes
arithmétiques et f € L, ([23], [14], p. 11).

Remarque. — Dans les théoremes 4 et 5 il est clair que la convergence
a lieu aussi en norme de A(p*).

5. Transfert. Théoréme ergodique fractionnaire.

Suivant la démarche classique de Wiener, développée par Calderon
([23], [3]) on se propose de transférer les inégalités maximales établies dans
les paragraphes précédents aux moyennes ergodiques associées a un semi-
flot ((935)%“:1+ préservant la mesure p d’un espace probabilisé (92, F, ).
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Le poids ¢ sur I = [0,1]¢ étant fixé on définit, pour f mesurable sur
Q,t>0et w € N, les moyennes ergodiques :

1 T
» = — hd
Arf@) =g | o(3) ) de,
et les fonctions maximales :
M? f(w) = sup Af f(w) ; M7 f(w) = sup Aff(w).
>0 T>t>0

Quand il s’agit des moyennes (C,a), (¢(t) = a(1 —t)*~1 sur (0,1))
on remplace dans les notations ¢ par a .

THEOREME 6 (inégalité ergodique maximale). — Pour un poids ¢
défini sur I = [0,1]? quelconque on a pour toute f > 0 sur Q et y > 0

c [HIMPf>y}
pMEf >y < /0 F (0" (/M f > y})dt

ol ¢ est la constante ne dépendant que de la dimension fournie par le
théoréme 3 (pour d = 1, ¢ = 1). En particulier, quand ¢*(t) = at®*~! avec
O<a<lona

Ja
pMef > 9} < (S en)

Démonstration. — 11 suffit de démontrer l'inégalité pour M%f .
Définissons sur ’espace produit Ri x 2 muni de la mesure A ® p ot A
désigne toujours la mesure de Lebesgue :

F(z,w) = f(fw) ,
Fuir(z,w) = f(0,w)si € (u+T)-I et 0sinon .
Posons
G(z,w) = MZ(F(-,w))(z) et Guir(z,w) = MF(Furr(,w))(@)

ol M7 désigne, comme dans les parties précédentes, 'opérateur maximal
pondéré par o agissant sur les fonctions de variables réelles z, F(-,w) et
Fyi71(-,w) obtenues en fixant w € 2. On a

AL (F(,w))(z) = (A7 F)(6:w)
dou G(z,w) = MZf(f;w). 1l est clair que Gyy7(z,w) = 0 pour z ¢
(w+T)-I et que Gyy7(z,w) = G(z,w) pour z € u - I.
Soit
E={M?f>y}

t
Y B {0w); Gurrww) >4} C @ T) Ix 0.
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Pour w fixé, E, = {z ; Gy4r(z,w) > y}. Par le théoréme de Fubini-on a

A®u(E)= A ME,)dp(w) = /Rd p{w ; Guir(z,w) > y}dA(z)

2/ p{w; G(z,w) >yldA\(z)=AQu{(z,w);z€u - Iet,we E}
u-I

car G(z,w) = M%7 f(6,w). Linvariance de u sous 8, donne alors
A® u(E) > u'w(E) .
Dans le cas particulier o1 ¢*(t) = at®~! on peut, grace & la convexité
de *, compléter la démonstration de la facon suivante.

L’inégalité maximale du corollaire 3 s’écrit ici :

— C * 1
/\(Ew) S (?_J'“Fu+T('vw)”1/a,l) e .

Par une intégration par parties on peut écrire la norme de Lorentz
sous la forme :

o0
1Fusr (@) = /0 MPurr(w) > 1} dt .

D’apres 'inégalité de Minkowski pour les intégrales, qui est applicable
car0<a<lona

[ [ M x> e e
Q 0
< (/0 (/QA{FHT(-,w) > ¢} du(w))® de) ' .

L’invariance de p sous 8, donne

/QA{FM(-,w) > t}du(w) = (u+T)u{f >t} .
On obtient finalement

C % a
W {MES >y} < (u+ T)‘i(;nful/m,l)”

qui donne l'inégalité cherchée quand u — +oo.

Dans le cas général nous ne savons pas opérer ce transfert de fagon
aussi directe & partir du théoréme 3; il faut reprendre une partie des
arguments de la démonstration de ce théoréme. Pour p presque tout w
dans la seconde projection de E on peut construire une suite (z;(w), t;(w))
telle que AY (Fuir(,w))(z;) > v, telle que les cubes [;(w) = z;(w) +t;(w)]
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soient disjoints 2 & 2 et que A(E,) < cA(L,) avec L, =|J I;(w). D’apres

le corollaire 2
Y < p¢*(A,Lw,Fu+T(',W)) .

Admettons pour l'instant que 1’ensemble
L = {(z,w) ; w € seconde projection (E) et z € L, }
soit mesurable dans Ri x § . La proposition 1 donne alors
Y < pos(A@p, L, Fyrr) .

Par l'invariance de p sous 6, on a F; r(t) = f*(t/u + T). Comme
A® (L) = [ A(Ly)p(dw) 2 (1/c)A ® u(E) 2 (up(E))/c on obtient

1 A®u(L) t
< o * wf_ v
Y= Yo u@) /0 Fir (09" (5 ® ,u(L)) dt

_ /01 f*(s/\®u(L))(p*(s)ds

u+T
<[ 1 1 (G ) e ds
< —ff‘j(%—’ / " 109 (o55) &

car ¢ > 1. On trouve I'inégalité désirée en laissant u — +o00 .

Le lemme de recouvrement utilisé ne nous permet pas d’affirmer di-
rectement que ’ensemble L,, dépend mesurablement de w et que donc L est
mesurable. Pour surmonter cette difficulté nous proposons le raisonnement
suivant. Pour chaque suite finie o = (x;,t;); avec z; € R‘i a coordonnées
rationnelles et ¢; > 0 rationnel, pour laquelle les cubes I; = z; + t;I sont
disjoints 2 & 2, considérons ’ensemble S, des w €  tels que

AZ (Fuyr(-,w))(z:) >y et ’\(Ew) < ML)

avec L, = UI;. Sic’ > cil est clair que 'union de ces ensembles S, couvre la
seconde projection de E car tout cube de la forme z+tI peut étre approché
de l'intérieur par des cubes z;+¢;I de la forme décrite. L’ensemble des suites
finies o est dénombrable. On peut donc asssocier mesurablement & chaque
w € seconde projection (E) une suite unique o(w) et ’ensemble L' dont
la seconde projection est celle de E, dont la section en w est L, (), est
mesurable dans Rd+ x . En remplacant L par L' dans le raisonnement fait



704 M. BROISE, Y. DENIEL et Y. DERRIENNIC

ci-dessus on obtient I’inégalité cherchée avec ¢’ > c au lieu de c. Ceci acheve
la démonstration du théoreéme 6.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.

Démonstration du théoreme 1. — L’inégalité du théoreme 6 implique
que Pensemble des f € A,(¢*) pour lesquelles les moyennes A7 f convergent
p p.p. est fermé pour la norme || ||7,. L’argument détaillé a déja été

donné lors de la démonstration du théoréme 4. D’autre part, on vérifie
facilement que cette convergence a lieu si f est invariante sous le flot 8,
ousi f=g—gof, pour un z € R‘j_ et une fonction g bornée. Or il
résulte du théoréme ergodique en moyenne ([14], chap. 2) que ces fonctions
engendrent un sous-espace dense de A,(¢*); en effet les moyennes A7 f
convergent en norme || ||%, vers une fonction invariante, quand ¢t — 400,
pour tout f € A,(p*) (voir remarque ci-apreés). Ainsi le théoréme 1 est
démontré.

Démonstration du corollaire 1. — La premiére partie est un cas
particulier du théoreme 1. La seconde partie qui porte sur les moyennes
(C, a) discretes est entiérement analogue a la premiére. Pour cette raison
on ne donne que quelques bréves indications. Les moyennes

-1 n
n+a n—k+a-1 &
( ) E ( n— k )foe convergent y p.p.

n
k=0
quand f = h+ g—go#f ou h est f—invariante et g bornée. En raisonnant
comme dans les paragraphes précédents on démontre ’inégalité maximale
suivante :
n+a) '=(n-k+a-1 c 1/
0 6% > } < (=WIfllx «
,u{s?lp( n ) kz_:_o( n—k )f Y —(y”flll/a,l)

pour f > 0 sur Q et y > 0. Ceci ne demande que quelques observations

. n+ao . .
simples sur les coefficients < n ) qui permettent de démontrer I’analogue

de la proposition 1. La convergence p p.p. des moyennes (C,a) discrétes
pour f € L,(1/a,1) s’en déduit aussitot. .

Remarques. — Dans le théoréme 1 et le corollaire 1 les convergences
ont lieu aussi en norme || ||7,, comme on I’a dit au cours de la démonstration
du théoréme 1. L’espace de Banach A,(p*) n’étant pas réflexif on peut
démontrer ce fait de la facon suivante. Pour ¢ > 1 considérons A, (", q)
(cf. §2). D’aprés l'inégalité de Jensen A,(p*,q) C Au(p*) et [|fll5., =
1 £11%- L’espace A, (¢*, q) est dense dans A, (*) pour sa norme. Pour ¢ > 1
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cet espace est réflexif ([14], p. 74). Donc pour f € A,(y*,q) les moyennes
AY f convergent en norme || ||%. , et a fortiori en norme || ||%,. Par densité
cela donne le résultat cherché.

Dans ce paragraphe, on aurait pu définir, comme dans les précédents,
A;? f et M**f moyennes et fonction maximale réarrangées, et obtenir
par transfert pour elles des inégalités maximales. Mais celles-ci ne donnent
aucun théoréme de convergence meilleur car A;¥ f ne converge pas y p.p.
méme pour f =g — go6f, quand t — +00, '

Comme on I’a déja dit, si le poids ¢ a une “bonne forme” (décroissant
par rapport a la norme ou seulement décroissant radialement [4], chap. 10)
la convergence p p.p. de AY f a lieu pour tout f € LL, ce que ne donne pas
le théoréme 1 car A,(p*) C Lj,. Mais si ¢ a la forme opposée on va voir
que le théoreme 1 est le meilleur possible.

6. Nécessité de I’espace A, (p*).

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme 2 qui montre la néces-
sité de I’espace de Lorentz dans I’énoncé du théoréme ergodique fraction-
naire. Le théoréme 2 comporte 2 parties de caracteres assez différents. Dans
le cas continu, si f n’est pas dans I’espace de Lorentz convenable la plupart
des moyennes ne sont pas définies ou sont infinies, a fortiori elles ne conver-
gent pas. Dans le cas discret au contraire les moyennes sont évidemment
finies mais elles oscillent indéfiniment. C’est pourquoi nous allons donner
plusieurs propositions qui précisent dans chaque cas le contenu du théoréme
2.

PROPOSITION 4. — Soit ¢ un poids croissant (au sens large) sur
(0,1). Soit f > 0 sur 'intervalle (a, b). Soit D une partie dénombrable dense
dans (a,b). Si f ¢ Ax(¢*,(a,b)) il existe une réarrangée équimesurable f’
de f, sur (a,b), telle que pour tout y € D et tout z < y :

A° (o) = — /Hf'(xm) (—%) du = +00
vE Y-z /o i y—zx B '
o0
Démonstration. — Donnons une suite £, > 0 telle que an =
n=0

n—1
b—a .Posons 2y =a, z, =a+ Z €ky Jn = (Zn, 2Zny1). Les intervalles J,
0
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forment une partition de (a,b). On peut numéroter D de fagon a former une
suite (Yn)n>1 telle que y, + €, < 2z,. Alors I, = (yn,yn + €5) est disjoint
de J,, situé a sa gauche, et ces 2 intervalles ont méme longueur ¢,,.

Une fonction f > 0 sur (a,b) étant donnée on va construire une
fonction h > 0 sur (a,b) telle que

) h* = f*

ii) pour tout n, h(z) > f*((z Yn

n

)(b— a)) pour z € I,.
Pour cela on définit d’abord fy par :
W T—2
folx)=f ((————")(b— a)) pour = € J,.
En

Comme M{xJ, fo >y} = be_"
la translation 7; qui applique I; sur J; et on définit f; par :

filz) = fo(z)siz g LU

fi(z) = sup(fo(x), fo(12)) siz €

fi(z) = inf(fo(x), fo(r7'z)) siz € Jy .
On vérifie que f{ = f§ car 1NJ; = 0. De plus fi(z) > fo(z) pour z € J; et
filz) > f* (( — —=)(- a)) pour z € I;. On procede alors par récurrence.

= f* . On considére alors

Supposons fi,..., fn construites telles que :

&) fi==15
b) fi <fkr1 < < fasur JoUJiU:---UJgpourk<n.

0 filz) 2 f*((*-%) b~ a) pour k< <n.
Soit alors T;,4+1 la translation qui applique I, ; sur J,;;. On pose
fa+1(2) = fo(@) siz ¢ Ing1 U Jnta
frr1(z) = sup(fu(z), fn(Tht12)) siz € Iy
fn+1(.'l3) lnf(fn(l') fn( +1$)) siz € Jn+1
et on vérifie aussitot que la suite fi,..., fo41 vérifie a), b), ¢) pour (n+1).
En vertu de b) la suite f,, converge A p.p. et sa limite est la fonction A > 0
vérifiant i) et ii).
Supposons maintenant f ¢ Ay(¢*,(a,b)), i.e. f (s)p* ( )ds =
0

+00. Grace a la décroissance de f* et ¢* on vérifie 1mmed1atement que
pour tout e et &' >0,

/ () ds—+oo
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La condition ii) sur h donne donc pour tout n et tout z > y., :

/h(m)go( yn dm>c/ f s)<p( )

n

Si ’on remplace h par h' composée de h avec la symétrie qui échange a et
b il est clair que ’on a pour tout y € D' ensemble symétrique de D :

A?_ W (x) =400
pour tout z < y. Comme (h')* = h* = f* ceci démontre la proposition.

PROPOSITION 5. — Soit ¢ un poids croissant (au sens large) sur
(0,1). Soit f > 0 sur (a,b) . Si f & Ax(¢*,(a,bd)) il existe une réarrangée
équimesurable f' de f sur (a,b) telle que pour f' :

1) le théoreme de différentiation pondérée par ¢ (théoreme 4) est en
défaut partout sur (a,b);

2) pour le flot uniforme sur (a,b), 6;z = a + (z —a+t)mod(b—a) le
théoréme ergodique pondéré par ¢ (théoréme 1) est en défaut partout sur
(a,b).

Démonstration. — Considérons f’ la fonction construite & la propo-
sition précédente. L’ensemble D étant dense dans (a,b) il y a une suite
yn € D décroissante vers z € (a,b). Alors pour t, =y, —x on a t, — 0t
et AY f(z) = +oo . Pour tj, = (yo — ) + n(b—a) on a t;, — 400 et
Afn f(z) = 400 pour le flot uniforme. La proposition est ainsi prouvée.

Des modifications de détail, qu’on ne donne pas pour alléger, montrent
que dans les 2 propositions précédentes la restriction f > 0 n’est pas
essentielle. La premiére partie du théoréme 2 est ainsi démontrée.

Pour introduire a la seconde partie considérons d’abord la question
de la nécessité de I’hypotheése f € LL dans le théoréeme de Birkhoff pour

une transformation # ergodique. Deux faits sont bien connus : si f > 0
n—1

et /fdu = +o0 alors lim%Zf 06* = +oo p p.p.; il existe f telle

n—1

que / ftduy = / f du = 400 pour laquelle 1 Z f o 6% converge u

p.p. vers une limite finie ([8], p. 32). La condition f E Lj, n’est donc pas
nécessaire stricto sensu dans le théoréme de Birkhoff comme elle ’est dans
la loi forte des grands nombres de Kolmogorov. Cependant en exploitant la
nécessité stricte de I'intégrabilité dans cette loi on déduit automatiquement
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du théoreme d’isomorphisme des espaces mesurés du type de Lebesgue
([19], p. 17) que, f étant donnée vérifiant /f+ dp = /f" dp = +oo, il

n—1

1
existe une transformation ergodique 6’ telle que -~ Z fo8'* diverge p p.p..

Ceci est en fait analogue & ce qu’on a prouvé ci-dessus pour les flots
continus (premiére partie du théoréme 2 pour le poids ¢ uniforme). Mais
pour les moyennes (C,a) discrétes, 0 < a S 1 tout ceci n’est plus valable.
On a les inclusions L,(1/e,1) G Ll/a G L1 Sif>0,f¢L,1/a,1) on
peut avoir f € L alors

1 n—1
lim — 6k = / dp p.p.
im 20: fo fdup.p
et nécessairement
limsupCaf > /fdp, > liminf C3 f p p.p.

ou on note :

—1n-1
crre=("1) Z(MThIE ) rere
car c’est une propriété générale de la convergence (C,a) ([24], p. 78).
On peut aussi avoir f € L}/ “; alors si la suite f o 8% est indépen-
dante les moyennes (C,a) convergent p p.p. ([18], [6]). L’argument trés
simple d’isomorphisme utilisé ci-dessus pour les moyennes arithmétiques
n’est donc plus possible. C’est pourquoi la seconde partie du théoréme 2
dit davantage. La transformation ergodique 6 est donnée. Pour a < 1,
f ¢ L,(1/a,1), il faut construire une réarrangée équimesurable f’' pour la-
quelle les moyennes (C, ) divergent en oscillant indéfiniment et ceci méme

si f > 0.Pour a = 1 et f telle que /f+du = /f" dp = +oo il faut

construire f' pour laquelle les moyennes arithmétiques divergent. Dans ces
deux cas la question revient & montrer ces divergences pour une transforma-
tion ergodique 6’ non pas quelconque mais conjuguée a la transformation
6 donnée i.e. de la forme §' = 77107 .

Pour plus de clarté on énonce la proposition suivante qui traduit ’es-
sentiel de la seconde partie du théoréeme 2, comme on vient de 1’expliquer.
On note encore C2 f les moyennes ergodiques (C, a) discretes de f .

PROPOSITION 6. — Soit 6 une transformation ergodique préservant
la mesure p d’un espace (2, F, 1) du type de Lebesgue. Alors
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a)pour0<a<letf>0,f¢L,(1/a,1) il existe une réarrangée
équimesurable f' de f telle que

limsup CS f' = 400 p p.p. ;
n

b) pour a =1 et f telle que /f+ dp = /f‘du = 400 il existe une
réarrangée équimesurable f' de f telle que

n—1

1
lim sup — "08F = +00 p p.p.
} pnzo:f [ p.p
et

o 171,—1 ) .
hmnlnf;zo:f 060 = —oc0 pu p.p. .

Démonstration. — Pour alléger on ne donne les détails que pour une
transformation 6 définie sur ]0, 1] par la méthode d’empilage (“stacking”)
correspondant & la division par 2 ([7]). Autrement dit : & la premiére étape 6
applique le premier étage |1/2,1] sur le second, ]0,1/2], d’une tour de deux
étages, en préservant la mesure de Lebesgue A ; & la k'*™® étape 0 est définie
sur |27%,27%+1] qu’elle applique sur |1 —27%+1 1 — 27*] en préservant A;
la tour a 2% étages, 6 applique chaque étage sur le suivant, etc.

a) Pour deux entiers k et £ donnés formons la tour de hauteur 2%+¢+1,
Dans cette tour 2¢ étages sont des parties de |27%~¢~1 27*] réparties
uniformément de 2% en 2% étages. Soit Tk,¢ la transformation préservant
X de ]27%=¢-1 27%] qui a pour effet de replacer ces étages de facon que
les valeurs prises par f* soient en ordre croissant quand on monte sous
Paction de 6 dans cette tour; autrement dit pour z au premier étage la
suite (x)2-k-t-1,0-#)f*) 0 Tp¢(6'x) est croissante pour 0 < i < 2F+HE+1
Pour z €]0,1] soit n le plus petit entier tel que 8"z appartienne au plus
élevé de ces 2¢ étages. On se propose de minorer la moyenne (C, ) discréte

Cﬁ(X]rk—l—l,z—k]f* 0 Tke)(T) .

11 est clair que ces moyennes sont d’autant plus petites que x est plus bas
T(a+1) .

. A - n+ao
dans la tour. Si z est au premier étage en utilisant
n ne n—00

([24], [9]) on trouve que cette moyenne est de ’ordre de :

2 .
9—(£+k+1)a Zf*((z + 1)2—-k—£—1)(i2k+l)a—1
=0
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qui est de l'ordre de
—k

2(k+l)(a—l)/ f*(t)ta—l dt .
9—k—t—1

1
Par hypotheése f ¢ L(1/a,1) i.e. / f*@)t*1dt = +o00. On peut donc
0
construire une suite croissante k(j) telle que
2=k
2k(i)(e—1) / fretdt — 400 .
2-k(i+1) oo

‘Soit 7 la transformation de ]0,1] définie par 7(z) = Th(5),k(+1)—k(5)—1(Z)
si z €]27k+1) 2-k(9)]; elle préserve A et d’apres I’estimation donnée ci-
dessus _
limsup Co(f* o7)(z) = 400 A p.p. .
n

Ceci démontre a); on souligne & nouveau que si
feL!, liminfC2f < /fdp, p-p. .
n

b) Ceci est probablement “connu des spécialistes” quoiqu’aucune
référence précise ne semble disponible. La démonstration utilise des ar-
guments voisins de ceux qu’on vient d’employer. D’abord on se raméne au
cas ou (f*)*(z) = (f)*(z) = 0 pour z > 1/2 et on forme la réarrangée
équimesurable de f : g(z) = (fF)*(z)siz < 1/2 ; 9(z) = = (f)*(z—-1/2)
siz>1/2.

Dans la tour de hauteur 2°t¢+! on réordonne les étages provenant
de Jy, =]27k—¢-1 27kF|jyj2—1 4 27k—¢-1 2-1 4 2-k] | de facon & ranger
les valeurs positives de g en ordre croissant dans la moitié du bas de la
tour et les valeurs négatives en ordre décroissant dans la moitié du haut.
Ceci définit une transformation 74 ¢ préservant A de Ji .. Les deux étages
du haut sont ]0,27%7¢~1] et ]271,271 4+ 27F¥=¢=1] : ils portent les grandes
valeurs de (f*)* et (f~)*. Pour z situé dans la moitié du bas, soit n le plus
petit entier tel que 8™z soit au milieu de la tour. Alors

Cylz(g o Tke)(z) > Crlz(QXJ“ o Tk¢)(T) + C}L(QX]2-k,2—l]u]2—l+2—k,1])(x)
qui est minoré par une quantité de ’ordre de
2—k
| grea-gre®.
9—k—t—1

Pour z dans la moitié du haut, soit n le plus petit entier tel que " 'z
soit au (2¥+¢+1 — 2)®™€ gtage. On trouve de méme que CL(g o 7 ¢)(z) est
majoré par une quantité de ’ordre de

ok
- / () (@) dt+ (FH) @ ") .

—k—£-1
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Si / fr= / f~ = 400 on peut choisir une suite croissante k(j) telle que

ces deux quantités tendent vers oo quand j — oo .

On recolle les transformations 7(;)k(j+1)—k(j)—1 ainsi formées pour
définir une transformation 7 de ]0, 1] préservant A . Comme \—presque tout
z €]0, 1] visite une infinité de fois la moitié supérieure de la tour de hauteur
2k0) et aussi la moitié inférieure de la tour, on trouve

limsup C}(g o 7)(x) = 400 A p.p.
n

et
liminf CL(go7)(x) = —00 A p.p. .
n

On peut aussi démontrer b) avec les moyennes (C,a), 0 < a < 1,
en supposant f* ¢ L(1/a,1) et f~ ¢ L(1/a,1). Ainsi le théoréme 2 est
entiérement jusitifié.

7. Quelques remarques finales.

Si la mesure invariante p est infinie, o—finie, le théoreme ergodique
fractionnaire reste valide : si f € L,(1/a,1), 0 < a < 1, les moyennes
ergodiques (C, ) continues ou discrétes convergent p p.p.. Mais dans ce
cas, pour un flot ergodique, la limite est O u p.p. alors que dans le cas ou u

est finie la limite est | fdu. Pour un poids ¢ & support compact on peut
+00

encore définir un espace A,(¢*) = {f ; / fr@)p*(t)dt < oo} qui est

un espace de Banach; on peut étendre le tl?éoréme ergodique local pondéré

par ¢ aux fonctions de cet espace mais évidemment on ne peut pas étendre

le théoréme ergodique a l'infini.

, Pour les moyennes (C,a) avec & > 1 ou les moyennes d’Abel la
situation est beaucoup plus simple. Les moyennes ergodiques (C, a), a > 1,
ou d’Abel convergent p p.p. dés que f € Lj, car la convergence (C,1)
implique la convergence (C,a), a > 1 et aussi la convergence d’Abel. On
peut se demander si cette convergence a lieu pour un espace de fonctions,
stable par réarrangement équimesurable, strictement plus grand que L},
La réponse est négative; elle est donnée par un théoréme remarquable

de Lai suivant lequel la convergence p.p. au sens d’Abel d’une suite de
oo .

variables aléatoires i.i.d. X,, (i.e. %in}(l —t) Z t" X, existe p.p.) équivaut

n=0
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a l'intégrabilité E(]X,|) < oo et donc aussi & la convergence (C,1) ([15]).
La condition ne portant que sur les répartitions qui donnent la convergence
d’Abel p.p. pour une suite stationnaire ne peut évidememnt pas étre moins
stricte.

Des études récentes ont porté sur la convergence p.p. de moyennes de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées X, formées
par la méthode suivante : une probabilité v sur Z étant donnée on définit

les moyennes 2:1/*"(16)X,c . Cette méthode est appelée méthode de la

kez
marche aléatoire. Les moyennes d’Euler ou de Borel sont de ce type ([9]).

Sous des hypothéses larges sur v mais avec I’hypothése E(|X,|?) < oo on
prouve la convergence p.p. de ces moyennes quand n — +oo (cf. [2] et
les références qui y sont données). On peut se demander ce qui reste de
ces résultats si la suite X, est seulement stationnaire i.e. X, = fo0", 0
préservant la mesure. Si Zkll(k‘) > 0 ces moyennes ne sont plus de la
k
forme générale étudiée ici; en effet m,, = E kv*™ (k) croit linéairement en
k
n mais o2 = Z(k — my,)?v*"(k) croit aussi linéairement en n et non pas
k :
, ce qui distingue ces moyennes des moyennes homothétiques entre

elles étudiées dans les paragraphes précédents. On peut conjecturer que le
plus grand espace, stable par réarrangement équimesurable, de fonctions
pour lesquelles la convergence p.p. de moyennes de ce type ait lieu, est
réduit aux constantes, la transformation 8 étant supposée ergodique. Ceci
Vn
1
— 0#"t* traité dans [1], qui
\/’I'—L ,;) f [ ]’ q

en n?

est suggéré par ’exemple des moyennes

semble typique.

En guise de conclusion, si le théoreme de Birkhoff et la loi forte des
grands nombres de Kolmogorov sont gouvernés par la méme hypothese
d’intégrabilité c’est, au moins pour une part, a cause de ’égalité des espaces
L, et L,(1,1).
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