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ALGORITHME DE CALCUL DU
POLYNÔME DE BERNSTEIN :

CAS NON DÉGÉNÉRÉ

par J. BRIANÇON, M. GRANGER, Ph. MAISONOBE,
M. MINICONI

Introduction.

Étant donné un germe de fonction analytique / ç 0 = C{a; i , . . . , Xn}
on sait qu'il existe un polynôme non nul e{s) ç. C[s] et un opérateur
différentiel à coefficients dans 0, dépendant polynomialement de s tels
que :

P^V^ = e(s)f8.

On appelle polynôme de Bernstein-Sato (ou fr-fonction) le générateur
unitaire de l'idéal des e ç C[s] qui satisfont à cette propriété. L'existence de
b(s) a été démontrée par Bernstein [1] dans le cas algébrique et par Bjôrk
[2] dans le cas général. Il est facile de voir que, dès que /(O) = 0, b est de
la forme b = (s -h 1)&(5).

Les zéros de b sont rationnels : ceci est démontré par B. Malgrange,
pour / à singularité isolée dans [19], en mettant en évidence un lien
avec la monodromie de / (les valeurs propres de la monodromie sont les
g-2î7i-û^ ^^ ^ Q^ ̂  p^p Kashiwara [11] dans le cas général en utilisant la
résolution des singularités. Malgrange généralise ensuite son résultat aux
singularités non isolées dans [20], Varchenko [26] interprète les zéros de & à
l'aide d'une filtration voisine de la filtration de Hodge asymptotique.

Mots-clés : Polynôme de Bernstein - Singularités non dégénérées - Système de Gauss-
Manin - 2^-modules.
Classification A.M.S. : 14B05 - 32B30.
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Ces résultats n'épuisent pas le problème de fournir un calcul explicite
de la 6-fonction. Cette question a été abordée par plusieurs auteurs :
T. Yano [29] donne des procédés généraux qui lui permettent de calculer
un grand nombre d'exemples. Kato dans [13] [14] donne deux exemples
de calculs complets pour la déformation à /A-constant de xa + yb lorsque
(a,b) = (5,7) et (4,9). Plus récemment P. Cassou-Noguès a utilisé des
calculs de «pôles d'intégrales» pour mettre en évidence certaines racines
de la 6-fonction générique de

n

/ = V^^,^ deux à deux premiers entre deux [7], [8], [9].
î=l

L'objet de ce travail est d'étudier la ft-fonction d'une singularité non
dégénérée par rapport à son polygone de Newton r. Nous donnons un al-
gorithme pour calculer explicitement b(s) (cf. B.3) ainsi qu'un opérateur
P(s) intervenant dans la relation fonctionnelle. Nous précisons cet algo-
rithme dans le cas particulier des singularités semi-quasi-homogènes, c'est-
à-dire obtenue par petite déformation à nombre de Milnor p, constant d'un
polynôme quasi-homogène /i à singularité isolée en 0. Dans le cas n = 2
nous en déduisons la valeur de la fr-fonction sur un ouvert générique de la
strate à ^-constant de la déformation semi-universelle de /i. Ce résultat a
été retrouvé par M. Saito dans [23].

Le calcul explicite de la ^-fonction est très lié à la connaissance de
l'annulateur de f8 dans P[.s] et plus particulièrement à celle d'un bon
opérateur (au sens de [11]) annulant f8. Dans le paragraphe A nous
montrons comment la connaissance du degré en s d'un tel opérateur
permet (via l'algorithme de division par l'idéal jacobien J(/) de /) de
calculer explicitement la ^-fonction d'un germe à singularité isolée. Cela
revient à expliciter une construction de Malgrange (cf. [19]). On note
V[s] l'anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans 0, dépendant

polynomialement de s. Soit M = T>[s}f8 le sous T^sj-module de 0 -.,5 \f8

engendré par f8. On peut munir 0 --, s \f8 d'une structure de Pa;^-module

pour laquelle s s'identifie à —~j.t (Vx,t désigne l'anneau des opérateurs

différentiels linéaires à coefficients dans C{rc i , . . . ,a:n, t}).
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Par définition b est le polynôme minimal de l'action de s sur le T>-

—'•-'^(ffc
et on peut montrer que c'est en fait le polynôme minimal de l'action de 5
sur sa cohomologie de de Rham :

^w^/E^
i=l axz

qui est un espace vectoriel de dimension finie sur C.

Soient ^ = s(s - 1)... (s - i + l)/3"' = ( — ) ' f 3 et E un supplémen-

taire de l'idéal jacobien J(f) dans 0. Nous donnons une décomposition
V^tf8 = Y,V^ = VJ(f)f8 C (Q^DE^i) où DE désigne l'ensemble

i>0 i>0
des opérateurs différentiels à coefficients dans E pour l'écriture «à droite»
E Dac-

açN71

Le passage à ̂  s'identifie à la prise du terme constant à droite :
^(Px^f) = J(f)f8 ® (@E^i) et on montre alors que les sous-espaces

i>0

^(ÎW5) et Wf-h"1?^]/5) s'identifient à J^f^Z' et ./(/V^Z

où Z C Z1 sont des sous-espaces de dimension finie de ^ft E^i. On construit
î^O

ainsi une action de s sur Z ' / Z ^ ^(L) dont b est le polynôme minimal.
Cette action peut être calculée de façon effective si on connaît un bon
opérateur annulant f8.

Dans le paragraphe B, nous considérons une singularité non dégénérée
par rapport à son polygone de Newton. Nous introduisons à partir de la
filtration de Newton p sur 0, une filtration naturelle /?* sur T>x,tf8 telle
que p^Çu^i) = p{ux\.. .Xn) — i si u ç. 0. Les deux idées essentielles sont
alors les suivantes :

- L'action de s respecte la filtration /?* et on dispose en adaptant un
théorème de Kouchnirenko ([11]) d'un théorème de division adapté à cette
filtration. Ce théorème de division est en général faux pour la filtration de
Newton p, cela explique l'utilisation de p*.
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- L'action d'opérateurs de la forme (s + p — \p), où \p est le
champ d'Euler relatif à la face F de dimension maximale de F, permet
d'augmenter le poids p*. On construit ainsi une suite de bons opérateurs
S(, de degrés croissants i tels que ^/5+1 = (s + 1)^, avec H(, ç V[s}f8

de poids croissants i et finalement on trouve S\ tel que S\f8^ = 0, car
HL € ̂ (/)/5.
On peut alors calculer explicitement Z ' et Z, puis l'action de s sur Z ' / Z
en fonction de Jf i , . . . , H L - I ' Cette action respecte la filtration induite par
p* et s + j? est niipotent de degré de niipotence 7(p) sur le ̂ 'tème terme du
gradué associé à ZUZp. On a alors le résultat suivant :

&(5)=n(5+j?)7^.
Notons que si ^(p) / 0, alors p > /?*(!) et (p + N) n II* ^ 0 où II* est
l'ensemble des poids des termes non nuls du gradué de E pour p*. Nous
montrons enfin que notre algorithme convenablement précisé permet de
calculer un opérateur P(s) réalisant l'équation fonctionnelle.

Dans le paragraphe C, nous montrons ce qui se passe dans le cas
quasi-homogène. On peut utiliser la filtration usuelle p et filtrer Vx,tf8 de

Q

façon que o— /s ait le poids négatif —û^ = —p(xi).c/x^

On retrouve en particulier le fait que b n'a que des racines simples.

Les sections B.4 et C.4 sont des sections d'exemples et d'applications
de notre méthode. En guise d'illustration, nous calculons en particulier le
polynôme de Bernstein des singularités

x\ + x\ + ix\x\ et x\x^x^ + x^ -h x^ + x^ avec n > 7

respectivement semi-quasi homogène et non dégénérée.

Nous montrons aussi (C.4.2) comment calculer le polynôme de Bernstein
générique en dimension 2 :

Soit F = ft(x) = f(x) + ̂ tee(x) la déformation semi-universelle à ^
constant d'un polynôme quasi-homogène /. On peut définir un polynôme
de Bernstein BÇs) pour le polynôme F à coefficients dans C{^}[^~1]. Il
suffit de reprendre l'algorithme précédent, en particulier la construction
d'opérateurs 5^, H^. Pour t ç. îî ouvert de Zariski convenable les Se, Hf
se spécialisent sur les objets analogues relatifs à ft et on trouve B = b^.
Lorsque n = 2 nous en déduisons une expression explicite de la fc-fonction
générique en fonction de la dimension des espaces Ep.
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Cet article est une version remaniée des deux prépublications [4] et

A. PRÉLIMINAIRES

Dans ce paragraphe, on se donne / € 0 tel que /(O) = 0.

On suppose que / est à singularité isolée. Donc si J(f) = (f^,..., f^ ) est
l'idéal jacobien, il existe un entier k tel que

mî  c J(/),

où 9Jt est l'idéal maximal de 0.

En suivant B. Malgrange, munissons 0 -., s /s d'une stucture de

P^t-module en posant [19] :

tgW = g(s + l)r+1

d-, gWf = -1 (5 + D<?W = -sg(s -1)/5-1.dt t

Ainsi la multiplication par s coïncide avec l'action de —„ • t.

A.l. Proposition de décomposition.

A.l.l. Notation.—^ = s(s - 1).. . (s - î + l)/5-1 = (-^(^y/5

pour i ç N.

A.1.2. Remarque. - P,,J5 = ̂ P^ = Q)0^.
i>0 i>0

Passer par les identités :

^z=f^w ^-^-l+.fô

et le fait que 0 \-ç^s /s n'a pas de 0 [.s]-torsion.

A. 1.3. Notations. — E désignera un C-sous-espace vectoriel de 0,
0de dimension /^, isomorphe par projection à . ....

^ { î )
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D désignera le sous-anneau de V formé par les opérateurs à coeffi-
cients constants.

DE désignera le sous-espace vectoriel de V engendré par les {9ae\ e ç.
E}.

A.1.4. PROPOSITION DE DÉCOMPOSITION.

^ff^VJÇ^f^^DE^).
i>0

Preuve. — VJ(f) représente l'idéal à gauche de V engendré par J(f).
Montrons l'unicité de l'écriture et supposons pour ce faire :

NY,u^=
i=0

vof8 + ̂  u^i = 0, où vo ç VJ(f)f8 et Ui e DE.

Si N = 0, VQ + UQ appartient à l'annulateur dans P de /s, donc après [19]
et [29], à l'idéal à gauche de T> engendré par les opérateurs :

"-r -^-rQx/^ 9xk X 3 t

D'où UQ e DE H ÎV(/) et UQ = 0, puis vof8 = 0.

Pour N > 0, en substituant s = 0, on trouve :

(vo+uo)(l)=0

donc VQ + UQ s'écrit :

v^ 9
(VO+Uo)=^Vj ^-.

Après simplification par 5, nous obtenons :

e.,/;,+.,v-+., |̂/-'+...+.. |̂;/-"=o.
La substitution 5+1 à s permet d'appliquer l'hypothèse de récurrence

-ui == ^2 = • • • = UN = 0, donc
(vo + uo)/8 = 0 et vof8 = uof8 = 0.

Pour montrer l'existence de la décomposition, il suffit d'après la
remarque A. 1.2 de le faire pour les éléments de la forme it^, où u ç. 0.
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La remarque de réécriture suivante et une récurrence sur i terminent la
preuve.

A.1.5. Remarque de réécriture. — Soit u ç 0, 3v ç E unique et
Xj ç 0 tel que : u = v + ̂ \jf^. On a alors

„ . v—^ 0X1 v—^ Q
^=^-E^-^E^-

A.2. Z', Z et le polynôme de Bernstein.

A.2.1. L'application c «prise du terme constant à droite».

Il s'agit de l'application linéaire surjective :

c : V^tf8 = 2V(/)/5 C ((9 DEQ -. (9 ̂
i>0 i>0

définie par :

c^j{f)n = o
c^e^i) = 0 pour | a |> 0 et e ç E
^z) = e^ pour e € E.

A.2.2. Z' et Z.

A partir de l'inclusion P^]/5 C Vx,tf8, on peut définir

Z^^PM/5)

Z = {c((7)/[7 ç P[5]/5 et (s + 1)(7 ç V[s}f^1} C Z'.

On remarque que

^tôrw)
et, divisant par s + 1 :

Z = {c(U)/U € P^J5 et ^U £ P[s]/5}.
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On a ainsi le diagramme :

d) ~'w -" w -" vx^8 = ̂ wv5 e (0 DE^
i>0

c c

z — z1 — (D^,
î>0

A.2.3 Action de 5.

Remarquons d'abord que si U ç Vx tf8 est tel que c(U) = 0, alors

z- e%
c(5?7) 6 Z. On obtient alors une action de s sur les quotients — et -L=o——

^ Z^
en posant s(c(U)) = c(sU).

En fait, par une formule analogue on définit aussi une action de s sur
(ÇBE^eJÇf)/3.
i>0

A.2.4. PROPOSITION. — Si b(s) = (s + 1) b(s) désigne le polynôme
Z'

de Bernstein de f, b(s) est le polynôme minimal de l'action de s sur —.^

Preuve. — Les points essentiels de cette preuve sont déjà contenus
dans celle du théorème 5.4 de [19]. L'existence du polynôme de Bernstein
implique la finitude comme P-module de

V\s}f8

^^"i^-
L étant supporté par l'origine, on déduit du théorème de structure des
P-modules supportés par l'origine que b(s) est le polynôme minimal de
l'action de s sur

Hn(L) = ~LQ~•
Y-°-L
^9xi
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H* désigne les groupes de cohomologie de De Rham d'un P-module;
rappelons que le foncteur H71^) est exact sur les P-modules supportés
par l'origine.

Z 'II reste à identifier JT^-L) à ---. on a tout d'abord :
Zj

^_w_.
tô w

7") f8

L et ^t' étant supportés par l'origine, on a de plus l'isomorphisme :
^Wl

H-W - Hnmn

^dt) lw)
et les injections :

^((^"'îw) -^ ̂ (PM/5) -^ H^v^r).
Mais

VJWQ^DE^)

H^v^r) = —.———^0——— ^ ^(/)/5 ® (^^).
^^-(îv(/)r®((f)^%)) ^>0

•;7 î>0

Comme les images par les injections de H71 ((,,) ^{s}/8} et fr^P^]/5)

dans Jfn(P^,JS) s'identifient à J^/)/6 © Z et J(/)/5 © Z', on obtient

Z '
H^L)^^.

A.2.5. Remarques. — D'après [19], ̂ (P^/5) s'identifie au système
de GauB-Manin au sens de [21]. (5°, le réseau de Brieskorn saturé y est par

/ d \ -1

définition l'image de T)[s]f8. Il s'identifie donc à J(f) © Z'; [—] G°

s'identifie alors à J(f)f8 © Z. Donc

Zf_^_G___
z (dYl^

W G
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Mais nous ne continuerons pas dans cette direction/voir le paragraphe 6
de [4].

A.2.6. Détermination de Z à partir de Z1.

Soit rf l'injection C-linéaire ©2^————> ® E^i définie par rj(^i) =
$î-n. A partir de la définition de Z et de Z1 :

Z'=E$oe^(Z).

A.3. Utilisation d'un bon opérateur annulant f8.

A.3.1. DÉFINITION. — On dira qu'un élément de V[s}f8 est un bon
opérateur (Tordre ê, s'il s'écrit :

S^ -hAi5^~1 + ... +A^,

ou Ai appartient à T> et a un degré de dérivation, deg(A^), inférieur ou égal
ai.

Dans [11], Kashiwara montre l'existence d'un bon opérateur annulant
/s. Cela entraîne la finitude comme P-module de I>[S}f8. Mais aussi :

A.3.2. PROPOSITION. — Z et Z' sont des espace vectoriels de dimen-
Z1

sion unie et -_ est un C espace vectoriel de dimension /A.^

Preuve. — Si L désigne le degré d'un bon opérateur S annulant f8

c(V[s}f8) = c(0f8 + s0f8 + ... + s^Of8)

= c{0f8 + O î + ... + O^-^-i) C (]) E^
i=0

la dernière inclusion résultant de la réécriture A. 1.5. Z1 et Z sont donc
L-l

des espaces vectoriels contenus dans ^^E^. De A.2.6 il résulte alors :
î=0

,. Z'
dîme -'7 = P"

A.3.3. Remarque d'effectivité. — La connaissance de L, degré d'un
bon opérateur annulant /s, permet de déterminer effectivement Z', Z et
b(s). En effet, il en est ainsi des calculs de E (par exemple au moyen d'une
base standard de J(f) [3], [10]), de k tel que SDÎ^ C J(/), de la réécriture
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A. 1.5. Il suffit donc de montrer que pour calculer l'espace vectoriel Z', il y
a un nombre fini de réécritures à faire. Mais Z ' est engendré par les

cÇOf^j) pour 0<j<L-l.

D'où l'affirmation, car cÇWt^^f^j) = 0.

B. SINGULARITÉ NON DÉGÉNÉRÉE

PAR RAPPORT À SON POLYÈDRE DE NEWTON

B.l. Définition et théorème de division.

B.l.l DÉFINITION. — Soit f : C^O —> C,0 un germe de fonction
analytique.

Ecrivons f = ̂  ÎA^, où A = (ai, 03,..., dn) et xA = .r?1 ... x^.
AeN"

B.l.1.1. Notations. — N(f) = {A e N71/^ / 0} le nuage de Newton
de/.

F = r(/) la réunion des faces compactes de l'enveloppe convexe de
N(f) + N71 dans (R+)71. C'est le polyèdre de Newton de /.

B.l.1.2. Hypothèse sur f. — Nous supposerons / commode, c'est-à-
dire F possède un point sur chaque axe de coordonnées.

Nous supposerons / non dégénérée par rapport à son polyèdre de
Newton : pour toute face F de F (de toute dimension), la restriction de /
à F : f\F = ̂  ÎA^i vérifie la condition :

AçF

Qf\F _ QÎ\F _r. r.
X\ ——— — ... — Xn ——— — U ===> X\X^ . . . Xn — U.

Qx^ Qxn

B.l.1.3. Remarque. — Si f est à singularité isolée, on peut suppo-
ser / commode en ajoutant une puissance suffisamment grande de l'idéal
maximal sans changer son type analytique (donc son polynôme de Bern-
stein). D'autre part, les deux hypothèses ci-dessus impliquent que / est à
singularité isolée.

B.l.1.4. Notations.

F l'ensemble des faces de T de dimension n — 1.
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BF, pour F ç. T, l'unique vecteur de (Q"^)71 tel que < A,Bp >= 1
pour tout A de F.

BF = (^ l ,Fî . ••^n,^)-

p F ( g ) le poids d'un élément g =Y,gAXA par rapport à F de F défini
par p p ( g ) = inf{< A,Bp >; QA + 0} e Ç^ U {+00}.

p(g) le poids de g par rapport au polyèdre F défini par p(^) =
ini{p^); FçJF}.

On considère les filtrations et gradués associés :

0>p = {g e 0; p(g) > p}.
0>p = {g e 0; p(^) > p}.

0>.Gr(0) = C
0>/

^ = (^ "^—) ^ ^asse de xj -— dans —^-.J v J 9^>'|r J 9^ 0>i
p],(^) = pF(ux^ ... .r^).

P*(u) = ?{uX^...Xn).

0^={ue0^ p^u)>p}.
0^={u^0^ p^u)>p}.
0^ = {u ç. 0\ {ux\x^.. .Xn) est un polynôme supporté par pT}.

Gr*(0)=e^-eo;.u>p
o*

On note in*(^) la classe de g dans -p*^ .
u>^(9)

B.1.2. Théorème de division adaptée à J(f).

B.1.2.1. Notation. — C(f) désignera l'idéal engendré par (xi ——}.\ dXi )
Dans l'Appendice 1, on montrera comment déduire des théorèmes de

Kouchnirenko (théorèmes 2.8 et 4.1 de [15]) les deux propositions suivantes

B.1.2.2. PROPOSITION. —La multiplication par x\x^ . . . Xn induit un
isomorphisme

0 ^ Ox^...Xn 0
J(f) C(f)nOx,X^...Xn C(f)'
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B.l.2.3. PROPOSITION.

(i)* La multiplication par x^...Xn induit un isomorphisme de
C espaces vectoriels gradués

G^(-°—} ^ / Ox^...Xn \ GrO
V(/)^ grA ï r ^C(f)n0x^...xj c (Fi,...,F,)'

(ii)* Tout élément g de J(f) peut s'écrire

9f 9f
9 = 9i a— + - - - + ^ n rj— avec pour tout j

P\9,) > P\g) - 1 +P(^-), p*(^) > p^g) - 1 et p^g, ^-) > p-(g).

B.l.2.4. Remarque. — (ii)* est faux si l'on y remplace p * par /o, ce
qui justifie l'introduction de /?*.

B.l.2.5. DÉFINITION. — E = ©F^, où E^ est un supplémentaire de
0;nm^J(f))dansO;.

De B.l.2.3., on déduit les isomorphismes C-linéaires :

0
^ ^^ J(f)

E=@EÎ.

m*J(/)

et la proposition :

B.l.2.6. PROPOSITION DE RÉÉCRITURE (OU THÉORÈME DE DIVISION).

W e 0, 3v e E unique et ( A i , . . . , \n) e 0" tels que

^. of ,
^ = ^ + ^ A , _ - , ou

ox,

p^v) > p\u\ p\\,) > p^u) - i + ̂ ), p* (^) > ̂ (^) - i<Q\^
^Qx,\ dx. '

etp*Ç\ ô/) >p*(u).
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B.l.2.7. Notations. — II* = {q e Q+; E^ ^ 0}

<T* = sup{ç; E^ + 0}.

Reprenons le diagramme de la proposition B.1.2.2, J(f) et £(/) étant
0 0définis par des suites régulières, —^ et -̂ - sont des anneaux locaux de

^ U ) ^ { J )
Gorenstein. Par suite les transporteurs :

(^ m \ ( S°t \
^wî)"^^)'

0 0où 9JÏ désigne l'idéal maximal de 0 sont dans —7- et -^-jr des C-espaces
^(j) ^(j)

vectoriels de dimension 1. On en déduit que dimE^ = 1 et, si e^ est un

générateur de E^, la classe de e^ engendre (o : -r—)- II s'ensuit
J(f)-

wque x^...Xne^ engendre (o : ^-^). D'après [25], x^.. .a^e^

0est donc colinéaire à la classe dans -^~T\ du déterminant jacobien de
^ ' U )

(x. 9f x 9f}{xl ^"^xn ~Qx~J'

On en déduit :
cr* > n - sup pF(x^ . . . Xn).

F^y

Par ailleurs cr* <, n, en effet on montre en utilisant le critère valuatif [16] que
pour un élément u de 0 : ̂ (.oM = p(u). Alors si p(u) > n, u appartient
à la clôture intégrale de ^(V))71, et d'après [6], [17] à C(f).

En dimension 2, nous vérifions que le «poids du socle», o-*, est bien
2 - p{x^) = 2 - mîpF(x^) = 2 - p*(l).

Signalons pour terminer qu'il résultera de l'Appendice qu'en toute
dimension, dim^E^ et donc II*, ne dépendent que du polyèdre de Newton.
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B.2. Les racines du polynôme de Bernstein.

B.2.1. La montée de poids et ses premières conséquences.

B.2.1.1. Notation. — Soit F ç. F une face de dimension n - 1 et
Bp = (&I,F, . . . , bn.p) le vecteur associé. On notera

I BF |= &l,F + . . . + bn,F
n ^

E O
XF = bj^pXj _— «le champ d'Euler associé à F»

j=l ^J

^F == XF(f) — f «le défaut de quasi homogénéité suivant F»
PpW = PF(uX^...Xn).

B.2.1.2. Formule de base. — Pour toute constante p et F ç F, pour
tout u de 0 :

n a

{S-^\BF\+P)U^= ((^^,F -g^Xj)u+(p+i)u-XF(u)^i-uhF^l
j=l 3

et l'on a les inégalités : pour toute face F ' de F,

( PF'(xju)>p^(u)>p^(u)
pp^(p + i)u - XpW) > py,{u) > p^u)
P F ' ( u h F ) > P F ' ( U ) + 1 > P"(U) + 1

et sur la face F en particulier :
pFÇuhp) = PF(U) + pF(hF) > p^u) + 1.

De plus, lorsque p^Çu) > p^u) ou lorsque p},(u) = p*(u) = p + i+ | BF \
^ PÏ{{P + i)u - XF(u)) > p^(u).

La dernière inégalité résulte de l'écriture :

PF((P + Z)U - XF(u)) = PF{((P + î)+ | BF \)UX1 . . . Xn - XF^UX^ . . . X^))

>PFW>?^U).

B.2.1.3. Notation. — Pour un monôme u, nous notons a(u) le
nombre de faces F ç. F pour lesquelles p^(n) = p*(u) ; pour u quelconque

a(u) = sup{a(î;); v monôme apparaissant dans in*(^)}.

En itérant la formule de base a(îA)-fois pour chaque monôme initial
de u et en ajoutant on obtient :
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B.2.1.4. LEMME DE MONTÉE DE POIDS.

a(u)

{s + p^u) - îr^u^ ç ̂  -DO^^^.
^=0

D'autre part l'identité :

E 9f . v^ / 9 99j\..^/^î.=E(^»,-^)t.-.
et la proposition B.l.2.6 fournissent :

B.2.1.5. LEMME DE RÉÉCRITURE AVEC POIDS.

vo>p^ ̂  ©^^ +^0*^-1^-1 pouri > 1.
q>P

îw^ C (B DE^f8 + î5(J(/)>p)/s fca5 » = 0).
9>P

B.2.1.6. Notations. — Pour g e IT, c'est-à-dire E^ / 0, on note

a{q) = sup{a('u); u e E^}.

Pour p e Q, notons :

f3(p) = sup{o;(p + i)}, f3(p) = 0 si p + N ne coupe pas II*.
î(EN

Pour A e Q, posons : ^)=^(5+^ (p)•p>A
a(q) est le nombre maximum de faces de dimension n — 1 du polyèdre

q • F possédant en commun un point à coordonnées entières, point appar-
tenant au nuage de Newton d'un élément de E^x^x^.. .Xn. D'autre part,
c\{s) est bien un polynôme puisque II* est fini. Et si A est strictement
supérieur à cr*, ce polynôme est égal à 1.

B.2.1.7. PROPOSITION. — (s + l)c^(^_,(5)<, ç Vf^1.

Preuve. — Nous démontrons la proposition par récurrence décrois-
sante sur le rationnel A = p"(u) - i\ A appartient à (l/d)N, où d est le
dénominateur commun des poids possibles.

Lorsque A est strictement supérieur à cr* par itération du lemme
B.2.1.5, on a bien :

(5+l)<,ePf+1 .
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Supposons maintenant (hypothèse de récurrence) que pour tout
^j :

(5+1)^^)0^+^CP/5+1,

où on a posé d\ = TT(<s ^-p)^^. Prenons u^i satisfaisant à p*{u) — i = X
p>\

et montrons que (s -+- X)^^u^i appartient à

Epo*>^+pjœ/5.
En itérant le processus de division du lemme B.2.1.5, nous nous ramenons
à prendre pour u^ une somme de termes dans ^^ ̂ +^ et nous pouvons

i>0
utiliser le lemme B.2.1.4 pour obtenir le résultat désiré.

B.2.1.8. Remarque. — En prenant u = 1 et i = 0, nous obtenons
comme cas particulier de la proposition le multiple suivant du polynôme
de Bernstein de / :

(54-1) n (s+p)0^p>p^i)
(j?+N)nn* 9^0.

B.2.1.9. Remarque. — On peut montrer par ces méthodes que la
multiplicité d'une racine de b(s) est toujours majorée par n.

En fait, de manière générale pour une singularité isolée, on dispose
d'un théorème de Varchenko : si —p est racine de b(s) de multiplicité 7,
alors 7 < n -h 1 — p.

B.2.2. Filtrations et racines du polynôme de Bernstein.

Reprenons les notations de A,c (Vx^tf8) = ®^i est filtré naturelle-
ment par la fonction de poids : /?*(^^^) = inf{p*(i^) — i} ou encore par
les sous-espaces

(Q^)>p= 0 E^
i>0 i>0

q>p-\-i

z'Z, Z ' et — sont alors munis des filtrations induites naturelles.A/
En passant aux gradués, on a les injections canoniques :

Gr*(Z) ̂  G^(Z') ̂  Gr*(®^) - Q)((^E;^).
p i>_0
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B.2.2.1. Notation. — On définit comme toujours

in*(( ^ Uq^^ == Up^i, où Uq ç E^q et Up+i ̂  0.
q>p+i

On a alors le diagramme :

Gr*(Z) <-. Gr*(Z') -> Gr*(©£^)

©Z; C CZ^ C Q)(^E;^)
p i>0

où l'on a posé :

B.2.2.2. Notation. — Z; = in*(Z) n ((])^+^)
z>0

Z^in^^n^E;^).
î>0

y/

En A.2.3 nous avions défini l'action de s sur (ff^E^i) © J(f)f3 et —.
i

Remarquons :
Z'B.2.2.3. LEMME. — L'action de s sur — respecte la filtrâtion induite^

f Z1 \
par p* et induit une action de degré zéro sur Gr* ( — ).

Preuve. — Soit e ç E^, se^i = îe^+e/^+i. Comme ef ç E^^,
en itérant le lemme B.2.1.5, on a :

e/e Q) DE^^+VJ(f)f8.
J<î+l

D'où c(ef^) e (9 E^^.
j<î+l
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z*'B.2.2.4. THÉORÈME. — 1) L'action de s -\-p est niipotente sur -JL-.
z?
Z*'2) Si 7(p) désigne le degré de niipotence de Faction de s+p sur -^r,

aJors ;

&(5)=(5+l)n(5+p)7^

est Je polynôme de Bernstein de f.

Preuve de 1). — Résulte des lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5.

Z1

Preuve de 2). — Résulte de A. 2.3 et du fait que dimc -ry est finie.^

B.3. Le calcul effectif.

B.3.1. Détermination d'un bon opérateur annulant f8.

Nous allons maintenant construire un bon opérateur dans Pannulateur
de f8 (au sens de A.3.1), plus précisément :

B.3.1.1. PROPOSITION. — II existe une suite (*S^)i<^<^ de bons
opérateurs S^ de degré i, une suite croissante de rationnels (pi)\<i<L-i,
où j?i > 1 + /?*(!), une suite (^)i<^<L-i d'éléments de ç^DE^i tel que

a) Sif8^ = (s + l)He pour 1 < i < L - 1
SLf^1 = 0

b) HI = V^ H^^i, avec H^^ ç. ^^ DEq de degré comme opé-
0<i<n—2 q>pe-{-i

râleur en V au plus i — i — 1.

Preuve. — Le point de départ est le suivant : choisissons une face F de F
pour laquelle /o*(l) = /?^(1). On a :

(5+1-XF)/5 + 1=-^+1)W5

d'où 5i et H\ après redivision de hp par l'idéal jacobien. Précisons cela,
h F s'écrit :

r\ f
hp = e + V o , —'- avec e ç E, p\e) > p^hp).

CrX^
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On prendra donc :
r\

S, = (s + 1 - XF) + Y,9i ^-, H, = -^o.

Supposons maintenant construit un bon opérateur S de degré £ tel
que :

5T4-1 = (5 + 1)H, H=^H^oùH,çVO^
i>0

de degré comme opérateur de T> au plus £ — i — 1.

En utilisant la relation de commutation :

(XF+ < B F ^ I >)D1 = D^F.

la formule B.2.1.2 permet d'écrire :

{s + p - \BF\- < B F , I > -XF)DIu^ = D1^?- | Bp \ +i)u - XF(u))^
-D^hF^i.

Et en itérant, comme dans le lemme B.2.1.4, sur les a{u) faces de r pour
lesquelles p^u) = P 4- î, on obtient :

]̂ [ (^p-\BF\-<BFJ>-XF)DIu^ ç ^ D^^^k.
F/p^(u)=p-\-i 0<k<a(u)

Soit p = inf{/o*(n) — 2 ; D^^i apparaît dans l'écriture de Hi}, opérons
comme ci-dessus sur les D^^z de cet ensemble. Les opérateurs (s+q—xp),
où q ç. Q, commutant et étant de poids positifs, faisons le produit des
opérateurs apparus : on obtient un bon opérateur T de la forme

T= II (^^-^F.) où?ve<Q,
Ki/<a

et vérifiant
TSf^1 = (s + 1)TH

où TH = ̂ Ki^i, où Ki ç VO^p^i est de degré comme opérateur de V
au plus t — i — 1 + a.

Maintenant à chaque étape, nous pouvons réécrire

II {s + r, - XF^H dans Q) DE^, © PJ(/V5

\<v<_i'-i 9>P+t
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et obtenir la suite demandée des (S^/, H^) pour i < P < i + a.

On s'arrêtera dès que p^i > p : le poids aura augmenté strictement.

On recommence cet algorithme qui se termine lorsque le poids du
socle cr* est dépassé.

B.3.2. Application au calcul effectif.

Montrons maintenant comment déterminer Z à partir des Hi. Pour
cela, soit U € V[s\f8 et P e V[s] tel que

(s-{-l)U=Pf^1.

Les Si étant unitaires en 5, P s'écrit de façon unique :

P = PO + Pi 5i + . . . + PL^SL-I + PLÔO-SL, où P, e P pour î < L - 1.

De plus Pô n'a pas de terme constant dans son écriture à gauche.

Divisons par 54-1, nous obtenons :

U = P^ + ... 4- PL-!HL-I modulo-PJ(/)/6.

A partir de la définition de Z, on a établi :
L-l

B.3.2.1. Remarque. — Z = î ̂  c(A^), où An ç 0\.
^==i

Afin de préciser les Aa qu'il suffit de prendre pour obtenir Z, écrivons :

H,= ^ ^,A
0<t<n-2

^ = ^ D^^i, où /^j € ^>p,+î.
\I\<i-i-l

On a :

c(A^7^^) = (-1)IJI^J(A,)^,^.

De sorte que si p*(A^) > n — pi + sup < -BF, J > :
FçJ7

et
p^D^A^h^i^^n+i

cÇA^h^i) = 0.

On a donc :
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L-l

B.3.2.2. PROPOSITION. — Z = { ^c(A^),où At e 0^^} et
l-i

7(^) = sup{n -pi -+- sup < B^,J > où 1 est indice de dérivation de Hp\.
i Fç.y

On constate donc que si p < 1 +/?*(!), Z^ = 0; comme alors
E^o C Z^ on déduit de B.2.2.4 :

B.3.2.3. PROPOSITION. — b(s) est multiple de TT (s +p).
pen*

p<i+p*(i)
B.3.3. Équations fonctionnelles.

B.3.3.1. Notation. — Soit U ç. ̂  £1^, on notera bu(s) le polynôme
i>0

unitaire de degré minimum tel que

(5+l)^(5)(7eP[5]/5+ l.

Le polynôme î)u(s) existe d'après B.2.1.7.

B.3.3.2. PROPOSITION. — Soit U € (Q) E^i)HZ, il y a équivalence
i>0

entre les propriétés

i) U € Z;

ii) (s + 1)U € W^ + (s + 1) ̂  DE,*̂
9>P

iii) &t/(5) est lion multiple de s -\-p.

Preuve. — • iii=^ii : des lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5, on déduit l'exis-
tence d'un entier a tel que :

(s + 1)(. +p)^ ç (5 4-1)((9 ̂ *+A) + PM/^1.
i>0
q>P

En prenant le p.g.c.d. de bu(s) et (.s ^-p)0, on obtient :

(, + i)u e (5 + I)((D P^*^) + p^]/^1.
î^O
Q>P

• i^ii : soit W ç. V[s]f8 tel que

(s + 1)IV e PH/^1 et U = in*(c(iy)).
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Écrivons : W = ̂ D^i mod.PJ(/)/5, où Wi =^Wi^ e Q)E^.
i>0

Notons enfin : q*(W) = inf{p*(Wj i) —î}, le minimum des poids des Wi et
Î,J '

prenons Jo un multi-indice de longueur maximum réalisant ce minimum.

Si Jo est nul, W - U ç (^ J^+^z + ÎW)/5.
i>0
q>P

Supposons alors | Jo |> 0 :

f—l^70! ^L-^ 3/0^ = ̂  + Jî, où Jî ç ^ DE^, 4- ̂ J(/)/5.
0* ^o

q>q^W)

On pose alors

y = W - D10 (^ ° x^w) = W - D^Wi, - D^R.v Jo' /

V vérifie alors :

(s 4- 1)V 6 VW^ et c(W) = c(V).

Et on a un peu avancé, car ou bien ç*(V) est strictement supérieur à q*(W)^
ou bien q*(V) = ç*(WQ, mais ce minimum n'est plus atteint sur le multi-
indice Jo. Une induction évidente permet de conclure.

ii=^i est évident et ii=^iii résulte de la proposition B.2.1.7.

B.3.3.3. PROPOSITION. — Si 7(9) désigne (comme en B.2.2.4) le degré
y

de nîlpotence de Faction de s + q sur —f^- et dp(s) = JJ (s -h q)^,
q P'(I)<<?<P

on a la propriété suivante :

(H), : (s + l)dp(s)f8 e (s + l)((f) DE^,) + V[s]f^1.
i>Q
Q>f

Preuve. —Le point de départ est évident pourp = p*(l) (^o*(i) = 1).

Ecrivons alors l'assertion T-ip :

Çs + l)dp(s)^ = (s + 1) ̂  D^i + Pf^1, où Vi € ̂  E ,̂.
P<9
î>0
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En utilisant le même argument que pour prouver i=>'ii dans B.3.3.2, on a
l'implication :

p^Vi)=p^ï^Viez;'.
Pour un tel J, on a donc :

UI=(s+p)^p)m^VIçZ;.

En substituant dans (s+p^^Çs+^dpÇs)/8 ces (s+l)Ui, par les formules
données dans la proposition B.3.3.2-ii, on obtient l'assertion Hp pour le
poids p ' suivant p.

B.3.3.4. Remarque. — Pour un certain p < cr*, on obtient ainsi
une équation fonctionnelle : (s + l)dp(s)f8 ç. V[s]f8^1. Comme l'égalité

/ Z*' \b{s)[ © -^r) = 0 est évidente, B.3.3.3 redémontre B.2.2.4 sans utiliser\ Zp )
A.2.4. De plus les équations fonctionnelles données par {Hp}^ et donc
l'équation fonctionnelle réalisant le polynôme de Bernstein, sont ici données
de façon algorithmique. En effet, la caractérisation B.3.2.2 de Z montre
que celui-ci est déterminé algorithmiquement en un nombre fini d'étapes
(voir aussi la remarque A.3.3). D'autre part, suivant la démonstration de la
proposition précédente, le calcul de l'action de b(s) sur f8 se fait étape par
étape : il suffit de remarquer que le passage de l'écriture (T~ip) à l'écriture
(T~Cp'), p ' suivant de p, est algorithmique puisque basé sur la formule B.2.1.2
et sur la réécriture B.2.1.5 par division selon l'idéal J(f) (algorithme des
bases standard).

Quant aux exposants ^(p) ils sont déjà déterminés lors du calcul de b(s)
mais ils peuvent l'être simultanément au calcul de l'équation fonctionnelle,
toujours d'après la proposition précédente (voir à ce sujet [4] §4, et [5]
Prop.iï.5).

B.4. Exemples et applications (cas non-dégénéré).

B.4.1. Résultats généraux en dimension deux.

B.4.1.1. Notations et rappel. — Pour décrire II* associé à F, com-
mençons par numéroter

• les sommets de F : Ak = (a^,aj) pour 0 < fc < K,

avec ̂  = 0 < a\ < ... < a^ et ag > o{ > ... > a^ = 0 ;
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• les faces de T : Fk = [A^, A^+i] pour 0 < k < K - 1 ;

on notera pk le poids relatif à Fk : pk(A) =< A.Bpk >'
Considérons les parallélogrammes ouverts

Lk = {r]Ak + ^Afc+i/0 <TÎ <1 ei0<^<l} pour 0 < k < K - 1

et les segments ouverts :

Tk = {rjAk/0 < TÎ < 2} pour 1 < k < K - 1.

Nous savons que II* ne dépend que de r ; or on démontre (voir
Appendice 2) que la famille des monômes xA pour A appartenant à
l'ensemble

[ |J ^(L.nN2)]^ U p,(r,nN2)]
0<k<K-l Kk<K-l

c ., i , ,, . - i ^{a'i.a'a} ' ̂ 1^2tournit une base de 1 espace quotient — — L — - — — ^ — — pour une smgu-

Y Qx\? Qx'2 )
larité non-dégénérée sur F (et donc pour presque toute singularité non-
dégénérée sur F).

On en déduit la proposition suivante :

B.4.1.1.1. PROPOSITION.

n*=[ J ^(L.nN2)]^ |j ^(r,nN2)].
0<k<K-l Kk<K-l

B.4.1.2. Quelques résultats.

B.4.1.2.1. PROPOSITION.b(s)= n (s+pr^
pen*u(n*-i)

où 7(p) € {0,1,2} avec
a) pour p ç. Il* :

7(p) > 0 ou 7(p - 1) > 0

b) pour p ç. II* :

7(p)e{l,2} sip<l+p*(l)
7(p) = 2 si et seulement si p < 1 et p € M pk(Tk H N2)

l<fc<K-l
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c) pour p ^ II* et p ç. Il* - 1 :

7(p) e {0,1} et 7(p) = 0 sip<p^l).

Preuve. — Nous avons rassemblé dans cette proposition les différents
résultats obtenus précédemment, dans le cas particulier de la dimension
deux. En fait le seul point qui n'a pas été démontré est la condition
nécessaire et suffisante pour obtenir la racine double.

Supposons d'abord p < 1 et p •==- pk(C) où k est un certain entier,
1 < k < K - 1, et où C ç Tk H N2. Si (s + p) était facteur simple de b(s),
il résulterait du Théorème B.2.2.4 que la composante de degré p calculée
dans Zp de (s 4- p)uf8 est nulle pour u de poids p*(n) = p; soit donc u
le monôme défini par x\x^u = x°, la formule habituelle montrerait que

l'élément x^uf = x°f est dans l'idéal fa-i -^-.x^ ——} modulo des\ ôx\ ôx^/
éléments de poids /?* > p + 1 ; cela donnerait :

r\ p r\ p

x° f = Vx\ -— + Vx^ -— en poids p -+- 1.
9x^ 9x^

D'après le théorème de Kouchnirenko ([11] Th.4.1, cf. aussi l'Appendice 1)
ou peut supposer U et V de poids au moins p. Soit F l'une des faces Fk-i
ou Fk : en remarquant que le produit de deux monômes qui ne sont pas
situés dans le cône construit sur une même face est de poids strictement
supérieur à la somme de leurs poids, on obtient :

^=^^)^(^.
En utilisant la quasi-homogénéité de f\p '.

f\F =&1,F (^1 ^—), +&2,F {x2 -^—}• V Qx^^\F \ 9x^ ) [ F

nous obtenons la relation :

^ - b^)^ ̂  + (V^ - ̂ )(.. ̂ )^ = 0.

Or:

( x ^ ) =x^g, et ( x ^ ) =xD-g,
\ <9a;i/|F V Qx-i)\F
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où Q\ et ^2 sont des polynômes quasi-homogènes, premiers entre eux
d'après la condition de non-dégénérescence, l'un au moins d'entre eux étant
commode (voir fig.l).

Figure 1

Donc g\ divise V\pp — b^^px0 et g^ divise U\pp ~ bi.FX0 ; pour une raison
de degré, cela implique : U\pp == b^^px0 et V\pp = b^^x0'.

En opérant ainsi sur chacune des deux faces, et en comparant les
résultats, on trouve b^^k-i = ^i,^ e^ ^2,Ffc-i = b^^ki ce ci111 contredit le
fait que les faces sont distinctes.

Réciproquement, la condition donnée sur p est nécessaire pour que le
facteur (s +p) soit de multiplicité 2 dans b{s) : cela résulte des remarques
B.2.1.8 et B.2.1.9.

B.4.1.3. Les faces sérieuses.

B.4.1.3.1. DÉFINITION. — Appelons face sérieuse de F une face non
contenue dans {(^1,^2) Ai <^ oui^ <!}.

B.4.1.3.2. PROPOSITION'. — Pour toute face sérieuse F de F, b(s) est
multiple de s + p^(l).

(Ce résultat était connu de F. Loeser [18]y qui nous a demandé si nous
pouvions le retrouver par notre méthode.)

Preuve. — Nous avons déjà vu que p*(l) divise b(s) ; pour prouver la
proposition, il nous suffit de trouver, pour toute face sérieuse F, un élément
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non-nul uf8'1 de Z' de poids p*(n) — 1 = p^(l) : on aura en çffet :

0 = Zp-i g Zp_i avec p = p^u) = ??(!) + 1

(c'est clair si p*(l) = /?*(!); sinon, remarquer que Zp C F*$o puisque
p+1 > 2, donc Zy_^ ~D Ey^ est non-nul par hypothèse, et puisque E^ ^ 0
on 8ip < 2 donc Zp-i = 0 d'après B.3.2.3), et le Théorème B.2.2.4 montrera
que le facteur (s + p — 1) intervient dans b{s).

L'existence d'un tel u va découler des trois lemmes suivants :

B. 4.1.3.3. LEMME. — Soit u ç. 0 de poids p*(u) == p satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) p(u) > 1

(ii) il existe une face sérieuse F de F telle que /?*(!) < p^(l) pour
laquelle p = 1 + p^(l)

(iii) pour toute face F ' de Y telle que 1 + p^/(l) > p il existe des
réels M et N non tous deux nuls tel que

u^=M(x, ^) +A^2 ^j-\ .' v Qx^^\F1 \ QX^Ï\F'

Alors la classe de x\ x^u est de poids p dans

0
( 9f 9 /x
[Xl ^——^2 .——)
\ ÔX\ OX-2/

Preuve. — Des deux premières conditions on déduit sans difficulté
que (x^x^u)^c(F) = (^1^2) ' U \ F Î °ù C{F) désigne le cône de F, c'est-à-dire
l'ensemble {AA/A ç F, A > 0} H N2.

Si le lemme était faux on aurait, par division :

/ Qf \ ( 9f \
(rcia^) 'U\F =A(rri — — 1 + u,[xï ^—),1 v QX^^\F \ QX^)\F

où A e t / A seraient supportés par <7(F) et de poids p^(l).

On a alors à examiner deux cas :

- Premier cas : La face F ne rencontre pas un axe de coordonnées.

Comme ^(1) > ^*(l)î la première bissectrice n'est pas dans le cône de
F, et l'on obtient A = u, = 0 (fig.2), ce qui contredit (iii) lorsqu'on prend
F' = F.
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r + 1

Figure 2

- Second cas : La face F rencontre, par exemple, Faxe des 22.

Les coefficients A et /A seraient proportionnels à un certain monôme
x7^1 (r ç N); on en déduit ^ = 0 (puisque divisible par a:i) et en uti-
lisant (iii) :

(-Mxl+cx^xl^=Nxl^^^
La condition de non-dégénérescence sur F donne

1 5 (^EL^2 w)EL
Qxi 1 \F(^^L^15 ̂ ^ -^

ÔX^^F

avec g\ et ^2 premiers entre eux ; donc g\ divise Nx\ et la face étant sérieuse,
N = 0 ; puis M = C = 0.

Contradiction !
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B.4.1.3.4. LEMME. — Soit w ç. 0 de poids p(w) > 2 ; on peut écrire :

9f Qf
w = ax\ -— -h bx^ ——

Qx\ ax'2,

avec

p^a) > p^w) - 1, p*(&) > p*(w) - 1, p*(a) > 1, />*(&) > 1

et pour toute face F de F telle que p^(w) > p*(w), on a :

pp(a) > /?*(w) - 1 et pp(b) > p*(w) - 1.

Preuve. — w étant de poids au moins 2, on a d'après le théorème de
Kouchnirenko ([11] Th.4.1, ou Appendice 1)

r\ f e\ f

X^X^W = (pX^ ^—— + '0.T2 ——— OÙ ?((?) > P*(w) - 1 > 1ox\ ox^
PW >P*(w)-l > 1.

On déduit de ceci et de la commodité de / :
or Q f

^(0,:T2)=a(a;2)rc2 —- (0,^2), î,0) = /3(rci)rci —L (^i,0).
(73:2 ^3*1

Réécrivons rri.r2^ sous la forme
r\ f r\ r Q ^

a-i^w = Aa;i ^•- + B.z:2 —— avec A = y? + (/3(*ri) - û^))^ ^—

B=^4-(a(^)-^i))a;i ^-.

A et B sont multiples de x^x^y de poids /? > p*(w) — 1. On définit a
et 6 par A = ax^x^, B = bx^x^.

Vérifions que les poids de a et & par rapport à F sont supérieurs ou égaux
à 1 ; on sait que l'on peut diviser :

r\ f r\ p

w = cxi -— -4- dx2 -—, p(c) > p(w) - 1 > 1, p(d) > p(w) - 1 > 1,ôx\ ôx^

et \ x\ ——, x^ —— \ formant une suite régulière, la comparaison des deuxl ôx\ ôx^ )
écritures de w fournit p(a) > 1, p(b) > 1.

Passons à la dernière partie du lemme; soit {Fr}r la- famille des faces
de F vérifiant p"p (w) > p*(w) = q\
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on a :

0=(^a)|(,_^ |̂  + (^)|(,-i)^2 |̂ .

D'après [11], dans l'anneau conique construit sur Fr on obtient :

w)
' 2^\Fr

(X^a)^_^ =Kr(x2 g^)^ (^2%ç-l)^ = -Kr (x^ -^-)

où Kr est à support dans le cône, de poids g—2, et possède x\x^ en facteur ;
comme pour tout ( r ^ r ' ) les restrictions de Kr et de Kr' à l'intersection des
cônes sur Fr et Fr' coïncident, nous pouvons constuire K à support dans
la réunion de ces cônes tel que K\p^. = Kr.

Toutes les conditions demandées dans le lemme sont satisfaites en rem-
1 Q P i r\ f

plaçant a par a — —— Kx^ —— et 6 par b + —— Kx\ ——.x^x^ Qx^ v x\x^ Qxi

B.4.1.3.5. LEMME. — Soit u ç. 0 de poids p(u) > 1 satisfaisant à
uf8 ç. P^)/5^1, et tel que pour toute face F de F il existe des constantes
M{F,u) et N(F,u) avec

u^=M(F,u)(x,-9j-) + N(F,u) (x^ aj-} .
' \ QX\)\F \ QX^/\F

Alors : il existe v vérifiant les mêmes conditions que u avec de plus
p*(v) > p"{u) ; il existe une face F où p*(u) = p^Çu) < p'pÇv) ; pour toute
face F, pp(u) > p*(u) implique p^v) > p*(u); enfin, sur toute face F on
a la relation

M(F, v) + ̂ (F,,;) = (p^u) - 1 - ̂ (1))(M(F, u) + 7V(F, u)).

Preuve. — Soit Fi telle que p*(u) = p^(u}\ avec les notations du lemme
B.1.3.4, écrivons :

w = uhpi = CLX\ -.— -h bx^ -—, et posons :
ox\ ox^

* / \ / \ 9(ax-i) 9(bxï)
V-P^U)U-XF^+--9^+-9Î,•
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On sait que la classe de vf8 modulo J(f)f8 est dans Z, et sur toute face
F on a :

^F^F^F = (^1,^1 - &1,F)^|F[^1 ^——) + (&2,Fi - ̂ 2,F)^|F[^2 ^——)

=a|F^l -.—), +b^(x2 ———\ .' v QX^^\F ' \ QX^!\F

On en déduit :
r\ p

a\F = (&i,Fi - bi,F)u\F + c(F)(.r2 ^—)
\ ÔX^^\F

b\F = (^2,^1 - b^F)u\F - c(F)(x^ ——^

^=(pM-i-p^^c(F)^ |̂ -(.i ̂ )^.

Il est alors aisé de voir que v vérifie les propriétés demandées.

Fin de la preuve de la proposition B.4.1.3.2. — A partir de hpy où FQ est
une face rencontrant la diagonale (on sait que hpof8 appartient à Z) et
en appliquant autant de fois qu'il le faut le lemme B.4.1.3.5, on construit
une suite d'éléments de Z «passant» par tous les points voulus d'après le
lemme B.4.1.3.3.

B.4.2. Exemples.

B.4.2.1. Un exemple en dimension deux.

f =x^+x^+x^.

On vérifie, en calculant dans la base de monômes choisie (voir fig.3) que
3Zp = 0 lorsque p est dans II* distinct de -, et que 2^3/2 est de dimension

1 engendré par x^x^f8.

Nous obtenons :

b(s)= n^^
pen*

{ 1 31avec 7(p) = 1 pour p appartenant à II* — o » 9 f
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Figure 3

^'^(l)-».
B.4.2.2. Un exemple significatif en dimension supérieure à deux.

f = x\x^x\ + x\ + x^ + ̂ , n > 7.

B.4.2.2.1. Quelques formules. — Aux trois faces Fj du polyèdre de
Newton correspondent les vecteurs normaux :

< n - 4 1 1B-(̂ .̂ .=(̂ )̂ .<,̂ ).
On a

^F, = XF, (/) - / = (j - 3)^", j = 1,2,3.

On note/;=^./^^, etc...
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Des relations Xjf^ = 2(x^x^}2 + nx^ j = 1,2,3
on déduit la formule :

(x^x,)5 = A[f[f'^ +n2((^3)n-l^ + (x^r-1^ + (^i^-Vs)

(*) -^3n~l^/2 + ̂ -vi/s + ̂ r1/^)]
où A désigne l'unité suivante :

^S^IT (^i^s)71-6)"1.

On a d'autre part, pour tout k ç N :

(^ - fc - XF.)^ = (3 - j) x^i

(s-k- XF,)(S - k - ̂  )^ = (3 - j) ^^+2 î + j
n^ n^

( s - k - ̂ )(s - k -XF,)(S -k- ̂ F^k = (3 - j) x^x^x^
avec les modifications évidentes dans le cas k = -1 :
(^ + 1 - XF^f8^ = (s + 1)(3 - j)^o, etc.

B.4.2.2.2. Un bon opérateur. — Utilisons la formule précédente (*)
sous la forme

(^1^2^3)71 = (x^X^^AÇXiX^K

où K désigne l'expression entre crochets dans (*), et remplaçons dans la
troisième formule de (**) :

n (5+ l-^)/s+l=(^l)(3-^)%l^3)^2;
î=l,2,3 z /

en examinant les diverses contributions du produit (s + \)(x^x^x^}K, on
trouve des termes de trois types, que l'on transformera séparément :

B.4.2.2.2.1. - -w^/^6 = eT^h^2^ (s ~ XF3^0

Q
(utiliser f[^ == _— ^ et la première formule de (**))

ce qui donne, après commutation :

^ [4(5 - XFa + l)(XlX^)2 - X, -^(S - XF, + IW^O;
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en remplaçant (rci^^s)2 par ^ (x^f[ -na^), et en appliquant 5-1-1 à cette

expression, on trouve enfin une première contribution égale à :

6^n [(s - ̂  + ̂  -k (2 - x2 £) - 2n(5 + 1 - XF-))]fs+l'

et un résultat analogue pour les deux autres termes.

B.4.2.2.2.2. Un calcul du même genre donne

(S + l^X^X.rf^ = (J7L)2^ -î- (5 + 1 - XF.)(5 + 1 - XFa)/^1

\ b — u / ôx\

et idem pour les deux autres termes.

B.4.2.2.2.3. De même :

,,,,,, r 9 9 ô f 9 9
(5+l)rria;2^3/i/2/3 = FI ̂ 2^3 o— ^— -— -2(.ri .— +.2:2 ——L 9xi Qx'2 9x3 \ 9x^ 9x^

^'â-4)'^^-""-^1-»'')]^1-
II reste à rassembler ces résultats pour obtenir un bon opérateur S

tel que Sf8^ = 0. On retiendra que S est de degré 3.

B.4.2.2.3. Un supplémentaire E de J(f).
0B.4.2.2.3.1. Remarquons d'abord que le socle de l'algèbre . . est

^u)
engendré par (x\ x^x^ )5, de poids 5/2.

0Calculons une base de monômes de ^ „ : on vérifie, par division par

l'idéal £(/), que le système suivant induit un système de générateurs de
0

A/) :

( (xiX^x^Yx\x3^ et permutés
avec £=0 ,1 et i , j = 0,1,.. . ,n — 1

(x-^x^xs)6 lxtl et permutés
avec e' = 2,3 et i = 0 , . . . , n - 1
ou e' = 4,5 et i = 0.

B.4.2.2.3.2. — Pour montrer que ce système induit une base, il suffit
de constater qu'il contient 3!V3(r) éléments où V^ÇF) = n2 désigne le
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volume sous le polyèdre de Newton F de f (voir Kouchnirenko fil] Th
B.l.etC.l).

Si l'on enlève alors les monômes de cette base qui sont non-multiples
de x^xs on obtient une base de 'x^^ ^^ divisant par

L{1) H (XiX^Xs)

x\x^X3, une base de -rTryî ou encore une base d'un supplémentaire E de
J(f) dans 0 :

r x\x^ et permutés,
avec i,j = 0,1,.. . , n - 1

< {x^x^x^Yx\ et permutés,
avec ^ = 1 , 2 et î = 0 , . . . , n - l
ou £ = 3 , 4 et i = 0.

Le nombre de Milnor p, de / est égal à 3n2 + 3n - 1.

B.4.2.2.3.3. — II résulte de ce qui précède que II* est formé des
1 krationnels de la forme - + - pour k variant de 0 à 2n.2 n ^

B.4.2.2.4. Calcul de Z et Z'.

B.4.2.2.4.1. LEMME. — On a Z = F^o e C • (x^xs)4^
où F est engendré sur C par les monômes

( (x^x^)Ex{ et permutés,
avec e = 1 et i = n - 1, ou e = 1 et i = 0 , . . . , n - 1,

o u £ = 3 , 4 e t î = 0
^î^ et permutés,

avec ij ç {n-2,n- 1}.

Preuve. — Soit U e Z : U = c(V) avec V e ^DE^ et (s + 1)V =
P^)/^ où P(s) ç V[s].

En divisant P par s + 1 - ̂ , (s +1 - ̂ F,)(s +1 - ̂ ) et par le
bon opérateur 5, on trouve, après simplification par s 4-1 :

y=p2^2+Pi^i+^o
avecJ^o €ÎWV5, Pi eP

et K, = (3-j)^o, K, = (3- j)%^)^.

Calculons le terme constant de V : en utilisant les relations
2 1

^ = --(^i^s)2 4- - rr^'
Tt Tt
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on trouve, pour u = x^x^x^3 monôme quelconque

' 2
UX^Q = -- uÇxiX^)2^ mod J(f)f8Tv

uÇx^x^^i = -^u{x^x^Y^ + -^(ai +02 -h4)îA(a;i:r2:K3)2$o
7i' 7î

modPJ(/)/5.

On voit que Z contient déjà tous les multiples de (x^x^)2^ qu'il
faut réécrire dans E^o^ et contient aussi C • (xiX^x^)4^. Il reste alors à
déterminer les monômes obtenus par réécriture de ^x^x^x-s)^^ avec u
non-constant : si l'on suppose a^ > 0, on explicite /{ et /^ dans l'expression
entre crochets de la formule (*) de B.4.2.2.1 ; on trouve alors des expressions
dont le terme constant est multiple de (x^x^x^^o ainsi qu'un élément de

r\

0 -T.— (x-iX^)71'2^^ que l'on réécrit après commutation avec la dérivation.0x3
B. 4.2.2.4.2. COROLLAIRE. — Avec les notations du lemme précédent

Z ' == E^o © F$i 9 C^i^-rs)^

et pour p ç II*,

î^^^S^^^—'1)^2-
B.4.2.2.4.3. Remarque. — Pour p < 1 + /?*(!) = 3/2, on a

Z;=0
et 7'* - F ^ ffi F f ffi J °> p ̂  1/2'Zp -^o®^+i$i®^.(a-i^3)4^, P=l/2.

B.4.2.2.5. Calcul des multiplicités. — De la formule de base B.2.1.2
on tire, pour tout monôme u ç: 0^ :

(s +p)u^ = (3 - j)^z+i + P^ J = 1, 2, ou 3

où P G P est sans terme constant à droite.
Z'*Cette formule va permettre de calculer l'action de (s + p) sur -^r,
z?

et par conséquent de déterminer le polynôme de Bernstein de /, d'après le
théorème B.2.2.4.
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Notons que les multiplicités sont majorées par 3 (Remarque B.2.1.9).
Examinons les monômes de base :

B.4.2.2.5.1. Les termes x\x^o, i < j :
1 i 1 ileur poids est p = . -h ——J- ;
£t 71

on a p*((s + p)x\x^o) - p = i - "-6 ; alors

i > 0 : (s + p)x\x}^o = 0 dans Z'p* car de poids > p

i = 0 , j > 0 : (s+^+^x^^Z;

et (s + J + 3-} a;̂ o = 0 dans Zp*

(1 7 \
donc - _ + - j est racine au moins double, j = 1,..., n - 1.

i = j = 0 : on a Z^ = 0 et (s + l/2)^o / 0, (s + 1/2)2^ / 0
donc —1/2 est racine triple.

B.4.2.2.5.2. Les termes (a-i 3:2^3)^0 :

leur poids est p = 1 + — ;
7Z

î > 0 : (s -l-p)(a:i^2^3)^l$o = 0 dans Zp*, car de poids > p

i = 0 : (s + l)(^i^2^3)$o 7e 0 dans Zi* (Z^* = 0) ;

d'autre part, on vérifie par un calcul direct utilisant le formule (*) de
B.4.2.2.1 que (s + ̂ (x^x^o = 0 dans Z'^ car de poids > 1.

Or, les autres contributions au poids p = 1 dans Z[* sont celles de

(x^x^)3^ et des (x\x^Q (et permutés) avec i+j = r- lorsque n est pair;

par un calcul analogue au précédent, on vérifie que {s-^-A.Y^x^x^x^f^ = 0
dans Zi*.

On peut donc conclure que —1 est racine double.
B. 4.2.2.5.3. Les termes (x^ x'z x^}x\^ :

leur poids est - -j- —.
Zé IL

i > 0 : (s +p)2(x^X3)2x{^o == 0 dans Zp*,
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ce qui n'ajoute rien aux résultats de B.4.2.2.5.1.

2 = 0 : dans ce cas p = ^, et l'on a déjà vu en B.4.2.2.5.1 que -1/2 est

racine triple.

B. 4.2.2.5.4. Les autres termes de F^i et le terme (^i^^s)4^ € Z[^
relèvent de calculs déjà faits au paragraphes précédents et n'apprennent
rien de plus quant aux multiplicités.

Il reste à regrouper tous ces résultats, en distinguant les cas n pair et
n impair ; on trouve finalement :

. , 2^6/ 1 k^W
b{s) = [[ [s + - + - J , npair

. ' 2j Tt/

ou 2n-6 -. . / . ^ n-2 çb(s) = n (5 + 9 + ~r (5 +1)2 n (5 +1 + ~)5 n impair
fc==o ^ fi ^^ n

avec 7(A;) =3 si k = 0
2 si A; = 1,... ,n — 1
1 si k = TZ, . . . , 2n — 6.

C. SINGULARITÉS SEMI QUASI-HOMOGÈNES

C.l. Définition et théorème de division.

C.l.l. Définition.

C.l.1.1. DÉFINITION DE p. — A un n-uplet de rationnels a =
(ai , . . . , On) on associe une fonction de poids p : 0 —> Q définie par

p(£) = inf{< a,J >= 0^1 + ... + Onin '' il / 0}, où i = ̂ £ix1.

Comme toujours on appellera partie initiale de i :

m£= ^ tix1.
<Q,I>=p(ê)

C.l.1.2. DÉFINITION. — Soit / : C71^ — ^ C , 0 i m germe de fonction
analytique. On dira que f est semi quasi-homogène («S.Q.H. ») par rapport
à a si sa partie initiale est à singularité isolée à l'origine.
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Dans cette partie C, nous fixerons / ç 0, S.Q.H. relativement à a et
nous supposerons, quitte à multiplier a par un rationnel, que p(f) = 1.

C.1.1.3. DÉFINITION. — Filtrons 0 par le poids p et notons :

0>p = {u € 0; p(u) > p}
0>p = {u ç 0; p(u) ̂  p}
Op polynômes quasi-homogènes relativement à a de poids p

gr0=@°^=e0p.{^>p
C.1.2. Théorème de division.

C.1.2.1. NOTATION ET PROPOSITION. — Soit Ep un supplémentaire
de in(J(/)) dans Op ; on a les isomorphismes C-linéaires :

E = @Ep^———^0

Preuve. — Montrer que in(J(/)) = in(J(inf)) en utilisant que

i n ( o — ) forment une suite régulière.

C.1.2.2. Notations. — d(p) = dïmcEp

n = { p / d ( p ) / 0}
Q^f \ n

= /?(det 9x^) =n-(2'E^= sup{p;p ç n}.a = pidet ———— = nv Q x i Q x j ) ^

L'exactitude du complexe de Koszul gradué associé à cette suite
régulière montre que d(p) ne dépend que de a et p\ a est le poids du

socle de l'algèbre artinienne —.r ou . gr . . Les égalités ci-dessus sont

alors bien connues; II est un ensemble de rationnels. Enfin, on a :

'-=<^'°•c—=E•'('-)=Ù(--l)•^Tp^N
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C.1.2.3. PROPOSITION DE RÉÉCRITURE (ou théorème de division). —
Vu ç 0, 3v ç E unique et ( A i , . . . , A^) e O71 tels que

^^E^— 9xi

avec v = 0 ou p(v) > p(u), \j = 0 ou p(^) > p(u) - 1 + p(^).

Preuve. — Si p(n) > cr, on a -y = 0. L'existence de v se démontre
par récurrence descendante sur p(u). L'unicité de v et l'existence des A
satisfaisant à la condition de poids est une conséquence du fait que les
in ( ̂ — j forment une suite régulière.

C.2. Les racines du polynôme de Bernstein.

C.2.1. La montée de poids et ses premières conséquences.

C.2.1.1. Notations. — | a \= ai + a^ + . . . + a.n

^ 9

^=»^

h = X(f) - /.
si / = E fi^^ h = ̂ ;(< a, 1 > -l)fix1 satisfait à p(h) >1= p(f).

Quitte à faire un changement de coordonnées nous pouvons supposer :

soit h = 0 si la singularité est quasi-homogène (c'est-à-dire, d'après [17] si
/ ^ J{f)).
soit in/i ç E - {0} dans le cas contraire.

C.2.1.2. Formule de base. — Pour tout u ç 0, i ç. N
n Q

(5+ | a | +p)^ = (^ a, ——x,u + (p + i)u - x(u))^ - uh^.
\=i ^J /

Les deux lemmes suivants se prouvent alors de façon analogue aux
lemmes B.2.1.4 et B.2.1.5.

i
C.2.1.3. LEMME. - (s+p(u)+ | a | -z)<, e (^PO>,(,)^+,.)

^=o
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C.2.1.4. LEMME. — V0>^i C ((]) DEq)^ + P0>p_i^_i

9>P
pour i > 1

VO^ C ̂ DE,)îs + (ZV(/))^r
9>P

(cas i = 0).

En faisant monter les poids par C.2.1.3, en réécrivant par C.2.1.4 et
en s'arrêtant lorsque on est arrivé au poids du socle, on montre :

C.2.1.5. PROPOSITION. — Pour u (E 0,(5+l)c^)_,(5)^ (E Vf8^,
où CpÇu)_i(s) = ( TT (s + |a| + //)) , le produit étant étendu à

v — / red
P'^pW-i

PensembleP^_i = {/?' : 3j e N p'+j ç n,p' > p(^)-î+(j-î)+(p(/^)-
1)}. (A+ = max(A,0) et Cred désigne, pour e ç: C[s}, le polynôme sans
racine multiple ayant les mêmes racines et le même coefficient dominant
que e).

En particulier :

C.2.1.6. COROLLAIRE. — Le polynôme de Bernstein de f divise

( ^+ i ) (n n (^+M^-J) ) '̂redj=o o;en
^>jpW

C.2.2. Filtrations et racines du polynôme de Bernstein.

Reprenons les notations de A, c(Vx,tf8) = ©£% est filtré naturelle-
ment par la fonction de poids :

pC^^i) = '^î{p(ui) - i},

ou encore par les sous-espaces :

(®^z)>p= ® E,^.
q>p-\-i

i>0

z1
Z, Z' et — sont alors munis des filtrations induites naturelles. En passantZj
aux gradués associés, on a les injections canoniques :

Gr(Z) ̂  Gr(Z') ̂  Gr(e%) ^ ®(0^+z$z).
p i>0
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C.2.2.1. Notation, — On définit comme suit la partie initiale d'un
élément de ̂ E^ :

i>0

"̂  S = À^)^) == ̂ i^ OÙ Uq € Eq et Up^i + 0.
9>P+î

On a le diagramme :

Gr(Z) ^ Gr(Z') ^ Gr(©£^)

« « »

©^ C ©Z; C (̂(DE )̂, où
P »>0

C.2.2.2. Notatiofl. - Zp = in(Z) n (^E^)
<>o

Zp=in(Z')n(^E,+p^).
î>0

L'action de s sur ©^ © J(f)f8 étant définie comme en A.2.3, on
montre comme en B.2.2.3 que cette action est de poids positif et induit

ryl ,

donc des morphismes de poids zéro sur les gradués, notamment Gr(-).

Z'
D'autre part, tout élément de -£ est annulé par 5 +jH- | a |. On déduitz/p
alors de A.2.4, comme pour la preuve de B.2.2.4 :

C.2.2.3. THÉORÈME. — Le polynôme de Bernstein de f est

(5+1) f] (5+p-h|a|).
^^p

En fait comme en B.3.3, on peut démontrer ce résultat sans utiliser
A.2.4, en montrant directement :

^-^+i) n ( 5+^l a lv s^(^+l)(®^ç+A)+^]/ s + l .
H<ç<p i>0
z^z, Q>P
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C.3. Le calcul effectif.

C.3.1. Détermination d'un bon opérateur annulant /s.

Contrairement à B, on peut munir @DE^i d'une fonction de poids en
posant

/?( ̂  D^i^ = inf{- < a, 1 > +p(^) - î; ui^ + 0}.

La formule de base pour faire monter ces poids est :

(F) : (s + p - x)DIu^ = (({i + p+ < a, 1 > -pÇu^D^ - D^^u)
-pWu^^-D^h^.

C.3.1.1. — PROPOSITION. — II existe une suite de rationnels

po = 1 < pi = p(h) < p2 < • . . < PL et pour i = 0 ,1, . . . , L - 1

n-2

- des éléments H^ = ̂  H^ ç ̂  DE^ vérifiant :
o

p(^) = pw,p(H^i) >{i+ l)p(h) - i, deg(^) < i - i

- des opérateurs TU ç. P, bons au sens de A, vérifiant degï^ < i + 1, tels
que les opérateurs S^ € T>[s] définis pour t = 0 , . . . , L par

So = (s + 1 - x) - To
SM =(5+^+i -x)^-T^i, p o u r ^ = 0 , . . . , L - l

satisfassent à

^/s+l = (s + 1)^ pour 0 < ^ < L - 1
^/s+l = 0.

Preuve de la proposition. — La preuve est rigoureusement identique
à celle de la Proposition B.3.1.2, au détail près suivant : la formule (F)
ci-dessus permet de faire monter les poids à chaque étape.

C.3.2. — Application au calcul effectif.

Tout comme en B.3.2 :
L-l

Z={^c(A^), A,eo}.
^=0
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Et vu les poids des H^ pour décrire Zp il suffira de prendre

P-PW
A,e 9 (y

^=o

C.4. Exemple et Application (cas S.Q.H.).

C.4.1. Exemple simple pour illustration.

On se propose d'illustrer le cas S.Q.H. au moyen de l'exemple :

/(rri,^) ̂ x\^-x\^ix\x\.

S est S.Q.H. relativement à a = ^, 1^. On peut choisir comme Ep
les sous-espaces vectoriels engendrés par :

{x\x3^ 0 < i < 5 et 0 < j < 5 et î- + 3- = p}.

Ainsi E est le sous-espace vectoriel engendré par {x\x{\ 0 < i < 5 et 0 <
j < 5}. L'ensemble H est {0, ̂  J , . . . , ̂ } et a = 10.

C.4.1.1. La suite (Si, Hz) :

x =^ l^+^2^ / l = x^-^=^^•

Avec les notations de C.3.1, les bons opérateurs Si de degré i vérifient

5l/5+l=-(.+l)^^
ooj.3

g fs-^1 _ / , ^ ozt< 5 5 /-s
^27 — ^ - h l j ^i^J

^/5+1 = 0.

En effet :

(s + 1 - ̂ V^ = -(^ + l)/i/5 = -(5 + 1) ^ ̂ /5

(^ + ^ - X){s + 1 - X)/5-'1 = s(s + 1) ^- ^rrj/5-1.
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Divisons x^x^ par J(f) (suivant la direction a) :

/y.8 8 _ 1 2 8 ^f 4t 12 5
X1X2 — ^ ^l^ï Q— ~ ~^ ^ï x!

i 2 g a/ 4^ g 5 <9/ m2 g 9— —/r^/r0 - _ __ /rb-,0 " i ____/y.9/,.9
~ T^2 ôm 49 X2X1 ôx, + 49 xlx2

- 1 ( 1 xV 9f 4t x^ 9f }
~~^~,—— \^xlx2^x[~^x2xl~Q^)'

1 - —t 0:13:2
49

r\ P r\ p

Soit Ai et Ào, les coefficients de —— et —— dans cette écriture. On a :
ÔX\ 070:2

,,j.,)(..l-.)/———(...)(^A,^^-^-g)/..

r. ^- Comme a = -_-,

AI = -x^x\ À2 = 0 modJ(/)

4^ . .
—— _____/yO^b

- 4ga;1^2

= 0 modJ(/)
d\i 2 g dÀ2 24 5 5 , .,,
—— = -x^xi —— = - _ tx\x\ modJ/
da;i 7 da;2 49

Q

^-^.^0:1 modJ(/).

Donc, il existe ?2 ê ^5 d'ordre de dérivation au plus égal à 2 tel que :

o *Î2/^
(5 + ̂  - X)(5 + 1 - X^ - Pî/^1 = (s + 1) -^ x^.

0

On pose donc 52 = (s -h » - ̂ )(5 + 1 - x) - P^'

- Comme p(x^x^) = cr,

10(s + y - x)S2f^1 e (5 + l)PJ(/V5,
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on en déduit l'opérateur 63 annoncé.

C.4.1.2. Calcul du polynôme de Bernstein.

D'après C.3.2, nous avons :

t *Î9
Z = {c(A(-(s + l)^^/5) + fz((s + l)^^/3)); A et /i € 0}

= {c(-(s + \)x\xi\f9); À € 0} (si t+ 0).

On déduit donc pour t ̂  0

n ^ 1 ^ ^ r8 9 10,O p o u r / ? < 1 et p ^ { y , y , y }

^=

Ç A A pc 0
• ̂ Î^J P0111' /? = 7

C • x^xif8 C Qrf^/5 pour p = 9

- . 5 5 . , 10C • ̂ Ï^/5 pour p = —

Z^ = Epf^sZ^f8-1. Du théorème C.2.2.3, on déduit si t^ 0,
que le polynôme de Bernstein de / est :

/ ..A / k 2^(^n^my
fc=o

C.4.1.3. Le calcul de l'opérateur intervenant dans la relation fonc-
tionnelle se fait de la façon suivante : on calcule (s + 1) TT (s +p+ | a \)f8

P<cr

à l'aide des formules B.2.1.2 pour aboutir, après réécriture (divisions par
l'idéal J(/)), à une expression {s +1)(]^ DaCa)fs où p(cj > a le poids du
socle : les Ça peuvent donc s'exprimer 0-linéairement à l'aide de h et de
fci et fx2^ et ^on ^^clut en remarquant que (s-{-l)hf8 = -(s+l-^f^1

et^+l)^/5^^-/^.

C.4.2.Polynômes de Bernstein génériques en dimension deux.

C.4.2.1. Polynôme de Bernstein générique pour les S.Q.H.

Commençons par dire quelque chose en dimension n quelconque.
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Soit / un polynôme quasi-homogène à singularité isolée, £ une base de E
constituée de monômes. Considérons :

F=f+ ^ ^eeC[^i,...,^],
ees

P(e)>l

la déformation S.Q.H. standard.

C.4.2.1.1. DÉFINITION. — Le polynôme de Bernstein générique,
B(s), de F est le générateur unitaire de ridéal

{c(s) ç C[5]; 3P ç V[s] (g)C((^)) : Pf^1 = c(5)F5}.
C

On peut alors recopier tout ce qui a été dit dans les sections
précédentes en remplaçant C par C((t)) et montrer ainsi l'existence de B et
donner une méthode algébrique pour le calculer. On introduit Z, Z ' que l'on
gradue. On construit comme en C.3 une suite ( H ^ ^ S i ) «universelle», et en
utilisant la preuve directe du théorème C.2.2.3, une équation fonctionnelle :

PF^1 = B(s)F\ où P e V[s\ (g) C((t))

et

B=(s+l)( ]̂ [ (^+|a|+p)).
zw

C.4.2.1.2. PROPOSITION. — II existe un ouvert de Zariski, Cl de
l'espace des paramètres tel que si t ç. fl, B est le polynôme de Bernstein
deFt.

Preuve. — Lorsqu'on spécialise t = t au voisinage de 0, t appartenant
à un ouvert de Zariski, les H^(t) sont les spécialisations des Un et on montre
facilement que les dimensions de Z(t) puis de Z p ( € ) sont génériquement
égales aux dimensions de Z et Zp sur C((t)).

Pour déterminer le polynôme de Bernstein générique d'un S.Q.H.
générique en fonction des poids, il nous faut commencer par calculer
les poids des c(H^). P. Cassou-Nogues dans [9] donne une formule pour
f = x^1 + . . . + x^ lorsque les ai sont deux à deux premiers entre eux. En
dimension au moins égale à 3, la formule simple que l'on pouvait espérer
dans ce cas est fausse (voir l'exemple / = x\° + rc|1 + x^3 traité dans [4]).

C.4.2.2. Cas de la dimension 2. — On se donne / un polynôme S.Q.H.
en dimension 2 relativement à ai et a^.
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C.4.2.2.1. Hypothèses et notation. — f est donc une déformation de
x^ + x^,x^ 4- x\x\ ou x^x'z + rri:z:2. Nous supposons / choisi assez général
pour admettre pour base £ de E l'ensemble des monômes x^x^ tels que :

(p, q) ç [0, a - 2] x [0, b-2] si f est une déformation de
^+^2

(P, Q) e [0, a - 1] x [0, b - 2] U {(0, b - 1)} si / est une déformation de
x-i ~\~ x\ 3"2

{Pï Q) € [0, a — 1] x [0 ,6—1] si / est une déformation de
x^x^ + x\x\.

On note F = /+ Y^ ^e, la déformation S.Q.H. standard de / dont
eç€

P(e)>l
on se propose de calculer le polynôme de Bernstein générique.

C.4.2.2.2. Notations et définition. — On note :

p(rri) = ai = ^-, p(x^) =02=^- . (Pi,?2) = 1 (car p(f) = 1)

1 < a\ < a'2 < .. .(TL = a suite strictement croissante de nn]l, a[.
On définit :

3
6a, = dimc^ - ̂ dimç^._^,

î=l

d^ == dimc^.

C.4.2.2.3. LEMME. — 1) Pour tout couple p ^ p ' d'éléments de p{0)
tels que 1 < p < p ' ^ on a : dp > dpi — 1.

2) 6^ > 0 =^ Vî e { 1 , 2 , . . . J } a, = 1 + i et ̂  > 0.

Preuve de 1). — On constate facilement que x^x^ ç. Ep équivaut à
une condition du type (p,q) ç. I p , où I p est un segment de longueur tp et
^p <: f - p ' j si i < p < p1 < a. Le résultat 1 s'en déduit.

Preuve de 2). — Remarquons que ̂  < da^ — do = d^y — 1. Donc
Saj > 0 implique d^ > 2, donc dp > 1 quel que soit p 6 ^(0)n]l,(7j[. On

i ien déduit cr^ = 1 + - pour i = 1,. . . , j car pour tout entier i : 1 + - ç p(0).

D'autre part, on a (^ = dirnc-E^ — Y^ dp, car vu la base £, u ^ £
P<(Ti-l

Ude poids cr^, -y ç f de poids p < o-i — 1 entraîne - ç £ de poids o-i — p > 1
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et donc (T, - p e {0-1,0-2,. . . ,crJ. D'où pour î ç {1,2 , . . . j} :

^=d^- ^ ^>^.-i- ^ d,>d^- ^ ^-1=^.-1>0.
p<ai—l p<(Ti—l p<aj—l

C.4.2.2.4. Notations. — h = F - ̂ (F) = ^ (1 - p(e)) • tee
eç£

P(e)>l

5' C C[^]{.ri,a;2} le carré de l'idéal (te)e e Si
2, = s(s - 1)... (5 - i + l)^-1

E=C[^]E P=C{^}P.

n-2

On construit comme en C.3.1, une suite Ha ç. ff^DE_Ei et des
i=0

opérateurs S^ € V tels que S^F8^1 = (s + 1) .̂

C.4.2.2.5. LEMME. — Le poids de H^ = H^oF8 et le poids de
bu = c(H^) sont égaux à cr^+i et la suite des H^ contient donc L termes.
Plus précisément H^Q et h^ sont égaux modulo S ' V et on a :

h, = ̂  (<7i - p(e))... (^ - p(e))(p(e) - l)t,e (modS)
e^

mh^F8 = c(in^) ç Z.

Preuve. — Le point de départ est évident Ho = hF8.

L'algorithme de C.3.1 s'écrit ici :

(s + ̂ +i - x) - H^ = H^ (modPJ(F)F5),

et on trouve :

c(^+i,o) = a^h, - x(h,) _9^_9^ (mod(F^,F^))
ôx\ ôx^

où hhi=\tF^^^F^.

Comme A^, u,^ appartiennent à S le lemme en découle par récurrence
sur i car :

ç\ r\

HW - h^F8 = -(—— \^ + ̂ —^)F8 + {s + a^i - xW - heF8)^ôx^ ôx^ /
et o-^ie - \(e) = (o-^i - p(e))e.
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C.4.2.2.6. LEMME. — L'application linéaire <^ : ff)E^_^ —> Ey

définie par 1=1

"^(^C^A-i) = ^j^^.^u^F8 module J(F)F8 détermine
î=l

une application C((^))-linéaire de rang maximum.

Preuve. — Soient u et v des monômes appartenant respectivement à
u

Sa, et £aj-ai ; ,- est alors un élément de ̂ , avec le choix effectué pour £.

Le coefficient de (pj(v) sur u est alors égal à tu/v modulo 5'.

La matrice dans C[t] modulo S de l'application linéaire (pj dans les
bases respectives £^ et |j £p est donc de la forme (tu,v) où les t^y sont des

P<CTj

indéterminées, deux à deux distinctes dans chaque ligne et chaque colonne.
Il est facile de voir qu'une telle matrice est de rang maximum sur C((t)).
(£p désigne les éléments de £ de poids p}.

C.4.2.2.2.7. THÉORÈME. — Le polynôme de Bernstein d'une singu-
larité S.Q.H. générique est, avec les notations précédentes, égal à

b(s)=(s-^i)( T[(s+a^-f3+p)T[(s+a-^f3+p-i)} •
\>o pçn /red

P>1

Preuve. — D'après le lemme C.4.2.2.5, pour tout p e II tel que p > 1 (p =
Oj) il existe u = hj-^ tel que : p{u) = p, uF8 e Z p .

Lorsque 6p < 0, d'après le lemme C.4.2.2.6 : EpF8 = Z p .

Lorsque 6p > 0, on a aussi 6p> < 0 si 1 < p' = o-, < p, et d'après le
lemme C.4.2.2.6 (pi est injective pour i = 1,2,... ,j, ̂  étant en plus non
surjective. Soit u e Ep - Im^ : uF8 ne peut pas appartenir à Zp car si
u = in c(^ \kHk} avec \k C 0, on a puisque u ^ Imy?^ :

p ' = inf p(\kHk) < p
donc

mp,C^\kHk)=0

ce qui contredit l'injectivité de l'application ̂  correspondant à //.
On a donc uF8 ç Z'p - Z p .On a donc uF8 ç Z^ - Z p .

Le théorème se déduit alors du théorème C.2.2.3.
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APPENDICE 1

PREUVE DU THÉORÈME DE DIVISION ADAPTÉE À </(/)

II s'agit de prouver la proposition B.1.2.3. On reprend donc dans ce
paragraphe les notations de B. 1.1.4.

Q ^ .

Considérons K*(0,Xi ——} le complexe de Koszul :\ dxi/

0 -^ A0^) -^ . . . -^ ^p{0n) dp ) A^1 (O71) -^ ... -. A^C^) -4 0

7Î. Q ^

muni de la différentielle dp((jj) = ̂ (-ly^x. -—dx. A uj\ f étant à
^ ^

0singularité isolée, ce complexe fournit une résolution de II est filtré

par la filtration de Newton p sur 0 en donnant à la différentielle d le
poids 1. Le complexe gradué associé n'et autre que le complexe de Koszul
K^GïO.Fi). Enonçons le théorème 2.8 de Kouchnirenko [11] :

THÉORÈME (Kouchnirenko). — K*(GrO,Fi) est une résolution de
GiO

( F ^ . . . , F n ) '

Kouchnirenko en déduit le théorème suivant (théorème 4.1 de [15]) :

0THÉORÈME (Kouchnirenko). — i) . . étant muni de la filtration
^ [ j )

induite par p , on a Pisomorphisme canonique de C-espaces vectoriels
gradués :

(_0_\ ^ GïO
^'CU)) ̂  (Fi,...,F.)'

ii) tout élément g de Pidéal C(f) = ^Xi ——) peut s'écrire :

r\ f r\ p

9 = 9ixi —— + . . . + gnXn Q— avec ^j : p(^) > p(g) - 1.

Introduisons alors les notations suivantes :

Notations. — Pour un sous-ensemble d'indices I C { l ,2 , . . . ,n} , et

pour un entier p, 1 < p <, n, notons K^ le sous-espace de KÏ)(o.Xi ——}
\ Ô X j /
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défini par :

^?={^= E ^i...^^iA...Ad^;^,.,^çof TT xA}.
^••^ \-e7n{^.^} / J

Notons : B^ = ker (rfp) n K] pour p < n
B^=ïmdn-inKy.

LEMME. — Pour tout p ç {1 ,2 , . . . , n}, uj ç B^ il existe 0 ç K^~1 tel
que

^ = dp^(0) et p(0) >p(^)- l .

Preuve. — Nous démontrons ce lemme par induction sur le nombre
d'éléments de J; si 1 = 0, cela résulte du théorème de Kouchnirenko.

Supposons 1 = {1} U F et prenons uj e B^ p > 2; par hypothèse de
récurrence, il existe 0 ç KÇ1 tel que uj = rfp-i((9) et p((9) > p(u;) - 1.

Ecrivons 0 = &i A ^ + r], où 7y e ̂ -1 et ^ e ̂ /-2 ne sont pas multiples
de dx\.

^ = ri,-i(0) = ̂  A (^(-1)^, ^d.r, A i\ + rf,_^.
j=2 ^ /

Par hypothèse, le coefficient de dx^ dans ^ doit s'annuler pour x^ = 0 et
par conséquent si $ = ^(0, a:2,. . . , Xn) + x^\ on a :

4-2^(0^2,... ,^n))=0

où d' désigne le différentielle du complexe de Koszul construit sur 0' =
C{a:2,. . . ,^n} et avec la fonction /(0,a;2, • • . ,Xn) : l'hypothèse de récur-
rence est vérifiée pour les sous-espaces correspondants construits avec J',
donc il existe À e KP-3 tel que ^0,x^... ,Xn) = d^\ avec p{\) >
p(0) - 1. Alors 0 - dp-2(ctei A À) = dx^ A dp-sA + T] satisfait aux conditions
demandées.

En appliquant ce lemme à 1 = {1 ,2 , . . . , n}, on obtient :
PROPOSITION.

i) K^ 2 n} est une résolution filtrée par p de ^ o x l x 2 " ' x n

C(f)n0x^...xn'
ii) Les gradués étant considérés par rapport aux ûltrations induites

par p, Gî(K^ 3 ^) est une résolution de Grf . o x l x 2 ' "xn } ^
' ''"' \ C ( F ) r } O X i X ^ . . . X n ^

n (Oxz...Xn+C(f)\
\ C(f) ) '
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iii) Si g x \ x ' z . . . Xn est un élément de C(f), g peut s^crire :
r\ p

g = ̂  gi — avec Vj : p(gjXi . . . X j . . . X n ) > p(g) - 1.

Prouvons maintenant les résultats annoncés au chapitre B.1.2 :

Preuve de la, proposition B.1.2.2. — Résulte maintenant du (iii) de la
proposition.

Preuve de la proposition B.1.2.3. — L'isomorphisme de (i)* résulte de
, ... „ , ^ ,,. , . „ / Oxix^...Xn \ - GrOla proposition. Quant al inclusion Gr ^.,. _ ^—————— C 7-,=,———,=—:,

\CU) ̂ Ox^ ...Xn^ (Fi,.. . ,Fn)
elle est la conséquence d'une adaptation évidente du lemme précédent
au complexe de Koszul K*(GiOyFi) et aux sous-objets K^(GîO,Fi),
p = 1,..., n définis comme les K\ du lemme.

Montrons (h)* :

On sait d'après la proposition que l'on peut choisir les gj tels que
pÇgjXiX^ .. .Xj ... Xn) > P*(g) ~ 1- II en résulte la première inégalité :

P*(^)>P*(^)-1+P(^).

La deuxième inégalité de B.1.2.3 résulte du fait que le nuage deQ
Newton de xj -^'3- x\... A j ; . . . Xn est contenu dans celui de Qjx\... x ^ ; . . . Xn'

C/X j

La dernière inégalité de B.1.2.3 résulte de (iii), proposition précédente,
et de la première inégalité de (ii)*.

APPENDICE 2
PREUVE DE LA PROPOSITION B.4.1.1.1

Avec les notations de B.4.1.1, on a vu qu'il suffit de montrer que la
famille des monômes xA pour A appartenant à l'ensemble

[ (J (^nN2]^ U (TfcON2)]
0<k<K-l Kk<K-l

fournit une base de l'espace quotient —• ^', — ^ 2 pour une singula-

(xl ^— ïx2 "a—)\ ôx\ ôx^ /
rite / non dégénérée sur F.
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Ajoutons à cette famille de monômes les monômes xA pour A décri-
vant les segments des axes :

îo = {rfAo, 0 < ri < 1} et TK = {^A^, 0 < rf < 1},

et montrons alors qu'on obtient une base de

€{^1^2}
( Qf Qf\[xi ̂ —^^——)
\ ôa-i 9x^ /

lorsque l'on prend / = V^ a:Afc.
0<k<K

Le nombre de monômes est le bon; en effet, d'après Kouchnirenko
[15] la dimension de cet espace est :

2y2(r)=/ .+a},+^-i= ^ dk
0<k<K-l

où dk est la surface du parallélogramme de sommets 0, Ak, A^+i, A^+A^+i,

surface égale au cardinal du groupe —— ; par conséquent :
ûL^k ® ^-^•fc+l

dk = #[{r]Ak + ^Ajfc+i, 0 < rf < 1, 0 < ^ < 1} H N2]
= #[Ljfc H N2] + rk + r^i + 1 avec ̂  = #{77A^, 0 < rj < 1}.

On obtient donc :

^ ^ = h ) + ^ + l ] + ^ (2^+1)+ ^ #[L^nN2]
0<A;<jC-l Kk<K-l 0<.k<K

d'où, comme ^[r^nN2] = 2rjb+l pour 1 < k < K-l et #[(roUr^)nN2] =
^o + 7'K + 1 = a^ + a2 - 1, on obtient le bon nombre de monômes.

Les classes de ces monômes dans le quotient sont indépendantes ; en
effet supposons, d'après le théorème de Kouchnirenko, une relation dans le
gradué :

r\ f M

uxl ~Qx[ + vx2 £2 = ̂  SAXA modu10 olp+l ' avec p(u} = p(v) = p'

p(xA) = p+ 1, A décrivant l'ensemble

[ (J (^nN2]^ (J (r.nN2)].
0<:k<K-l 0<k<K
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On a donc, sur chaque face Fk la relation :

u^a^ +a^Afc+l) +^(0^ +0^^) =^SAXA

qù, maintenant, le multi-indice A appartient à :

(LkUTkUTk+i)n[(p+l)Fk].

Le dessin montre (voir figure 4) que SA = 0 pour A dans Lk H N2, et
il reste :

^SAXA=S(,^X^A''+S(^)^X^A^

et donc, comme p + 1 < 2 :

f ^bi-fc + ̂ pFk = «(p+^A,,.̂

l ^+1^1^ + ̂ +1^^ = 5(p+l)A^^PAfc+l.

Figure 4

La résolution de ce sytème donne :

. ^2
^ _^(p+l)A^fc+l^A. ^ ^P+DA.+I^ ^A.+i.

^fc dfc
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Pour 1 < k < K — 1 nous obtenons ainsi, en prenant le coefficient de x^
dans u (donné également par la face F^-i) :

s(p+l)Aka2k-^l ^ ^(p+l')Afc-n^
dk dk

et comme a^_^, dk, dk-i sont strictement positifs et a^^ est positif ou
nul, on aboutit bien à : 5(p_i_n^ = 0.
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