ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

JEAN-MARC DELORT

Probleme mixte hyperbolique avec saut sur
la condition aux limites

Annales de institut Fourier, tome 39, n°2 (1989), p. 319-360
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1989 39 2 319 0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1989, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1989__39_2_319_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
39, 2 (1989), 319-360.

PROBLEME MIXTE HYPERBOLIQUE
AVEC SAUT SUR LA CONDITION AUX LIMITES

par Jean-Marc DELORT

INTRODUCTION

Cet article est consacré a I’étude du probléme mixte linéaire pour
un systtme N X N non caractéristique, strictement hyperbolique de
degré 1, dans le cas ou la condition aux limites n’est pas C* mais
présente un saut sur une hypersurface non caractéristique A du bord.

Pour obtenir un probléme bien posé dans H” avec une trace sur le
bord également HY, on suppose réalisée hors de I'hypersurface de saut
la condition de Lopatinski uniforme classique. On est en outre amené
a rajouter, sur I'hypersurface de saut, une hypothése supplémentaire,
d’ailleurs nécessaire dans le cas des coefficients constants (cf. hypothése
(H4) du paragraphe 1.1). Dans ces conditions, on prouve un résultat

1
d’existence et d’unicité dans HY <ve [O,ED.

La méthode employée est une adaptation naturelle de celle utilisée
pour le probléme mixte usuel et repose donc essentiellement sur la
preuve d’une inégalité d’énergie. Les difficultés nouvelles introduites par
le saut se traitent grdce a la régularité microlocale tangentielle
supplémentaire de la solution découlant de lellipticit¢ de I'opérateur

prés du conormal a I'’hypersurface de saut.

On étudie ensuite la propagation de la régularité conormale L® pour
la résolution d’un tel probléme. L’idée sous-jacente, inspirée de Beals-
Métivier [1] consiste & commuter au probléme donné des champs de
vecteurs paralleles au bord et tangents & A et a remarquer que les

commutateurs entre ces champs et Dopérateur s’expriment comme

Mots-clés : Probléme mixte hyperbolique - Conditions de Lopatinski - Régularité
conormale.
Classification AMS : 35L 50 - 35R 05.
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combinaison pseudo-différentielle de ces champs et d’un terme de degré 1
concentré dans un voisinage arbitraire du conormal & I’hypersurface de
saut A, i.e. dans la zone ou la régularité elliptique permet de contrdler
une certaine perte.

On obtient donc ainsi un systéme en les dérivés conormales sur A
de la solution de départ, de méme forme que le probléme initial. Pour
pouvoir lui appliquer le théoréeme L® déja démontré, il est toutefois
nécessaire de régulariser ces dérivées conormales afin d’obtenir une
inégalit¢ d’énergie uniformément vérifiée par ces régularisées, inégalité
qui entraine en retour la régularité L? des dérivées de départ.

Le point essentiel est que pour pouvoir étudier les commutateurs de
la régularisation et de la condition aux limites singuliéres sur A, il est
nécessaire que cette régularisation soit uniquement conormale. Pour la
définir, on est amené & adapter le calcul de Bony [2] pour construire
une deuxiéme microlocalisation tangentielle, la régularisation cherchée
étant alors obtenue a l’aide de l'inverse au sens 2-microlocal d’une
famille  d’opérateurs  différentiels  tangentiels convenables  (cf.
paragraphes 2.2 et 2.3). Le calcul symbolique permet ensuite d’exprimer
aisément le probléme aux limites dont sont solution les régularisées
étudiées.

Signalons que I’étude du probléme aux limites elliptique dans le cas
ou la condition aux limites présente un saut sur une hypersurface du
bord a été récemment faite par Simanca dans [10].

Je remercie G. Métivier pour de nombreuses et fructueuses discussions
sur ce travail.

Note. — Les résultats de ce travail ont été exposés aux Journées
E.D.P. de Saint-Jean-de-Monts en juin 1987. Au méme moment est
paru un article de G. Eskin, intitulé: « Mixed initial boundary value
problems for second order hyperbolic equations» et publié aux
Communications in Partial Differential Equations, 12, p. 503-587 (1987)
dans lequel l'auteur prouve, entre autres, un théoréme d’existence et
d’unicité pour les problémes mixtes scalaires d’ordre 2 avec saut sur les
conditions aux limites, sous des hypothéses plus générales que ci-dessous.
L’analogue de ces hypothéses, dans le cas de systémes de taille
quelconque, ne semble pas pouvoir se formuler aisément mais. sous la
condition (H,) ci-dessous, la preuve d’Eskin s’¢tend aux systémes
généraux et fournit donc une approche alternative a I’étude de ces
problémes.
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1. LE PROBLEME DANS: L?

1.1. Position du probléme et hypothéses.

Notations. — On notera x = (x,, ...,X,) la variable de R"*!

x" = (xg,...,%X,-)ER"
X" = (X1, ..., %) ER"L

On désignera par R%** le demi-espace fermé x, > 0 et par A I’hypersurface
de R" = dR%*' d’équation x, = 0.

On se donne L systtme N X N d’opérateurs différentiels a coefficients
C> sur R**' constants hors d’un compact, d’ordre 1, tel que {x,=0}
soit non caractéristique pour L. On peut donc écrire la partie principale
de L sous la forme L, = D, — A(x,D’). On fait sur L, les deux
hypothéses suivantes :

(H, L, est strictement hyperbolique dans la direction dx;.
(H,) La variété lagrangienne conormale & A, T¥R""' ne rencontre
pas Car (L,).

On remarquera que la conjonction de ces deux hypothéses entraine que

N est pair. On notera dans toute la suite p = 7

Pour tous (x;£)eR:*! x R*, AeR*, on notera E (x;&,0) la
somme directe des sous-espaces spectraux associ€s aux valeurs propres
a  partie imaginaire  strictement positive de la  matrice
a(x8,8) = A€, & —1AEs, ... 8nm)

On sait [5] que E,(x;&,A) est fonction C® de (x;&',h)e R x
R” x R* a valeurs dans la Grassmanienne G des p-plans complexgs de
C" et se prolonge continiment a {(x;&',A) e Ry x R* x R, ; x, > 0,
A =0, (E,2) # (0,0},

On se donne une fonction

(1.1.1) b:R" » 2(C,C¥
x" = b(x")

C*® par morceaux sur R"A a valeurs dans l'espace des applications
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linéaires de CV dans C*, telle que pour un compact K de R", b soit
localement constante sur R™\(AUK). On notera b*(x") = b(£0,x") les
valeurs de b de part et d’autre de A.

On se propose d’¢tudier le probléme mixte avec saut sur la condition
aux limites suivant :
Lu=f

1.1.2
(112 by = g

ou f et g sont données dans e*1L*(R%T!,CV) et e™1L%(R",CH)
respectivement, A désignant une constante positive, et ou y,(.) désigne
la trace sur x, = 0.

On veut montrer, sous des hypothéses convenables que, pour A assez
grand, il existe une unique solution u € e:L%(R***,C") (cf. §1.3 pour
des énoncés précis, en particulier sur le sens & donner a la condition
aux limites byqu).

On supposera que la condition de Lopatinski uniforme est vérifice
par b de part et d’autre de A jusqu’a A, ie.:

(Hs) Pour tous x'eR", (&',A) e R%* — {(0,0)} les sous-espaces
Ker b(x') et E,(x;£’,A) sont transversaux

(lorsque x,=0, la condition précédente doit se lire a la fois pour
Ker b* (x") et Kerb™ (x")).

Quitte 4 conjuguer L par €1, le probléme (1.1.2) revient a étudier
LAU =fx
byw = g*
dans L*(R%*') lorsque A est assez grand, f* et g* étant données dans
L*R"*',CY) et L*(R",C*) respectivement et L* désignant 'opérateur
L(x;D07D1_i)\'7D2, Tt Dn)'

On peut également, sans difficulté supplémentaire, résoudre le
probléme (1.1.2) avec des données e H(R"!,C) et &*1HY(R",C")

(1.1.3)

1 .\ .
pour v e ]0, 5[ (cf. § 1.2 pour la définition de ces espaces). Cela revient

a résoudre dans L? un 'probléme légerement plus général que (1.1.3)
obtenu en conjuguant (1.1.3) par (A2—A,)"%:

L™

=1
(13 A0 =g
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ou L* a maintenant une partie pseudo-différentielle tangentielle d’ordre 0
et

ol<

(1.1.4) Fub) = (W= Ag) bV —Ay) 2.

Le fait que #,(b) soit un opérateur continu sur L? résulte du lemme
suivant :

LemMMmE 1.1.1. — Soit H(R") l'espace H'(R") muni de la norme
Wl = |[(A2+E2)2w| 2. Soit x' — b(x') une fonction C* par morceaux
sur R® — A, localement constante sur R® — A hors d’'un compact de R".

130 o
Alors pour tout ve | — 33 Popérateur de multiplication par b est

continu sur HY(R"), de norme indépendante de A = A, > 0.

Démonstration. — Par dualité, on peut supposer v > 0. Comme
AR = H'(R,, L* (R} 1)) n L*(R,, HY (R 1)) et qu’il est clair que b
opére sur ce dernier espace, il suffit d’étudier |bw|yvg 2@e-1, pour
we H'(R,L*(R""')). On peut en outre supposer b a support compact
en x,.

Utilisons alors les décompositions dyadiques de [6], [3] : soient @ (&)

1
fonction C® a support dans {&0; 2 < &l < %},\pe CY(R) telles

ey

que V(&) + Y 9(2°8) =1 et posons pour tout p >0,
0
w, = @27PDy)w, w_; = Y(Do)w. On sait

(1.15) we H'R,L}RY) <
(cy)ps-1EL7 avec W, 2@ny < 27%¢,, Vp.
Ecrivons

(1.1.6) bw=z< y b,,>w,,+§b,,< y wq>-

g \p<g—Ny g<sp+tNy

Le premier terme est le paraproduit T,w donc est dans H"(R,L*(R"™1))
avec une norme contrdlée par celle de w dans cet espace.

Soit w, le terme général de la deuxieme somme de (1.1.6). La
régularité de b entraine

.y A
(1.1.7) 1Byl 2@ o1y < 2 2¢) (c) € £°
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et on a d’autre part

p+ N, p+tNy g
(1.1.8) Y w, < C Y 2% w2
-1 LO®,L2R"™ 1)) -1

donc d’aprés, (1.1.5) [wyll2< C27 % ¢, ou la suite

Feenlt)
(1.1.9) ¢y =y 2P0 e,
-1
est dans: /*. Comme Supp (vG;,) est contenu dans |§,| < C2° il en
résulte que bwe H'(R,L*(R"™')) avec estimation des normes.

On, va maintenant décrire une condition nécessaire pour que le
probléme (1.1.3), soit bien posé lorsque les coefficients de L sont
constants et que b est localement constante sur R” — A.

Pour cela soit
(1.1.10) m:R" x R, — {(0,0)} » £(C,CY)

(E,%) - m@E,2)

~une fonction continue homogéne de degreé 0, a valeurs dans I’espace
des applications linéaires de €* dans C” telle qu’en chaque point (§',))
on ait Imm(&',A) = E.(§',7).

Si v(x,,&", A, x,) est une fonction de (x,, x,) dépendant du paramétre
(&"”,L), on notera 5(&0,&-’ ,A,Xx,) sa transformée de Fourier par rapport
a la variable x,. Si b(x,) est localement constante sur R* — A, on pose
Fub) = (E"*+ N>+ D2"b(xy) ("2+ A2+ D2)™V2. On a alors:

LemMmE 1.1.2. — i) Supposons qu'il existe A, > 0 tel que pour tout
(" L) eR" avec L =L, et tout ge L*(R,C"), il existe une unique
Jonction v(x,,&", N, x,), L* en x, =0 a valeurs L* en x,, telle que
v(xo,&",A,0) € L*(R,C") et que l'on ait :

(1111) (Dn—a(ﬁo,ﬁ",l))ﬁ(go,ﬁ",%xn) =0
fv(b)v(xm&”’}\'so) = g(xo)-
Alors, pour tout (&",\) avec §"* + A* = 1 et A > 0, 'opérateur
(1.1.12) L*¥R,C" - L*R,CH
w = F,(bm(D,,E" Mw

est inversible sur L*(R,C") (i.e. w — b(xm(Dg, ", A)w est un isomorphisme
de H'(R,C").
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i) Si de plus, il existe C > 0 telle que la solution v de (1.1.11) vérifie
o ®, ,22m) < CllgliL2w) pour tout (€”,)) avec A > Ao, alors 'opérateur
(1.1.12) est également inversible pour . =0, £"* = 1.

Démonstration. — i) Remarquons que grace a ’homogénéité de m,
il suffit d’établir que (1.1.12) est un isomorphisme pour tout (£",A)
avec A = A,. Soient alors ge L*(R,C*) et v l'unique solution de
(1.1.11). Comme v est bornée en x,, on a nécessairement
(&0, E"M,0) e E, (&, &",A) = Imm(E,,E",1) donc il existe we L*(R,C")
avec 0(&y,&",A,0) = m(§,, ", MW (E,). L’application g — w est inverse
de (1.1.12).

ii) Si de plus on a un contrdle uniforme des normes, il existe C > 0
tel que || #,(b)m(Dy,&", MWl 2@) = cllvllz2@) pour tout we L*(R,C") et
(&",A) vérifiant £"* + A* =1, A > 0. On voit donc que, pour A = 0,
£"2 = 1 (1.1.12) est injectif d’image fermée donc un isomorphisme grice
a i) et 4 la constance de I'indice.

Pour résoudre le probléme (1.1.2) dans le cas général des coefficients
variables, on est donc amené a rajouter une hypothése supplémentaire
traduisant la condition nécessaire du lemme 1.1.2.

On notera désormais

(1.1.13) {sz = {(€. M) eR"LE+A=1, 420}

o S = {(E", M) eR%E"+A =1, A20}.

Remarquons d’abord qu’il existe toujours des fonctions m(x";E,A)
définies sur R” x S7% & valeurs dans Z(C*,C"), ayant la méme régularité
que E,(x’;&,A) telles que Imm(x";&,A) = E, (x";€,A) en tout point :
en effet, cela revient & voir qu’il est possible de choisir un base de
E.(x";&,\) fonction réguliére de (x";&’,A). Sur le demi-espace x, 2 0 il
suffit pour cela de projeter sur E.(x";&',A) parallélement a Ker b(x")
une base C® de (Kerb(x'))* = Im b(x")*. La base ainsi construite se
proionge a un domaine x, > — € avec ¢ > 0 assez petit et la projection
orthogonale de cette base sur (Ker b(x'))* est une base (dépendant de
(x";€,A)) de cet espace pour — & < x, < 0. Cela permet de prolonger
la base de E, (x";&’,A) construite pour x, = 0 a R* x (R""*—{0}).

Soit m(x';&,A) une fonction continue sur R* X S%, C* pour
A>0, a valeurs dans £(C*C"), vérifiant en chaque point
Im m(x';€',A) = E.(x";E',X). On note également m(x";&’,A) le prolon-
gement homogene de degré 0 en (&',A) de m. On définit alors opérateur
continu sur L*(R) (pour tout (x";&",A)e R*™* x §77! fixé):

(1.1.14) My(x":E",)) = m(0,x";Dg,E", ).
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Si by(x") désigne la fonction qui vaut b*(x”) pour + x, > 0, ’hypothése
supplémentaire que l'on fera dans la suite s’énonce (pour

11 .
ve]—i,i[ﬁxe).

(Hy), 11 existe un symbole m(x';E',A) vérifiant les conditions
précédentes, tel que l'opérateur b M (x";£”,A) associé soit
inversible sur HY(R,C*) pour tout x"eR"' et tout
", M) e S%1 fixés.

Remarques. — Dés que ’hypothése (H,), précédente est vérifiee pour
un choix de m, elle I'est aussi pour tout m’ vérifiant les mémes
conditions puisque m’ s’écrit mog ou q(x';&€,\) est continue sur
R" x §% a valeurs dans GL(u,C).

— Soit m(x";E',A) le symbole intervenant dans I’assertion (H,),.
Alors (H,), est également satisfaite par toute fonction mi(x’;&’,A) continue
sur R x S% 4 valeurs dans #(C",C") telle que l(m—rit)|axsnll, 0 sOI
assez petit.

— La condition (H,), est ouverte dans l’espace des (L,b) i.e. si
(L,b) est un systéme vérifiant les conditions (H,), (H,), (H,) et (H,),
il existe € > 0 avec: tout systéme (L,5) de la méme forme que (L,b)
tel que les coefficients de L soient dans un voisinage d’ordre € de deux
de L et que ||b—}';||LOo < g verifie (H,), (H,), (H,) et (H,),. En particulier,
on remarquera que tout systéme (L,b) avec b assez proche d’une
condition de Lopatinski réguliére b satisfait a (H,),.

On va maintenant déduire de I’hypothése (H,), des conditions
nécessaires explicites portant sur la condition aux limites b.

Les sous-espaces E; = E.(0,x";1,0,0) et E, = E.(0,x";—1,0,0)
obtenus respectivement lorsque (§,,&",A) = (1,0,0) et (§,,&",A) = (—1,0,0)
sont en somme directe dans CV. On notera b(x") = [b,(x"),b,(x")],
b*(x") = [b{(x"),b; (x")] les décompositions correspondantes de b(x')
et b*(x"). On remarquera que b,(x’) et b,(x') sont inversibles
d’aprés (H;). On a alors:

ProrosiTiON 1.1.3.

i) Supposons I’hypothése (H,), satisfaite. Alors pour tout x” € R*™*
(1.1.15) bi(x") (b3 (x")"" by (x") - (by (x")

n’a pas de valeurs propres réelles négatives.
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il) Réciproquement, si cette condition est satisfaite, ['opérateur
bo(x")M,y(x";€",\) est pour tout (x";E",\) e R"™' x S%~! un opérateur de
Fredholm sur L*(R).

Démonstration. — Notons 0, et 0_ les fonctions caractéristiques de
R, et R_ respectivement, j I’application antipodale de R:j(x) = — x
et @ I'isomorphisme

(1.1.16) L*R,C") - L*(R,,C™)
u — (0,u,j*0_u).

Si (x";€",A) e R" ! x ST7! est fixé, 'opérateur

® o (bo(x")My(x";E",1)) 0 @
s’écrit

G117 [e+b+(x")Mo(x";a",x) J*0-b™ (x")M(x"5E",2) ]
0.b7 (x")M,(x";E", M) 0 j*  j*0_b™ (x")My(x";E",A) o j*

Remarquons que 'on peut supposer m C* en (&',A): en effet, on peut

toujours remplacer E. par une fonction C® E, assez voisine de E,

pour que (H,), soit satisfaite et telle en outre que

E.(0,x";+1,0,0) = E, (0,x"; £1,0,0). Alors, d’aprés le lemme 1.7 et la
preuve du lemme 1.15 de [9] on a :

0.b" (x")My(x";8",A) 0 j* = (b{ —b;) P,
(1.1.18) modulo un opérateur compact
T *0Cb T (x)M(x"EN) = — (by —b3) Py
modulo un opérateur compact,
P, désignant 'opérateur sur L*(R,) défini par:
1119) P = — — %), Res=1
7 ot 0 1 — ezins s S 2
et w la transformée de Mellin de w:

(1.120) W =f

0

1
" 'w(t)de, se{zeC;Re z=5}‘

D’aprés [9], le « symbole de Mellin» de (1.1.17) s’écrit

_ 2insy—1 b;_b;ezms (bl__bz—)ems
(112 (- [(b;_b;)em |
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D’aprés le théoréme 1.23 de [9], bo(x")My(x";E";)N) est de Fredholm sur
L*(R) pour tout (§”,A) avec £"* + A* = 1 si et seulement si la matrice

. . . 1 .
(1.1.21) est inversible pour tout s e C vérifiant Re s = =- Le résultat en
découle.

1.2. Inégalité d’énergie.

Notations et espaces utilisés. — Pour tout couple (v,s) de réels et
tout L e R%, on pose

(1.2.1) Hy o (R™) , .
= (ve S (R 08,8 (E+ AV E*+1) e LAR™ )}

et on munit cet espace de la norme

(12.2)  ully,n = 16EENE*+ADHE 2+ AN 2gn+1, -

On définit les espaces H,, ), (R%"") par restriction a R%*' des éléments
de H,,,(R"™™"). Lorsque s=0, on notera H; = H,,., et
I*lvia = ll*lly.0p:a- On utilisera des notations analogues pour les espaces
de Sebolev H}(R") sur le bord R” de R%"', les normes sur ces espaces
étant alors indiquées par une simple barre: |-|,.,. Lorsque A est fixé
égal a4 1, on écrira simplement H ,,(R%")...

Les opérateurs pseudo-différentiels tangentiels a paramétre A et a
majorations uniformes sur R*' de [5] dordre 0 opérent de
H (R dans lui-méme avec une norme indépendante de A.

On notera enfin e**1H,, ,,(R"*") I'espace
(1.2.3) e 2 R™Y ;e ™ue Hy ,u(R™ )}
muni de la norme

(124) ”uHekle( ) = ”e‘lxluu(v,s);k

et on adoptera des notations analogues pour les espaces correspondants
sur R,

Comme au paragraphe 1.1, on désignera par L un systtme N X N
sur R%"*, dont la partie principale L, est un opérateur différentiel a
coefficients C* vérifiant les hypothéses (H)) et (H,) et dont la partie
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d’ordre 0, L, = L — L, sécrit L, = e™1L}e 1 avec L} opérateur
pseudo-différentiel tangentiel & paramétre A, d’ordre 0, a coefficients
constants hors d’'un compact de R%*™!,

On posera

(1.2.5) L= e ™" = L} + L},

On se donne enfin une condition aux limites b, de la forme (1.1.1)
telle que le couple (L,,b) satisfasse aux hypothéses (H,) et (H,), pour

2’2
points (x;&’,A) ou la matrice a(x;&’,A) n’a pas de valeurs propres réelles.
On peut alors montrer

v réel fixé de :l—l 1[ On appellera « points elliptiques de L*» les

TutorEME 1.2.1. — Soient @(x;&',A) et Y(x;&',\) deux symboles
d’opérateurs pseudo-différentiels tangentiels a paramétre, d’ordre 0, &
majorations uniformes, a valeurs réelles positives, vérifiant @* + y* = 1.

Supposons en outre que' (Supp @) N S" est relativement compact dans
I'ensemble des points elliptiques de L*.

Il existe alors C>0, A,>0 tels que pour toute fonction
ve CT (R on ait

(1.2.6) |l</>(x;D',7»)vll(20 1)1 + Ml + Ivovls
3 );

1
< C(llLlUH(z0 l)m + x W (x; D", M) Ll + |Jv(b)yov|?,)
,E ’
dés que A = A,

La preuve du théoréme repose sur la construction d’un symétriseur
au sens de [8], [5], construction rendue possible par I’hypothése (H,),.

On notera désormais X = (x";&',A) la variable de R* X S7 . Rappelons
. N
que G désigne la Grassmanienne des p = 3 plans complexes de CV.

On supposera donnée une distance d sur G. Pour toute fonction
X - E.(X) a valeurs dans G, on notera IT*(X) le projecteur orthogonal
de C¥ sur E.(X) et TI_(X) =1- [1,(X).

Montrons alors :

LemMME 1.2.2. — 1l existe 8, >0, A, >0, C;, >0, C, > 0 tels que
pour toute fonction de classe C*, X — E,(X) définie sur R* x S" 4
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valeurs dans G telle que Sup d(E.(X), E.(X)) < &, tout ve L*(R",C")
X

et tout A = A,

(127) 1£ub)0lan ey > Gl (55Dl

2
L2R",cN)
— G,|T1_(x; D", Mo

2
L2®",CN)

(1, et T1_ étant définis a partir d’un prolongement de E* en fonction
C® sur R" x {(§',\);L>0} homogéne de degré 0 en (§',\) pour
E2+A=C>0).

Démonstration. — Choisissons des fonctions

(1.2.8) m:R" x §© —» % (C*C") continue
#i:R" x ST - 2(CCY)C®

telles que

Imm(X) = E,(X), Im#i(X)

E,(X) et Im(X)=m(X)| . < Cst .

D’aprés la deuxiéme des remarques suivant I’énoncé de (H,),, si , est
assez petit, Popérateur #,(b))M,(x";£",\) est injectif sur L*(R,C*) pour
tout x" e R"" ! et (§",A) = S% ! fixés.

Soit également

(1.2.9) G:R* x S" —» Z(CY*CY)

C®, vérifiant Im §(X) = E,(X)* pour tout X. L’opérateur
1210 F®R.CHYSL®R,CYY - LR,CY

(1.2.10) (02,09 = WD Moy + (D', Mo,
est, pour A assez grand un isomorphisme et (1.2.7) est alors équivalente a

| £y (B) (R (X"; D", Moy + G(x'; D", Mvg) | o

1.2.11 ~ ~ ’ ’ T ~/of 12
(12.11) > GG 3 DMl — Col FL (K3 D', Mgl

Il suffit donc de prouver qu’il existe C, > 0 tel que pour tout A > A,
assez grand et tout v, € L*(R",C") on ait

(1.2.12) |fv(b)77l(x';D',7\z)U1le = C1|1)1|L2-
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L’application
R*™! x (RL—{0}) - Z(L*(R))
(1.2.13) (x";8",0) = (wo £,(D)M(x";£", Mw
=2,(b)ii(x"; Do, ", M)w)
est un symbole d’opérateur pseudo-différentiel & paramétre d’ordre 0 a
valeurs dans £ (L*(R)). Comme, d’apreés [7], [11] ces opérateurs jouissent
d’un calcul symbolique, il suffit, pour prouver (1.2.12) de montrer qu’il

existe C, > 0 telle que pour tout (x";£",A) avec A > A, assez grand et
tout w e L*(R,C") on ait

(1214 | ABGME"E  Mw = Ci|w|

2
L2R,CH) LZR,CH)*

Soit % une fonction C*® sur R, a valeurs dans [0,1], & support dans
]—1,1[, identiquement égale a 1 sur [—%,%] et y(x) = x(%) On a
alors :
(1.2.15) | £ (DM (x";E" Mwl2, > Iva(b)M(X";i”,K)WIZQ

+ (1= %) A B)M (X" 8", M2,

Le premier terme du membre de droite se minore par (M, désignant
Popérateur m(0,x"; Dy, E",A))

(1216)  CilA(bIMaxewls — Cifl £, (Bo)lxe, Mlwl
+ 1 (bo) X (M = Mowl
+ [(€"*+ A2+ D) 2by[x, (E"2+ A2+ D) 21Mw3
+ 1 (e (b—bo))Mwlg
+ e, €+ X2+ Db E" +2°+ DY) 2 Mwl] .
On a vu que le premier terme se minore par C,|y.(xo)w|i. La norme
de xgx:(x,) dans H” est en O(s'"™) comme on le voit par interpolation

entre v=0 et v=1. Il résulte alors du lemme 1.1.1 qu’il existe
C(e) >0 et C>0 tels que (1.2.16) se minore par :

C(e)

(1.2.17) Cilx(xowl3 — > wl§ — e Mwl5.
C
Modulo un terme contr6lé par %2 |w|Z, le deuxiéme terme du membre

de droite de (1.2.15) vaut
(1.2.18)  (M*(x"38", M) 7 -y (0* (1= 1)) L (1 = XID)M (X" ", Mw, w ) .
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L’opérateur qui intervient dans (1.2.18) a un symbole C* dont la partie
principale est minorée par Cst(l—v,)Id donc, grice a Iinégalité de
‘Garding forte a paramétre (1.2.18) se minore par

(1.2.19) CUA=0Wel f2 g ey ~

L2R,CH°

Choisissant alors € assez petit puis A assez grand, on obtient (1.2.14).

Le symétriseur permettant de prouver l'inégalité (1.2.6) est fourni
par la proposition suivante, dans laquelle A désigne comme au
paragraphe 1.1 la partie tangentielle de la partie principale L} de
l'opérateur L* et a le symbole de A .

ProprosiTioN 1.2.3. — Il existe un symbole d’opérateur pseudo-différentiel
tangentiel a paramétre a coefficients constants hors d'un compact, r(x; &', 1)
défini sur R2*' x R%*!, 4 valeurs dans l'espace des matrices hermitiennes
N x N, homogéne de degré 0 en (E',\) hors d’un voisinage de 0 et des
constantes Ay >0, ¢ >0, C> 0 telles que si R(x,D’',L) désigne un
opérateur de symbole r:

Im(RA) > cA1d
(1.2.20) si A=A,
— R+ CI_,(bHI(b) = cld

Démonstration. — Rappelons que, d’aprés [5], chap.7, §5, on a:

LemMmE 1.2.4. — Soit p un réel strictement positif. Pour tout point
X, = (x0,E0, M) eRETY X ST, il existe un voisinage V de X,, une
application r,, définie sur V, a valeurs dans l'espace des matrices
hermitiennes N X N, C* et une constante c(Xy) > 0 telles que pour tout
XeV:

Im (r,(X)a(X)) = c(Xy 1d

(1.2.21) ~ (ry(Xo),0) = c(Xo)(p I TT_ (Xovl2 — |T1, (Xo)v|?), YveCV

(cette derniére inégalité seulement lorsque X, = (x5, 0;&4,Ay), T, (Xy) et
I1_(X,) désignant alors les projecteurs orthogonaux sur E, (X,) et E, (X,)*
respectivement).

. C L.
On fixe désormais p > 62 (C, et C, désignant les constantes du
1

lemme 1.2.2). Si le réel §, tel que d(£, (X), E, (X)) < 8, et V sont assez
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petits on a (quitte & modifier 1égérement c(X,) et p)

(1222) = (r,(X)n,0) = c(Xo)(p|TI_(X)v|* — [T1, (Xw|?,
YoeCV, VXeV.

Par partition de I'unit¢ subordonnée a un recouvrement de l’espace
R2*! x S§% par de tels ouverts on obtient un symbole r(X) et un réel
¢ > 0 tels que '

Im (r(X)a(X)) = cAId

(1.2.23) — r(X)0,0) > c(plﬁ—(X)UJZ — |ﬁ+(X)v|2),

(les coefficients étant constants hors d’un compact les c(X,) sont
uniformément minorés). Par I'inégalité de Garding forte & paramétre on
obtient la premiére inégalité de (1.2.20) pour A > A, assez grand ainsi
que

(1‘224) - <RU’U>L2(ﬁn+ I_CN)

- ~ Cst
2 c(pITl-(x; D*, Aol = ITL (6 D, Mole) = == vl
pour tout v e L*(R"**,C"). La deuxiéme égalité de (1.2.20) en résulte

en utilisant (1.2.7) et en choisissant C dans :Ii,ﬁ[et A, assez grand.

1 2

Remarquons que I'on peut supposer que si F est un fermé conique
tel que F n S% soit relativement compact dans I’ensemble des points
elliptiques de L*, le symbole principal de Im (RA) est supérieur ou égal
a Cst (&% + A2 au voisinage de F.

Preuve du théoréme 1.2.1. — Par intégration par parties, on a:

+ 00
(1.2.25) (Ryw,yw)LzWH’CN) = ZJ Im (RAv,v) dx,
0

+00 +oo
- 2] Im {Rv, L) dx, — J <_6£ v,v> dx, .
0 0 0x,

Soient @ et W des opérateurs de symbole @ et | de telle mani¢re que
O*® + Y*¥ =1 + S avec S opérateur de degré — 1. On a donc

(1.2.26) <(RAv,v) = (RADy,®v) + (RA¥Yv,¥v) + {[®,RAT,Dv)
+ {[¥,RAJv,¥v> + {SRAv,v).
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1
Le symbole principal de Im (RA4) est minoré par c(£'*+A?)? au voisinage
de Supp ¢ donc par calcul symbolique tangentiel

1
Y
2

(1.2.27) J " (Im (RA)®o, B0 dx, > c||d>vH(20 >
. ,

pour A assez grand. Grace a (1.2.20) on a en outre
+ o0
(1.2.28) J {Im (RA)¥v,¥Yv) dx, = c\|WPoll}
0
pour A assez grand. Enfin, les trois derniers termes de (1.2.26) s’estiment
par C||v||z. D’autre part,
(1.2.29) < Rv,L') = {(®Rv,®L*> + {(¥YRv,¥YL*) + (SRv,L*)

et

@

(1.2.30) J |{®Rv, ®L Y] dx,,

0

< CIICI)LXUII( 1);A[II<D0H< 1); + HUH<0 _1);A]

0,—2 0,2 A
0,--); 5 )
2 2

< Gl oy, + el g + =

pour tout ¢ > 0,
J |{¥Ro, YL ) dx, < Clllo|¥L ]l
(1.2.31) Jo

C
< f IL*]l5 + eAlolly

pour tout ¢ > 0. Alors, le membre de droite de (1.2.25) se minore par
(1.2.32) C[H(DUH(ZO 1)_1 + Aol — HLXUH(ZO _1>.A - %H‘Pyvllﬁ]
5); =3 )
si € est choisi assez petit et A assez grand.
Comme, d’aprés (1.2.20)
(1.2.33) (Ryo, YUy < Cl 2y (b)Youls—clyouls

on obtient I'inégalité cherchée.



PROBLEME MIXTE AVEC SAUT 335

1.3. Résolution du probléme mixte.

Il s’agit maintenant d’utiliser I'inégalité d’énergie du paragraphe 1.2
pour résoudre le probléme 1.1.2. Pour cela, il faut d’abord montrer que
cette inégalit¢ s’applique également a tout probléme adjoint de (L,b)
i.e. que si 'hypothese (H,), est vérifiee par le probleme direct, (H,)-,
est vérifiée par tout probléme adjoint.

Rappelons d’abord que d’aprés [5], chap. 7, il existe des applications C*
par morceaux sur R"-A, localement constantes hors d’un compact de
R*, a(x’), a(x’), b(x') a valeurs respectivement dans £ (CY,C"*),
Z(CM,C*), L(CY,C ") telles que pour tous o, BeCV

(1.3.1) (o, BYen = <bo,aByen + <ao, BB dcr-u

les crochets (, ) désignant le produit hermitien des espaces indiqués.

Un probléme adjoint de (L,b) sur H' est par définition tout pro-
bléme de la forme (L*,b) sur H~. D’apres [5], pour A réel positif ou
nul, la somme directe des sous-espaces spectraux associés aux valeurs
propres a partie imaginaire positive du symbole principal
L¥*(x;&,E,+i)k, ... ,E,) est égale 4 E, (x;E',A)*. On peut alors énoncer :

LemMme 1.3.1. — Si (L,b) vérifie (H,), (H,), (H;), (H,), pour A = 0,
(L*,E) vériﬁe (Hl)s (Hz)a (Ha)a (H4)—v pour ;“ < O

Démonstration. — Compte tenu de [5], chap. 7, § 6 seule la validité
de (H,)_, pour (L*b) est a vérifier.

Soit m(x";€',A) un symbole vérifiant les conditions de (H,), pour
(L,b) et m(x';€',A) une fonction continue définie sur R* x S, a valeurs
dans £ (C"*,C") d’image en chaque point E, (x";E',A)*. Si My(x";£",L)
et M,(x";£",\) désignent les opérateurs associés sur L%(R), on a
M*M, =0 d’ou grace a (1.3.1), pour tous w,, w,e L%R,C")

(1.3.2) <fv(b0)M0Wl,f—v(io)M0W2>L2(R,C")
+ <jv(ao)MoW1’f—v(go)MoW2>L2(R.cN‘“) =0.

Si w,eKer(#_,(b)M,), la surjectivitt de #,(b,)M, entraine
F£_(ay)Mw, = 0. Comme en tout point x”,

Ker a(£0,x") n Ker 5(£0,x") = {0} ([5])

onaw,=0.



336 JEAN-MARC DELORT
Pour voir la surjectivité, on remarque que
Im M, (x";€",1) = (Im (My(x";€",1))*

puisque la propriété analogue est vérifiée par les symboles. 11 suffit donc
de montrer que f_v(l;o)lam - est surjectif. Or, si ge LY(R,CN7#) est
donne, il existe, puisque #,(b,)M, est un isomorphisme un unique
ge L*(R,C") tel que

(1.3.3) (A, (bo)Mw,g> 2@ cmy = — <fv(ao)M0ng~>L2(R,cN'H)

pour tout we L*(R,C").

Comme C" = Ker a(£0,x") @ Ker b(£0,x"), il existe v € L%(R,C")
tel que #_,(a,)v =g et #_,(b,)v = g. Puisque, d’aprés (1.3.1) on a
toujours

(1.3.4) {Mw,0) 2@ ch) = <fv(b0)M0W’f~v(59)v>LZ(R,C“)
= <fv(a0)M0W,j—V(EO)U>L2(IR,CN_“)

pour tout we L*(R,C"), on obtient grice a (1.3.3), ve (Im M,)*.

Afin d’étre certains de pouvoir construire, dans ce qui suit, des
symboles & majorations uniformes ayant les propriétés de localisation
souhaitées, on doit‘ exiger des divers voisinages coniques qui vont
intervenir des propriétés d’uniformité a l'infini (en x). Pour cela, on
réservera donc le nom de «voisinage conique» d’une partie P de
R%* x (R%*'—{0}) a la trace sur R%"' x (R%*'—{0}) d’un voisinage
conique de I'adhérence de P dans R%*! x (R%"!'—{0}), R"*! désignant
le compactifié d’Alexandroff de R%*!.

Pour énoncer le théoréme d’existence et d’unicité, on conviendra
de dire qu'une fonction uee™1H,  (R%"") est microlocalement
dans €™H, ,(R%"') (avec s>s') sur un fermé conique ¥V de
R2** x (R%*'—{0}) s’il existe un symbole tangentiel, a4 paramétre
d’ordre 0,¢,(x;E',A), @, = 1 au voisinage de 7 (dans le sens qui vient
d’étre précisé) ¢, a support dans un voisinage conique de ¥ tel que
00D, M) (e ™) e H, oa(RT). Enongons alors :

TueorEME 1.3.2. — Soit (L,b) un probléme mixte hyperbolique avec
saut vérifiant les hypothéses (H,), (H,), (Hs), (H,), du paragraphe 1.1

1
avec ve|:0,5|: fixé. Alors pour tout voisinage conique V de
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{(x:&",0); xo=x,=0,"=0,A=0} dans R x (RT"'—{0}) tel que
V N S est relativement compact dans 'ensemble des points elliptiques de
L*, il existe A, > 0 et pour toute fe e*"lH( 1)([}_M“) microlocalement

v, — =

dans *1HY(R"*") hors de V et tout ge e 1H'(R") il existe une unique

fonction u e 1 HY(R%*Y), microlocalement dans " H, |\ sur V, solution
de (v§)
a3s | =7

b"{ou = g.

En outre, yu e 1 H'(R") et pour tout couple de symboles tangentiels a
paramétre d’ordre 0, (o,\) a valeurs dans R*, vérifiant ¢® + Y2 =1,
@ =1 au voisinage de V, (Supp @) n S™ relativement compact dans
I'ensemble des points elliptiques de L*, on a linégalité d’énergie (pour \
assez grand) :

(1.3.6) ||<P(>C;D',7»)6'“‘1ul|<2 1)_x + Me ™ ullla + le ™ 1youlls
V,E N

2
vy

1
< C[“e—xxlf”( 1) + -—“\IJ(JC;D’, }\‘)e—kxlf”sﬂy + le_xxlgl\zr;k] °
A 7\'

Remarque 1.3.3. — Si ue H\,.,(R*"") et Lue H},.(R%""), on sait
_1
que Y,(u) existe et est dans Hi,,?(R"). D’aprés le lemme 1.1.1, byqu

a donc un sens et est dans H;;%(IR{") dés que v > 0. Dans le cas
v =0, pour donner un sens a la deuxiéme équation (1.3.5) choisissons
@(x;&’,L) un symbole tangentiel & paramétre d’ordre 0, @ = 1 sur 7,
a support dans un voisinage assez petit de ¥ pour que
(p(x;D’,?»)veH<Ol>'l(R’i“) (avec v = e ™). On peut alors écrire
3)

v=0(@x;D',A)v + (1—@(x;D’',A))v et il suffit de définir le produit de
b avec la trace de chacun de ces deux termes, ce qui est ’objet du
lemme suivant :

LemMme 1.3.4. — i) L’application de trace v — yp se prolonge
continiiment de {veH(0 1) k(R’L“);LXveH( 1> x(RT”)} a valeurs dans
5 0,71}

L*(R"). 1
ii) Soient be L®(R") vérifiant WF(b) = TER" et voe H 2(R") tel que
WF(v,) ne rencontre pas TXR", a supports compacts. Alors le produit
1

'2

bv, est bien défini et est dans H _5(R").
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Démonstration. — i) Soit 7 le prolongement de ve CP(R%*!) par 0
dans R**'. Alors L' = L + yp ® 8(x,=0) d’ou

-1,-

0,
2

YoVl = cst Hvov®8ll( 1) < cst (Ilvll( 1) + IIL*vll(Ql))

2 2,
et le résultat.

i) L’existence du produit est classique. Pour prouver la régularité,

on utilise les décompositions dyadiques [6], [3]. On écrit (avec les
notations usuelles)

(1.3.7) bvo=z< Yy bp>vq+2b,,( Y. uq>+ Y. by,

g \p<g—N, p gsp- N, [p—ql<Ny
Le premier terme est, si N, est choisi assez grand, le paraproduit T,

_r
Y w2 2e/? et que b,,( Y vq> est

a<p—Ny g<p—N,

a spectre dans une couronne de taille 27, le second terme de (1.3.7) est
1

également H 2(R"). Enfin, comme WF(b) + WF(v,) ne rencontre pas
la section nulle, b,v, est & spectre dans une couronne de taille 2° ~ 2¢

1 ‘
et est donc H 2. Comme

0

4

et |byglo < ;22 avec (c,)e€¢* donc le dernier terme est également
1

H 2(R").

La condition aux limites ayant le sens que I'on vient de préciser,
on peut maintenant donner la preuve du théoréme.

Démonstration du théoréme 1.3.2. — Quitte a poser

b= OI-A)e ), [ = WA )
et

gh = (1-A)(ey),

on se raméne au probléme

LAD — fk
1.3.8
(138 £y = g*.
Existence d’une solution faible. — Choisissons ¥ voisinage conique

ouvert de ¥ — {0} contenu dans ’ensemble des points elliptiques de L*,
@:(x;€',A) un symbole tangentiel d’ordre 0, égal a 1 au voisinage de
V, a support dans ¥, a valeurs dans [0,1] et V,(x;E',A) symbole
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d’ordre 0, & valeurs réelles positives tel que ¢ + Y% = 1. Soit
(1.3.9) F=1{0eCyRy;CY); £ (b 0=0}.
Si on note <{,>> la duaiité 2R, CY) 2’ (R ; CY) on a Iinégalité

(1310) K8 < ClnCs DALY o 065D 01

3)

+ Cly1 (D", 2) fHlolr (D, 18l + CHf*II( 1>.xllello

0’_
2
d’ou, grace a l'inégalité d’énergie (1.2.6) appliquée au probléme adjoint

rétrograde

(13.11) KA1 < C[Hf*ll(Z0 h + %le(x;p',k)f‘ll%]
-3)

1
x[uL**eu( ) +X||w1(x;D',>»)L**9n§]

2

0,—- A
2

pour A > A, assez grand, O ¢ F.

D’autre part, sur le bord R", on a

(1.3.12)  KKgh £-@vb>| < ClgHolvoblo

1 1
< C|gl|o[||L**en( 1) +X||wl(x;D',x)L**ei|§]2.

2

0,—-5 A
S c . *

On définit alors une forme linéaire # sur L**F en posant

(1.3.13) ¢(LY6) = ((f0)) — i<gh £ - (@)

qui est continue lorsque L**F est muni de la topologie définie par la
norme |IL**9| + [Ny (x;D",A)L**0||,. Par Hahn-Banach, ¢ se
o3

prolonge en un élément du dual topologique E’ de I’espace

(1.3.14) E= {meH(O 1)_x;\j/l(x;D’,k)meLz}.
Comme E’' < L?, ¢ se représente par un élément ve L*(R%™"). Si
®5(x;E',1) est un symbole d’ordre 0, identiquement égal a 1 au voisinage
de V7, a support dans I’ensemble des points ou ¢, vaut 1, a valeurs
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réelles positives, ¢,(x;D’,\) opére de H (0 1)1 dans E donc ¢, (x;D’,\)*

envoie E' dans H, ,, ce qui entraine @,(x;D",\M)veH, , .
(0. —E);k (0, - 5);x

Veérification de la condition aux limites. — Dans le cas v > 0, si ®
est dans CP(R%"%;CY) et 0 e # (R vérifie #_,(B)y® =0 on a

(1315)  KL'0,8) = (o,L*8)) + i (A (b1, f (@)
= o, L))+ i b= A) Tyom, (k2 — A') 70

1 1
(ou le deuxiéme crochet désigne la dualit¢ H ' 2 H? ) par intégration
par parties et d’aprés (1.3.1). Si T est I'opérateur pseudo-différentiel
tangentiel de symbole (1+¢(&'*+AY))~*, Twe Hi(RY") donc (1.3.15) est
vérifié par ® = T,v. Comme T converge vers v dans L? et que
Tiy,w converge vers yv dans Hj Y*(R"), (1.3.15) est vérifiée par © = v.
En utilisant (1.3.13), on a alors

(1316) (b= A") Fyp— (N —A) g, dl = 0,
Ve (R") avec bB=0.
Si on prend 8 ~a‘1 support hors d’un voisinage de A, le fait que
Ker d(x') @ Ker b(x') = C¥ en tout point entraine que
b(kz—A’)—gyov - (XZ—A')_ggl est supportée par A donc nulle puisque
dans Hl—(,c%+v grice au lemme 1.1.1.

Dans le cas v = 0, (1.3.15) est vérifiée pour 6 € Cy(R%"' — A) solution
. de by, = 0 et on voit comme précédemment, en utilisant le lemme 1.3.4

_1
que by — g est supportée par A et dans H,,2 (R") donc identiquement
nulle.

Régularité de la trace et inégalité d’énergie. — Choisissons trois
symboles tangentiels & parameétre d’ordre 0, a valeurs dans [0,1]:

— @°(x;&,A) supporté dans un petit voisinage conique de x, = x, = 0,
£"=0,A1=0,

— @"(x;&',\) supporté pres de A et hors d’un voisinage conique de
g =0,1=0,

— @'(x;&',A) supporté loin de A,
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tels que ¢°+ ¢”" + ¢’ = 1. Notons ®°, ®", ® des opérateurs d
symboles @°, ¢©”, ¢'. Si v est la solution précédemment construite,
posons

(1.3.17) v, = S.(v) = T{®% + T{®"v + T:®'v

ou T?, Ty, T: sont les opérateurs de symboles respectifs (1+gE3)~?,
(1+e&"+ed) ™", (1+e&+erd) ™.

Alors v.e Hy(R%'') et Dinégalité d’énergie (1.2.6) (ou @ et |
sont les symboles définis dans I’énoncé du théoréme) est vérifiée par v, :

2
0,

(13'18) ”(p(an”)")veH( 1>7» + A’llve'lg + "YOU;:'(Z)

2)

1
< C|:“vaal|(20 _1)‘}» + —Xiiql(an’,}")vae”(Z) + |/v(b)Yan|§]

Le commutateur [S,, L] opére de H, ,(R%"") dans lui-méme avec une
norme indépendante de & et de A. De méme, [S.,o(x;D’,A)] et
[S.,W(x;D’, )] opérent de H . (R%™") dans H i) (REY).

On en déduit les inégalités :

1LYl < Clf*l, o+ Clivll,
o3 G O

0,—5 sA 0,—5 s 0,—5 Y
(1.3.19) W (x; D', A) LMol < CIW (D', M) fH o+ Clivllo
+ CHfXH(O,—l);l
oD, A) vl =S (e (x; D", M)l —Clpp|| .
I (B (3 ot

O,E; 0,- )2
2

D’autre part, R désignant un opérateur tangentiel d’ordre — 1, on peut
écrire _
v=",@%+ v, @ v+ v,D'v+v,Rv
(1.3.20) Yo=Y Yo Yo Yo

g =F£.b) D+ £,(b)y D v+ #,(b)y @ v+ #,(b)y.Rv.

Comme g* est L? ainsi que y,@°%, y,@'v et y,Rv, la derniére égalité
entraine que #,(b)y,®"ve L*. Alors, dans I’expression

20Vt 8= £(B) (1T —7,®°)
(1.3.21) (T (Fu(b)y @ v) = F,(b)y,@"v)
+ £.B) (YT 0 — 7, @'0) + [£,(b). T 14s®"v— #,(b)y,Rv
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les trois parenthéses tendent vers 0 dans L® et Iavant dernier terme
vérifie
1
(1.3.22) LAV TE 1@ vlo < Celyov] 1,y

donc #,(b)y., converge vers g8 — #,(b)yRv si € - 0.

En outre, TPy, ®% et Tyy,®'v convergent dans L% vers y,®% et
Yo®@'v respectivement. On déduit alors de (1.3.18), (1.3.19) que
|T7v,®"v], est uniformément bornée pour £ > 0 donc y,®"ve L2. Alors,
Yov. converge dans L? vers yo — y,Rv. En particulier ypwe L.

En passant a la limite dans (1.3.18) et en utilisant (1.3.19) et le fait
que 1
lim ||.S, ;DA > - ;D' A
lim [|Se(p(x )v)ll(o,%);l 7 llox )v||<0%);X
Bim gl > = o)
5_1;1; Ugllo 2 3 0

si A est assez grand on obtient :

(13.23) ||(p(x;D',7»)vl!(20 D + Mioll§ + o013
<

2

clIfME o+ WD, MR + 18
(0,—5),x A

C C C
+ 2 )2+ = = 2
5 ollo + =1f II( 1)_ + o 1velo

2
0,—= ;A
2

On en déduit (1.3.6) par définition de v et en utilisant I’équation pour
obtenir la régularité H' par rapport a la variable normale.

L’énoncé du théoréme 1.3.2 n’est pas invariant par diffeomorphisme
puisqu’il fait intervenir des opérateurs tangentiels. Il résulte toutefois de
la preuve en résultat intrinséque mais plus faible :

CoRrOLLAIRE 1.3.5. — Pour tout voisinage conique de {(x';&',L);
x,=0,&"=0,A=0} dans R" x (R%*'—{0}) tel que V n S soit relati-
vement compact dans ['ensemble des points elliptiques de L*, il existe
Ao >0 et pour toutes fee tH'(R™'), ge™ H'(R"), une unique
solution u du probléme :

ueH'RYY), Lu=f
(1.3.24) Y €€ H" microlocalement au voisinage de V
byu=g.
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En outre youe e H'(R") et on a l'inégalité d'énergie :
|
(1.3.25)  Alle™1ul|3 + e M 1yqu| i< C [X lle™ 11115+ Ie'“‘glf;x]-

Démonstration. — L’existence résulte du théoréme 1.3.2. Remarquons
que dans la preuve de la régularité de la trace et de I'unicité, quitte a
remplacer (1.3.18) par:

1
(1.3.18)"  MIoell§ + Ivovels < C[X”vae“g + IJv(b)Yovsl(Z):]

la régularité microlocale tangentielle de la solution v = e 1 n’est
jamais utilisée. Seule intervient le fait qu’au voisinage de V, yq est
microlocalement L?. Sous les seules hypothéses du corollaire, il résulte
donc de la preuve du théoréme que you e e ' H'(R"), que (1.3.25) est
verifiée et donc que u est unique.

2. ETUDE DE LA REGULARITE CONORMALE

On étudie désormais le probléme mixte avec saut sur la condition
aux limites dans le seul cadre L? (i.e. v=0 dans ce qui précéde). On
notera simplement (H,) I’hypothése (H,), du paragraphe 2.

Il est commode d’introduire une nouvelle notation pour les espaces
H ., du paragraphe 1: On notera désormais pour Q ouvert de R%;*’

H*(Q) = H, ,,(Q) = {restrictions & Q d’éléments de H,,(R%*1)}

et si A est un paramétre de R*, H3(Q) désignera I'espace précédent
muni de la norme

vl = inf [[v]l@,sm

la borne inférieure étant prise sur tous les prolongements v de v en
élements de H g ,,.,(R%*). On notera H$.(Q) I'espace des distributions
sur Q qui sont localement dans H*(R"*') muni de sa structure naturelle
d’espace de Fréchet. Si Q = R%'', on posera simplement (en particulier
dans la section 2.2) H® = H;j . (R"*).
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2.1. Vitesse finie de propagation et inégalité LZ.

On peut montrer, comme dans I’étude du probléme mixte usuel que
le probléme (L,b) de la partie 1 avec les hypothéses (H,) a (H,) posséde
la propriété de vitesse finie de propagation. Pour cela, on exprime tout
d’abord de maniére intrinséque ces quatre conditions. Pour les trois
premieres, c’est identique au cas classique ([S], § VII-8). Quant a (H,),
il suffit de voir qu’elle est satisfaite dans toute base de la fibre de
T*R"*'/Rv (v désignant la normale au bord) de la forme
(eg, ... €4_1) OU eoe TX¥R™**! et e, est la direction d’hyperbolicité dés
qu’elle I’est dans I'une d’elles ce qui est immédiat. On montre ensuite ([5],
VII-6) que si dans le théoréme 1.3.2, les données f, g sont nulles pour
x, < x?, la solution u est nulle pour x, < x}. Par un argument de
prolongement des opérateurs et de convexification, on en déduit un
théoréme d’unicité locale ([S], VII, proposition 8.3). La vitesse finie de
propagation en découle comme dans le cas des conditions aux limites
réguliéres, le seul point nouveau a vérifier étant la conservation de
I’hypothése (H,) lorsque I'hyperplan des données de Cauchy est déformé
de telle maniére que son conormal reste proche de dx,. Cela résulte
du fait que lors d’une telle déformation les sous-espaces E, dépendent
continiment de celle-ci (cf. [S], VII, proposition 8.4) et que I'hypothése (H,)
est ouverte. On a donc:

ProrosiTioN2.1.1. — Soit (L,b) un probléme mixte avec saut vérifiant
les hypothéses (H,) a (H,). Il existe & > 0 tel que si

@.1.1) Q = (xeR™LS(xI+ - +x2)? <T—x,}
0Q =Qn{x,=0}

.1
et uelL%.(Q) est tangentiellement microlocalement H? prés de
TX0Q x {0} et vérifie: Lu =0 sur Q, byu =0 sur 0Q, ul, o, =0,

alors u=0 surQ.

On en déduit :

THEOREME 2.1.2. — Soit (L,b) un probléme mixte avec saut vérifiant
les hypothéses (H,) a (H,). Soient f € H,,2(Q), g€ L},.(0Q) nulles pour
x, <0, telles que f est microlocalement dans l'espace L* hors d'un
voisinage de T#% 0Q x {0} dans T*0Q x R contenu dans l'ensemble des
points elliptiques de L.
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Alors il existe un unique ueLl.(Q), microlocalement

L1
H? prés de T 0Q x {0} vérifiant :

Lu =f sur Q
(2.1.2) byu =g sur 0Q
ulx1<0 = 0
En outre, you e L%.(0Q).

Démonstration. — L’unicité découle du résultat d’unicité locale déja
signalé. Pour I'existence, on désigne si p €]0,7T par Q, 'ouvert obtenu
en remplagant T par T — p dans (2.1.1). Soit xe C®(Q), x =1 au
voisinage de Q, N {x,>0}. Si u, est la solution du probléme (1.3.5) avec
les données Y f, xg fournie par le théoréme 1.3.2, la proposition 2.1.1
entraine que u,q ne dépend pas de y et est solution de (2.1.2) sur Q,
d’ou le théoreme.

Il s’agit maintenant d’écrire une inégalité d’énergie localisée
dans des ouverts de la forme précédente. On pose f* = e if,
g =e Mg, pv=e ™y, SoientI'” c « I'" = c T trois voisinages ouverts
coniques de T# 0Q x {0} dans T*3Q x R, contenus dans I’ensemble
des points elliptiques de L. Soient ¢,(x;D’), V,(x;D’) deux opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels proprement supportés dans Q dont les
symboles vérifient (modulo des symboles d’ordre —0): @,(x;§") est a
support dans I', identiquement égal a4 1 au voisinage de T et V,(x;§")
est & support dans [T'”, identiquement égal a 1 au voisinage de [I"’.
Supposons f*e L%, microlocalement tangentiellement au voisinage de
Supp ¥, .

ProrosiTiON 2.1.3. — Soit p,€]0,T[ fixé. Il existe meN, p, > 0,
Ao >0, C >0, C(A) fonction continue de A a valeurs dans R¥% tels que
pour tous p’ > p > p,, A=A, la solution u = *w de (2.1.2) vérifie
I’inégalité d’énergie : '

(2.1.3) Aljolf? + ol

L2(n P)
_1_ DN fA(2 1 DN M| 2
< C[(p, ) i@, (x; D) f*I| H{;(ﬂ,,) + n [INs1 (x; D) S 2@y

C A2
+ 1810 )]+ = (:))m T

L2@Q,/)

En outre, si ¥, € Cy(Q,) vaut 1 au voisinage Q, N {x,>0} est telle
que 1o | < Co(p'—p)™'™ et si uy = € v,y est la solution de (2.1.2)
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lorsque f, g sont remplacées par y,.f et Yorg (up,,,lg , IQ )
lo.(x;D )vpp,HHl o s’estime par le membre de droite de (2.1. 3) multlphe

par C(0A). °
La preuve de la proposition utilisera le lemme suivant :

LeEMME 2.1.4. — Soit S(x;D’) un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
d’ordre 0. Alors il existe pour tout s € R un entier mq tel que pour tout
compact K de R}, [S(X,D’), ] soit continu de CIfI}(RT Y dans

Hi\(R™Y) avec des semi-normes majorées par — —  (C étant

indépendante de p, p'). (' —p)

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas s entier = 0: le cas s
entier négatif s’en déduit par dualité et le cas général par interpolation.

Si o est le symbole complet de S, on a pour toute v e CP(R:'Y)

(S5 Xpprlv = Z x(a')(x',xn) (“a})"“’w y
o<lwi<m !
X J.eix’.@'(D U)(x END(E', x,) (25.')"

sy GO fmx,x — WO %) dy

’

!
N | |=m+1 a !
avec

1
{u’(x,xl_yr)= (27)" J\ei(x’—y').ﬁ’Dg'lc(x;él) dé’J‘ xg;,)(xl‘*'t(y"‘X'),xn) dt.
0
Pour tout ke N, il existe m, tel que les noyaux ¢, définissent des
opérateurs bornés de Ly dans Hf, de semi-normes inférieures ou égales
C
(p p)"
EYRYY) - HE(RYY) avec une semi-norme qui s'estime de méme,
le lemme est prouveé.

\

" Comme les termes de la premiére somme sont bornés de

Démonstration de la proposition. — Pour simplifier les notations,
posons ¥ = v, X = Xp»- L’inégalité d’énmergie (1.3.6) appliquée aux

données xf, xg s’écrit

@214 Mg + H(p(x;D',/l)t?IlZ0 ) + 176018
,E »

~ 1 ~ ~
< C[lle‘ll(zo T 5 WG D Ml + Ixgld]
1)
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ou lon peut supposer que (@,V) sont choisis tels que ¢ =1 sur
{E"+ A2 <%, xo+ x2<E?} avec ¢ tel que

I' cc {(x;&); x5+ x,<e” 18" <el&,l}.
On voit, par dualité et interpolation a partir du cas se N que

~ C
(2.1.5) xwllo.9a < ——5 Wllo,sn -
(=)
On a en utilisant le lemme 2.1.4 pour estimer [1—@,, %]
~ ~ 1 -~
A < DN FA X + — _ D’ A
s H<0,‘%);x 179106 D) f ”,-,;z«,p) \/Xllx(l 0:105DNSf Ml 2,

<

A _1__ NN fFA
o'~ p)z 7 19.(x; D) f “ @ \/X”\I’I(X,D )f ||Lz(np)

CHN |
(pl _ p)m Hf HH‘ l(ﬂpl)

pour un certain réel p, >0 (@, et , sont proprement supportés
dans Q).

D’autre part

WD, MM, <IN s DY M o+ I (s D, ) (1= (6 D)2
<IN DO 2y + 10 X M+ CON™M

P

s ct)
<|N’ (x D )f “LZ(Q )+( )m fon ‘(Q )

d’aprés le lemme 2.14 et le fait que \; soit proprement supporté
dans Q.

L’inégalité¢ (2.1.3) de la proposition en découle.

En outre, on a
llo:(x; D)0l 1 <|@,(x; D)o (x;D’, 7»)UH :
- Q) B @)
[1D1].

< COlof, + €O

+||q>1(1 o)l Ha

o

L’inégalité (2.1.4) et la premiére partic de la preuve entrainent la fin
de la proposition.
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2.2. Deuxiéme microlocalisation tangentielle.

Le théoréme de propagation de la régularité conormale sera démontré
par régularisation de la solution u a 'aide d’un opérateur de la forme :
(1+€*(xi+x2)D}+€’D"*)~'. Un tel opérateur n’a pas de sens comme
opérateur pseudo-différentiel tangentiel. On doit, pour le définir, construire
un calcul 2-microdifférentiel tangentiel jouant vis-a-vis du calcul pseudo-
différentiel tangentiel le méme rdle que le calcul 2-microdifférentiel de
Bony [4] relativement au calcul pseudo-différentiel classique.

Dans cette section, on indique comment adapter le calcul de Bony
a ce cadre. Les démonstrations, identiques a celles de [4] sont laissées
au lecteur.

Notations. — Comme on I'a déja précisé, H® désigne I'espace
HES (R, Soit A lagrangienne conique C® de T*R™ — {0}. Si
moy(x;€"), ..., m,(x;€") désigne un systéme d’équation de A X {0} dans

T*R" x R, , homogénes de degré 1 et M,, ..., M, sont des opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels de degré 1, proprement supportés, de
symbole m,, ..., m,, on pose, pour ke N et seR:

(22.1) Hy*={veH*; VI avec |I| <k, Mve H*}
M" désignant le compos¢ M' = M; o...oM; si I={iy,...,i}.

Si s’ e R, Hy* est défini par dualité et interpolation.

Soient
(22.2) do(x;E") = (1+§'2)%, dy(x;8") = <1+Z m,-(x;é’)2>

#, le module des champs de vecteurs homogénes de degré O sur
T*R" x R, , #, le sous-module de #, des champs tangents 3 A x {0}.
Suivant Bony, on définit I'espace des symboles de bidegré (m,m’) e R*
dépendant du paramétre € €]0,1] par:

B = {a(x;8") € C*(T*R"x R,) ; Vk, k' entiers, 3C>0
(2.2.3) et '

|HEHK ay(x;8")|<C dptrdr=F
V(x;E',e)e T*R"x R, x]0,1]}.
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On définit les (familles d’)opérateurs 2-microdifférentiels tangentiels de
bidegré (m,m’) sur A par:

DeFINITION 2.2.1. —  Soit A,: C*(RY™Y) —» 2'(R'") une famille
d’opérateurs proprement supportés uniformément en € ¢€]0,1].
On dit que A,eOp (EP™) si et seulement si

AdPlo...oAdP,‘oA‘dMilo...oAdMil'Ac

est un opérateur uniformément borné en- €€]0,1] de HY® dans
Hsmozeps'omtk pour tout couple (s,s'), ou. P; est soit un opérateur
pseudo-différentiel tangentiel d’ordre p; soit égal a la dérivée normale D,
(et alors p;=1).

Le passage des symboles aux opérateurs se fait par l'intermédiaire
du théoréme suivant :

THEOREME 2.2.2. — Il existe une unique famille d’applications linéaires
continues G, o de Op (X7™) sur L™ /Emm 1 périfiant :

a) Si A.€ Op (}:,’('1""'1) et B.eOp (EX'W"'ZV) on a avec m = m; + m,,
m =m; + m

(2.2.4) Omm (A © Be) = Oy, m(A:) . Oy, miBe)

1
0-m,m’—l([Au Be]) = 7 {Gml.m'l(As)ao-mz.mé(Bs)}-

b) Le noyau de G, v est Op (L™ ).
C) Opm(A*) = Gpm(4).

d) Si P, est une famille d’opérateurs pseudo-différentiels tangentiels
d’ordre m, alors G, ((P,) est le symbole usuel de P modulo X7 1.

La preuve de ce théoréme se fait en ramenant au cas A = T%R" a
laide d’une famille d’opérateurs Fourier intégraux tangentiels. Ce cas
particulier s’¢tudie comme dans [4]. Nous rappelons les principales étapes
de cette étude.

Soit @ € CT(R%"') une fonction a support dans la demi-couronne

+ o0
{xe R ; k7'<|x|<2k}, k> 1 telle que Y @(27’x) = 1. On notera

— 0
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¢@(x") la restriction de ¢ a x, = 0. On pose pourj > 0, u; = @(27/D")u.
On caractérise alors I'espace Hj;j = Hyigpn par:

ue 2'(R%") a support dans B(0,1) est dans H3; si et seulement
si:

I(c))jene?? telle que,  Vie N: [2°(1+2)x])ul, < .

Pour définir la quantification des symboles, on introduit comme dans
[4] les espaces de Sobolev a poids SP(s,s’) définis par :

ve P'(R'—{0}) et a support dans B(0,1) est dans SP(s,s') si et
seulement si

_ifi_ntt
3(c;)jen€? telle que, VieN: [@(x)v(277x)|gs+s' < ¢;2 }( 2 )
la norme |.|4s+s -désignant la norme tangentielle d’ordre s + s’ :
@25  Whew = J(HI&'Iz)’+S'W(§',xn)’d§'dxn-

Le passage entre espaces H (s(,," et SP(s,s’) se fait par I'intermédiaire des
opérateurs d’aplatissement et de partie finie définis respectivement par

Mu=Y Yo )92 ‘D'u,

p<gq

ue 2'(R%*") a support dans B(0,1)

(2.2.6) Pfo= ) Y02 D)o(2%x),

p<a .
ve () SP(s,s") a support dans B(0,1).

(s,s")

La démonstration des théorémes 2.7 et 2.8 de [4] s’adapte immédiatement
a ce nouveau cadre.

Dans le cas A = T#%R", la condition a.(x;§)e mm gécrit :
Va'eN""!, BeN", 3Cu> 0 et pour tout (x;&',e)e T*R" x R, x ]0,1]

on a
(22.7)  IDEDEA(E)] < Cog(1+[E)™ 1P+ x| €)™ "

On définit alors une classe de symboles singuliers par :
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DEFINITION 2.2.3. — On note SEIP™ lespace des familles de
Sonctions C* sur (R —{0}) x R" a.(x;&") vérifiant :

a) Va',B, 3Cyp > 0 et pour tout (x;&',¢)e (R '—{0}) x R* x ]0,1]

(228) ng:DEaE(x;E_,,)I < Calﬁlxl—m+lq'i‘\l3!(1+|x|!§ll)m+m1_m’\
b) 3k > 1 tel que, Vee]0,1]

1
(22.9)  Supp ai(x;x"=y") = {(x,y"); k7 x| < (v +x7)* < kixl}
4% désignant la transformée de Fourier par rapport & la deuxiéme variable.

Le passage de £ a ST se fait par le théoréme suivant qui se
démontre comme dans [4] :

THEOREME 2.2.4. — Soit 6: R —» R, une fonction C* a support dans

1 1
lt] < 3’ o) =1sift] < s L’application :

a;(x;€") = (1—o(Ix]€'))a.(x;E")

induit des isomorphismes indépendants de o de SEP™/SERTF sur
s

Disons qu’un opérateur pseudo-différentiel tangentiel sur R:"' est a
support dans une demi-couronne C = {x e R%"'; k,'<|x|<k,} si son
noyau est a support dans {(x,y");xeC et (y',x,) e C}. On voit alors
comme dans [4] :

TutorEME 2.2.5. — Une famille A, d’opérateurs sur C7(R%*'—{0})
nuls hors de la boule wunité peut s’écrire A, = a,(x;D’) avec
a.(x;E") € ST™™ si et seulement si

+00
(2.2.10) A, = ) 270,450,
p=0
ou 0, est l'opérateur de dilatation 0,u(x) = u(2°x) et A, une famille
bornée d’opérateurs pseudo-différentiels tangentiels d'ordre m + m’ a
support dans une méme demi-couronne C = {x e R1"*; ky'<|x|<k,}.

On dit qu’une famille R, d’opérateurs sur R%*! — {0} est négligeable
d’ordre m si pour tous (s,s’) et tout £ e N, (Ad D,)’R, opére de SP(s,s’)
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dans SP(s—m—¢,+ o) uniformément en £€]0,1]. On pose alors

(2.2.11) Op (S‘Z{)"""') ={a.(x;D") + opérateurs négligeables d’ordre m ;
a(x;) e ST}

et on démontre comme dans [4]:

THEOREME 2.2.6. — Une famille A,e Op (SE™™) si et seulement si,
pour tout (a,B) € N**'x N"*! (Ad D)*(Ad M,)*A, opére de SP(s,s’) dans
S‘P(s—m—lB|+]oc|,s'—m’+|B]) uniformément en €€ 10,1] (M, désigne la
multiplication par l'une des coordonnées x,, ...,x,).

On en déduit alors que I'application a.(x;&’) — a.(x;D’) induit
un isomorphisme d’algébres bigraduées de ST™/SEMT®  sur

Op(SZ{,’"”')/Op(S'Z“"“) grace au calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels supportés dans des demi-couronnes.

Utilisant les opérateurs IT et Pf, on en déduit un isomorphisme
canonique d’algebres bigraduées

Op (£§-™)/0p (£5-~) — Epm/E5~
(cf. [4] théoréme 3.10).

Pour prouver le théoreme 2.2.2, il ne reste plus qu’a montrer qu’il
existe une seule notion de symbole principal, en recopiant la preuve du
théoréme 4.1 de [4], ce qui permet de se ramener, & I’aide d’opérateurs
Fourier intégraux tangentiels au cas A = T¥% R" précédemment étudié.

Remarque. — Si a,e £p™ | al = @y, €st un symbole 2-microdif-
férentiel (au sens usuel) sur le bord. Si A, et 4] sont des opérateurs
respectivement sur le demi-espace et sur le bord de symboles a, et a?l,
on n’aura pas en général y,4, = A%,. Toutefois, supposons choisie une
quantification de a, (par le choix explicite d’un symbole &, e SEp™
dont I'image par I'isomorphisme du théoréme2.2.4 est a, et de
transformations canoniques tangentielles convenables : cf. début du § 2.3).
Alors on peut quantifier al en utilisant un symbole singulier égal a

~

d,,., et des transformations canoniques sur le bord égales a la trace

sur le bord des transformations canoniques tangentielles choisies. Avec
ces choix on a y,4, = AJy,. On fera ainsi au paragraphe suivant et
on notera alors sans risque d’ambiguité par la méme lettre 4, I'opérateur
sur le demi-espace et I'opérateur sur le bord.
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2.3. Régularité conormale.

Si Q est un ouvert de R%:*' et A = T*Q, on notera H}*(Q) I’espace
des distributions conormales le long de A :

3.1)  HYQ@) = ue L@ Ve<k, 2uc Li Q)
& désignant le module des champs de vecteurs sur Q tangents a A.

On prendra garde a ne pas confondre cet espace avec les espaces

H,‘(‘l introduit dans la section précédente. Si A = T*0Q I'espace HY*
est en effet Densemble des distributions wve L%, telless que
X,...Xwe L%, pour toute famille de / < k champs de vecteurs choisis
parmi e
—?— 1<j<gsn-—-1 x-a x~i-
0x; STS ’ ° ox, " 0%,

L’espace H%* est l'espace des distributions ue L%, telles que
X,...Xue L%, pour toute famille de £ < k champs de vecteurs choisis
parmi

0 1<jg<n-1 X'—a— : g
0x; SIS® ’ ° Ox, 0%,
0 0
Xy >
" 0%, " ox,

On notera HY*(0Q) Vespace des distributions conormales sur le bord.
Il s’agit de prouver:

THEOREME 2.3.1. — Soit (L,b) un probléme mixte avec saut sur la
condition aux limites vérifiant les hypothéses (H,) a (H,) de la partie 1.
Soient Q un ouvert de R de la forme (2.1.1) et fe HY*(Q),
ge Hy*(0Q) nulles pour x, < 0.

Soit u l'unique solution du probléme (1.3.24) dans L}, telle que yqu
soit microlocalement L* prés de A.

Alors ue HY*¥(Q) et yue HY*(0Q).

Remarquons que puisque L est non caractéristique, il nous suffit
d’établir la régularité HY* de u. On notera

232 Zy=xD,, Z;=D;, j=1,...,n—1, Z, = x,D,.
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On pose v = e ™, V°x) = v(x), et pour ¢/ < k, on définit par
récurrence V/(x)e CN®*2’ par V! = (V™1 ZVi Y, L Z VY.

On définit de méme & partir de f> = e ™1 f, g* = e *1g des FM/, GM.
Les opérateurs diagonaux par blocs, d’éléments diagonaux L* ou b
seront désignés par ces mémes lettres sans risque de confusion.

On note toujours Q,, 9Q, les familles d’ouverts définies dans la
preuve du théoréme 2.1.2. On fixe p,€]0,7T[, p, > 0 et n > 0 tels que
xeQ, et [x'—)|<3n entraine (y',x,) e, et que {x;3I)" avec

[y'=x"| < 3n et (y',x,) €Q,} = Q pour un certain p; > 0. La preuve

du théoréme repose sur une régularisation tangentielle a 1’aide d’une
famille convenable d’opérateurs 2-microdifférentiels. Soit

(233)  a(xE) = (1+e(d+xDEd+eE ) e 530,

On peut associer a la famille g, une famille 4.e Op(Z}°) telle que
Go0(4y) = a, et que e24,e Op (X3 ?) avec o, -,(’4,) = &’a,.

Cela ne résulte pas directement du théoréme 2.2.2 mais on peut
construire A, de la maniére suivante: écrivons a, = ) a? (x;£) comme

somme localement finie de symboles & supports dans des cénes I', de
T*R" x R, au voisinage desquels il existe des transformations canoniques
Xo [(x';€') ramenant A a T, R". Soient F, et G, des opérateurs Fourier
intégraux tangentiels associés 4 7, et ;' respectivement tels que
F,0G, = G,0F, = 1d modulo des opérateurs régularisant (tangentiel-
lement). Soit @* e SE2° associé & a%o y, par le théoréme 2.2.4. 1l résulte
alors des constructions du paragraphe 2.2 que

4, =Y F,P{a(x;D)IG, € Op (£%°)
a pour symbole principal a,. Comme en outre £’@ = &g2a? (cf. [4] preuve
du théoréme 3.3), €24, € Op (X% "2 et a pour symbole principal &%a, .

On peut toujours supposer ([4] Remarque 1.7) que A4, est proprement
supporté dans le voisinage |x'—y’| < m de la diagonale. Alors, si u est
définie sur Q, A.u est bien défini sur Q.

Si B, désigne la famille d’opérateurs différentiels tangentiels
2.3.49) B, =1+ e*(x3+x%)D2 + &’D"*
on a A,B, = B,A, = Id modulo Op (Z%™Y).
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On utilisera le résultat suivant :

Lemme 23.2. — Il existe R,eOp(E}™") tel que Yue Hy ™
(A.+ R)u — u dans H3 ™ lorsque €—-0.

Démonstration. — Modulo Op (237, AE—IEZ F,Pf (ZSQ)“HGQ.

Comme les semi-normes de a, — 1 dans £%" (k>0 quelconque) calculées

a ¢ fixé, tendent vers O lorsque € — 0, les semi-normes de ((;?i)“ dans
Sx%" tendent vers 0 (on le vérifie immédiatement sur la construction
de l'isomorphisme du théoréme 2.2.4 faite dans la preuve du théoréme
3.3 de [4]). Alors, dans I'expression (2.2.10) de I'opérateur (;8\—1)“(x;D’) ,
les symboles des opérateurs pseudo-différentiels A; qui apparaissent
tendent vers 0 uniformément en p pour la topologie des symboles
d’ordre h > 0. Le lemme en découle.

Posons

235) Vi=AV, Fr=A4F¢  GM=A4G6".

La preuve du théoréme se faisant par récurrence, on peut supposer
Vie LL.(Q), Vie HE.(Q) prés de A % {0}, v,V € L%.(0Q). On a:

LemME 2.3.3. — Il existe pour tout £ < k et tout j =0, ..., n:
— Une famille C%' d’opérateurs 2-microdifférentiels tangentiels d’ordre
(1,0), supportés dans |x'—y'| < 2n, a coefficients indépendants de A,

— Une famille C% d’opérateurs 2-microdifférentiels tangentiels d’ordre
(1, —1), supportés dans |x'—y'| < 2n,

— Une famille D%’ d’opérateurs uniformément bornés pour € €]0,1] et
indépendants de \ de L*(Q,) dans L*(0Q,),

tels que
LZVY) = CoVE+ COV + A(ZF™) sur Q)
(2.3.6) byo(Z V%) = DLy V' + Z,4,.G™ sur  0Q,, .
Démonstration. — Les indices j et ¢ étant sous-entendus, on voit

par récurrence qu'il existe C, C opérateurs différentiels tangentiels
d’ordre 1 et O respectivement, les coefficients de C étant indépendants
de A tels que INZV) = CV + CV + ZF*. La premiére égalité de
(2.3.6) en découle par calcul symbolique.
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Pour la seconde, on voit par récurrence qu’il existe D fonction C®
par morceaux sur 0Q\A telle que by’ = G + Dy,/*"!'. On en
déduit :

2.3.7) by, ZV. = ZAG™ + ADZyV'™' + AJZ, DIy, V!

+ [Z,AdDy V™! + Z[b, AdyoV’ + [b,Z]v, V5.

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’un opérateur du type Z[b,A4,]
est borné sur L’ car on peut I’écrire

(2.3.8) Z[b,A] = ZAB,,blA, + ZRbA, — ZADR,
avec R, opérateur 2-microdifférentiel sur le bord de bidegre (0,—1).
On va déduire de (2.3.6):

ProrosiTiON 2.3.4. — 1l existe p; >0, meN, A, >0, C>0, CQA)
fonction continue a valeurs dans RX telles que pour tous p' > p > p,,
A=Ay, €€]0,1] on ait :

(2.3.9) A|VErY? + |y Vith?

L2@Qp) L20Qp)
()

F@ - (p'=p)”
+ ||¢1(XD’)W||2H§( + 11V

P

MC+1)2 AE+H1(2
(F s ) + 16+ g

+ vVl

C
<= ¢+1
7»IIVC Il

2 2 .
7@ L (Qpi)]

Démonstration. — D’aprés [4] Remarque 1.7, on peut suppeser que
I’opérateur A, est « aussi microlocolocal qu’on le veut ». Puisque V* est
supposé, par hypothése de récurrence vérifier ¥/ e H? microlocalement
tangentiellement prés de A x 0 et que, pour tout € > O fixé A, est de
bidegré (0, —2), la solution Z;V; de (2.3.6) satisfait aux hypothéses de
la proposition 2.1.3. Les Z;¥ vérifient dont linégalité (2.1.3) (dans

1
laquelle on peut remplacer p par p” = §(p+p'))- La somme des

membres de gauche de ces inégalités pour j = 0, ..., n donne le membre
de gauche de (2.3.9) modulo des normes de commutateurs [Z;, 4]V’
qui s’absorbent dans le membre de droite de (2.3.9). Pour conclure, il
faut donc estimer les membres de droite de (2.1.3) appliqué aux
Z,V¢. Prouvons d’abord le lemme suivant, dont la premiére partie est
une adaptation de [1], lemme 4.3 :

LemME 2.3.5. — i) Soit K un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
d’ordre 0 proprement supporté dans Q. Alors il existe p; > 0 et pour



PROBLEME MIXTE AVEC SAUT 357

tout se R, C; > 0, Cy(A) fonction continue a valeurs dans R* tels que
pour tous v e H(Q,) a support dans x, > — 1 et p' > p > p, on ait :

Ci(\
(23.100  lIKvll < Clvll, —T'g'“}“”UH
a3 a@y) P = p

@) o) 17 1@p)

iij Soit C,e Op(EL™") supporté dans |x'—y'| < 4n. Il existe C > 0,
py > 0, tels que pour tout ve L*(Q,) a support dans x, > — 1

.1
microlocalement H? au voisinage de Supp ¢, on ait :

ICCs Dl s < CLIeu(s Dl o+ [lollgz g ]
(2.3.11) H 2@ H2(Q,) o1

Po

11 (x; DYC,(x; DYl

1

<
L2@pp S C”v“Lzmpi)'

Démonstration. — 1) Le noyau K(x,y’) de K s’écrit Ky(x,y") + Ki(x,y")

avec K (x,y) = K(x, y’)d)(%) ou ¢ € CY(R"™ ") est identiquement
égale 2 1 prés de 0 et a>0 est assez petit pour que ¢<%p,__y—p))=0

si (x',x,)€Q, et (y',x,) ¢ Q,. D’aprés [1] le symbole de K, vérifie des
estimations uniformes en p, p’ et on a:

(2.3.12) | Kol < Clpll, — + CW)vll,
Hi@Q H3(Q,) H™ Y@

P’ (2 Pl

11 suffit alors de voir que si @ € C7(Q) a un support assez grand, oK,®
est continu de H* Y(R"*)) dans H*(R"*') de norme majorée par
G (M)
p' —
dualité et interpolation.

- Si se N cela résulte de [1] et on en déduit le cas général par

~ . L1 .1
ii) L’opérateur C, opére continiment de H} "dans H 2 et de L?

dans H;**. 1l suffit de voir que 1 — @,(x;D’) et y,(x;D’) opérent de

.1 L1 . ) i
H™? dans H? ' et de Hy"' dans L?® ce qui est clair.

Fin de la preuve de la proposition. — Les indices j et ¢ étant sous-
entendus, la partie ii) du lemme entraine (en supposant @, proprement
supporté dans |x'—y'| <n)

(2.3.13) [l@:(x;D')(CV.+CV+A(ZFY)|| -

Hy 2 )

<C(7M)1|(91(X;D')V||H§m t CMIWV 2@y + CIZF |12y -

P
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Comme V,(x;§") = 0 prés de A x {0} et que, hors de A x {0} les Z;,
j=0,...,n engendrent le module des opérateurs pseudo-différentiels
tangentiels d’ordre 1, il existe C.e Op(2x~"), CI e Op(£L°), of opé-
rateurs pseudo-différentiels tangentiels d’ordre 0, supportés dans
[x"—y'| <3n avec:

n

(2.3.14) Yy (x;D') Co(x;D") = Y, ai(x;D") Z; + Yy (x;D") Ci + C7
j=0
tous ces opérateurs étant a coefficients indépendants de A ([2]).
En utilisant le lemme 2.3.51) et ii), on obtient

(2.3.15) [¥i(x;D") (CVet CV + AAZF) | 12,

" C
<C Z ”ZjVe”Lz(ﬂp) + —HV”LZ(QP'I)

j=0 PP
+ C(MH V”Lz(ﬂp'l) + CHZFA”LZ(QP'I)-
Enfin :
(23.16) DoV + ZAGH 260, < ClIYoV 1260, G 120y

+ IZGA|L2(Qp'l)]
ICV: + CV + A(ZF)4-1q,,

< CQ) [HV”LZ(QP’1) + |]F"||L210?.1,]-

L’inégalité (2.3.9) en résulte.

Fin de la preuve du théoréme. — Notons
(2.3.17) TT = Ssup (p—po)m||~”z,2(np),
pelpg, Tl

I.1="sup (p=po)”l-lr2@n,-
pelpg, Tl

Si A est assez grand, l'inégalité¢ (2.3.9) entraine
(2.3.18) AT VL2 + Ty Vit T
< CO) [IF Ml 2aay, + 1GM M 2ea,,
+ H(_Pl(X;D')V[||2,~,%(QP,I) + |l Vl”lz,zwnp',)]'

Le membre de gauche est donc uniformément borné en €€]0,1]. Uti-
lisant le lemme 2.3.2, on en déduit V*"'e L*(Q, ), v,V 'e L*(0Q,).
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Il reste & voir, pour pouvoir boucler la récurrence que V’*! est
microlocalement H 2 prés de A x {0}. Notons (ZV%),, la solution du
systéme obtenu a partir de (2.3.6) en multipliant le second membre par
la fonction y,, .+, de la proposition 2.1.3. D’apreés celle-ci et les majorations
(2.3.13) a (2.3.16),

l@1(x;D") (ZVOppll » < Chp,p’) -

B 2@yr)

uniformément en &. Par vitesse finie de propagation, (ZVg)pp’IQ’SI =
(z Vi)m;,r si p’ > p’ est assez voisin de p’. Grace au lemme 2.3.5, il en

résulte
(23.19) 119,060 (Ve =@V 10
. AP

< C(p,p', B', X)II(ZVg)pp' - (ZVi)HLZ(Qp’I) .

Or ZVY| L2@y) est uniformément borné grice a la premiére partie de
la preuve et H(ZVi),,prLzmp;) également puisque cette quantité s’estime

a l'aide de (2.1.3). Donc, ||(p1(x;D’)ZV§IIH_;(Q ) est uniformément borné
i B!

en € > 0. Le résultat en découle par le lemme 2.3.2.
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