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PROBLÈME MIXTE HYPERBOLIQUE
AVEC SAUT SUR LA CONDITION AUX LIMITES

par Jean-Marc DELORT

INTRODUCTION

Cet article est consacré à l'étude du problème mixte linéaire pour
un système N x N non caractéristique, strictement hyperbolique de
degré 1, dans le cas où la condition aux limites n'est pas C°° mais
présente un saut sur une hypersurface non caractéristique A du bord.

Pour obtenir un problème bien posé dans H" avec une trace sur le
bord également JT, on suppose réalisée hors de l'hypersurface de saut
la condition de Lopatinski uniforme classique. On est en outre amené
à rajouter, sur l'hypersurface de saut, une hypothèse supplémentaire,
d'ailleurs nécessaire dans le cas des coefficients constants (cf. hypothèse
(H4) du paragraphe 1.1). Dans ces conditions, on prouve un résultat

d'existence et d'unicité dans H" ( v e 0,- ).

La méthode employée est une adaptation naturelle de celle utilisée
pour le problème mixte usuel et repose donc essentiellement sur la
preuve d'une inégalité d'énergie. Les difficultés nouvelles introduites par
le saut se traitent grâce à la régularité microlocale tangentielle
supplémentaire de la solution découlant de l'ellipticité de l'opérateur
près du conormal à l'hypersurface de saut.

On étudie ensuite la propagation de la régularité conormale L2 pour
la résolution d'un tel problème. L'idée sous-jacente, inspirée de Beals-
Métivier[l] consiste à commuter au problème donné des champs de
vecteurs parallèles au bord et tangents à A et à remarquer que les
commutateurs entre ces champs et l'opérateur s'expriment comme

Mots-clés: Problème mixte hyperbolique - Conditions de Lopatinski - Régularité
conormale.

Classification AMS : 35 L 50 - 35 R 05.
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combinaison pseudo-différentielle de ces champs et d'un terme de degré 1
concentré dans un voisinage arbitraire du conormal à l'hypersurface de
saut A, i.e. dans la zone où la régularité elliptique permet de contrôler
une certaine perte.

On obtient donc ainsi un système en les dérivés conormales sur A
de la solution de départ, de même forme que le problème initial. Pour
pouvoir lui appliquer le théorème L2 déjà démontré, il est toutefois
nécessaire de régulariser ces dérivées conormales afin d'obtenir une
inégalité d'énergie uniformément vérifiée par ces régularisées, inégalité
qui entraîne en retour la régularité L2 des dérivées de départ.

Le point essentiel est que pour pouvoir étudier les commutateurs de
la régularisation et de la condition aux limites singulières sur A, il est
nécessaire que cette régularisation soit uniquement conormale. Pour la
définir, on est amené à adapter le calcul de Bony [2] pour construire
une deuxième microlocalisation tangentielle, la régularisation cherchée
étant alors obtenue à l'aide de l'inverse au sens 2-microlocal d'une
famille d'opérateurs différentiels tangentiels convenables (cf.
paragraphes 2.2 et 2.3). Le calcul symbolique permet ensuite d'exprimer
aisément le problème aux limites dont sont solution les régularisées
étudiées.

Signalons que l'étude du problème aux limites elliptique dans le cas
où la condition aux limites présente un saut sur une hypersurface du
bord a été récemment faite par Simanca dans [10].

Je remercie G. Métivier pour de nombreuses et fructueuses discussions
sur ce travail.

Note. — Les résultats de ce travail ont été exposés aux Journées
E.D.P. de Saint-Jean-de-Monts en juin 1987. Au même moment est
paru un article de G. Eskin, intitulé : « Mixed initial boundary value
problems for second order hyperbolic équations » et publié aux
Communications in Partial Differential Equations, 12, p. 503-587 (1987)
dam lequel Fauteur prouve, entre autres, un théorème d'existence et
d'unicité pour les problèmes mixtes scalaires d'ordre 2 avec saut sur les
conditions aux limites, sous des hypothèses plus générales que ci-dessous.
L'analogue de ces hypothèses, dans le cas de systèmes de taille
quelconque, ne semble pas pouvoir se formuler aisément mais. sous la
condition (H^) ci-dessous, la preuve d'Eskin s'étend aux systèmes
généraux et fournit donc une approche alternative à l'étude de ces
problèmes.
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1. LE PROBLÈME DANS Z2

1.1. Position du problème et hypothèses.

Notations. — On notera x = (xo, . . . ,x») la variable de IR"^
^..f _ /-. -, \ — (TDn
x ~ ^O? • • • ̂ n-l) e H

^.ii _ /<.. „. \ — (TD^—l
X — pCi, , . . ,Xn-i) 6 l̂

On désignera par R^1 le demi-espace fermé Xn ^ 0 et par A Phypersurface
de R" = SR^1 d'équation ;x;o = 0.

On se donne L système N x N d'opérateurs différentiels à coefficients
C00 sur R^1 constants hors d'un compact, d'ordre 1, tel que {x^=0}
soit non caractéristique pour L. On peut donc écrire la partie principale
de L sous la forme Li = Dn — A(x,D'). On fait sur Li les deux
hypothèses suivantes ;

(H^) L^ est strictement hyperbolique dans la direction dx^.
(H^ La variété lagrangienne conormale à A , rî^1 ne rencontre

pas Car (Z/i).

On remarquera que la conjonction de ces deux hypothèses entraîne que
NN est pair. On notera dans toute la suite p = — •

Pour tous (x^^eR^1 x R", À , ( = R Î , on notera £+(x;^,X) la
somme directe des sous-espaces spectraux associés aux valeurs propres
à partie imaginaire strictement positive de la matriee
fl(X;^,?l) == ^(X;^Q,^-lX,^2, • . . ,^-l).

On sait [5] que £+(x;^,X) est fonction C^ de (x^^eRr1 x
R" x ER* à valeurs d^ns la Grassmanienne G des ^i-plans complexes de
C^ et se prolonge continûment à {(x;^) e R^1 x R" x R^ ; ^ > 0,
Î L ^ O , (^A)^(Q,0)}.

On se donne une fonction

(1.1.1) b:^ -> ^(C^C^)
x' ^ ^(x')

C00 par morceaux sur R"-A à valeurs dans l'espace des applications



322 JEAN-MARC DELORT

linéaires de CN dans C7, telle que pour un compact K de R", b soit
localement constante sur [^(AuÂ:). On notera b ± ( x " ) = b(±Q,x") les
valeurs de b de part et d'autre de A.

On se propose d'étudier le problème mixte avec saut sur la condition
aux limites suivant :

(1.1.2) Lu = f
by^u == g

où f et g sont données dans ^L2^1,^) et e^L2^,^)
respectivement, X désignant une constante positive, et où Yo( . ) désigne
la trace sur x^ == 0.

On veut montrer, sous des hypothèses convenables que, pour À, assez
grand, il existe une unique solution u e e^L2^"^1^1^) (cf. §1.3 pour
des énoncés précis, en particulier sur le sens à donner à la condition
aux limites bjou).

On supposera que la condition de Lopatinski uniforme est vérifiée
par b de part et d'autre de A jusqu'à A, i.e. :

çff^ Pour tous x ' eR" , (^,)i) e IR^1 - {(0,0)} les sous-espaces
Ker b(x') et E+(xf•^f,'k) sont transversaux

(lorsque Xo=0, la condition précédente doit se lire à la fois pour
KeTb+(xf) et Kerb-(x")).

Quitte à conjuguer L par ^1, le problème (1.1.2) revient à étudier

(1.1.3) Lxv =/;v byov = g^

dans L^RT1) lorsque ^ est assez grand, f^ et g^ étant données dans
L^R^'.C^) et L2^",^) respectivement et L^ désignant l'opérateur
L(x\D^D,-fk,D^'"D^.

On peut également, sans difficulté supplémentaire, résoudre le
problème (1.1.2) avec des données e^H^R^^C^ et e^H^R^C^

pour v e 0, - (cf. § 1.2 pour la définition de ces espaces). Cela revient

à résoudre dans L2 un problème légèrement plus général que (1.1.3)
obtenu en conjuguant (1.1.3) par (À^-A^2:

(LL3)V ^w = ̂
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où Z/ a maintenant une partie pseudo-différentielle tangentielle d'ordre 0
et

(1.1.4) A(fc) = (^-A^W-A^)^ .

Le fait que /^(b) soit un opérateur continu sur L2 résulte du lemme
suivant :

LEMME 1.1.1. - Soit HW) l'espace ^(ffT) muni de la norme
-v ^

^ v;-k = K^+i;'2)2 w | ^ 2 . 5'oiî x' -> b{x') une fonction C00 par morceaux
sur R" - A , localement constante sur R" - A tors r fun compact de R".

^ttors pour îouî ve | ^ 5 ^ l'opérateur de multiplication par b est

continu sur TT^IR"), de norme indépendante de ^ ^ À,o > 0.

Démonstration. — Par dualité, on peut supposer v > 0. Comme
HW) = 7r(R^,LW71)) n L\R^HW^1)) et qu'il est clair que b
opère sur ce dernier espace, il suffit d'étudier \b^v\H^(R,L2(nrl-l)) pour
w e /^([R,!/2^""1)). On peut en outre supposer fc à support compact
enxo.

Utilisons alors les décompositions dyadiques de [6], [3] : soient (p(Ço)

fonction C00 à support dans ^o ; ^ < l ^ o l < ^ ̂  ̂ e C?W telles
00 l - -J

que vK^o) + Z^^Ço) = 1 et posons pour tout p ^ 0,
0

w^ = q^^AOw, w _ i = v|/(2)o)w. On sait

(1.1.5) we^^tR.L2^"-1)) <î>
3(c^>-ie<f2 avec \\^p\\L^) ^ 2"^, Vp.

Écrivons

(1.1.6) b w = E f E ^+Zfc/ Z w,).
g \P^Q-NQ / p \Q^P+NQ /

Le premier terme est le paraproduit T^w donc est dans /^([R.L^IR""1))
avec une norme contrôlée par celle de w dans cet espace.

Soit \v'p le terme général de la deuxième somme de (1.1.6). La
régularité de b entraîne

(1.1.7) I!ML^.L°O(^-I)) ^ 2-ic; (c,) e /TO
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et on a d'autre part
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^-^O P+NQ q

(LL8) Z ^ < c s i2^!^
-1 L^dR.^dR""1)) -l

donc d'après (1.1.5) ||w;|L^ 02-^0; où la suite

p+No /i \
(1.1.9) c; - ^ 2(ç-^2-v^,

est dans; < f 2 . Comme Supp (w;,) est contenu dans | ^ o l < C^ il en
résulte que bw ç H^R.L2^1)) avec estimation des normes.

€ta va maintenant décrire une condition nécessaire pour que le
problème (t.l.3)v soit bien posé lorsque les coefficients de L sont
constants et que b est localement constante sur 1R" - A.

Pour cela soit
(1.1.10) m:^ x R^ - {(0,0)} ^ ^(C^C^)

fêU) ^ m(^ÎO

une fonction continue homogène de degré 0, à valeurs dans l'espace
des applications linéaires dç C^- dans C^ telle qu'en chaque point (^,?i)
on ait Im w(^, ?i) == ̂  (Ç\ ^).

Si ^(xo^'^^.x^^est une fonction de (Xo,xJ dépendant du paramètre
fê",^), on notera v(î,^'1\\^) sa transformée de Fourier par rapport
à la variable Xo. Si b(x^) est localement constante sur R" - A on pose
/Ab) = fé-^^'+^^fc^fé^+^^Z)^-^. On a alors:

LEMME 1.1.2. - i) Supposons qu'il existe ^o > 0 ^( <?^ pour tout
(^,5i)e(r a^c X ^ )io et tout gçL\R^}, il existe une unique
fonction v(x^\\,Xn), L^ en x^^Q à valeurs L2 en Xo, telle que
uOco^^GL2^,^) ^ ^^ l'on ait :

(l 1 1 1 } ^n-^^^v^11^) - 0
v ' ' / A(Wxo,^,0)=^(xo).

^tors, pow roMî (^/,^) avec î,"2 + À.2 ^ 1 et ^ > 0, l'opérateur

(1.1.12) L2^,^) ^ Z.2^,^)
w -^ ^vWm^o^^^w

^r m^rsib?^ sur Z^t^O1) (i.e, w ^ b^mÇD^^^ est m isomorphisme
de 7T([R,C4)),
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ii) Si de plus, il existe C > 0 telle que la solution v de (1.1.11) vérifie
NL°o(R+,L2(R)) ^ O^II^IR) pour tout ( ^" , ' k ) avec 'k ^ À-o, alors l'opérateur
(1.1.12) est également inversible pour X = 0, Ç"2 == 1.

Démonstration. — Ï ) Remarquons que grâce à l'homogénéité de m,
il suffit d'établir que (1.1.12) est un isomorphisme pour tout (Ç",À-)
avec ' k ^ ' k o . Soient alors geL2^^) et u Punique solution de
(1.1.11). Comme v est bornée en Xn, on a nécessairement
y(^,^0)e^(i;o,^) = Immfêo,^) donc il existe wejL2^,^)
avec v(Ï,o,!,'\'k,0) = m(^o,^,^)w(Ço)' L'application ^ -^ w est inverse
de (1.1.12).

ii) Si de plus on a un contrôle uniforme des normes, il existe C > 0
tel que \\/\(V)m(D^"^\\^w > c\\v\\.^w pour tout .w eZ/OR.C'^) et
(^",X) vérifiant Ç"2 + À.2 == 1, )i ^ 0. On voit donc que, pour X ^ 0,
^fr2 == 1 (1.1.12) est injectif d'image fermée donc un isomorphisme grâce
à i) et à la constance de l'indice.

Pour résoudre le problème (1.1.2) dans le .cas général des coefficients
variables, on est donc amené à rajouter uae hypothèse supplémentaire
traduisant la condition nécessaire du ïemme 1.1.2.

On notera désormais

n 1 1 ̂  J^ == {^^ e R^r-^2-1, ̂ o'}v / [sr1 - {fé',x) e R^'2^2-!, ̂ ^o}..
Remarquons d'abord qu'il existe toujours des fonctions m(x1'•,£,', À)
définies sur R" x 5^ à valeurs dans ^(C^,C^), ayanî la même régularité
que E^Çx';^^) telles que Imm(x /;Ç /,À,) == E+Çx''^^) çn tout point :
en effet, cela revient à voir qu'il est possible de choisir un base de
E+Çx';^,^) fonction régulière de (x';^,^). Sur le demi-espace Xo > 0 il
suffit pour cela de projeter sur E+{x1'^1^) parallèlement à KeîbÇx')
une base C00 de (Kerfc(x'))1 === Imfc(x')*. La base ainsi construite se
prolonge à un domaine Xo ^ - s avec s > 0 assez petit et la projection
orthogonale de cette base sur (Kerb(x'))1 est une base (dépendant de
(x';Ç\?i)) de cet espace pour - s < XQ ^ 0. Cela permet de prolonger
la base de E+Çx';^,^) construite pour XQ ^ 0 à ^ x (IR^1--{0}).

Soit m^7;^,^) une fonction continue sur R" x 5'^-, C00 pour
X > 0, à valeurs dans ^(C^C^), vérifiant en chaque point
ImmOc';^,^) === E ^ ( x ' ' ^ ^ ) . On note également m^';^,^) le prolon"
gement homogène de degré 0 en (^A) de m. On définit alors l'opérateur
continu sur L^R) (pour tout ( ^ " ' ^ " ^ ç IR""1 x 5'r1 fixé):

(1.1.14) Mo(x-; Ç^À) == m(0,^;A)^^).
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Si bo(x') désigne la fonction qui vaut b±(xt/) pour ± XQ > 0, l'hypothèse
supplémentaire que l'on fera dans la suite s'énonce (pourm-ve --- fixé):

(H^\ II existe un symbole mÇx''^\'k) vérifiant les conditions
précédentes, tel que l'opérateur b^M^x"'^"^) associé soit
inversible sur 7r(IR,01) pour tout x^eïT"1 et tout
(Ç",À,)e5T1 fixés.

Remarques. — Dès que l'hypothèse (H^\ précédente est vérifiée pour
un choix de m, elle l'est aussi pour tout m' vérifiant les mêmes
conditions puisque m' s'écrit m o q où q (x ' ; ^ , ' k ) est continue sur
HT x S", à valeurs dans G'L(u,C).

- Soit mÇx'^,'k) le symbole intervenant dans l'assertion (H^\.
Alors (H^\ est également satisfaite par toute fonction m(x'\î^^) continue
sur W1 x S^ à valeurs dans ^(C^C^) telle que ll(m-m)|Axs^oo soit

assez petit.

— La condition (H^ est ouverte dans l'espace des (L,b) i.e. si
(L,fr) est un système vérifiant les conditions (H^), (H^), (H^) et (H^
il existe £ > 0 avec : tout système (L,fc) de la même forme que (L,b)
tel que les coefficients de L soient dans un voisinage d'ordre e de deux
de L et que \\b—S'\\^ < e vérifie (H^), ÇH^), (H3) et (H^\. En particulier,
on remarquera que tout système (L,P) avec G assez proche d'une
condition de Lopatinski régulière b satisfait à (H^\.

On va maintenant déduire de l'hypothèse ÇH^ des conditions
nécessaires explicites portant sur la condition aux limites b.

Les sous-espaces E^ = £+(0,x"; 1,0,0) et £2 = ^+(0,x"; -1,0,0)
obtenus respectivement lorsque fêo^"A) = (l,0,0)et (^o,^,^) = (-1,0,0)
sont en somme directe dans C^. On notera b(x') = [b^x^yb^x')],
b ± ( x " ) = [ b î ( x " ) , b ï ( x " ) ] les décompositions correspondantes de b(x')
et b ± ( x " ) . On remarquera que fci(x') et b^Çx') sont inversibles
d'après (H^). On a alors :

PROPOSITION 1.1.3.

i) Supposons l'hypothèse (H^)o satisfaite. Alors pour tout x^eIR"" 1

(1.1.15) b^x^^bîÇx"))-1^,^")-^^1'))-1

n'a pas de valeurs propres réelles négatives.
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ii) Réciproquement, si cette condition est satisfaite, l'opérateur
boÇx^MoÇx"'^"^) est pour tout (x"\î,"^) e IR""1 x 5T1 un opérateur de
Fredholm sur L^IR).

Démonstration. - Notons 9 + et 9- les fonctions caractéristiques de
R+ et R- respectivement, j l'application antipodale de R:j(x) = - x
et 0 l'isomorphisme

(1.1.16) I^R.O1) ^ L^R^C2^
u -^ (9+M,7*9-u).

Si (x^^'^eR^1 x ^r1 est fixé, l'opérateur

(Do^o^^Mo^^^.^oO-1

s'écrit
^^^(x^Mo^";^,^) j^,b-{x")M,(x"^"^) "|

^ i . i . i / j ]_9^^^")^^^^^)o^ J*9-&-(xM)Mo(xw;^,^)o7*J•

Remarquons que l'on peut supposer m C00 en (^/,^) : en effet, on peut
toujours remplacer E+ par une fonction C°° Ê+ assez voisine de E+
pour que (^4)0 soit satisfaite et telle en outre que
£+(0,x';± 1,0,0) = £'+(0,x";± 1,0,0). Alors, d'après le lemme 1.7 et la
preuve du lemme 1.15 de [9] on a

Q^+{x")M,(x"^"^)o^ = (b^-bî)P,
( A ^ ^o\ modulo un opérateur compact
{ ' ' ) 7*e-h-(;QMo(x^A) = - (b,-b,)P,

modulo un opérateur compact,

PO désignant l'opérateur sur L2(R+) défini par :

(1.1.19) PMs) = - ̂ -?^w(5), Re5 = J

et w la transformée de Mellin de w :

f-^00 f i)
(1.1.20) w = ^-^(QA, 5 € ^ e C ; R e z = = - ^

Jo l ^j

D'après [9], le «symbole de Mellin» de (1.1.17) s'écrit

(1121) a-e-r1^'^^ (b^-b^eiKS~}(1.1.21) (1 e ) ^_^^ ^-_^-i^J.
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D'après le théorème 1.23 de [9], boÇx^MoÇx"^'',^) est de Fredholm sur
L^R) pour tout fê",^) avec ^tt2 + \2 == 1 si et seulement si la matrice

(1.1.21) est inversible pour tout s e C vérifiant Re 5 = -• Le résultat en
découle.

1.2. Inégalité d'énergie.

Notations et espaces utilisés. — Pour tout couple (v,5) de réels et
tout Â e I R * , on pose

(1.2.1) H^.^1)
= {ye^^IR^^u^^^+À-^të^+xyeL2^^1^

et on munit cet espace de la norme

(L2.2) M^,,, = t|^5fé/,^)(^2+^2A^2+V)5||,2^.l).

On définit les espaces /^^(R".4'1) par restriction à R"-41 des éléments
de ^^(R"4'1). Lorsque 5 ss 0, on notera H\ = T-f^ou et

IHIv;.?i === IHI<v,o);îr O11 utilisera des notations analogues pour les espaces
de Sobolev H^ÇR11) sur le bord IR" de R^1, les normes sur ces espaces
étant alors indiquées par une simple barre: Hv;?,. Lorsque À est fixé
ég^l à 1, on écrira simplement T^v.s^lR^1)...

Les opérateurs pseudo-différentiels tangentiels à paramètre X et à
majorations uniformes sur R^1 de [5] d'ordre 0 opèrent de
^(v.su^7^1) dans lui-même avec une norme indépendante de À.

On notera enfin ^^(v,,);^^1) l'espace

(1.2.3) [u e ̂ (r^) ; e-^u e H^ÇR^1)}

muni de la norme

(1.2.4) NI , = ll^^il(v,s);x
e ^(V,î)

et on adoptera des notations analogues pour les espaces correspondants
cnr {^7Î+1s»ur irS4,

Comme au paragraphe 1.1, on désignera par L un système N x N
sur ER7^1, dont la partie principale Z/i est un opérateur différentiel à
coefficients C°° vérifiant les hypothèses (H^) et (H^) et dont la partie
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d'ordre 0, LQ = L - L, s'écrit Lo == e^L^e-^ avec L\ opérateur
pseudo-différentiel tangentiel à paramètre K, d'ordre 0, à coefficients
constants hors d'un compact de R".4"1.

On posera

(1-2.5) I/ = e~^L^ = L} + Lo.

On se donne enfin une condition aux limites fc , de la forme (1.1.1)
telle que le couple (L^b) satisfasse aux hypothèses (H3) et (T^v pouc

v réel fixé de - ^ î ^ • On appellera «points elliptiques de Z/» les

points (x,^,^) où la matrice â(x;Ç',^) n'a pas de valeurs propres réelles.
On peut alors montrer

THÉORÈME 1.2.1. - Soient ( p ( x ' ^ ' ^ ) et \|/(x;^,À,) deux symboles
d'opérateurs pseudo-différentiels tangentiels à paramètre, d'ordre Q, à
majorations uniformes, à valeurs réelles positives, vérifiant (p2 + \|^2 = 1.

Supposons en outre que (Supp cp) n 5'"- est relativement compact dans
l'ensemble des points elliptiques de Z/.

// existe alors C > 0, Ko > 0 ^h <?MÉ? pour roure fonction
yeCTW4-1) <?n afr

(1.2.6) [[ç?(x;2)',?i)i;||/,^ + )i||y[|^ + lYo^o

< c(l|L^||? . + ̂ ^(x;^^)^^!^ + \Ub)w\l)

A> . ̂ . v V 2 / /des que À ^ À-ç.

La preuve du théorème repose sur la construction d'un symétriseur
au sens de [8], [5], construction rendue possible par l'hypothèse (If^\.

On notera désormais X = (x 1 ' ^ ' ^ ) la variable de R" x S " , , Rappelons
Nque G désigne la Grassmanienne des H = — plans complexes de C^.

On supposera donnée une distance à sur G. Pour toute fonction
X -+ Ê+(X) à valeurs dans G, on notera I^W le projecteur orthogonal
de C^ sur Ê^(X) et ft-W - 1 - fi+W.

Montrons alors :

LEMME 1.2.2. - /; existe 80 > 0, Xo > 0, Ci > 0, C^ > 0 îé?b ^?
7?OMr rou^ fonction de classe C^, X ̂  Ê+(X) définie sur ffr x S", à
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valeurs dans G telle que Supd(Ê+(X), E+ÇX)) < 80 tout ve L2^71,^)j^
et tout À, ^ À-o :

(1.2.7) IÂW<2^,cu) ^ Ci|n^(x;Z)\À)u|^n^)

- c^n-^D^i^^)

(rt+ et n- étant définis à partir d'un prolongement de Ë^ en fonction
C°° sur tîT x {(^,À-);?i^O} homogène de degré 0 é?n (Ç7,^) po^r
^À/^OO).

Démonstration. — Choisissons des fonctions

(1.2.8) m : [R71 x 5'". ^ ^(C^C^) continue
m : Or x 5'î ^ ^(C^C^C00

telles que

Imm(Z) = E+W, ImmW = ^(A") et \m(X)-m(X)\^ ^ Cst8o.

D'après la deuxième des remarques suivant l'énoncé de (H^\, si Ôo est

assez petit, l'opérateur /^bo)Mo(x"•,^fl,'k) est injectif sur L^tR,^) pour
tout x " e y-1 et ^"^) c= S r ' fixés.

Soit également

(1.2.9) q:^ x 5"- -^ ^(C^^C^)

C00, vérifiant Im ^(A") = ^W1 pour tout X. L'opérateur

^(R^c^ez^tr,^-4) -> L2^",^)
(L2•10) (Fi,^) -^ m(x';D'^)v, + ^x';^^)^

est, pour À, assez grand un isomorphisme et (1.2.7) est alors équivalente à

\^^V}(m(x',D'^v, + q(x'\D'^v^
(1.2.11) ^ Cjfl+m^ ;^,^il^ - Cjn-^^;^,^!^.

Il suffit donc de prouver qu'il existe Ci > 0 tel que pour tout À- ^ À,o
assez grand et tout i;i e L^tR^C4) on ait

(1.2.12) IJ^m^;^,^ ^ ^ CJ^.



PROBLÈME MIXTE AVEC SAUT 331

L'application

ffr-1 x W.-{0}) -> ^(L\R))
(1.2.13) (^;^,?i) -^ (w^^MOc'7;^,^

=/^b)m(x',D^"^)

est un symbole d'opérateur pseudo-différentiel à paramètre d'ordre 0 à
valeurs dans ^(L\R)). Comme, d'après [7], [11] ces opérateurs jouissent
d'un calcul symbolique, il suffit, pour prouver (1.2.12) de montrer qu'il
existe Ci > 0 telle que pour tout (x";^",À,) avec \ ^ ̂  assez grand et
tout weL^R.C4) on ait

(1.2.14) IAWM(x^^)<,^ ^ Ci w ̂ .

Soit / une fonction C°° sur IR, à valeurs dans [0,1], à support dans

]-1,1[, identiquement égale à 1 sur - , , , et ^(x) = xpV On a
alors : L 2 2J \sj

(1.2.15) \/.{b)M(x"•^\fk)^ ̂  \^/.(b)M(x"^\\)^

+ Kl-XsVvWM^;^,^!^.

Le premier terme du membre de droite se minore par (Mo désignant
l'opérateur m(0,x";D^!,"^))

(1.2.16) C,\/^b,)M^w\l - C\[\/^b,)[^M^\l
+ IA(&o)Xe(M-Mo)w|o
+ (^2+^2+^S)ifco[Xe,(^2+^2+^)^]Mw|2o
+ IA(Xe(fc-&o))Mw|2

+ l^^+^+^o^^^+^+^^^Mwl^].

On a vu que le premier terme se minore par Ci XeC^wlo. La norme
de ^oXe(^o) dans 7T est en C^s1"1^) comme on le voit par interpolation
entre v = 0 et v = 1. Il résulte alors du lemme 1.1.1 qu'il existe
C(s) > 0 et C > 0 tels que (1.2.16) se minore par:

(1.2.17) Cilx^o)^ - ̂ K - cs^lwl2 .

C(c)
Modulo un terme contrôlé par —— |w| 2 , le deuxième terme du membre
de droite de (1.2.15) vaut

(1.2.18) <M*(x-;^,^V_,(fc*(l-^))^((l-^)b)M(x-;Ç^^)w,w>.
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L'opérateur qui intervient dans (1.2.18) a un symbole C°° dont la partie
principale est minorée par Cs^l—^^Id donc, grâce à l'inégalité de
'Gârding forte à paramètre (1.2.18) se minore par

(1.2.19) Cl|(l-x)wJ^ - ̂ Iw|^.

Choisissant alors 8 assez petit puis \ assez grand, on obtient (1.2.14).

Le symétriseur permettant de prouver l'inégalité (1.2.6) est fourni
par la proposition suivante, dans laquelle A désigne comme au
paragraphe 1.1 la partie tangentielle de la partie principale L\ de
l'opérateur Z/ et a le symbole de A .

PROPOSITION 1.2.3. — II existe un symbole d'opérateur pseudo-différentiel
tangentiel à paramètre à coefficients constants hors d'un compact, r(x;^,À)
défini sur (R^1 x R".'1'1, à valeurs dans l'espace des matrices hermitiennes
N x N , homogène de degré 0 en (^ /,^) hors d'un voisinage de 0 et des
constantes À-o > 0, c > 0, C > 0 telles que si R ( x , D ' , ' k ) désigne un
opérateur de symbole r :

Im(RA) ^ c?ild
(1.2.20) si À,^o.

- R + C^-v(b*)J^(b) ^ c Id

Démonstration. — Rappelons que, d'après [5], chap. 7, § 5, on a :

LEMME 1.2.4. — Soit p un réel strictement positif. Pour tout point
Xo = (xo^o^o)^^1 x S ^ , il existe un voisinage V de Xo, une
application y-p, définie sur V, à valeurs dans l'espace des matrices
hermitiennes N x N , C°° et une constante c(Xo) > 0 telles que pour tout
X e V :

îm(r,Wa(X)) ^ c{X,)-k Id
M 2 21)v ' ' / -^(^^^^^^(pin-^o^l'-in-,^)^2), ^veCN

(cette dernière inégalité seulement lorsque Xo = (xo,0;^o^o)î n+(A"o) et
Tî-(Xo) désignant alors les projecteurs orthogonaux sur E+ÇXy) et E+(Xo)1

respectivement).

CoOn fixe désormais p > — (Ci et Cg désignant les constantes du
Ci

lemme 1.2.2). Si le réel 5o tel que d(Ê+(X),E+(X)) < 5o et V sont assez



PROBLÈME MIXTE AVEC SAUT 333

petits on a (quitte à modifier légèrement c(Xo) et p)

(1.2.22) - (r,(X)v,v) ^ c(^o)(pin-(Z)r|2 - \fÏ^X)v\2),
Vi^C^, ^ X e V .

Par partition de l'unité subordonnée à un recouvrement de l'espace
j^n+i ^ ^ p^ ^ ̂  ouverts on obtient un symbole r(X) et un réel
c > 0 tels que

Im(rWaW) ^ cUd
v • • ) - (r(l>,y) ^ c(p|lî-(;W - \fi^X)v 2),

(les coefficients étant constants hors d'un compact les c(Xo) sont
uniformément minorés). Par l'inégalité de Gàrding forte à paramètre on
obtient la première inégalité de (1.2.20) pour ^ ^ À,o assez grand ainsi
que

(1.2.24) - <^,î;>^n+l,clV)

Cst
^c^\îl.(x,D'^)v\^-\îl^D\^)v\^-^ v\[,

pour tout v e ̂ (IR^1,^). La deuxième égalité de (1.2.20) en résulfô

en utilisant (1.2.7) et en choisissant C dans TT5" et ^o assez grand.JCi C^\_

Remarquons que l'on peut supposer que si F est un fermé conique
tel que F n 5'". soit relativement compact dans l'ensemble des points
elliptiques de L\ le symbole principal de ïm(RA) est supérieur ou égal
à Cst (^2 + X2)^2 au voisinage de F .

Preuve du théorème 1.2.1. - Par intégration par parties, on a:

/•+oo

(1.2.25) (R7oV,yov)^^+i ̂  = 2 îm <^Av,v) dx^
Jo

Ç+oo Ç+co 1 ^-n \

-2 ïm(Rv,L^vydXn-\ {—v,v}dx^.
Jo Jo \^" /

Soient <î> et Y des opérateurs de symbole (p et \)/ de telle manière que
î>*$ + y**? = 1 + S avec 5 opérateur de degré - 1. On a donc

(1.2.26) (RAv,vY = (RA<S>v,<S>v^ + (RA^v^v') + <[<D,7L4]t;,d)u>
+ ^^Aïv^vy + <5'̂ ^,i;>.
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Le symbole principal de Im (RA) est minoré par c^+À,2)2 au voisinage
de Supp (p donc par calcul symbolique tangentiel

(1.2.27) f °° <im (RA)^v^v) dxn ̂  c\\<S>v\\î ^
Jo (S)''

pour À- assez grand. Grâce à (1.2.20) on a en outre

(1.2.28) | °° <Im (RA^v^vY dxn ̂  c'k\\^v\\Ï
Jo

pour ^ assez grand. Enfin, les trois derniers termes de (1.2.26) s'estiment
par C| |i; I I 2 . D'autre part,

(1.2.29) <^,Z^> = <0)^,OL^> + ^Rv^Lh) + (SRv,L^

et r^
(1.2.30) |<0)jRy,OL^>|^

Jo
^ C||<DL^||. ^ [||0t;||. ^ + \\v^ ^ ]

(o.-,);. (o,̂ );. (o.-^);x

< CJIL^IL ^ + e||(Dî;||2. ^ +^||u||2

(o.-^);. (o.,);. X

pour tout s > 0,

f00 K^^Z/î;)!^ ^ C\\vU^L^\\,
(1.2.31) Jo

^Çll^L^lo'+e^lhllâ
A

pour tout s > 0. Alors, le membre de droite de (1.2.25) se minore par

(1.2.32) CriW;^ + Hv\\ï - ||LW . -^II^L^II2]
L (s)^ (°'-2)^ ^ J

si s est choisi assez petit et À, assez grand.

Comme, d'après (1.2.20)

(1.2.33) <R7^j,uy ^ C\/^,u l-c\y,u\l

on obtient l'inégalité cherchée.
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1.3. Résolution du problème mixte.

Il s'agit maintenant d'utiliser l'inégalité d'énergie du paragraphe 1.2
pour résoudre le problème 1.1.2. Pour cela, il faut d'abord montrer que
cette inégalité s'applique également à tout problème adjoint de (L,b)
i.e. que si l'hypothèse (H^\ est vérifiée par le problème direct, (^4)-v
est vérifiée par tout problème adjoint.

Rappelons d'abord que d'après [5], chap. 7, il existe des applications C00

par morceaux sur R"-A, localement constantes hors d'un compact de
IR", a (x ' ) , a ( x ' ) , l ) ( x ' ) à valeurs respectivement dans ^(C^C^^),
^(C^O1), ^(C^C^) telles que pour tous a . R e C ^

(1.3.1) <a,P>cN = <fca,ap>c, + <aa,^>cN-n

les crochets < , > désignant le produit hermitien des espaces indiqués.

Un problème adjoint de (L,b) sur H" est par définition tout pro-
blème de la forme (L*,fc) sur H ~ v . D'après [5], pour À- réel positif ou
nul, la somme directe des sous-espaces spectraux associés aux valeurs
propres à partie imaginaire positive du symbole principal
L*(x;Ço» Ci + î^, . . . , Çn) est égale à E+ (x;^,^)1. On peut alors énoncer :

LEMME 1.3.1. - Si (L,b) vérifie (H,), (H:), (H^), (H,\ pour K ^ 0,
(L*,ë) vérifie (H,), (H,), (H,), (^)-v pour À ^ 0.

Démonstration. — Compte tenu de [5], chap. 7, § 6 seule la validité
de (^)-v pour CL*, 5) est à vérifier.

Soit mÇx''^'^) un symbole vérifiant les conditions de (H^\ pour
(L,fc) et mÇx''^^) une fonction continue définie sur R" x 5'"-, à valeurs
dans ^(C^C^) d'image en chaque point E^(x'^,\)1-. Si Mo(x";^'A)
et ÂfoOc";^,^) désignent les opérateurs associés sur L^tR), on a
M*Mo = 0 d'où grâce à (1.3.1), pour tous Wi, w^oL^R^)

(1.3.2) <Â(^o)MoWi,^-,(âo)MoW2>^^c^

+ </v(ao)Mo^v^/-^(f)o)Mo\v^L^R,cN-^ = 0.

Si H^eKer C/_v(fio)Mo), la surjectivité de ^^(bo)Mo entraîne
^_v(oo)MoW2 = 0. Comme en tout point x " ,

Ker a(±0,x") n Ker l!(±Q,x") = {0} ([5])

on a Wz = 0.
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Pour voir la surjectivité, on remarque que

ImMo^;^) = (\m(M,(x"^"W

puisque la propriété analogue est vérifiée par les symboles. Il suffit donc
de montrer que ,/-v(^o)l(imM )i est surjectif. Or, si g e L^IR.C^"^) est
donné, il existe, puisque /^(bo)Mo est un isomorphisme un unique
^eL'CR.O1) tel que

(1.3.3) <^v(&o)^>,^>L2(R,C^) = - <A(ûo)^O^i>L2(R,C^)

pour tout weL'OR.O1).

Comme C^ = Kera(±0,x") © Ker^(±0,x"), il existe v e L2^,^)
tel que ^_v(ao)u = g et / -^(f!o)v = ^. Puisque, d'après (1.3.1) on a
toujours

(1.3.4) <MoW,U>^2(^c^) = <^(fco)^oW^-^o)^>L2(R,C^

= <A(ûo)^oW^-v(^>L2(R,C^-P)

pour tout weL^tR.C^), on obtient grâce à (1.3.3), ye(ImMo)1 .

Afin d'être certains de pouvoir construire, dans ce qui suit, des
symboles à majorations uniformes ayant les propriétés de localisation
souhaitées, on doit; exiger des divers voisinages coniques qui vont
intervenir des propriétés d'uniformité à l'infini (en x). Pour cela, on
réservera donc le nom de « voisinage conique » d'une partie P de
R^1 x (R^1-^}) à la trace sur R^1 x (^'-{O}) d'un voisinage
conique de l'adhérence de P dans fè^1 x (R^1-^}), fê^1 désignant
le compactifié d'Alexandroff de R " ^ ' 1 .

Pour énoncer le théorème d'existence et d'unicité, on conviendra
de dire qu'une fonction u e^^T^vy^iR^1) est microlocalement
dans ^^(^(iR^1) (avec s>5') sur un fermé conique V de
R^1 x (^"^-{O}) s'il existe un symbole tangentiel, à paramètre
d'ordre 0,(pi(x;^,À,), (pi = 1 au voisinage de V (dans le sens qui vient
d'être précisé) (pi à support dans un voisinage conique de V tel que
(pi^Z^ÀKér^i^e^^^iR^1). Énonçons alors:

THÉORÈME 1.3.2. — Soit (L,b) un problème mixte hyperbolique avec
saut vérifiant les hypothèses (T-^i), (H^), (^3), (H^\ du paragraphe 1.1

avec v e 0,. fixé. Alors pour tout voisinage conique V de
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{(x;Ç\?i);Xo=^=0,Ç"=0,)i=0} dans R^1 x (^-{O}) tel que
V n 5"- ê5î relativement compact dans l'ensemble des points elliptiques de
Z/, il existe À,o > 0 et pour toute fee^H, ^(R^1) microlocalement

^-2)
dans e^H^R"^1) hors de V et tout gçe^H^W1) il existe une unique
fonction uçe^H^^R1^1), microlocalement dans e^^H, ^ sur F, solution
A ^de

(1.3.5) Lu =f
byou = g .

En outre, 7ou e e^1 H^'(W1) et pour tout couple de symboles tangentiels à
paramètre d'ordre 0, (cp,\|/) à valeurs dans ^+ , vérifiant (p2 + v|/2 = 1 ,
(p = 1 au voisinage de V, (Supp (p) n 5"- relativement compact dans
l'ensemble des points elliptiques de L^, on a l'inégalité d'énergie (pour \
assez grand) :

(1.3.6) ||(p(3C;ZrA)^iu||; . + Ue-^u^ + le-^yoMi^
^•^

^cFlI^-^/IL2 ^ +^l|v|/(x;2)^^-^/||?..,+l^-^lîJ.
L ^-2^ ^ J

Remarque 1.3.3. - Si M e H^W1) et Lu e ̂ ^(R^1), on sait
que yo(u) existe et est dans J^oc2^")- D'après le lemme 1.1.1, b^oU
a donc un sens et est dans T^oc^lR") dès que v > 0. Dans le cas
v = 0, pour donner un sens à la deuxième équation (1.3.5) choisissons
(p(x;Ç',À,) un symbole tangentiel à paramètre d'ordre 0, (p = 1 sur V,
à support dans un voisinage assez petit de V pour que
^(x\D'^veH, ^, (ER7^1) (avec v=e~^xlu). On peut alors écrire

(s)^
v = ̂ (x;D'^)v + (l-(p(.x;;2)',À-))u et il suffit de définir le produit de
b avec la trace de chacun de ces deux termes, ce qui est l'objet du
lemme suivant :

LEMME 1.3.4. - i) L'application de trace v -> joV se prolonge
continûment de {v e H, ^ W1) ; L^v e H, ^ W1)} à valeurs dans

°'2 '̂  i0'̂
r2/o^ v 2/ K /
L (H ) . ^

ii) Soient b6L°°(R") vérifiant WF(b) c= TW et v^H ^(Hr) tel que
WF(vo) ne rencontre pas TÏW1, à supports compacts. Alors le produit

_}_
bvo est bien défini et est dans H î(Rn).
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Démonstration. - i) Soit v le prolongement de veC^ÇR^1) par 0
dans (R^1. Alors Z/u = L^ + yo^ 00 8(^=0) d'où

lYo^lo = est ||Yo^®8|l/ i\ ^ est (||î;|L ^ + |[Z/u|L ^)
(-l'2} (S) (S) .

et le résultat.
ii) L'existence du produit est classique. Pour prouver la régularité,

on utilise les décompositions dyadiques [6], [3]. On écrit (avec les
notations usuelles)

(1.3.7) ^ = Z ( Z b\,+^b,( E »,}+ Z b,v,.
q \PSÏQ-NQ / p \Q^P-NQ / \P-Q\<NQ

Le premier terme est, si No est choisi assez grand, le paraproduit T^v
-1 -p / \et est donc H 2 . Comme ^ Vq 2 2 ç ^ 2 ^ q^ç ^ { ^ y i ^

Q^P-NQ 0 \g^p-No /

à spectre dans une couronne de taille 2^, le second terme de (1.3.7) est
i

également H'^R^. Enfin, comme WF{b) + WF(vo) ne rencontre pas
la section nulle, bpVg est à spectre dans une couronne de taille V ^ 2Q

et \bpVg\o < Cp22 avec (Cp)e<f2 donc le dernier terme est également

77~2(^).

La condition aux limites ayant le sens que l'on vient de préciser,
on peut maintenant donner la preuve du théorème.

Démonstration du théorème 1.3.2. — Quitte à poser

v = (À^-A^O?-^), f^ = (^-A^éT^i/)
et

^=(1-A^-^),

on se ramène au problème

L\ = f(1.3.8)
/Âb)VoV = ̂ .

Existence d'une solution faible. - Choisissons V voisinage conique
ouvert de V - {0} contenu dans l'ensemble des points elliptiques de Z/,
(pi(.x;^,?i) un symbole tangentiel d'ordre 0, égal à 1 au voisinage de
F, à support dans P, à valeurs dans [0,1] et \(/i(x;^,À,) symbole
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d'ordre 0, à valeurs réelles positives tel que <p2 + ̂  = 1. Soit

(1.3.9) F={QeCÏ(R1+l•,CN);/,^,Q=0}.

Si on note «,» la dualité Sf^1 ; C") ̂ '(R^1 ; C^on a l'inégalité

(1.3.10) |«/\e»| < C\\^(x;D',\)f% _i^||(pi(x;Z)'^)e||/ .
o,-^ o,,;.

+ ci|v|/i(x;z)',?L)^ii<,ii^(x;z)',À)9||, + cn^ii/ ^ neiio
(0--^

d'où, grâce à l'inégalité d'énergie (1.2.6) appliquée au problème adjoint
rétrograde

(1.3.11) |«/\9»|2 ̂  C[||̂ |!/ _i, + ^ \^,(x;D',W^

x [iiL^en/2 . +l||^(x;û'^)L^e||a(o,-^ ^
pour .̂ ^ Ko assez grand, 6e F.

D'autre part, sur le bord R", on a

(1.3.12) |<,?V-v(û)Yo9>l < WolYoôlo

< C|̂  o[||L^e||/2 ^ +l||^(x;2)',?.)L^9i|2]^.
(o,-^;x X

On définit alors une forme linéaire { sur L^*F en posant

(1.3.13) /(L^9) = «A9» - i<^V-v(a)Yoe>

qui est continue lorsque L^*F est muni de la topologie définie par la
norme ||Z/*9||/ ^ + ||\)/i(x;Z)',^)L*-*9||o. Par Hahn-Banach, £ se

("•-ï)^
prolonge en un élément du dual topologique E ' de l'espace

(1.3.14) E = { a e H . ,. ;^,(x;D',ï.)(ûeL2}.
[0'-^

Comme E ' c: L2 , ^ se représente par un élément ueL^R^1). Si
(pzOc;^,^) est un symbole d'ordre 0, identiquement égal à 1 au voisinage
de F, à support dans l'ensemble des points où (pi vaut 1, à valeurs
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réelles positives, ^(x;D'^) opère de H . ^ dans E donc (p^x;!)^)*
v " ^

envoie E ' dans ^ ^ ce qui entraîne ^^(x,D'^)v e H , ^ .
l0'"^ (0.-^

Vérification de la condition aux limites. - Dans le cas v > 0, si ©
est dans C^Rr1;^) et 9e^(Rr1) vérifie ^-v(S)yo9 = 0 on a

(1.3.15) «L\o,9» = «œ,L^9» + i <Â(&)Yoœ,^(J)yo9>

= «œ,L^9»+ iW^-Ay^œ.a^-A')^)

(où le deuxième crochet désigne la dualité H" 2, H2 v) par intégration
par parties et d'après (1.3.1). Si T', est l'opérateur pseudo-différentiel
tangentiel de symbole (l^e^^2))-1, T',vçH{(W^1) donc (1.3.15) est
vérifié par œ = T[v. Comme 7> converge vers v dans L2 et que
T'^QV converge vers joV dans ^-^'(IR"), (1.3.15) est vérifiée par œ = v .
En utilisant (1.3.13), on a alors

(1.3.16) W-AV^-^-AV^,^) = 0,

Vge^R") avec 59=0 .

Si on prend 8 à support hors d'un voisinage de A, le fait que
Ker^OQCKerSOQ == C^ en tout point entraîne que

_v v

fc^-A7) 2Y^ - (À,2-A') 2^ est supportée par A donc nulle puisque
dans ^oc2^ grâce au lemme 1.1.1.

Dans le cas v == 0, (1.3.15) est vérifiée pour 9 e Ci^lR^-A) solution
de Syo = 0 et on voit comme précédemment, en utilisant le lemme 1.3.4
que by^v - g^ est supportée par A et dans H^j (V) donc identiquement
nulle.

Régularité de la trace et inégalité d'énergie. - Choisissons trois
symboles tangentiels à paramètre d'ordre 0, à valeurs dans [0,1]:

- (p°(x; Ç, À,) supporté dans un petit voisinage conique de Xo = x^ = 0
î," = 0, X = 0 ,

- (p"(x;^,^) supporté près de A et hors d'un voisinage conique de
^ = 0 , ^ = 0 ,

- (p^.x;^,^) supporté loin de A,
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tels que (p° + <p" + <p' = 1. Notons 4>°, <Ï>", <!>' des opérateurs d
symboles (p°, (p", (p'. Si v est la solution précédemment construite,
posons

(1.3.17) v, = S,(v) = T^v + T'^"v + T'^'v

où 7^, 77, T'e sont les opérateurs de symboles respectifs (1+ei;2)"1,
(l+e^+e^r1, (l+e^+e^r1.

Alors v^eH^W1) et l'inégalité d'énergie (1.2.6) (où (p et <)/
sont les symboles définis dans l'énoncé du théorème) est vérifiée par v^ :

(1.3.18) ||(p(x;Z»'^)^||/^ + UvM + ly,Al§

< C\\\L\\\2, ^ +l\^(x•,D',K)L\\\l+ \/^^\{\-
L ("•-^^ À -1

Le commutateur [S^L^-] opère de H^^(R"^1) dans lui-même avec une
norme indépendante de e et de X. De même, [5'e,(p(x;D',À.)] et
[S,,^i(x;D' , ' k ) ] opèrent de H^^Ry) dans ^(i),^!);^^1).

On en déduit les inégalités :

111^11, n ^ Cll/^ll/ ^ + C||u||/ ix^-ïV (^-ï)^ i0'-^
(1.3.19) ||v|/(x;û',X)L^||o ^ C||\|/(x;7)',X)/"||o+ C||u||o

+ C||^||(o,-iu

||ç(x;£)\^)uJ|/i^||^((p(x;2)\^)i))||/ix-C||tî||/_i^-

D'autre part, R désignant un opérateur tangentiel d'ordre - 1, on peut
écrire

'Y»v = Yo^ + 7o^"f + yo^'r + Yo^
(1.3.20) g^=/^b)j^°v+/^b)y^"v+/,(b)y^'v+/^b)'YoRv.

Comme g^ est L2 ainsi que Yo$°^, Yo^'f et jyRv, la dernière égalité
entraîne que /^b)jo<S>"ve L2. Alors, dans l'expression

/Ab)j^-g^/^b)^,Wv-Y^°v)
(1.3.2l) +(r:(A(&)Yo<i»"")-A(fc)yo<i>"")

+ /Àb)(yWv - 7o<D'D) + [/Ab\ T'nv^'v - /.(b)j»Rv
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les trois parenthèses tendent vers 0 dans L2 et l'avant dernier terme
vérifie

(1.3.22) \[/.(b\T'^^"v\, ̂  CE^L^

donc /^(b)joVs converge vers g^ — ^^(b)yoRv si £ -^ 0.

En outre, T^jo^)°v et T'^o^>'v convergent dans L2 vers jo^°v et
jo^'v respectivement. On déduit alors de (1.3.18), (1.3.19) que
\T'^Q<S)"V\Q est uniformément bornée pour 8 > 0 donc Yo^7^ G L2. Alors,
Yo^e converge dans L2 vers joV — yoRv. En particulier joveL2.

En passant à la limite dans (1.3.18) et en utilisant (1.3.19) et le fait
que ^

\im\\S^(x,D'^)v)\\^ ^ ^.llcp^Zy.^lL ^
(o^^ 2 [o,̂

l im| |^ | |o^ . l | r | lo
e-O 2

si 'k est assez grand on obtient :

(1.3.23) ||(p(x;7) /,?l)î;|!.l^ + W\l + l y o ^ l S/ i\ ' ^n^ i io r i r o ^ i o(s)̂
^cfll^ll2. ^ +l||v|/(x;/)/,^)^||2o+ l^l2]

L ^-zj^ Â- -J

+^ II^IIS+^II/'II2/ n +^IW S.
À, /. ^"i)^ À'

On en déduit (1.3.6) par définition de v et en utilisant l'équation pour
obtenir la régularité H" par rapport à la variable normale.

L'énoncé du théorème 1.3.2 n'est pas invariant par difféomorphisme
puisqu'il fait intervenir des opérateurs tangentiels. Il résulte toutefois de
la preuve en résultat intrinsèque mais plus faible :

COROLLAIRE 1.3.5. — Pour tout voisinage conique de {(x' ;^ ' ,^) ;
^=0,^-0, )i=0} dans V x (^^-{O}) tel que V n 5'". soir relati-
vement compact dans l'ensemble des points elliptiques de Z/, il existe
À-o > 0 et pour toutes fe e^^W1), ge ̂ ^'(R"), une unique
solution u du problème :

uee^^W1), Lu =f
(1.3.24) Yo^ Ge^îT microlocalement au voisinage de V

byou = g.
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En outre ^QUG e^xlH>/{Wl) et on a l'inégalité d'énergie :

(1.3.25) ^ll^^^llv^+I^^Yo^lv^^Cr^lle-^/ll^+l^^glïJ
|_A J

Démonstration. — L'existence résulte du théorème 1.3.2. Remarquons
que dans la preuve de la régularité de la trace et de l'unicité, quitte à
remplacer (1.3.18) par :

(1.3.18)' K\\v.\\Ï + lïo^lS < q^llZ^JIS + [^(fr)yo^l^|
L^ J

la régularité microlocale tangentielle de la solution v = e~^u n'est
jamais utilisée. Seule intervient le fait qu'au voisinage de V, yo^ est

microlocalement L2. Sous les seules hypothèses du corollaire, il résulte
donc de la preuve du théorème que joue e'^H^ÇR'1), que (1.3.25) est
vérifiée et donc que u est unique.

2. ÉTUDE DE LA RÉGULARITÉ CONORMALE

On étudie désormais le problème mixte avec saut sur la condition
aux limites dans le seul cadre L2 (i.e.v==0 dans ce qui précède). On
notera simplement (H^) l'hypothèse (^4)0 du paragraphe 2.

Il est commode d'introduire une nouvelle notation pour les espaces
H(o^s) du paragraphe 1 : On notera désormais pour 0 ouvert de ^n + l

H^O) = H(Q,S)(P) = {restrictions à Q d'éléments de H^)W1)}

et si À, est un paramètre de 1R* , ÀÏ(Q) désignera l'espace précédent
muni de la norme

IMI^(ÎÎ) = inf||i51|(o,^

la borne inférieure étant prise sur tous les prolongements v ' de v en
éléments de H^s);^^1)' On notera H^(SÏ) l'espace des distributions
sur f2 qui sont localement dans Â^IR"^1) muni de sa structure naturelle
d'espace de Fréchet. Si û = R"-4'1, on posera simplement (en particulier
dans la section 2.2) H5 = H^W1).
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2.1. Vitesse finie de propagation et inégalité L2.

On peut montrer, comme dans l'étude du problème mixte usuel que
le problème (L,b) de la partie 1 avec les hypothèses (T^i) à (H^) possède
la propriété de vitesse finie de propagation. Pour cela, on exprime tout
d'abord de manière intrinsèque ces quatre conditions. Pour les trois
premières, c'est identique au cas classique ([5], §VII-8). Quant à (^4),
il suffit de voir qu'elle est satisfaite dans toute base de la fibre de
T'W^/^v (v désignant la normale au bord) de la forme
(êo, . . . ,^ - i ) où eoeT^V^1 et e^ est la direction d'hyperbolicité dès
qu'elle l'est dans l'une d'elles ce qui est immédiat. On montre ensuite ([5],
VII-6) que si dans le théorème 1.3.2, les données/,^ sont nulles pour
Xi < x?, la solution u est nulle pour Xi < x?. Par un argument de
prolongement des opérateurs et de convexification, on en déduit un
théorème d'unicité locale ([5], VII, proposition 8.3). La vitesse finie de
propagation en découle comme dans le cas des conditions aux limites
régulières, le seul point nouveau à vérifier étant la conservation de
l'hypothèse (H^) lorsque l'hyperplan des données de Cauchy est déformé
de telle manière que son conormal reste proche de dx^. Cela résulte
du fait que lors d'une telle déformation les sous-espaces E+ dépendent
continûment de celle-ci (cf. [5], VII, proposition 8.4) et que l'hypothèse (^4)
est ouverte. On a donc :

PROPOSITION 2.1.1. — Soit (L,b) un problème mixte avec saut vérifiant
les hypothèses (H ̂ ) à (H^). Il existe 6 > 0 tel que si

(2.1.1) 0 ={x€Bn+l;8(x2o+ ... +^) i<^-Xl}
SÇ1 = Qn{x^=0}

. i
et ueL^c(P) est tangentiellement microlocalement H 2 près de
TÎ<9Q x {0} et vérifie: Lu = 0 sur Q, b^oU == 0 sur 80., u\^o = 0,
alors u = 0 sur Q.

On en déduit :

THÉORÈME 2.1.2. — Soit (L,b) un problème mixte avec saut vérifiant
les hypothèses (H^) à (H^). Soient f e H^ (Q), gçL^(8SÏ) nulles pour
Xi < 0, telles que f est microlocalement dans l'espace L2 hors d'un
voisinage de Tî 80. x {0} dans T*8Q. x U+ contenu dans l'ensemble des
points elliptiques de L.
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Alors il existe un unique ueL^ÇSÏ), microlocalement
H 2 près de T? ÔQ x {0} vérifiant :

Lu = f sur Q,
(2.1.2) bjou = g sur 30

^<o == 0.
En outre, y^u eL;oc(3î2).

Démonstration. - L'unicité découle du résultat d'unicité locale déjà
signalé. Pour l'existence, on désigne si p e ]0, T[ par Op l'ouvert obtenu
en remplaçant F par T - p dans (2.1.1). Soit % e Cg°(0), % = 1 au
voisinage de fip n {xi^O}. Si i^ est la solution du problème (1.3.5) avec
les données ^/, ^ fournie par le théorème 1.3.2, la proposition 2.1.1
entraîne que u^ ne dépend pas de / et est solution de (2.1.2) sur ûp
d'où le théorème.

Il s'agit maintenant d'écrire une inégalité d'énergie localisée
dans des ouverts de la forme précédente. On pose f^ = e~^xlf,
g^ = e'^g, v = e~^u. Soient r" c a. r ' c c: r trois voisinages ouverts
coniques de T? 8iî x {0} dans T*8Q, x R^. contenus dans l'ensemble
des points elliptiques de L. Soient (p^x;!)'), ^^(x;D') deux opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels proprement supportés dans 0 dont les
symboles vérifient (modulo des symboles d'ordre — o o ) : (p^x;^) est à
support dans F, identiquement égal à 1 au voisinage de r' et \|/i(x;^)
est à support dans [f, identiquement égal à 1 au voisinage de (r\
Supposons f^ G Z^oc microlocalement tangentiellement au voisinage de
Supp v|/i.

PROPOSITION 2.1.3. - Soit po£]0,T[ fixé. Il existe w e N , pi > 0,
À,o > 0, C > 0, C(k) fonction continue de À- à valeurs dans 1R* tels que
pour tous p1 > p > po, À, ^ À,o la solution u = e^v de (2.1.2) vérifie
l'inégalité d'énergie :

(2.1.3) KM2^ + l7o<^,,

^ ^(P—P) "<()l(x;w"^+ i ̂ D'^^
^^^^(P ÎIM^-,̂ .

£'n outre, si ^p/eCS°(Op) yaur 1 au voisinage i ïp ,n{xi^0} ^r r^fc
que l^/pp, ^ C^p'-p)-'011 et si Mpp, = ^^pp, ^ la solution de (2.1.2)
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lorsque f, g sont remplacées par ^f et ^g (Mpp.lnp, = M|^),
\\^i(x;D')v^\\ i s'estime par le membre de droite de (2.1.3) multiplié

/^("p')
par C(^). p

La preuve de la proposition utilisera le lemme suivant :

LEMME 2.1.4. — Soit SÇx'^D') un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
d'ordre 0. A lors il existe pour tout s e R un entier m s tel que pour tout
compact K de W^\ [S(x,D'),^.} soit continu de /^(R^1) dans
H^ç1^"^1) avec des semi-normes majorées par ———— (C étant
indépendante de p, p').

Démonstration. - II suffit de traiter le cas s entier ^ 0 : le cas s
entier négatif s'en déduit par dualité et le cas général par interpolation.

Si a est le symbole complet de 5', on a pour toute v e Ci^lR^1)

f-lV^i
[S^]v= ^ rô^^)-——^

0<|a'|<m ~ •

x [eix'^\D^)(x^)v^,x^-^
(- ])m+l r

+ E -——7—— \^.(x,x'-y')v(y',xn)dy'
v |a'|=m+l a • J

avec

^(x,x--/)=—— [e^-^'Df'^x^d^ f\^(x/+r(/-x^x,) dt.
\z'n) J Jo

Pour tout k e ^J, il existe m^ tel que les noyaux ^, définissent des
opérateurs bornés de L\ dans È^ de semi-normes inférieures ou égales

Cà _____ Comme les termes de la première somme sont bornés de
(p--p)^

H^1^^1) -^ TÏ^ocW^) avec une semi-norme qui s'estime de même,
le lemme est prouvé.

Démonstration de la proposition. - Pour simplifier les notations,
posons y = Upp,, X = Xpp- L'inégalité d'énergie (1.3.6) appliquée aux
données ïf, jjg s'écrit

(2.1.4) Uv\\ï + \\^D\X)v\\^. + |yoi^

^c[\\w ^ +^llv^/(x;z) /,?l)x/xlls+i^ia(o,-^ ^
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où l'on peut supposer que (cp,\|/) sont choisis tels que (p = 1 sur
{^2+?l2^£2^2,x2+;c2^2} avec £ tel que

F ^^{(x^'),xï+xï<s\\^\<s\^\}.

On voit, par dualité et interpolation à partir du cas s e N que

(2.1.5) llxwlk.u < ———^ llw|l(o,^.
(P - P)

On a en utilisant le lemme 2.1.4 pour estimer [ l—<pi ,x ]

llx/'ll/ n ^IIWi^W'IL-, +—llx(l~cpl(x;2)/))/xll^p)^0,-^1;^ ^'(ûp) ^ / A p

^ "T^^1^25'^"^^)4' .^^l(x;z)')/'^2<"p>
i CW i,^,,

(p'^rt-1^11-1^
pour un certain réel pi > 0 (<pi et <)/i sont proprement supportés
dans t2).

D'autre part

ll^^^'^^ll.^ll^i^^^X/'ll^+ll'l/^^'AXI-^^;^'))^!!^
<||^(X;D')^||^^,+||[,I,,,^||^+C^)||X^||.

P H (i2p)

s"+•(>!c•)/l"'•<V+(i£^-«/ll^,,„„,

d'après le lemme 2.1.4 et le fait que \|^i soit proprement supporté
dans Q.

L'inégalité (2.1.3) de la proposition en découle.

En outre, on a

\\^W)v\\ \ ^||(pi(x;7r)(p(x;2)'\K)v\\ .1 +l|cpi(l-(p)y||.,
^(ûp') ^(ûp') ^("p')

< C(?i)||(py||,i,+ C(?i)||^||o.

L'inégalité (2.1.4) et la première partie de la preuve entraînent la fin
de la proposition.
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2.2. Deuxième microlocalisation tangentielle.

Le théorème de propagation de la régularité conormale sera démontré
par régularisation de la solution u à l'aide d'un opérateur de la forme :
(l+e^xg+x^D^+e2!)"2)"1. Un tel opérateur n'a pas de sens comme
opérateur pseudo-différentiel tangentiel. On doit, pour le définir, construire
un calcul 2-microdifférentiel tangentiel jouant vis-à-vis du calcul pseudo-
différentiel tangentiel le même rôle que le calcul 2-microdifférentiel de
Bony [4] relativement au calcul pseudo-différentiel classique.

Dans cette section, on indique comment adapter le calcul de Bony
à ce cadre. Les démonstrations, identiques à celles de [4] sont laissées
au lecteur.

Notations. — Comme on l'a déjà précisé, H3 désigne l'espace
^^(R^1). Soit A lagrangienne conique C°° de TW - {0}. Si
mo(x ;^' ) , . . . , m^(x;Ç') désigne un système d'équation de A x {0} dans
r*[R" x R^., homogènes de degré 1 et Mo, . . . , M^ sont des opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels de degré 1, proprement supportés, de
symbole nio, . . . , m^, on pose, pour k e ^J et 5 e R :

(2.2.1) H^ == { v e H 5 , V7 avec |/| ^ k, M ^ v e H ' }

M1 désignant le composé M1 = M^ o . . . o Mi si / = { f i , . . . , i\}.

Si s ' e R, H^8' est défini par dualité et interpolation.

Soient

(2.2.2) do(^ /)=(l+^ 2) i , ^(x^^fl+f^x;^)2)2

\ 0 /

J^o IG module des champs de vecteurs homogènes de degré 0 sur
TW x (R^ , j^\ le sous-module de J^o des champs tangents à A x {0}.
Suivant Bony, on définit l'espace des symboles de bidegré (m,m')eR2

dépendant du paramètre s G ]0,1] par :

^'m = {^(x^^eC^rWxR.,) ; V f e , f e ' entiers, 300

(2.2.3) et

li^Jffa^^l^C^r^ï1^ ;
V(x ;^,e) e T* ffr x n+ x ]0,1]}.
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On définit les (familles d'opérateurs 2-microdifférentiels tangentiels de
bidegré (m, m') sur A par :

DÉFINITION 2.2.1. - Soit A,: C00^1)-^^1) une famille
d'opérateurs proprement supportés uniformément en se] 0,1].

On dit que A.eOpÇt^') 51 et seulement si

Ad P, o . . . o Ad Pk o Ad M^ o . . . o Ad M^4,

est un opérateur uniformément borné en £e]0, l ] de Èy' dans
ffs^-m--Lpj,s-m+k p^y ^^ couple (s,s'), où Pj est soit un opérateur
pseudo-différentiel tangentiel d'ordre pj soit égal à la dérivée normale D^
(et alors pj=l).

Le passage des symboles aux opérateurs se fait par l'intermédiaire
du théorème suivant :

THÉORÈME 2.2.2. - II existe une unique famille d'applications linéaires
continues cr^, de OpÇt^) sur S^/î^-1 vérifiant :

a) Si A.eOpÇt^'^) et B, e Op (£^. m^ ^ ^ ^^ ^ = ̂  + ^^
m' = m[ + Wa

(2.2.4) ^^m'ÇA, 0 B,) = Om,,m\(A,).G^^(B,)

^m,m'-i([A,,B,]) = y{a^,^(^,),a^,^(^)}.

b) Le noyau de a^/ est Op(î^•w/- l).

c) Om^(A^)= a^(A).

d) Si Pg est une famille d'opérateurs pseudo-différentiels tangentiels
d'ordre m, alors o^oC^e) est le symbole usuel de P modulo S^'~1 .

La preuve de ce théorème se fait en ramenant au cas A = 7%^" à
l'aide d'une famille d'opérateurs Fourier intégraux tangentiels. Ce cas
particulier s'étudie comme dans [4]. Nous rappelons les principales étapes
de cette étude.

Soit (peC^iR^1) une fonction à support dans la demi-couronne

{ x e R r 1 ; fe-^lxl^fe}, k > 1 telle que f cp(2-^) = 1. On notera
—00
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cp(x') la restriction de (p à x^ = 0. On pose pour j ^ 0, i^ = ^ { l ' ^ D ' ^ u .
On caractérise alors l'espace H3^ = H^nn par :

ue^'ÇR^1) à support dans 5(0,1) est dans H^' si et seulement
si :

3(c,),e^2 telle que, ^ / j e N : 12^(1+2J|x|)s^•|o < c,.

Pour définir la quantification des symboles, on introduit comme dans
[4] les espaces de Sobolev à poids SP(s,s') définis par :

ve^'W1-^}) et à support dans 5(0,1) est dans SP(s,s') si et
seulement si

Y n+l\

3(c,)^e^2 telle que, V / e ^ J : |(p(x)t; (2-^)1^^ ^ c^^ 2 ^

la norme l . l j y s + s ' désignant la norme tangentielle d'ordre s + 5':

(2.2.5) |<^ = [(l-^^Y^'^^xWdXn.

Le passage entre espaces ATfof et SP(s,s') se fait par l'intermédiaire des
opérateurs d'aplatissement et de partie finie définis respectivement par

nu= ^^w^i-w^u,
p^g

uç9'(W^1) à support dans 5(0,1)

(2.2.6) Pîv= ^^(2-^^(2^)^,
P^Q

ve [j SP(s,s') à support dans 5(0,1).
(s.s')

La démonstration des théorèmes 2.7 et 2.8 de [4] s'adapte immédiatement
à ce nouveau cadre.

Dans le cas ^=T^Rn, la condition ae(x;^)eÈ%^ s'écrit:
Va'ef^-1, Peî^, 3C^>0 et pour tout (x;^,e)eTW x R+ x ]0,1]
on a

(2.2.7) |Z)^^(x;^)| ^ C,/p(l + [^-^^(l + |x| l^l)7717-'^ .

On définit alors une classe de symboles singuliers par :
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DÉFINITION 2.2.3. - On note S ^ ' " 1 ' l'espace des familles de
fonctions C°° sur (IR^1-^}) x BT a^x;^) vérifiant:

a) Va',?, 3C^p > 0 et pour tout (x;^,e) e (^'-{O}) x ffT x ]0,1]

(2.2.8) \D^D^(x^)\ < C^|x|-m+la /l- l^l+ x ^f\)m+m-^

b) 3fe > 1 ^/ ^, Vee]0, l ]

(2.2.9) Suppâ^x7-/) c {(;c,/);fe-1 x\ ^ (y'^x^ ^ k\x\}

fl| désignant la transformée de Fourier par rapport à la deuxième variable.

Le passage de È à 5T se fait par le théorème suivant qui se
démontre comme dans [4] :

THÉORÈME 2.2.4. - Soit a : R -> R+ une fonction C°° à support dans

\t\ < -» a(Q = 1 si \t\ ^ -• L'application :

^(x;^)-^(l-a([x[^|))^(x;^)

induit des isomorphismes indépendants de G de S ^ ' ^ / S i ^ ' ' ' ^ sur
^m,m1 /'^m, —oo
2-0 I^Q

Disons qu'un opérateur pseudo-différentiel tangentiel sur R^1 est à
support dans une demi-couronne C = {x e R^1 ; ko1^: x ^feo} si son
noyau est à support dans {(x^ '^xeC et (y\Xn)^C}. On voit alors
comme dans [4] :

THÉORÈME 2.2.5. - Une famille A, d'opérateurs sur C^iR^-W)
nuls hors de la boule unité peut s'écrire A^ == a^(x',D') avec
ûg(x;^) e S ^ ' " 1 ' si et seulement si

+00

(2.2.10) A, = ^ 2PWM^-,
p=o

où 6p est l'opérateur de dilatation QpU(x) = u (2^) et A^p une famille
bornée d'opérateurs pseudo-différentiels tangentiels d'ordre m + m' à
support dans une même demi-couronne C = {x e ^^+1 ; fco'1^ x ^o}-

On dit qu'une famille 7?g d'opérateurs sur R^1 — {0} est négligeable
d'ordre m si pour tous (5, s') et tout £ e f ^ J , (Ad D^fR^ opère de S P ( s , s ' )
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dans 5'P(s-m-Y,+oo) uniformément en £e]0,l] . On pose alors

(2.2.11) Op(S^'mf)={a,(x;Df)-{- opérateurs négligeables d'ordrem;
a^x^eS^'}

et on démontre comme dans [4] :

THÉORÈME 2.2.6. - Une famille A^OpÇS^'^) si et seulement si,
pour tout (oc,P) e ̂ n+l x ̂ n+l (Ad D)\M M^A, opère de S P ( s , s ' ) dans
SPÇs-m-W+W^s'-m'+W) uniformément en ee]0,l] (M^ désigne la
multiplication par l'une des coordonnées XQ, .. . ,x^) .

On en déduit alors que l'application a^(x'^') -> a^x;D') induit
un isomorphisme d'algèbres bigraduées de ÀE?'^/^?'"00 sur
Op(5T?•w/)/Op(5Tm•-oo) grâce au calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels tangentiels supportés dans des demi-couronnes.

Utilisant les opérateurs n et Pf, on en déduit un isomorphisme
canonique d'algèbres bigraduées

Op(î?•m)/Op(É?•-oo) ^ É^/Ï^-00

(cf. [4] théorème 3.10).

Pour prouver le théorème 2.2.2, il ne reste plus qu'à montrer qu'il
existe une seule notion de symbole principal, en recopiant la preuve du
théorème 4.1 de [4], ce qui permet de se ramener, à l'aide d'opérateurs
Fourier intégraux tangentiels au cas A == 7%^ précédemment étudié.

Remarque. - Si a^çt^ , a^ = ûei^o est un symbole 2-microdif-
ferentiel (au sens usuel) sur le bord. Si A^ et A^ sont des opérateurs
respectivement sur le demi-espace et sur le bord de symboles ûg et a^,
on n'aura pas en général yo^g = A^e. Toutefois, supposons choisie une
quantification de a^ (par le choix explicite d'un symbole â^eSS^
dont l'image par l'isomorphisme du théorème 2.2.4 est ûç et de
transformations canoniques tangentielles convenables : cf. début du § 2.3).
Alors on peut quantifier a^ en utilisant un symbole singulier égal à
^xn-o et des transformations canoniques sur le bord égales à la trace
sur le bord des transformations canoniques tangentielles choisies. Avec
ces choix on a yo^e = ^Yo- On fera ainsi au paragraphe suivant et
on notera alors sans risque d'ambiguïté par la même lettre A^ l'opérateur
sur le demi-espace et l'opérateur sur le bord.
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2.3. Régularité conormale.

Si 0 est un ouvert de R^1 et À = r?n, on notera ^X^) l'espace
des distributions conormales le long de À :

(2.3.1) WQ) = [u e LL(") ; V^<fe, ̂  e L^(")}

^r désignant le module des champs de vecteurs sur Q tangents à A.

On prendra garde à ne pas confondre cet espace avec les espaces
H^ introduit dans la section précédente. Si A = TfBQ, l'espace H^
est en effet l'ensemble des distributions veL^oc telles que
A\ . . . X{Y> e Z^oc pour toute famille de ^ ^ k champs de vecteurs choisis
parmi

ô _ S S
"3— 1 ̂ j ^ n 1, XQ' ? xn'~'^—'
ÔXj ÔXQ ÔXQ

L'espace H^ est l'espace des distributions ueL^ telles que
j f i . . . Â^M e Lfoc pour toute famille de <f < fe champs de vecteurs choisis
parmi

8 , , ô ô
—— l ^ J < n - l , ^o-T-' ^o-T-5

^ ^Xo ÔXn

8 S
^n'^—? ^ " ' a *5xo ^^

On notera ^^(30) l'espace des distributions conormales sur le bord.
Il s'agit de prouver :

THÉORÈME 2.3.1. - Soit (L,b) un problème mixte avec saut sur la
condition aux limites vérifiant les hypothèses (H^} à (H^) de la partie 1.
Soient 0 un ouvert de R^1 de la forme (2.1.1) et /e^(Q),
geH^ÇôSÏ) nulles pour x^ < 0.

Soit u l'unique solution du problème (1.3.24) dans Lfoc telle que Y()M
soit mîcrolocalement L2 près de A.

Alors uçH^W et youç ̂ (BQ).

Remarquons que puisque L est non caractéristique, il nous suffit
d'établir la régularité H0^ de u. On notera

(2.3.2) Zo = Xo^o, Z,.==Z),., 7 = l , . . . , n - l , Z^ = x^D^
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On pose v = e~^u, V°(x) = v(x), et pour f ̂  fe , on définit par
récurrence l^(x) e C^2^ par F^ == (r^-1, Zo^-1, . . . ,Z^-1).

On définit de même à partir de/^ = e~^i/, ̂  = e'^g des F^, G^.
Les opérateurs diagonaux par blocs, d'éléments diagonaux Z/ ou b
seront désignés par ces mêmes lettres sans risque de confusion.

On note toujours Qp, 30p les familles d'ouverts définies dans la
preuve du théorème 2.1.2. On fixe poe]0,T[, pi > 0 et T| > 0 tels que
xeûp et Ix '—/ < 3r| entraîne (/,xJeQp^ et que { x ; 3 y ' avec
|/-x'| < 3r| et (/,;<;„) e Qpj c= Qp/^ pour un certain pi > 0. La preuve
du théorème repose sur une régularisation tangentielle à l'aide d'une
famille convenable d'opérateurs 2-microdifîérentiels. Soit

(2.3.3) a,(x;^) = (l+e^+x^+g^r1^0.

On peut associer à la famille ûg une famille A^eOpÇL0^0) telle que
^o.o(^e) = ûg et que e2^ e Op (î^'- 2 ) avec cro^fe^e) == e2^.

Cela ne résulte pas directement du théorème 2.2.2 mais on peut
construire A^ de la manière suivante: écrivons ûg = ^^(x;^) comme

a

somme localement finie de symboles à supports dans des cônes r^ de
T*^" x R^ au voisinage desquels il existe des transformations canoniques
^(x',î,') ramenant A à 7% IR". Soient Fa et G^ des opérateurs Fourier
intégraux tangentiels associés à ^ et ^a1 respectivement tels que
F^ o Gy, = Ga o F^ = Id modulo des opérateurs régularisant (tangentiel-
lement). Soit âïeSÎ°o0 associé à <o/^ par le théorème 2.2.4. Il résulte
alors des constructions du paragraphe 2.2 que

A, = ̂  F, Pf ^(x;^)IIG, e Op (ÏT)
a

a pour symbole principal Og. Comme en outre e2^ = 62^ (cf. [4] preuve
du théorème 3.3), c^g e Op (È^'~2) et a pour symbole principal s2^.

On peut toujours supposer ([4] Remarque 1.7) que A^ est proprement
supporté dans le voisinage \ x ' — y ' \ < r\ de la diagonale. Alors, si u est
définie sur Q, A^u est bien défini sur Qp.

Si 2?g désigne la famille d'opérateurs différentiels tangentiels

(2.3.4) B, = 1 + e\xï+xW + s2^2

on a y4A = J?A = Id modulo Op(È^~1).
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On utilisera le résultat suivant :

LEMME 2.3.2. - II existe R,ç0p(t^~1) tel que Vi^e^-0 0

(A,+R,)u -^ u dans T^'"00 lorsque £ -> 0.

Démonstration. - Modulo Op(S^-1), A,-I^ ^Pf(ÏCÏ)a^6',.
a

Comme les semi-normes de a^ - 1 dans Z^ (h>0 quelconque) calculées
a e fixé, tendent vers 0 lorsque e -> 0, les semi-normes de (o^Ï)01 dans
ÀS^ tendent vers 0 (on le vérifie immédiatement sur la construction
de l'isomorphisme du théorème 2.2.4 faite dans la preuve du théorème
3.3 de [4]). Alors, dans l'expression (2.2.10) de l'opérateur (a^lYÇx^D'),
les symboles des opérateurs pseudo-différentiels A^p qui apparaissent
tendent vers 0 uniformément en p pour la topologie des symboles
d'ordre h > 0. Le lemme en découle.

Posons

(2.3.5) V{ == A,V^ FV == A^, GY = A^.

La preuve du théorème se faisant par récurrence, on peut supposer
^eLL(û), ^e^(Q) près de A x {0}, yo^eLL(^). On a :

LEMME 2.3.3. - II existe pour tout ^ ^ k et tout j = 0, . . . , n :

- Une famille C^ d'opérateurs 2-microdijférentiels tangentiels d'ordre
(1,0), supportés dans \xf-yf\ < 2r|, à coefficients indépendants de 5l,

- Une famille Ci'3 d'opérateurs 2-microdifférentiels tangentiels d'ordre
(!,-!), supportés dans \ x ' - y ' \ < 2r|,

- Une famille D^ d'opérateurs uniformément bornés pour ee]0,l] et
indépendants de ^ de L\£ï^) dans L\S^,

tels que

LW) = CVV{ + W + A^F^) sur ^
( • • ) fcïo(Z,VO = Di'W + Z^G^ sur S^.

Démonstration. - Les indices ; et f étant sous-entendus, on voit
par récurrence qu'il existe C, C opérateurs différentiels tangentiels
d'ordre 1 et 0 respectivement, les coefficients de C étant indépendants
de \ tels que L\ZV) = CV + CV + ZF\ La première égalité de
(2.3.6) en découle par calcul symbolique.
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Pour la seconde, on voit par récurrence qu'il existe D fonction C^
par morceaux sur 3Q\A telle que bjoV^ = G^ + Dyo^"1- On en
déduit :

(2.3.7) by,ZVi = ZA,G^ + A.DZy^-1 + A,[Z,D]y^-1

+ [Z,A^Dy^-1 + Z[Ms]ïo^ + [&,Z]Yo^.

Pour conclure, il suffit de remarquer qu'un opérateur du type Z[b,A^
est borné sur L2 car on peut l'écrire

(2.3.8) Z[Me] == ZA^B,,b]A^ + ZR^bA, - ZA^bR^

avec R^ opérateur 2-microdifférentiel sur le bord de bidegré (0, — 1).

On va déduire de (2.3.6) :

PROPOSITION 2.3.4. - II existe p'i > 0, me ^, ^o > 0, C > 0, C(À-)
fonction continue à valeurs dans (R* telles que pour tous p ' > p > po,
^ ^ À,o, £e]0,l] on ait :

(2.3.9) ^l^-lli.^+lïo^1!^^

, ̂ ll^1^) + cp^^"1'^^) + ^+1^); + ii(p,(x2)7^ii2., + im^ . + ivo^ ,2^ j.
//2(Qp^) L (»pi) L (Sl^)-l

Démonstration. — D'après [4] Remarque 1.7, on peut supposer que
l'opérateur Aç est « aussi microlocolocal qu'on le veut ». Puisque V^ est
supposé, par hypothèse de récurrence vérifier V^ ç H 2 microlocalement
tangentiellement près de A x 0 et que, pour tout 8 > 0 fixé y4g est de
bidegré (0,-2), la solution ZjV{ de (2.3.6) satisfait aux hypothèses de
la proposition 2.1.3. Les ZjVi vérifient dont l'inégalité (2.1.3) (dans

laquelle on peut remplacer p par p" = . (p 4- p')) • La somme des

membres de gauche de ces inégalités pour j == 0, . . . , n donne le membre
de gauche de (2.3.9) module des normes de commutateurs [Z^A^
qui s'absorbent dans le membre de droite de (2.3.9). Pour conclure, il
faut donc estimer les membres de droite de (2.1.3) appliqué aux
ZjVi. Prouvons d'abord le lemme suivant, dont la première partie est
une adaptation de [l], lemme 4.3 :

LEMME 2.3.5. — i) Soit K un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
d'ordre 0 proprement supporté dans 0. A lors il existe p\ > 0 et pour
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tout s e R, C, > 0, C,(À) fonction continue à valeurs dans R* fôk que
pour tous v G Hi(^.) à support dans x, ̂  - 1 et p' > p > p, on ait :

(2.3.10) I I ^ H . ^CM +-cs(?o-i^i
Hi^) ^(Qp) p7 - p " V^)

ii) 5'ofr C,e0p(£^-1) supporté dans { x ' - y ^ < 4r|. 7; exfs^ C > 0,
P'iX), ^h que pour tout v e L\^,) à support dans x, ̂  - 1

microlocalement H2 au voisinage de Supp (pi on ait :

n ^ in "^^^^l.-i/o , ̂  ̂ ll^i^^^ll.i + 1 1 ^ 1 1 . 2 , 1(2.3.11) H ^"po) //2(^) ("pi)-1

llvl/^x;/)7)^^;^^!^^ < CM,2^ ^

Démonstration. - i) Le noyau K(x,y') de ^s'écrit ^(^^^ + K,(x,y')

avec ^o(x,/) = ^^^^^(^pT.^) où (|)eCS°(R71-1) est identiquement

égale à 1 près de 0 et a>0 est assez petit pour que è( ^~^ \=Q
^(p'-p)/

si (x^xjeûp, et ( / ,x^)^Qp. D'après [1] le symbole de Ko vérifie des
estimations uniformes en p, p' et on a :

(2.3.12) ||̂ || ^ C||i;|| + C(X)||r||
^(Qp-) (̂îip) ^-l(^)

II suffit alors de voir que si œe CS°(n) a un support assez grand, œÂ:iœ
est continu de H8-1^1) dans H5^1) de norme majorée par
CsW

— — _ • Si se N cela résulte de [1] et on en déduit le cas général par

dualité et interpolation.

ii) L'opérateur Cg opère continûment de H ^ ' ~ 1 dans H~^ et de L2

dans H^\ II suffit de voir que 1 - (p^x;!)7) et ^ ^ ( x ; D ' ) opèrent de
H ~ 2 dans H^~1 et de J^1-1 dans L2 ce qui est clair.

Fin de la preuve de la proposition. - Les indices j et ^ étant sous-
entendus, la partie ii) du lemme entraîne (en supposant (pi proprement
supporté dans l^-y^ri)

(2.3.13) l|(pl(x;2)/)(C,^+C^+^(Z^))!| ,-i
^ ^"p")

<c(À)i|(p^;2)')rn^ + CCWIL^+CIIZ ÎÎ ,.
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Comme ^(x;^) = 0 près de A x {0} et que, hors de A x {0} les Z,,
j = 0, . . . , n engendrent le module des opérateurs pseudo-différentiels
tangentiels d'ordre 1, il existe C^e Op(i^~1), C^eOp(È^'0) , a} opé-
rateurs pseudo-différentiels tangentiels d'ordre 0, supportés dans
|x'—/| < 3r| avec :

(2.3.14) ^(x^C^x^D') = S ^ ( x , D ' ) Z , + ^,(x,D')C1, + C'i
j=o

tous ces opérateurs étant à coefficients indépendants de ^([2]).

En utilisant le lemme 2.3.5 i) et ii), on obtient

(2.3.15) ||^(x;^/)(C,^+C^+^(Z^))llL2(o^)

^ cf ||Z,FJ|,2^ + -^—11 F||, 2^
j=o p P - P p

+ C(?i)||^|L2^+ C||Z^||,2^.
Enfin:

(2.3.16) \D^,V + ZAfl^^^ C[|yoF|,2(^)+ I^L^)

+ \ZG^\,2^]
1|C^,+C,F+^(Z^)II^-I(^)

^C(^)[||F||,2(^+ ||F'|L2^].

L'inégalité (2.3.9) en résulte.

Fin de la preuve du théorème. — Notons

(2.3.17) n= sup (p-porii.ii^o,),
p6]po,n •

T.T= sup (p-pon.iLî^p).
pelpo.T l

Si X est assez grand, l'inégalité (2.3.9) entraîne

(2.3.18) M^T+Tyo^r1?
^ C(?l)[||F^+l||i2^) + \G^+1\Î2^

+ ||q)l(x;D/)^||2^^^+||^||i2^^].

Le membre de gauche est donc uniformément borné en e e ]0,1]. Uti-
lisant le lemme 2.3.2, on en déduit F^eL^Qp,), yo^eL2^^).
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II reste à voir, pour pouvoir boucler la récurrence que V^1 est
microlocalement H 2 près de A x {0}. Notons (Z^)pp/ la solution du
système obtenu à partir de (2.3.6) en multipliant le second membre par
la fonction ^p^ , de la proposition 2.1.3. D'après celle-ci et les majorations
(2.3.13) à (2.3.16),

ll(pi(x;zy)(zrf)pp/n , ^c^p.p') -
^ ^ûp")

uniformément en £. Par vitesse finie de propagation, (ZFf)pp/in-, =

CZTO|Q~/ si p7 > p ' est assez voisin de p\ Grâce au lemme 2.3.5, il en

résulte

(2.3.19) ||(p,(x;2r) ((Z^)pp, -(ZVi))\\^ ^

^ C(p,p\p',X)||(ZFOpp,-(ZFO||,2^).

Or Zr^| |^2(Qp est uniformément borné grâce à la première partie de

la preuve et \\{ZVi)^\\^^ ^ également puisque cette quantité s'estime

à Faide de (2.1.3). Donc, \\^^(x\D')ZV{\\ .1 est uniformément borné
^("p')

en e > 0. Le résultat en découle par le lemme 2.3.2.
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