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EFFET D^UN ATTACHEMENT CELLULAIRE
DANS PHOMOLOGIE DE PESPACE DES LACETS

par Y. FELIX* et J.C. THOMAS**

1. Introduction.

1.1. Un des problèmes historiques [21] de la théorie homotopique
des espaces est de mesurer l'effet de l'attachement d'une cellule au niveau
des groupes d'homotopie. Le problème de l'attachement inerte reste en
particulier un problème ouvert. Rappelons de quoi il s'agit. Rattacher des
cellules à un espace X consiste à considérer la cofibration

(*) Z ^ X -^ Y

où

1) Z ==\/ S^^ est un bouquet de sphères.
a

2) Pour chaque a , y a = ̂ S^^ désigne la fonction d'attachement
de la cellule e^2 .

3) / désigne l'inclusion naturelle de X dans Y = X U ( V ^a+2) •
(p a
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L'attachement y (resp. la suite y^) est inerte si Phomomorphisme
n(n/) : n(nx) -^ n(nv)

est surjectif.

QUESTION. — Trouver une condition nécessaire et suffisante pour
que rattachement soit inerte.

1.2. En homotopie rationnelle et lorsque X est un CW-complexe de
type fini 1-connexe, la surjectivité de

n(n/) 0 Q : n(nx) 0 Q —^ n(nv) 0 Q
équivaut ([17], appendice) à celle du morphisme d'algèbres de Hopf

ff*(fî/;Q) : ff.(fîx;Q) -^ ̂ (ny;Q).
J.M. Lemaire a établi [15] une condition suffisante pour que H(îi/)0Q

soit surjective. Puis en collaboration avec S. Halperin [13], ils ont montré
que cette condition est aussi nécessaire.

Dans cet article, nous généralisons dans deux directions le résultat de
Halperin-Lemaire. Nous démontrons en effet des conditions nécessaires et
suffisantes pour que

H^f^R) : H^X^R) ̂  H^Y^R)
soit surjective dans les deux cas suivants :

1. R = k désigne un corps de caractéristique différente de 2.

2. R est un sous-anneau de Q contenant 1/2 et 1/3 tel que fïX soit
un H -espace -R-décomposable au sens de Baues [6].

Dans les deux cas, les caractérisations de la surjectivité de ̂ (Q/; R)
sont obtenues à partir de l'étude de la fibration homotopique

(**) F -^X -^Y
associée à / .

1.3. Si k est un corps alors, pour tout espace S , H^fîS'.îs) est
une algèbre de Hopf cocommutative qui est connexe lorsque S est supposé
1-connexe. D'autre part, chaque application d'attachement <^ définit un
élément sphérique Xa dans ff^ (fîX; k) . Notons J l'idéal bilatère engendré
par les Xa . Alors J est un idéal de Hopf ([17]) et la suite exacte courte
d'algèbres de Hopf (cf. 2.1)

k —^ 1 ̂  ^*(nX;k) —. (^(fîX;k)/J) —^ k
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induit une structure canonique de ^(fiX;k)/J-module sur l'espace des
indécomposables QI = J/J-J de l'algèbre 1 (7 désigne l'idéal d'augmenta-
tion de I).

THÉORÈME 1. — Si X (resp. Z ) est un CW-complexe de type uni
1- connexe (resp. 2- connexe) et si la caractéristique de k est différente de
2 alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Jï^(îî/;k) est surjective;
(2) la suite

k —> ̂ (fîF;k) (î^ Jî.(îîX;k) (îv)^ ff.(îîYîk) —. k

est une suite exacte courte d^algèbres de Hopf;

(3) J^(î"!F;k) est une algèbre libre;
(4) 1 est une algèbre libre et QI est un H^(SîX',k)/J-module

librement engendré par les Xa ;
(5) les séries de Poincaré des espaces SIX , SÎY et Z sont reliés par

la relation
Pî2x(l-^(Pz-l)Pî2y)=PQy.

En fait, la partie (3) ==>• (2) du théorème 1 est vraie dans un contexte
plus général.

THÉORÈME 2. — Si la caractéristique de k est différente de 2 et si
la Gbration F -3—^ E -p-> B de base 1—connexe satisfait la condition : il
existe un isomorphisme d'aJgèbres, 23^(îî.F;k) ^ T(V) , avec dimV >, 2 ,
alors la suite

k —^ H^Wk) ̂  H^SîE.k) ̂  H^SîB',k) —^ k
est une suite exacte courte d ̂ gèbres de Hopf.

Par définition, si l'une des conditions du théorème est satisfaite, on
dit que la suite Xa est inerte.

D. Anick d'une part [2], S. Halperin et J.M. Lemaire d'autre part [13]
ont montré que toute sous-suite d'une suite inerte de ff+(fî V 'S'^'^îQ)

OL
est inerte. Nous généralisons ce résultat à la caractéristique p impaire.

COROLLAIRE. — Soit Z\ un bouquet de sphères contenu dans Z ,
y?i la restriction de (p a Z\ et /i : X —> Y\ la coGbre de y?i . Si X (resp
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Z) est un CW—complexe de type uni 1— connexe (resp. 2— connexe) et si
la caractéristique de k est différente de 2 alors si ff»(n/;k) est surjective
il en est de même de Jî^(îî/i;k) .

1.4. Soit R un anneau commutatif tel que 2 soit inversible, nous
dirons que H^ÇSÎX'^R) est sphériquement engendrée si l'image de l'homo-
morphisme de Hurewicz

hox ^ R : IL(îiX) 0 R —^ H^SÎX', R)
engendre H^(flX',R) en tant qu'algèbre. H^SÎX^R) est alors une algèbre
de Hopf primitivement engendrée. Dans ce cas, si H^(fîf',R) est surjective
alors

1) JT»(îîy; R) est aussi une algèbre de Hopf sphériquement engendrée.
2) L'homomorphisme d'algèbre de Lie induit par 11̂  (îî/) (g) R

(fV)^ : n(fîx) (g) R —. n(fiy) 0 R/ ker^y 0 fi)
est surjectif. Cette interprétation au niveau des groupes d'homotopie de
la surjectivité de H^(fîf',R) devient plus complète lorsque fîX est un
If—espace -R—décomposable.

1.5. Soit R un sous-anneau de Q contenant 1/2 et 1/3 , le H— espace
fîX est dit R—décomposâble si H^(SÎX;R) est sphériquement engendré et
sans -R—torsion. Comme exemple de CW— complexe X 1—connexe de type
fini tel que O.X soit .R—décomposable, on trouve,

- tous les X si R = Q ([17], appendice) ;
- les X tels que dimII(nX) 0 Q < oo pour un certain R =

Z[l/pi,..., 1/pk] dépendant de X ([16]) ;
- les X de L.S. catégorie inférieure ou égale à 2 tels que H^(SÎX,K)

soit sans torsion et R contient les inverses des nombres premiers p <:
dïmX ([4]).

Nous démontrons :

THÉORÈME 3. — 5i X (resp. Z ) est un CW-complexe de type
fini 1—connexe (resp. 2—connexe) et si fïX est R—décomposâble alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) (ÎV)* : H^fîX'.R) —> jff*(îîy;fl) admet une section R-linéaire;
n) SÎY est R—décomposâble et
(fî/)^ : n(ÎÎX) 0 R/R - torsion i—> H(fïY) 0 R/R - torsion
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est surjective;

iii) 1 application localisée (fîf)R : (SîX)jî —> (ÛY)^ admet une
section homotopique;

iv) V espace localisé Fn aie type dïomotopie d^un wedge (infini) de
sphères localisées.

Ce résultat est une conséquence du théorème 2 et du résultat suivant :

THÉORÈME 4. — Si X (resp. Z) est un CW-complexe de type £ni
1—connexe (resp. 2— connexe) et si dans la Sbration

(**) F -^X -^Y

Sîf admet une section homotopique alors fîF a le type dïomotopie d'une
suspension.

Le reste de cet article est consacré à la démonstration des résultats
annoncés ci-dessus et s'organise de la manière suivante :

2. Suite exacte courte d'algèbres de Hopf.

3. Preuve du théorème 2.
4. Preuve du théorème 4.

5. Preuve du théorème 1.

6. Hérédité de l'inertie (corollaire).

7. If—espaces Jî—décomposables (th. 3).

2. Suite exacte courte (Talgèbres de Hopf.

2.1. Rappelons ([17],4.7) qu'une suite de morphismes de k-algèbres
de Hopf

(H) A' ^A ̂ A"

est une suite exacte courte d'algèbres de Hopf s'il existe un isomorphisme

h : A' 0 A" —^ A

qui est simultanément un homomorphisme de A'—module à gauche et de
A^-comodule à droite.
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Nous noterons

(£) k —> A' -L, A -^ A" —^ k

une suite exacte courte d'algèbres de Hopf. Dans le cas où A est cocom-
mutative, la suite (T-i) est exacte si et seulement si j o i est trivial, i est
injective, j est surjective et l'une ou l'autre des conditions suivantes est
satisfaite :

a) rhomomorphisme naturel j : k 0 A —> A" est un isomorphisme;

b) l'homomorphisme naturel i : A' —> A El k est un isomorphisme.

Ici B désigne le produit cotensoriel des comodules [17].

2.2. Dans la suite exacte courte (£) , l'isomorphisme h définit une
opération de A" sur l'espace des indécomposables QA' = A' / À ' À ' de
l'algèbre A' (À' désigne l'idéal d'augmentation de A').

Si a ç. A' et /3 € A" , choisissons f3 dans A tel que j(f3) = j3 , alors

h^^iÇa)) = ̂  a', 0 a'; € A' 0 A" .

Nous posons,
^•a=(l0£^)(^a^o';)

lorsque ^A^ désigne l'augmentation de A" . Il est facile de vérifier que cette
dernière formule induit une structure de A"—module à gauche sur ÇA' .

Afin d'établir que cette opération est canonique (Le. indépendante de
h) nous en donnons une autre description.

Notons J le noyau de l'homomorphisme d'algèbres j : A —> A" .
Nous avons alors la suite exacte d'algèbres

(A) 0 —> J JL^ A -^ A" —^ 0

ainsi qu'une opération de A" sur J/J2 .

On définit cette opération en choisissant une section linéaire 5 :
A" —> A puis en posant

a" ' x = sÇa11)^) , a'1 € A" , x e J .

On vérifie sans difficulté que cette formule induit une opération de
A" sur J/J2 qui est indépendante du choix de la section s .
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Si nous supposons maintenant que j est un homomorphisme d'algè-
bres de Hopf, notons 1 son Hopf-noyau ([17]) alors :

1. i : A' —> 1 = A El k est un isomorphisme.
A" -

2. J=7A=AJ=AJA.

3. L'inclusion de J dans J induit un isomorphisme de I / P = Q(I) ̂
Q{A') sur J / J 2 .

Ceci permet d'établir :

LEMME. — ^opération définie à partir de h et celle induite par (A)
coïncident;

d'où le caractère canonique de l'opération de A" sur Q(A) défini par la
suite exacte courte (£) .

2.3. Exemple. — Considérons le cas particulier où la suite exacte
courte

(£) k —. VU ^ UL -^4 UL" —^ k

est l'algèbre enveloppante de la suite exacte courte d'algèbres de Lie :

(£) 0 —> £' -^ L -^ L" —> 0

(£) définit par adjonction une opération canonique de UL" dans V /[!/, L'}
qui s'identifie à l'opération de UL" dans QUL1 ^ V/[L1', I/] définie par (£).

Un cas particulier de cette situation nous est fourni par la suite exacte
courte d'algèbres de Lie

0—L' ^->L(U@V) -^L(V)—^0

où L désigne le fondeur algèbre de Lie libre et

p(u} = 0 , u ç. U , p(v) = v , v ç V .

Dans ce cas L' est une algèbre de Lie librement engendrée par
W ^ U 0 T(V) .

Autrement dit, Q{UL') ̂  W est un module libre sur T(V) = UL(V)
engendré par U .
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3. Preuve du théorème 2.

3.1. Considérons une fibration F -3-^ E -p-> B de base 1-connexe
et k un corps.

LEMME 1. — Si fîy, : ff,(îîF;k) —^ ff,(îiE;k) est injective alors
la suite

^(fîF;k) ^^(îiE;k) ^^(îîB;k)

est une suite exacte courte cTaJgèbres de Hopf.

On montre à l'aide de la suite spectrale de Serre, en cohomologie, de
la fibration fïF —> fîE —> fîB que l'on a la suite exacte courte d'algèbres
de Hopf

^(fîB;k) ̂  ̂ (fiE;k) ̂  ̂ (î2F;k) .

D

3.2. Notons 6 : fî^B —> fîF le connectant de la fibration ÎÎF -^
fïE "̂  SÎB . Nous allons établir

LEMME 2. — Si i^(fîF;k) = T(y) avec dimY > 2 alors

1) ^ : H^B^k) —^ ^(îîFîk) est nui.

2) Si caract k + 2 , alors (fîî)^ : JE^(îîF;k) —> ^(îî£';k) est
injective.

Ceci entraîne le théorème 2.

Preuve du Jemme 2.
1) Montrons que 6^ est nul.

Si fi : B1 x E —> E1 désigne la connection homotopique de la
B

fibration

(1) F -^E -^B

(cf. [Il], I) alors la connection homotopique de la fibration

(1') ÎÎF ̂  SÎE ̂  SÎB

est donnée par
p! : (SÎB)1 x SÎE—> {fîE)1
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avec
^(ff, 7) • (t, s) = ^H(t, 5), 7(5)) , t e J , s € 51 .

Ainsi l'opération d'holonomie associée à /A'
v' : ̂ B x SÎF —> SÏF

coïncide avec fî(i/) lorsque v : SÎB x F —> F désigne l'opération d'holono-
mie associée à [i .

Comme 6 = ̂ ^ax* '- ^2•B —> fïF et que
ff,(fî(fiB x F);k) ̂  ̂ (fî^k) x Jf,(ÎÎF;k)

en tant qu'algèbres de Hopf, nécessairement ë^H'^SÏ^B^Îa)) est dans le
centre de ^(fîF;k) .

Or par hypothèse ff^(ÎÎF;k) est une algèbre libre ayant au moins
deux générateurs, 6^ est donc nul.

2) Montrons que si (îîî)* n'est pas injective alors 6^ n'est pas nul.
En appliquant la proposition 7.1 de [19] au carré de Hopf

^B —^ PUE
^ 1

SÎF ^ SIE
on obtient

(a) ^ : ^(fîF;k) —> H^fîE^k) admet un noyau de Hopf
^=Jf,(ÎÎF;k)\\î, .

(b) 6^ induit un homomorphisme normal d'algèbres de Hopf
S ' . H ^ B ^ — ^ K .

(c) L'algèbre de Hopf quotient K / / S est une algèbre extérieure.
Par suite si (îîî)* n'est pas injective, d'après (a) K est une algèbre

tensorielle à au moins deux générateurs et d'après (c) 6^ ^ 0 . D

4. Preuve du théorème 4.

4.1. Fibre d'une co&bre. — L'application d'attachement (p : Z —>
X se factorise en

y> :Z—>F.
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Si on note v : F x fîY —> F l'opération d'holonomie ([22], [11]) de
la fibration

(**) F —> X —^ Y

nous définissons T comme la composée

ZxSîY ^FxSîY -̂  F .

Dans ce cas ([12], th.l), T induit un isomorphisme

T, : ff.(Z,Z) ® ff,(îîy,Z) —. ff.(F,Z) .

4.2. Fin de la démonstration. — Posons Z = ̂  Z et considérons la
suite exacte de Puppe de la fibration (**)

nx^ny-^F-^x-^y.
Puisque Sîf admet une section homotopique, le connectant Q =

^l+xny est homotopiquement nul. Par suite, l'application T , définie ci-
dessus se factorise

T : z K ny = z x nr/ * xnr —^ F .
D'après 4.1, T est une équivalence d'homologie donc une équivalence

d'homotopie.

Remarquons maintenant que

(^x) xy/*xr=^(Xxy/*xr)
d'où F - S(Z K nV) . D

5. Preuve du théorème 1.

5.1. (1) ==^ (2) .

Si ff*(fi/;k) est surjective alors JÏ*(îîY;k) est une sous-algèbre de
Hopf de l'algèbre de Hopf commutative iï'*(nX;k) . D résulte de 2.1 que
H" (fîX; k) est un AT* (fîy; k) module libre.

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration ÎÎF —^ SIX —^
SÎY

E2 = Tor^(fty.,k)(ff*(ÎÎX;k),k) ===̂  ff*(fîF;k)
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dégénère complètement au terme E^ . Autrement dit, Phomomorphisme
naturel

(ÎÏÏ). : ff*(îiX;k) ̂ ^ k ̂  l:T(ÎÎF;k)

est un isomorphisme.

D'après 2.1, a), la suite

IT(îîy;k) ̂  ff*(nx;k)(^ IÎ*(fîF;k)

est une suite exacte courte d'algèbres de Hopf. Par dualité, nous obtenons
(2).

5.2. (2) =^(5).

Considérons l'algèbre de chaînes

(^(fix;k)nr(^),d)
définie par

d|ff,(QX;k) = 0 , dya = Xa , (cf. 1.3) .

Comme (îî/)^ est surjective, il résulte de la partie (i) ==> (ii) du
théorème 1.1 de [13] que l'inclusion

ff*(îîx;k) —. ff,(nx;k)nr(y)
induit un homomorphisme surjectif

ff*(îîx;k) —. H,(iî,(nx;k))nr(y),d)
ce qui est équivalent, d'après ([3], th.2.9]), à l'existence d'un isomorphisme
d'espaces vectoriels gradués

r(^)n^(îîx;k)/j ̂  ̂ (îîx;k).
Or, la partie (i) ==^ (iii) du théorème 1.1 de [13] entraîne que

^(fîX;k)/J^Jf,(fîy;k)

(en tant qu'algèbres).

Finalement, l'isomorphisme d'espaces vectoriels

T(xa)Y[H^Y^k) ̂  iî.(ÎÎX;k)

entraîne la formule

(l-^(Pz-l))4-P^-l=P^.
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5.3. (5) =^ (3) .

Considérons la suite spectrale de Serre de la fibration

fîF "^fîX "^fîV

Eî = ff*(fîy;k) <8 ff«(ÎÎF;k) ==^ ff,(fiX;k) .

Ainsi que nous l'avons rappelé en 4.1,

ff, (F; k) a ff, (Z; k) ® Jî« (ÎÎY; k) .

D'autre part, la construction de Adams-Hilton ([l], [8]) fournit une
algèbre de chaînes

(r^iWîk))^)
dont l'homologie est isomorphe à .H,(fi.F;k) .

Supposons que cette différentielle soit nulle, alors

PfiF<(l-^(Pz-WY)~1

et
PSIX <: PSIY • PSIF < PSIY • (l - \{PZ - l)Pîîr)

ce qui contredit l'hypothèse (5). D'où d = 0 et alors

H.(fîF;k)ar(5fl»(F;k)).

5.4. (3)=î.(l).

Ceci résulte du théorème 2.

5.5. (2) =^ (4) .

Comme (2) ==t> (3), on sait que ff,(ÎÎF;k) a T(sH(F;îi)) et d'après
(4.1)

sff(F;k) S ( ® a;ak) <S ff,(fiy;k) .

Une section linéaire a de -ff»(îî/;k) fournit un isomorphisme
ff(fîF;k)-linéaire

h : ff,(îiF; k) <g> ff,(îîy; k) —^ ff»(ÎÎX; k)

qui se restreint en un isomorphisme

r+ ((® a;ak) ® ff,(ny; k)) ® ff*(fiy; k) -^ 7.
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De la description que nous avons donnée de l'opération canonique de
iî,(îîy;k) sur QH^SîF;k) en 2.1, il résulte alors que

Ç(J) ̂  J / J 2 ̂  ( e Xaîs) 0 H^fïY; k) .

Comme 1 s'injecte dans ff*(îîF;k), on a nécessairement J ^
£T.(nF;k) et ^(ny;k) ^ If,(îîX;k)/J d'où le résultat annoncé.

Remarquons que nous avons démontré au passage que l'opération
de J^(îîy;k) sur Çff^(îîF;k) définie par la suite exacte de Hopf (2) est
induite par l'opération d'holonomie de la fibration (**), modulo Pisomor-
phisme

Çff,(fîF;k)^5ff,(F;k).

5.6. (4)=^(1).

Notons N(t) la série de Hilbert de ̂ (ÎÎX; k)/J, on a alors la relation

P^ÎX = N(l - ̂ (Pz - l)-1^)"1

ce qui d'après ([3], th.2.6) entraîne que jEf(fi/;k) est surjectif.

6. Hérédité de l'inertie (Corollaire).

Considérons les fibrations homotopiques

F -^ X -^ Y
^ -^ x A, ^
G -^ Yi -^ y

lorsque ^ désigne l'inclusion naturelle de Vi dans Y . On a alors le
diagramme commutatif

Fi -L, F -^ G
î ^2 ,t7

x = x -^ Yi -^ y
où la ligne du haut est une fibration.

Comme JaT»(f2/;k) est surjective, il en est de même de J^(îî^;k). Le
théorème 1,(3) entraîne alors les isomorphismes d'algèbres :

ff.(nF;k)^T(5ff.(F;k))
H^G;k)^T(sH^G',k)) .
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D'autre part, la naturalité de l'opération d'holonomie et les isomor-
phismes rappelés en 4.1 entraînent la surjectivité de

^:%(^k)-%(z;k)0^(ny;k)^^(z,Zi;k)0^(ny;k)-%(G;k).
Par suite (îî^ est aussi surjective. Notons 1 le Hopf noyau de W)

alors
ff*(fîF;k) ̂  1 0 H^G.k)

est un isomorphisme de ff*(nG;k)-comodules. Le terme

E2 = cotor^^^k.ff^nFîk)

de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore se réduit au terme £g „ ^ I et
fl*(îîF;k) est isomorphe à 1 en tant qu'algèbre. Le théorème 2* entraîne
alors que ff*(îî/i;k) est surjective.

7. If-espaces -R-décomposables (Preuve du théorème 3).

Nous montrons que (i) ==^ (ii) =^ (in) =^ (iv) —^ (i).

7.1. Preuve de (i) ===» (ii).

Remarquons que si H^SÎX', R) et ff,(îîy; a) sont sans a-torsion, la
naturalité de l'homomorphisme de Hurewicz et la propriété universelle de
l'algèbre enveloppante nous fournit un diagramme commutatif

U(Tl(fîX) ® R/R - torsion) ^ ^(fiX; R)
(D) luW)# [w)^

U(H^SÎX) 0 R/R - torsion) ^ ff,(fiy; R) .

Si Jî = Q , d'après le théorème de Milnor-Moore ([17], appendice)
h^îx et h^Y sont des isomorphismes. Ce qui entraîne que pour tout sous-
anneau R de Q (1/2 e fi), hçtx et /^y sont des injections.

Supposons maintenant que (i) est réalisée alors H^fîX'^R) et
H^fîY'^R) sont sans fi-_torsion et h^x , (îî/)^ sont surjectives. Il résulte
du diagramme (D) que h^x et A^y sont des isomorphismes et par suite
que fîY est fi-décomposable et que (îî/)^ est surjective. Ce qui établit
(ii).
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7.2. Preuve de (ii) ==^ (iii).

Choisissons une base (xs)sçs (resp. (î/t)teT) formée d'éléments ho-
mogènes de H^(SÎX',R) (resp. ff^(ÎÎY;Jî)) de telle manière que pour cha-
que t € T C S , (îî/)*(a;t) = Vt î (on suppose (ÎV)+ surjective et admettant
une section linéaire).

Pour chaque s € S (resp. t € F) on choisit 0:5 : 5^3 —»- OX^ tel que
hçix{[as}) = a;, (resp. A : 5^ —> fîYp tel que ^y([A]) = yt).

Pour toute application $ : «S^ —^ ÎÎ<ÎR , on définit l'application
$ : ̂  _ fî^

de la manière suivante :

Si q est impair, îî^ = S^ et $ = $ .

Si g est pair, îî^ = ÎÎE5^ et $ est la composée

fiS^ "^ fl^SîSR -^ ÎÎ5A

pour une rétraction p .
D'après [6] les (5s)sçs (resp. les (/?t)ter) se multiplient pour définir

une application a : II î^ —^ ÎÎ^A (resp. ^ : ]"[ ̂  —' y^) et a et ^3
s€5 ter

sont des équivalences d'homotopies.

L'inclusion naturelle \ : n ^S* —> II ^S* définit alors la section
tç.R tçT

homotopique de (Sîf)R , et la section de fîf cherchée est obtenue en posant :

a = axf3~1 .

7.3. Preuve de (iii) ===> (iv).

Considérons la fibration homotopique

(**) F —> X -^ Y .

Comme Y est 1—connexe, l'espace localisé FR coïncide ([9], 11.1) avec
la fibre homotopique de fp : XR —^ YR .

Si fp admet une section homotopique, d'après le théorème 3, FR
a le type d'homotopie d'une suspension. Pour montrer que FR a le type
d'homotopie d'un wedge de sphères il suffit d'après ([20], prop.A2) de
montrer que SÎF est un H— espace Tî—décomposable.

Or d'après ([12], th.l) nous savons que
^(F, R) ̂  ^(Z, R) ̂  H^Y, R) ,
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ce qui entraîne que H^F'yR) est sans Jî-torsion. Le théorème de Bott-
Samelson ([22], VII.1.18) implique alors que ff*(QF; R) est sans .Rétorsion.
Nous en déduisons que dans le diagramme commutatif ci-dessous, les flèches
verticales sont des injections.

H^IF^R) H^î^) H^SÎX'.R)
l l

H.WQ) H^ ff.(îîX;Q).

Puisque Jf^(îîî; Q) est injective, il en est alors de même de H^(!îi', R) .

D'autre part, puisque (Sïf)n admet une section homotopique, nous
avons la suite exacte courte d'algèbres de Lie qui est scindée

7r!îi<S>R 7TÎ2/0JÎo —> n(îîF) 0 R ——> n(fîx) 0 R ——> n(îîr) 0 R —>o.
Par suite, nous obtenons aussi la suite exacte courte

0 —> n(QF) 0 R/R - torsion (î^)î H(flX) 0 R/R - torsion
(sv)f n(fiy) 0 R/R - torsion —> 0.

En appliquant le foncteur "algèbre enveloppante" nous obtenons le dia-
gramme commutatif

U(Tl(flF)^R/ ^-torsion)—>U(H(^ÎX)^ R/ A-torsion) —> t7(n(QY)0 R/ A-torsion)
\^flF ^SÏX ^fîY

H^F;R) (0^ H^X;R) (!îf^ H^Y',R)

tel que :

- la ligne supérieure est une suite exacte courte d'algèbres de Hopf;

- hçix et h^îY sont des isomorphismes;

- (ÎV)* 0 (îiî)* est trivial, (fîî)* est injective et (îi/)* surjective.
Il en résulte donc que hçtF est un isomorphisme et par suite que fîF

est Jî—décomposable.

7.4. Preuve de (iv) ===> (i).

Le théorème 2 implique que pour tout nombre premier p non inversible
dans R , l'espace vectoriel

(coker(fî/^)*)0Zp
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est nul. Ce qui entraîne que (îî/j?)* est surjective.
D'autre part, Pisomorphisme ([12], th.l)

H^SÏF, R) ̂  T(sH(Z, R) 0 H(SÎY', R))
entraîne que nécessairement H^(SÎY',R) est sans jR-torsion. Par suite
(îî/)+ admet une section linéaire.
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