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REGULARITE DE LA SOLUTION
D^UN PROBLÈME DE CAUCHY
FORTEMENT NON LINÉAIRE

À DONNÉES SINGULIÈRES EN UN POINT

par Jean-Yves CHEMIN

0. Introduction»

Soit u une solution J%ç(fî) de l'équation

(E) FÇx^u^Q01^^^ == 0 u réelle, s assez grand ,
-F étant une fonction C°° de ses arguments (x,u^..,Ua)\a\<2 , et fi un
ouvert de R"^ dont on note x = (a;o,^i,...,a?n-i)' = (^aj) un point
courant. Sous l'hypothèse que les deux premières traces de u sur H = (t =
0) n îî , notées respectivement ^QU et 71 u soient très régulières en dehors
de 0 , et que p2(x,ç) = V^ ôF/9ua ' ^ a soit strictement hyperbolique par

|a|=2
rapport à r = $o 5 °û cherche à décrire la régularité de n près de H .

J.-M. Bony a démontré dans [5] que les singularités de u se propa-
geaient, jusqu'à une certaine limite, le long des bicaractéristiques nulles de
p2 » c'est-à-dire des courbes de T*SÎ solutions de

^ = grad^ p2(x(s), $)|^) ; ^ = - grada, p(rr, $(5))ia;(^

avec a?(0) = a;o , $(0) = $o et p^Çxo, $o) = 0 .

Mots-clés : Equation aux dérivées partielles - Non linéaire - Singularités conormales -
Calcul paradifférentiel.
Classification A.M.S. : 35.
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L'ensemble suivant joue donc un rôle crucial.

DÉFINITION 0.1. — r désigne la projection sur fi de la réunion des
bicaractéristiques nulles passant par 0 .

On appellera, par abus, r le cône d'onde issu de 0 .

On sait, d'après les résultats de M. Sablé-Tougeron démontrés dans
[14], d'une part, et d'autre part de ceux démontrés par l'auteur dans [3] et
[9] que, localement près de H , la régularité de u est la suivante :

,(1) M est très régulière

(2) u e H3'-''

On cherche à s'affranchir de la limitation à 35 — s i concernant la zone
(2), c'est-à-dire à obtenir un comportement des singularités analogue au
cas linéaire.

Lorsque n = 2 , H. Bahouri et B. Dehman dans [3], P. Godin dans
[10], et l'auteur dans [7], ont mis en évidence le comportement linéaire des
singularités de u : u est très régulière en dehors de F qui est, dans ce cas,
la réunion de deux courbes.

Nous supposerons désormais n > 3 . Dans ce cas, M. Béais prouve,
dans [4], l'existence d'une solution u de l'équation

71-1

Q^u- ̂  9^u = /3u3, avec fi e CS°(R+ x R71-1), telle que, pour i (E {0,1},
2=1

%u soit Hs~i , et C°° en dehors de l'origine, et telle que u ne soit pas
H36^2 dans la zone (2).

Il convient donc de faire des hypothèses sur la nature de la singularité
des traces de u si l'on veut obtenir un comportement de type linéaire.
L'hypothèse que nous ferons ici est que les traces sont conormales par
rapport à 0 . Plus précisément :
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DÉFINITION 0.2. — Soit E une sous-variété Jisse d'un ouvert fî7 de
H/1 ; on dit qu'une distribution H6 est conormale (d'ordre k) par rapport
à S si elle appartient à Pensemble iî^^S) des v dans ff^ç(fi') tels que, si
^i,..., Zf sont t < k champs de vecteurs tangents à E , à coefficients C°° ,
alors z^x,D).^Zt(x,D)veH^<Sl') .

Remarques. — i) Si v € ff^E) , alors le front d'onde H8^ de v
est inclus dans ^V*E , le conormal à E , en particulier, v € Q^k ç^ dehors
de E .

ii) Si E = {0} , iP'^E) est l'ensemble des v telles que pour tout
a € N71 tel que |a| < k , x^ ç IP+H .

Soit d un entier valant 1 si l'équation (E) est quasi-linéaire et 0 sinon,
on se propose de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME A. — Soit u solution H^(Sî) de (E), u réelle, s >
r- + 8 - d , si, pour i ç. {0,1} , ̂ u ç. H8~'iîQQ(0) , alors, localement près de

, on a :î
i) F \ {0} est une Aypersurface Jisse

iOîAeir^oruo}).

Ce théorème a été démontré par N. Ritter dans [13], lorsque l'équa-
tion (jB) est semi-linéaire, pour s > — -h 1 . L'idée essentielle de la^
démonstration dans ce cadre est de redresser le cône d'onde F en le cône
TQ = {(t2^')/^ = |a;'|2} par l'application exponentielle associée à la gerbe
des bicaractéristiques, qui est un C°° difféomorphisme. Cette technique est
typique de l'ordre 2 .

Dans le cadre non semi-linéaire, à l'ordre 2 , la difficulté provient
du fait que l'application exponentielle est peu régulière, puisqu'elle dépend
de la solution. L'outil permettant d'éviter cet écueil est l'étude de l'action
itérée de champs de vecteurs peu réguliers, qui a été faite dans [2], pour
démontrer un théorème analogue au théorème A, dans le cas où les traces
sont conormales par rapport à une hypersurface C°° de H , et par l'auteur
dans [7], pour traiter le cas de la dimension 2 ou de l'ordre 1 .

Lorsque les ^ju sont H6"3^^) pour j ç. {0,1} , on a le théorème
suivant :

THÉORÈME B. — Soit u solution réelle H^(Sî) , 5 > _ - + 8 - d d e
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(E) ; si, pour j ç {0,1} , ̂ u € H8-^^) , alors

i) te front d'onde H8^ de u est inclus dans N*(r \ {0}) U N*(0) .

ii) De plus, F \ {0} est une Aypersurface C^-i+^ , pour tout p' < p .

Cet énoncé sera précisé (voir Théorème 1.4), u ayant en effet une
régularité "conormale" par rapport à Phypersurface peu régulière r \ {0} .

Le plan de ce travail est le suivant :

• dans le premier paragraphe, on donnera une construction abstraite
d'espaces de distributions associés à un C°° module de champs de vecteurs
peu réguliers généralisant celles faites dans [2] et [7], ce qui permet l'énoncé
d'un théorème précisant le Théorème B et impliquant le Théorème A;

• dans le deuxième, on appliquera cette construction au cas du module
des champs de vecteurs tangents à r \ {0} , nuls en 0 , grâce à une étude
précise de la régularité de l'exponentielle;

• le troisième enfin, est essentiellement consacré à l'étude des traces
sur H des espaces C^ÇF) et H^ÇF) définis en 2.2.

De plus, dans tout ce travail, nous utiliserons les notations et conven-
tions suivantes :

• les espaces H8 et C^ sont, sauf mention expresse du contraire
supposés locaux; on supposera que r n'est pas entier; C^(resp. Cl) désigne
alors la réunion pour r > k des C^ (resp. l'intersection pour r < Jk). On
prendra la même notation pour les espaces C^ÇM) définis en (1.3).

De plus, par module, on entendra toujours C°° module; lorsque
A,B,C sont trois modules tels qu'il existe une application bilinéaire $
de A x B dans C , A • B désignera le sous-module de C engendré par
l'image de $ .

Enfin, si (p désigne un C1 difféomorphisme d'un ouvert fî sur un ouvert
îî de R71 , si a est unejonction sur le cotangent de îî noté F*» , alors <^a
est la fonction sur T*fî définie par

^a(x^) = a^-1^);^-1^)). 0 .

1. Espaces associés à un module
de champs de vecteurs peu réguliers.

On cherche à définir des espaces associés à un module de champs
de vecteurs peu réguliers. Nous commencerons par quelques rappels sur le
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paraproduit, évidemment nécessaire à une telle définition. Ensuite, nous
supposerons le module de champs de vecteurs de type fini, et nous ferons
la construction dans ce cas. Mais, le module des champs de vecteurs C^ ,
r > 1 , tangents à une sous-variété n'étant pas de type fini, on exposera
une construction qui permet de remplacer l'hypothèse de type fini, par
une beaucoup plus faible, stable par restriction et par transport par un
difféomorphisme suffisamment régulier. On appliquera ceci pour définir les
espaces de distributions conormales par rapport à une sous-variété peu
régulière.

1.1. Notion de paraproduit précisé.

DÉFINITION 1.1. — Une fonction T € C^R271;!^) telle que
i)Supprc{(^)/|$|<eH}
ii) Supp(l - T) H ̂ (0, C) C {|$| > ^iH}

(e, e\ étant deux réels tels que 0 < e\ < e < 1).
iii) Pour tout a € N71 , |a°T($,77)| <, Ca(l + l^l)"101 étant supposé

donné, on appelle paraproduit et on note encore T l'opérateur défini sur
S xS par

T^{x) == ff e^^T^ TîWwWdçdr) .

Cet opérateur se prolonge continûment en un opérateur sur £ ' x £ ' .
Pour cela, ainsi que les propriétés opératoires de T dans les espaces H0 et
Ca , et l'influence d'un changement de fonction T , nous renvoyons à [5].

On démontre dans [7] que, si v et w sont deux distributions à support
compact, alors le support singulier de TyW est inclus dans l'intersection du
support de v et du support singulier de w . Il résulte de cette propriété
que l'on peut localiser T sur un ouvert fi modulo un opérateur infiniment
régularisant. Plus précisément, si (<^j,Wj)^N une partition de l'unité C°°
de l'ouvert fl , et (Xj)jçN une suite de fonction C°° sur fî telle que
Supp^ C Wj et que \j vaille 1 près de Suppy^ , on note encore T
l'opérateur défini par TyW = V^ Xj^xjv^PjW » qui bien sûr, opère de

J'€N
V<fÏ) x P'(fî) dans V(fî) . Le contrôle du support singulier de T^ytpjW
assure que cette localisation est, modulo un opérateur envoyant P'(fî) dans
C00^) , indépendante des Xj^Vj^j choisis.

Soient z un champ de vecteurs C7* , r > 1 sur fî' , ouvert de B/1 , et
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n
T un paraproduit sur Jt^ ; si z(x,^) = Y^a^a;)^ on note Tz l'opérateur

i==l
défini, module un opérateur infiniment régularisant, par :

n

T,V=^Ta,DiV .
t=l

1.2. Espaces associés à un module de type &nL

DÉFINITION 1.2. — Soient Z un module de type &ni de champs de
vecteurs C7' , r > 1 , et T un paraproduit sur B/1 ; H^^ÇZ) (resp. C^ÇZ))
désigne l'ensemble des v dans Ha (resp. C^) tels que si z\,..., zi sont £ < k
champs de vecteurs de Z , alors î^ ... T^v est encore dans Ha (resp. (7^) .

Les espaces ainsi définis sont étudiés sous l'hypothèse suivante :
(iïfc) : les coefficients des éléments de Z appartiennent à C^ÇZ) .

On va maintenant donner une liste de propriétés vérifiées sous l'hy-
pothèse (Hk-i) . Pour leur démonstration, deux voies sont possibles : soit
vérifier par récurrence que ces espaces sont les mêmes que ceux introduits
par S. Alinhac dans [2], soit vérifier que l'on peut étendre les résultats de
[7] au cas de plusieurs champs de vecteurs, ce qui n'est qu'une modification
formelle mineure; nous laissons ces vérifications au lecteur.

(1.2.1). — Les espaces H^ÇZ) et C^ÇZ) sont indépendants de
T .

Cette propriété est indispensable pour donner un sens géométrique
à ces espaces; d'autre part, elle assure que l'hypothèse (fffc-i) est en fait
indépendante de T .

(1.2.2). — Si r > 0 , alors H^^ÇZ) et C^ÇZ) sont des algèbres,
de plus, si v € C^ÇZ) (resp.Jït^^Z)) , à valeurs réelles, alors, pour
toute fonction f ç. C°° , on a :

f(v) - î>(,). v C C^^Z) (resp. ff^2^)) .

Ceci est nécessaire pour traiter les équations non semi linéaires par
les techniques du calcul paradifférentiel, que l'on peut construire dans ce
cadre. En effet, on a :

(1.2.3). — Soit 7-0 € R+ \ N , on note S^(^) l'ensemble des
a(x,^) somme, pour j variant de 0 à [7*0] , de ajÇx.ç) homogène de
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degré m - j , C°° sur R" \ {0} en ^ , et C^-^^Z) en x ; on peut
alors définir un opérateur Ta , opérateur paradifférentiel de symbole a ,
envoyant H^ÇZ) (resp.C^Z)) dans fr-^Z) (resp.C'*7-7^^)) ;
cet opérateur est défini modulo un opérateur ro-réguJansant, Le. envoyant
H^ÇZ) (resp.C^Z)) dans ̂ '^^(Z) (resp.C^-7^7'01^)) .

On dispose d'un bon calcul symbolique sur ces opérateurs, résumé
par la relation suivante :

(1.2.4). — Si ai ç. E^ pour i ç. {1,2} , alors, pour tout a ,
Ta, oTa^-Ta,^ envoie H^CZ) (resp.C^Z)) dans H^-^^^ÇZ)

(resp. C^-^-^^ÇZ)) avec ai^ = ^ ^a^D^j .
i+J+[a]^[ro] a'

Formellement, on a remplacé, dans la construction du calcul pa-
radifférentiel de Bony (voir [5]), les espaces H" et C" par H(Tïk{Z) et
C^ÇZ) .

Lorsque a varie dans une certaine plage, on peut définir les espaces
Haïk(Z) et C^^ÇZ) à l'aide de Popérance classique des champs de vecteurs,
ce qui sera fort commode pour les problèmes de trace et de transport par
difféomorphisme.

(1.2.5). — Si o-o > 0 , a €]0,(7o] , et a € C^^ÇZ) , alors Ta • -a-
envoie H^ÇZ) (resp. (7°^ (Z)) dans H ̂ (Z) (resp.C^0^)) .

Il en résulte que, pour a €]0,r] , H^ÇZ) (resp.C^Z)) est aussi
l'ensemble des v dans Ha (resp.C^) tels que si 2;i,...,^ sont i < k
champs de vecteurs de Z , alors z\ (a;, D)... Zf(x^D)u est encore dans H^
(resp.C^) .

Enfin, on peut préciser le front d'onde d'un élément de Haîk(Z) ou
deC^ÇZ) :

(1.2.6). — Pour tout (a;;$) € T*^ tel qu'il existe un élément z
de Z tel que z{x\Ç) + 0 , si v € H^ÇZ) (resp.C^Z)) alors v est
mîcrolocalement Ha^k (resp.C^^) en (a;;$) .

1.3. Espaces de distributions associés à un module de champs peu
réguliers.

DÉFINITION 1.3. — Soient À ç. N* et M un module de champs de
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vecteurs C^. , et T un paraproduit sur R" . On définit par récurrence les
suites Mk, H^ÇM) et C^ÇM) comme suit :

• M-i = M , H^°(M) = fl^ , C^°(M) = C^ .

• Mk est Pensemble des champs à coefficients C^ÇM) de Mk-i .
• Ha^l{M) (resp.C^+^.M)) est l'ensemble des v de H^ÇM)

(resp.C^-1-1^)) tel que, pour tout m € Mk , TmV ç H^ÇM)
(resp.C^ÇM)) .

Remarquons que les suites ainsi définies ne dépendent que de M et
de T . Pour obtenir d'agréables propriétés sur ces espaces, il convient de
faire sur le module M. l'hypothèse suivante, que l'on désignera dans toute
la suite par (Hk) et qui englobe l'hypothèse (Hk) et une généralisation de
l'hypothèse (TF) de [2] :

il existe un sous-module Z de Mk de type fini tel que l'on ait, pour
tout i< k , Mi C Cy(M) ' Z .

Remarquons que, vu que Z est un sous-module de type fini de Mk »
les coefficients des champs de vecteurs de 2 sont (77' , avec r > 1 . De
plus, comme Z est inclus dans Mk et Ca1€(M) dans Caï€(Z) pour tout
i < k +1 , les coefficients de Z sont dans ̂ ^(M) et donc, les résultats de
la section 1.2 s'appliquent aux Caï€(M) et H^ÇM) pour i< k + 1 . D'où
l'intérêt de la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3. — Sous l'hypothèse (Hk) , on a, pour tout
l < k + 1 , H^(M) = H^(Z) et C^ÇM) = H^(Z) .

Remarque 1.3. — II résulte de (1.2.1) que les espaces H^ÇM) et
C^^ÇM) sont indépendants du paraproduit utilisé pour les définir, ce qui
assure par là même que l'hypothèse (Hk) n'est liée qu'à M. .

Démonstration de la Proposition 1.3. — On procède bien sûr par
récurrence. Supposons connue la proposition pour j < k . Soient v €

N
H^+içz) et m e Mj-^-i ; d'après (Hk) , m(x^) = ̂ di{x)zi(x^) avec

i=l
a, 6 C^ÇM) , r > 0 , et z, € Z . D'après (1.2.3), (1.2.4) et l'hypothèse de

N
récurrence, on a T^v == ̂ T^T^vÇH^3(M)) et alors TmV e H^ÇM) ;

1=1
d'où la proposition, vu que la démonstration pour les classes de Hôlder est
analogue.
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2.4. Transport des espaces C^ÇM) . Cas d'une sous-variété peu
régulière.

On va maintenant mettre en évidence une certaine invariance de
l'hypothèse (Hk) sous l'action de difféomorphisme suffisamment régulier.

Plus précisément, soit îî et fl deux ouverts de R71 , M un module de
champs de vecteurs CJj. sur îî , vérifiant (Hk) , etjp un difféomorphisme
C^^ÇM) de îi sur fi , r > 1 ; posons (p^M = M . On a alors, sous ces
hypothèses :

LEMME 1.4.1.

i) M venue (Hk)

ii) soit a €]0,r] , pour tout <_< k + 1 et toute v dans H^ÇM)
(resp.C^(Al) on avoy-1 ç H^(M) (resp.C^M)

iii) y?-1 € C^^ÇM) .

Démonstration. — On procède par récurrence, la conclusion étant
trivialement vraie à l'ordre 0 pour (i) et (iii), et (ii) résultant de (1.2.5).

Supposons le lemme vrai pour j <k —1.
Le fait que d(p~1 = (d(p o <^1)-1 joint à (i) et (ii) à l'ordre j , ainsi

qu'à (1.2.2) assure (iii) à l'ordre j 4-1 .

De plus, M vérifie (Hk) , donc il existe un module de type fini Z inclus
dans Mk tel que, pour tout t < j + 1 , Mi soit inclus dans C^\M) • 2 .
Diaprés (ii) à l'ordre j , ̂ M^i C C^ÇM) • ̂ Z et ̂ Mf = Mf, ; donc
M vérifie (fl^+i) .

Soit m ç. .Mj+i , posons m = y^m . D'après l'hypothèse de
récurrence, m ç Mj+i , donc si v € C^^ÇM) et si a e]0,l] , d'après
(1.2.5), m(x,D)v est dans C^^ÇM) . Le fait que m(x,D)(v o <^-1) =
m(a;,D)î^o ̂ -1 assure, d'après (ii) à l'ordre j , que fh(x,D)(v o <^-1) e
C^j+i(^() et donc, vu que M vérifie (ffy+i), d'après (1.2.5), que voy-1 e
C^^M) . Le fait que 9^ (voy-1) = ̂ (^.^-^^^vo^-1 assure, grâce

à (iii) à l'ordre (j +1) , (ii) à l'ordre j +1 (le cas des espaces H^ se traitant
de manière rigoureusement analogue).

En utilisant le caractère pseudolocal du paraproduit, on démontre, en
suivant une démarche analogue, le lemme suivant :

LEMME 1.4.2. — Soient fî et fi' deux ouverts de B/1 tels que Q, C fî7
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et un module de champs de vecteurs C\ vérifiant (Hk) ; on a alors ;
i) M^ venue (Hk)
ii) H^{M)\Q_ C H^M^) et C^M)^ C C^ÇM^) et ce, pour

tout a réel et tout i< k + 1 .

Pour définir les espaces de distributions conormales par rapport à une
hypersurface peu régulière, la proposition suivante est essentielle.

PROPOSITION 1.4. — Soit S une sous-variété C6 , e > 2 , on désigne
par MT. le module des champs de vecteurs C\ tangents à S ; M^ vérifie
(Hk) avec k = [e\ - 2 .

Démonstration. — Soit y? un difféomorphisme 0e redressant E ; on
note MD le module des champs C\ tangents à ED , ED = {xi = Xd = 0} .
D'après le lemme 1.4.1, il suffit de démontrer que MD vérifie (flfe) .

Soit Z le module engendré par les champs x^j avec (i,j) e
{1,... ,d}2 , et les champs $ j j > d + 1 ; on va démontrer que (Hk) est
vérifiée avec Z .

Soit m € MD î une formule de Taylor à l'ordre 1 entre
(0,..., 0, Xd+i,..., Xn) et x assure que l'on a :

m(a:,$) = m((0,...0,a;d+i,...a:n)î^)
d .1

+^ / ^A.7yl(5^1»•••^d,^d+l»-••a:mîOd5 .
1=1Jo

Ceci assure déjà (J?o) . Supposons (ff^) . Si m est à coefficients C'̂ "1"1 )̂ ,
r > 1, J*Q1 9^ m(sxz ... sxd, a^+i,... Xn)\ Ç)ds est à coefficients C^1^1 (2);
d'où (ff^i) .

La proposition résulte alors immédiatement du Lemme 1.4.1 et de
la Proposition 1.3. Dorénavant, on note JT^(S) (resp.C^S)) l'espace
ff^(Ms) (resp.C^(.Ms)) pour i <, [e} - 1 .

Il est clair que, lorsque E est une sous-variété C00 , les espaces ci-
dessus coïncident avec ceux définis en (0.2). De même, cette définition
coïncide avec celle donnée dans [2].

Il est maintenant possible d'énoncer un théorème plus précis que le
Théorème B, et impliquant le Théorème A :

THÉORÈME 1.4. — Soit u une solution H8 de (E) , s > r- + 8 - d ;. 2i
si ̂ jU ç. H8'3^^) pour j e {0,1} , alors, localement près de 0 , on a :
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1) r \ {0} est une hypersurface C^1^ avec p = 5 - — - 2 + d ;

ii) u € H^y \ {0}) , en dehors de 0 .

Remarque 1.4. — i) Les résultats de [1] sur l'évolution d'une onde
simple permettent d'étendre les conclusions de ce théorème au plus grand
ouvert d'influence fî de H dans fi tel que F H fî soit, a priori, une
hypersurface C^"1 , et ainsi de restreindre l'ouvert fî , ce qui sera fait
librement dans la suite.

ii) Le fait que le point (i) du Théorème B résulte du point (ii) du
théorème ci-dessus est assuré par (1.2.6).

2. Construction et étude des espaces jff^(r) et C^ÇT) .

Le but de ce paragraphe est la construction et l'étude d'espaces de
distributions conormales par rapport à F , définis de manière intrinsèque.
La démarche suit celle empruntée dans le cas de la sous-variété, c'est-à-
dire que l'on va étudier la situation du cône droit FQ , puis transporter
les résultats obtenus par le difféomorphisme exponentiel dont on montrera
la régularité conormale par rapport à TQ . On démontrera ensuite que la
régularité fl'^(r) de la résolution u de l'équation (E) entraîne la véracité
de l'hypothèse (Hf} pour le module Mr des champs de vecteurs tangents
à F \ {0} , nuls en 0 , et à coefficients C^ .

2.1. Définition et étude de H^ÇTo) et C^(ro).

DÉFINITION 2.1.

i) Soit ZQ le module engendré par les champs de vecteurs
n-l

XiT+t^, i €{1, . . . n-1}; Y^x^i, et x^i-x^j , (ij) e {!,.. .n-l}2

i=0

ii) H^ÇTo) (resp.C^pTo) est l'ensemble des v dans Ha (resp.C^)
tels que, si z^..., z^ sont i <, k champs de ZQ , alors zi(x, D) ' - • z^(x, D)u
sont dans iî^resp.C^) .

Le lien avec la construction précédente est exprimé par le théorème
suivant :
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THÉORÈME 2.1. — Soit Mro le module des champs de vecteurs C^.
tangents à FQ \ {0} et nuls en 0 , ators, pour tout k , Mro vérifie (Hk) avec
^o.

COROLLAIRE 2.1. — ff^(A^ro) = H^ÇTo) et C^ÇMro) =
c^(ro).

Démonstration. — Le lemme clef est le lemme de division suivant :

LEMME 2.1.1. — Soit / € C^ÇTo) avec r > 2 , si / est nulle sur
TO , alors iJ existe g € C^^ÇTo) telle que f = (t2 - {x'^g .

Démonstration. — On commence par le démontrer pour k = 0 .
Remarquons préalablement qu'en dehors de 0 , Fo est une hypersurface,
donc l'existence d'une fonction g C^1 telle que / = (t2 — \x'\2) • g est
claire.

Si / est un polynôme, il existe des polynômes Ai , i ç. {1,2,3} tels
que / = (t2 - I^HAiCr') + A^x')t + A^x') .

La nullité de / sur TQ entraîne que, pour tout x ' € R/1"1, ±A2(a:')|a:'|
4- A^x') = 0 d'où Â2 = As = 0 .

Soit P le polynôme de Taylor d'ordre [r] de / au point 0. Un argument
d'homogénéité permet d'affirmer que P est nul sur TQ . Il reste donc à
démontrer le lemme pour / € C^ , plate d'ordre [r] en 0 . Cette platitude
permet d'éclater le point 0 et de se ramener ainsi au cas d'une sous-variété.

Plus précisément, soient (îîi)i<i<3 les ouverts coniques suivants :

"i = {^x')l\t- \x'\\ < e\x\} , ÎÎ2 = {(t,rr')/|t+ |̂ || < e\x\}

et ÎÎ3 = {^x')l\t2 + l^l2) ^ JM2},^)!^

une partition de l'unité C00 hors de 0 , homogène de degré 0 subordonnée
aux Q,i et (Xi)i<^3 d11 même type, valant 1 près de Supp^ et supportées
dans Sîi . Une formule de Taylor à l'ordre 1 assure :

/ =(t2 - \x'\2) . {^) ̂  9tf(xi(x)W\ + s(t - 1^1),^))^

+ -F^ f19tf(Ux)(-\x'\ + sÇt + \x'\),x'))ds + -^——/(x)] .v —~ \vu \ «/o - ~~" |*~ 1

Pour assurer la conclusion du lemme à l'ordre 0 , il suffit maintenant
de démontrer le lemme suivant.
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LEMME 2.1.2. — Soient ^ , i ç. {1,2} (resp.;<) des fonctions
çoo^pn ^ ^Q}) homogènes de degré —i , réelle fresp. 1 et à valeurs dans
R^, et une fonction Ca plate d'ordre [a] en 0 , on a :

i) si a > 1 , ai = ^i(a o ̂ ) ç C^

ii) si o- > 2 , 02 = X2 • a e C^"2 .

Démonstration. — i) II suffit de démontrer que, pour tout a € N71 ,
tel que |a| < [a] , I^ai 6 C^ avec /A = a - [a] .

D est clair que l'on a :
Î aî  ^ ^(^/3al(^)),

1/^H
où ̂  désigne une fonction homogène de degré —1 — |a — f3\.

Vu que l'on a |x/?(^)l < C^x^^-^ et que, d'après l'inégalité de
Taylor |a?(^))| < C^H^I , on a, si \x-y\^ eMax(\x\, \y\) ,

^^(^-^^(^l.^C'Irr-^.
Supposons maintenant \x — y\ < £Max([a:|, \y\). . On a alors :
(2.1) \y\ et d(0,[x,y\) sont dans [C'|a;|,C7i|a?|] .
De plus, en écrivant que
^alCzO-^ai^ ^ to(a:)-x/3(2/))^a(x(^))

l̂ l<|û|
+X0(y)(Df3a(xW-Df3a(x(y))

et en appliquant l'inégalité des accroissements finis, la platitude d'ordre
[a] — |/3| de D^a en 0 assure la majoration voulue, grâce à (2.1).

ii) La démarche est analogue.
Revenons à la démonstration du lemme 2.1.1, que nous venons de

démontrer à l'ordre 0 . Supposons-le vrai à l'ordre k .
Soient z ç. ZQ et / 6 (^"^(ro) , nulle sur TQ ; il existe g ç

(7r-2,fc(p^ ^iie ̂  / = (t2 - \x^)g .

OT,ona:z(x,D)f==(t2--\xf\2)'z(x,D)g^g'^(x,D)(t2-\xf\2).Le{ali
que z(x, D)(t2 - \x'\2) = 0 ou 2(t2 - |a;'|2) assure que (t2 - \xf\2) • z(x, D)g ç
C^CTo) ; elle est bien sûr nulle sur Fo , d'où le lemme 2.1.1. D

Revenons à la démonstration du théorème 2.1 : soit z € .Mro,fc î
z = Y û i Ç t , les ai étant des fonctions (^(ro) nulle en 0 . Une formule

i
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de Taylor à l'ordre 1, jointe à l'existence de générateurs homogènes de ZQ ,
assure que l'on a ai = ̂ Xjâij avec a^ € Cr~11k('^Q) .

j
Vu que ^r = (rr|$) - (a/l^et que, pour i >, 1, a:,r == ̂  + a;,r - ̂  ,

on a :
^ = ̂ (^"'^(ro) • -^o) avec ^o indépendant de r .

Le fait que ZQ == 0 sur N"(To \ {0}) U N*(0) assure la nullité de ses
coefficients sur Fo . Le lemme 2.1.1 joint au fait que l'on a (t2 - |a:'|2)^ =
t(t^i + Xir) - Xi(x\^) - ̂  Xj(x^j - Xj^i) assure le théorème 2.1.

W

2.2. Définition et étude de l'application exponentielle.
Pour définir l'application exponentielle, examinons l'équation définis-

sant les bandes bicaractéristiques. La courbe définie par (^(^),$(s))sç[o,to]
dxest une bande bicaractéristique si et seulement si — = A(x(s)) ' ç(s)

df
et — = - grad^(A(x)^(s)\^(s))\x(s) » A(x) étant la matrice définie par
p2(^)=(A(a:).$|$).

L'inversibilité de la matrice A(x) pour x proche de 0 , assurée par
la stricte hyperbolicité de p2 , permet d'affirmer l'existence d'une fonction
/(î/»^) » quadratique en 77 , et dont les coefficients (vectoriels) sont des
fonctions C°° de la solution u de (E) et de C^ÎA avec |a[ = 3 , telle que la
courbe (^(5))aç[o,ao] est une bicaractéristique issue de 0 si et seulement si
..-. dx2 .( . . dx(s)\ , . . dx^ ^^(^'^-h ̂ -^ d;^^

Notons que ce résultat est typique de l'ordre 2 .

DÉFINITION 2.2. — Soit SQ un réel strictement positif tel qu'il existe
îi voisinage ouvert de 0 , tel que, pour tout v dans SI , la solution x(s,v)

dxde (G) telle que x(0) = 0 et — = v soit définie sur [0, SQ\ ;
us

{?
ÎÎ^Rn

v »-» y?(v).= x(so^v) .

D'après les propriétés des gerbes exprimées dans [12], ^ est un
C^'^-difFéomorphisme près de 0 . De plus, comme on peut supposer que
p2(0;0 = r2 - |$'|2 , il est clair que (p(To) = F . Sa régularité est décrite
par le théorème suivant :
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THÉORÈME 2.2. — Soit Mr le module des champs de vecteurs C3

tangents à F \ {0} nuis en 0; si Mr vérifie (ff^-i) et si la solution u de
(E) est H^Çmr) avec s > ^ + 8 - d , alors y est un difféomorphisme

G^(ro)avecp=5-^-2+d.

y j
Démonstration. — Si fi(s,v) = (p(—v) et ^(^v) = -r-fi(s,v) , il

résulte des propriétés des gerbes démontrées dans [12] que l'on a :

(Go) ds^8'^ = ̂ M) î ^^ = M '
avec F(Xi,X2) = (^./(Xi,^)) .

On va démontrer par récurrence que (p est dans ^([O^o];^"1^^)) ce
qui assurera clairement le résultat.

Ceci est vrai pour l = 0 . Supposons-le pour (! < i - 1 . On va
différencier (Go) : 9v(p(s,v) est la solution de

(G/) ds^8'v) = dp(ip^v)) • ̂ <y) î ^(^<y) = (°îId) •
L'équation (G') étant linéaire, il suffit de démontrer

(2.2) dF((p(s,v)) e C^^s^C^^CTo)) .

Vu que (G) est une gerbe, que u est solution H^ÇMr) de (E) , et que Mr
vérifie (H^-i) , on a, d'après la proposition 1.3 et (1.2.2) :

dF(̂ M) = ̂ Fk(^(^v))Gk(^v)) ,

avec Fk € G^"2^4"1^) et Gjb e G00 .

Comme ^2 e G°([0,5o]î G^"1^ (ro)) , G^) aussi, et donc Gfc(^) €
G°([0,5o]; G^-^^^ro)) . Soient z^..., ̂ +1 <' +1 éléments d'une famille
génératrice homogène de ZQ :

zi(v,D)... zy^(v,D)Fk (^(•8-v))

= (^zz(x,D).^^z^^(x,D)Fk)(^{s-v)} .

D'après le lemme 1.4.1 (ii), y?^ e Mr t , donc

^zi(x,D)...^Zt.^{x,D)Fk eG^-2

et donc on a (2.2); d'où le théorème.
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Le lemme 1.4.1 assure clairement que, sous les hypothèses du
théorème 2.2, Mr vérifie (H^) avec \^ZQ . Sous ces hypothèses, on notera
H^(Mr) par ff^(r) et C^'ÇMr) par C^(F) pour tout K < i + 1 .

COROLLAIRE 2.2. — Soit u solution JP^r) de (E) avec s >
— 4- 8 — d , si Z = y?*2^o alors on a :
^

(C) {p2, -2} = Vp-e^(r) • z + (^(r). p2
(Vr,^(r) désignant Fensemble des champs de vecteurs à coefficients C^^r)).

Démonstration. — D'après le théorème 2.2 et le lemme 1.4.1 (ii), il
suffit de démontrer (C) dans la situation redressée. Il suffit alors d'appliquer
à p2 ? transporté de pa » et à {p2,z} , z € Zo le fait que, si q est
une forme quadratique à coefficients C^CTo) , r > 3 , nulle sur Ao =
inroUo^uKOîO/T2^!2} alors

q € C^(ro). (r2 - |$f) + Vr-s^Fo) • ̂ o .

En effet, modulo À(r2 — l^)2) , g n'a pas de terme r2 et est nulle sur
Ao U N*(0) . Une formule de Taylor à l'ordre 1 permet, modulo (x\ç) et
^iT + ^it , de se ramener au cas où ses coefficients s'annulent sur TQ ; le
lemme de division 2.1.1 assure alors le corollaire.

La conclusion de cette étude est que l'hypothèse (H^) est entraînée
par la régularité H8^^) de la solution u de (E) , ce qui permet de définir la
régularité H^^ÇF) et C'̂ '̂ r) . La relation (C) est un outil important
pour démontrer que, si les traces de u sont assez régulières, u € iP^'^r) .

3. Démonstration du théorème 1.4.

On va démontrer, par récurrence bien sûr, que sous les hypothèses du
théorème 1.4, u ç. H8^^) ; pour ce faire, il suffit de démontrer que si u
est une solution H^ÇT) de (E) , s > r- -h 8 - d , de (E) , u étant réelle, et
si -fjU € H8-^1^) , pour j € {0,1} , alors u € H8^1^) . On procède
de façon standard :

Soit (zi)^<i<_N une famille génératrice de Z (2 étant le module défini
au corollaire 2.2), on note Uj le vecteur dont les composantes sont les
2^ ...T^ÎA , A < j et i\ e {!,...,7V} ; il est clair que n^-i € H3 si
et seulement si u ç. iP^"1"1^) . Observons que u € H811^) , donc que
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ue+i e H8'1 ; le fait que ^4.1 € H3 sera impliqué, au terme d'un gagne
petit standard, par le fait que, pour /A ç. [s - 1, s[ et 7 = inf(l, p - 6) on a :

î^+i € £P => î^+i 6 ff^ avec p1 = Min(5, o- + 7) .

D'après (1.2.2) et le corollaire 2.2, on a, par le biais d'une récurrence
très simple :

(3.1) Pour tout (! < i + 1 , T^Uf,, + TA,U^ € ff^-^+i-^r)

où Ai est une matrice de symboles de S1 g ̂ ^, (T) .

D'après le théorème de propagation de la régularité des traces, qui
est un cas particulier du théorème de réflexion des singularités de [14], il
suffit, pour démontrer que ^4.1 e H ^ ' , de démontrer :

(3.2) ^+i çH^ 7j(^+i) € H ^ ' - J , j e {0,1} .

L'essentiel est l'étude des traces des espaces H^CT) et C'°^(r) sur H , qui
est résumé par le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. — Si u est une solution ff^(r) de (E) , s >
— + 8 - d , alors on a, si a > 0 et K <i

i)7o(^(r))cc^(o)
ii) ̂ {H^^(F)) C H^1(0)

iii) si v € fi^+^r) , Tp^ € H^'(T) alors 70(1;) € ff^^O) .

Démonstration. — II faut redresser Fo tout en laissant H invariant.
Ceci est fait par N. Ritter dans [13] ; nous le faisons ici de manière plus
explicite, de façon à contrôler la régularité du difféomorphisme.

LEMME 3.1. — Sous les hypothèses du théorème 3.1, il existe un
difféomorphisme (^"^(r) , noté ̂  , tel que :

i )W,^)) t=<
ii) W = Fo .

Démonstration. — Soit ^i = <^1 , le théorème 2.2 et le lemme 1.4.1
assure que ^i est (^-^(r) et que ^i(r) = Fo .

Malheureusement, ^i(ff) n'est pas une hypersurface droite. On va
donc la redresser. Soit / = (^-l(<,a:))t . D'après le théorème 2.2 c'est une
équation C^^To) de ̂ i (H) . Le fait que ZQ soit engendré par une famille
finie de champs homogènes assure, par le biais d'une formule de Taylor
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à l'ordre 1, l'existence de g dans C^^To) telle que f{x) = g(x) • x .
L'hyperplan tangent à ^i(-H') en 0 est (t = 0) , donc si g désigne la forme
quadratique q(x) =t2 — la^l2 , on peut, par le procédé d'orthogonalisation
de Schmitt, construire une base orthogonale pour q , notée e(x) , telle que
^o(a0 = / . ^^ et telle que e(0) soit la base canonique de R71 . Laçu^w} /

fonction e(rr) est bien sûr C^" ' (To) et l'on obtient un difféomorphisme ^2
convenable en posant ^(x) = g(^(a?))l/2A(a;) • x , où A(a;) est la matrice
dont les vecteurs lignes sont les vecteurs de e(a:) . Posons ^ = ^2 ° ̂ i î il
résulte du lemme 1.4.1 que ^ est C^^CT) , d'où le lemme. D

Soit \ une fonction C^B/1 \ {0}) , homogène de degré 0 , valant
1 près de (|r| < £\^\) et supportée dans (|r[ < £i\^\) , on a : pour
î e{ l , . . . , n - l} :

x, = - ̂ 1(1 - x)(r^) + (rxi + ̂ t)^(l - X)(T,^)
- n~l+ ̂ (T' ̂ )^_^i2(T(^T + w - w^) - E ̂ tè^ ~ ̂ ^)) •

ls 1 fc==l

Soit Zij(x^) = x^j pour {t,j} 6 {1,.. .n — 1}2 ; d'après le lemme 1.4.1,
^*Zij est un champ de vecteurs (^"^(ro) qui, de plus, est nul en 0 .
Une formule de Taylor à l'ordre 1 jointe à l'expression des Xk à partir des
éléments de ZQ assure que l'on a :

^Zij = *S^(ro) + S^(ro) • Zo , avec e > 0 .

Le transport de cette relation par ^~1 assure, grâce au lemme 1.4.1 et au
théorème 2.2 :

(3.3) ^ € t. E^(r) + E^(r). Z avec e > 0 .

Démontrons (i) par récurrence : supposons la conclusion à l'ordre
j < t, ; soit v € C^^Çr) , il résulte de (3.3) que XiDjV = tv^ +1:2 avec
V2 € C^^r) . L'hypothèse de récurrence assure alors que XiDjv est dans
(7^(0) , c'est-à-dire (i) à l'ordre j -h 1 .

Le point (ii) se démontre de manière analogue.
La démonstration du point (iii) est plus délicate. Pour l = 0 , il s'agit

d'une extension au cas paradifférentiel d'une propriété bien connue dans le
cas où p2 est un opérateur pseudodifférentiel (voir [6]).

Remarquons tout d'abord que l'on peut, grâce à l'ellipticité micro-
locale, supposer que le front d'onde de v est contenu dans l'ensemble des
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(rr,ç) de T*fî tel que |r| w |$'| et que v est à support compact. De plus,
dans toute cette démonstration, H" désignera l'espace de Sobolev global
sur R71-1 d'ordre a .

L'outil de cette généralisation est le concept d'opérateurs para-
différentiels tangentiels introduits par M. Sablé-Tougeron dans [14]. Soit

2
T ' un paraproduit sur B/1"1 , on note, si pz = y^i^^î^)7'1 ? Qi PO-

1=0
lynôme de degré 2 - i en ^ , à coefficients Cp , T^ l'opérateur défini

2 ^
par r^w = ^Tg.(t ,.)(^)^w • D'après [14], la localisation spectrale

de v assure, par le biais d'un découpage dyadique standard que l'on a
Tp^ - T^v e ^(Rîff^) . Vu que l'on a {^v e ^(R;^1-^)

pour presque tout to, {^Yv\t=to € H^1'3 . Il reste maintenant à démon-
trer que l'équation T^w = / e ^([O.T^H^ a une unique solution dans
CaO.riîff^nC^aO.r];^-1) . Ceci résulte de façon standard de l'inéga-
lité a priori suivante :

si ^ e ̂ ([O.T];^) n C([0,r];ff;) alors
1 Q 1

E n6"^ * (^î^n^do^;^-) ^<7 E iiwiî
J=0 j=0 .

+||e-At.^;^||^([o.^];^-l) .
Pour démontrer cette inégalité, il suffit de généraliser l'inégalité 23.1.2 de
[11] au cas d'un système hyperbolique symétrisable paradifférentiel, ce qui
est facile et laissé au lecteur, d'où (iii) pour i = 0 .

Supposons maintenant (iii) à l'ordre j <i ; les relations (3.1) et (3.3)
jointes à l'hypothèse de récurrence assurent (iii) à l'ordre j 4-1 , d'où le
théorème 3.1.

On a maintenant besoin du lemme suivant :

LEMME 3.2. — Sous les hypothèses du théorème 3.1, soient a > 1
et C < i ; si v € ff^(r) , T^v ç ̂ -^(r) et 7^ € ff^-^+^O) pour
j € {0,1} , alors, pour tout z € 2 , ^o(T^v) € H^'(0) .

Démonstration. — Soit 9 un opérateur différentiel en x ' d'ordre N
tel que p - 4 > a - N > 1 . Posons v = 9v . On a, d'après (1.2.5)
T^v - z(x,D)v ç. HP-^Çr) , donc, d'après le théorème 3.1, 7o(T^) =
7o(^,W(J:r-^(o)).
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n-1
Si z(x^) = aor + ̂  a^i , alors

1=1
n-l

-Yo(z(x,D)v) == 70(00)71 (v) + ̂ 7o(ûi)^.(7o(v)). .
1=1

Les fonctions 70(01) sont des fonctions 0^-2^(0) nulles en 0 , et 7^ ç
^-^-^^(O) . Donc, il vient que ^o(z(x,D)v) € JT-^O) ainsi
que 7o(îzv) ; ceci n'est pas exactement le résultat visé, mais l'on a •
[9^}v € ^-^(F) et T^[9,T,}v e H^-^y) et donc, d'après le
théorème 3.1, ^[Q,T^}v e H^-^ÇO) d'où 7o(î^) € ff^(O) .

COROLLAIRE 3.2. — Soient a > 2 et t! <, t ; si v ç H^'(T) ,
T^v € ^-^^(r) et 7,1; e ^-^+1(0) , ^ e {0,1} , alors, pour tout
z € Z , on a 7j(î^) € ̂ -^(0) .

Démonstration. — II suffit de démontrer que ôfî; vérifie les hy-
pothèses du lemme 3.2, ce qui revient à démontrer que 72^ € .H^"2^-1"1^).
Il faut bien sûr utiliser l'équation; soit 9 un opérateur différentiel d'ordre
N en x ' tel que p - 3 > a - N > 2 . On a alors : p^(x,D)9v - Tp^ôv €
ir-^(r) donc p^(x,D)ôv e ̂ -^-i^(r) ce qui entraîne

-ïo(p2(x,D)9v) e fr-^-t^O) C 1^2-^(0) ;

la stricte hyperbolicité de pg assure alors que ̂ (9v) e ff^-^^-^^^O) d'où
72(v) € ff^-2^ (0) , et ainsi le corollaire. D

Soit (Fy) : ^(uy) € ff^W-^O) . Le prédicat (Fo) est vrai.
Supposons (Fy) vrai pour V <l :

les relations (1.2.2) et (3.1) assurent uy ç H^^'CT) et Tp^^ e
ff^-j,<-^(r) . Le corollaire 3.2 et (F^) assure 7,(r^^) e ff^-^-^(O)
pour tout 2? € Z , c'est-à-dire (F^+i). D'où (F^-n). D en résulte (3.2), c'est-
à-dire que 7j^+i € iî^'"^ pour j e {0,1} et ainsi donc que u € Jf^+^r).

Pour obtenir le théorème 1.4, il suffit d'observer que l'exponentielle
(p est C^ÇTo \ {0}) et que donc y>|ro\{o} est C^-14^ , ce qui fournit un
paramétrage C'̂ 1-^ de F \ {0} , d'où le point (i).

Pour (ii) c'est l'application du lemme de restriction 1.4.2.
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