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INTRODUCTION

Dans l'expos¢é Bourbaki 409 ([K 1]), Katz a défini 1a fonction
L(X,E,t) attachée a une variété¢ lisse X sur un corps fini F, de

caractéristique p > 0, et & un F-cristal E localement libre de type fini
sur X.

Katz conjecture (loc. cit. 6.1.1) que cette fonction L est méromorphe
en la variable p-adique ¢t. Dans le cas ou X est propre et lisse sur F,
(ce que nous supposerons désormais), nous résolvons par I'affirmative
cette conjecture et nous obtenons méme plus : L(X,E,t) est une fonction
rationnelle de ¢t et on a I’expression (I, 2.2)

)

*) LGED= T[] [det(1~tF|Hiw(X/ W, E)QyK)I "

i<0<2n

ou n est la dimension de X sur F,, W l'anneau des vecteurs de Witt
de F,, K le corps des fractions de ‘W et F le Frobenius. Comme cas
particulier on retrouve la rationalit¢ des fonctions L de Grothendieck
attachées 4 un groupe fini. La formule (*) est conséquence d’une
formule des traces de Lefschetz en cohomologie cristalline (II, 1.6): si
Y: X & Z:= X xg X est le graphe du Frobenius de X, le point
important est de généraliser la classe fondamentale sy, de Berthelot
((B1]) en une classe sk, ; attachée au morphisme u: F*E — E donné
avec le F-cristal E, cette nouvelle classe ayant les mémes propriétés de
transitivité, projection et fonctorialité (I). En plus d’un théoréme de
Lefschetz faible, nous étudions dans la 3° partie les coefficients de cette
fonction L: si E est un F-cristal unité, L(X,E,t) est une fraction
rationnelle a coefficients dans Z,.

Si E est un F-cristal unité, Katz donne une description conjecturale
(loc. cit. 6.1.2) des zéros et poles de L qui sont des unités p-adiques,
ceci en termes de cohomologie étale du Z,-faisceau M associé a E.
Nous résolvons aussi, affirmativement, cette conjecture si X est propre
et lisse sur F,, en donnant une interprétation précise des zéros et poles
de L de la forme q'u, ou r est un entier et u une unité p-adique: ce
sont les valeurs propres du Frobenius géométrique sur les groupes de
cohomologie de faisceaux v(E,r) (cf. II, 2.8 pour une formulation
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précise). Pour r = 0, v(E,0) est le faisceau étale M associé a E, ce qui
résout la conjecture de Katz (loc. cit. 6.1.2) (cf. II, 2.9).

Ces faisceaux étales v(E,r) pour un F-cristal unité E jouent un grand
réle : ils permettent notamment des évaluations p-adiques de L(X,E,t)
quand t —» g~ " (cf. lintroduction de la 4°partie pour une formulation
précise). Lorsque la dimension n de X est de la forme n = 2r, on
obtient en outre un équivalent p-adique, quand t — g~", du terme
médian det (1—-tF|H*(X/W,E)® wK) de la fonction L(X,E,t): I'outil
essentiel est un théoréme de dualité satisfait par les faisceaux v(E,r)
([E 2]). Les évaluations p-adiques ainsi obtenues sont les prolongements
naturels aux fonctions L des résultats de Milne sur «les valeurs des
fonctions z€ta pour des variétés sur des corps finis» ([M4]): ceci
s’inscrit dans la ligne de travaux de Birch et Swinnerton-Dyer ([T]),
Lichtenbaum ([L 1] a [L 3]), et d’autres ([B-N], [Sch]). Lorsque E est a
monodromie finie entiére (cf. III, 3) nous pouvons étendre au cas | # p
nos résultats précédents pour obtenir des équivalents (pour la topologie
usuelle sur R) de L(X,E,q™°) et du terme médian quand s — r (cf. IV, 6).

Dans cet article 'influence de la thése de P. Berthelot ([B 1]) apparaitra
clairement au lecteur: elle m’a servi de guide pour démontrer la
rationalit¢ de la fonction L. Je tiens a le remercier aussi pour ses
conseils et les raccourcis qu’il m’a suggérés.

I. GYSIN ET IMAGE DIRECTE

Pour obtenir la formule des traces de Lefschetz pour les F-cristaux
on est amené a construire d’abord, via la dualit¢t de Poincaré, une
classe de cohomologie f,(u) et celle-ci doit vérifier les propriétés
habituelles de transitivité, projection et fonctorialité par rapport aux
morphismes transversaux. Cette derniére propriété s’établit directement
sur la classe sy, x que I'on construit au §1; on montre ensuite au § 2
que sy,;x coincide avec fi(u).

Tous les Ext’ cristallins que nous utiliserons dans cet article seront
calculés sur le topos cristallin restreint (cf. [B 1], p. 418).

On suppose p localement nilpotent sur les schémas considérés.
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1. Classe de cohomologie associée
a un morphisme de cristaux et Gysin.

1.1. Classe s%x.

1.1.0. Soient (S,7,y) un PD-schéma, I, un sous PD-idéal quasi-
cohérent de I, S, le sous-schéma fermé de S défini par I,, X un
S,-schéma lisse, Y un sous-schéma fermé de X, lisse sur S, et de
codimension d dans X, i 'immersion de Y dans X.

1.1.1. Donnons-nous d’autre part un (y,¢cmodule localement libre
F. Dans la catégorie dérivée des Oy, smodules sur le site cristallin
restreint R..;(X/S) on dispose, comme F est plat, du morphisme

(LLL1) GYx:=Gyx®1Id: icris*(@ws) ® ax/SF - Oxs ®0X/SF[2d]
¢ l
icris*icris*(F) F[2d]

ou Gyx est le morphisme de Gysin de ([B1], VI, (3.3.8), p.483);
G% x est appelé morphisme -de Gysin relatif a l'immersion i et au faisceau
F. Le morphisme G%, définit une classe sy ye€ Exté‘;/s(ic,is*ims*(F),F)
appelée classe de cohomologie de Y dans X relativement au faisceau F.
En appliquant le foncteur RI'(X/S,—) & G¥,x on obtient un morphisme
encore noté G¥x, ou iy:

(1.1.1.2)  iy: RO(Y/S,i*(F)) = R (X/S,F)[2d],

et appelé aussi morphisme de Gysin relatif a I'iimmersion i et au
faisceau F (ou image directe).

1.1.2. Soient E (resp. F) un Oy smodule (resp. un Oy ,smodule
localement libre), et u: E — i, *(F) un morphisme de cristaux. L’image
du couple (icris*(u),si,x) par 'accouplement canonique
Hom(’xls(icris* (E)a icris*icris* (F)) X EXt(z;;/S(icris*icris*(F)sF)

- EXt(zE‘j(,S(icris* (E), F)

sera notée sy x : cette classe de cohomologie fournit un morphisme dans
la catégorie dérivée des (x,s-modules

(1.1.2.1) Gxt fens, (E) > F[2d].
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1.1.3. Soient maintenant F (resp. E) un @y smodule (resp. et
localement libre de type fini), et EY = Homg, (E,0xys). Il existe un
isomorphisme canonique

(1.13.1)  Extly, (e fens* (E), F) = Extly (ieris, (Oy)s), E' @y F)

associant a tout morphisme v: ic,is*ic,is* (E) — F[j] de la catégorie
dérivée .des O s-modules, le composé

can. Idgv

icris:’= ((OY/S) - icris*icris* (EV ®€X/SE) e EY ®('X/S'FU]
4
EV ®0X/sicris*icris* (E)

Si ’on suppose de.plus F localement libre et que u est un morphisme
ieris¥ (E) = iens™ (F), I'image de s%,x par le composé de (1.1.3.1) et du
morphisme canonique

EXt(ZE‘;/s(icris*(@Y/S)’ EV ®€X/SF)
— Ext¥ (Oys,E @y, F) ~ H¥(X/S,E' ®c, F)

sera encore notée sy, x: cette derniére classe n’est autre que 'image par
le morphisme -image directe

i* : HO(Y/S, icris*(Ev ®6X/SF))_) H2d(X/Sa Ev ®€X,'SF)
de u considéré comme élément de H°(Y/S,ics* (EY Ry, sF)), ie.

(1.1.3.2) Syix = ix(u).

1.1.4. Sous les hypothéses de 1.1.0, supposons que Y = Y, U Y,,
ou Y, et Y, sont des sous-schémas fermés de X, lisses sur S et de
codimension d dans X, tels que Y, n Y, = et soit i,(xa=12) le
morphisme composé

Ja i
Y, Y o X.
ProrosiTioN 1.1.5. — (a) Sous les hypothéses 1.1.4 soient E (resp. F)

un Oy, smodule (resp. un. Ox;s-module localement libre) et u un morphisme
E - i, *(F); notons

Uy = jucris*(u): jacris*(E) - iacris*(F)’ a = ]2
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Alors

Sy;x = S'ﬂ/x + 5'1%/)(

dans EXtél;/s(icris*(E)’F) .
(b) Sous les hypothéses 1.1.4, soient E un Cx,s-module.. localement
libre, u un morphisme Oy;s — iy *(E) et Uy = jyeris* (W), o0 = 1,2 ; alors

(W) = ig(uy) + ipa(uy)
dans H*(X/S,E).

Cela résulte de la définition de sy, x et de la propriété correspondante
pour sy,x = s34 ([B 1)), VI, 3.3.10). O

1.2. Formule de transitivité.

1.2.1. Plagons-nous dans les hypothéses 1.1.0; soient Z un sous-
schéma fermé de Y, lisse sur S,, et de codimension d' dans Y, j
Iimmersion de Z dans Y, E un (zg¢module, F. (resp.G) un
Oy,ssmodule (resp. Oy, smodule) localement libre, u: E — j..*(F)
(resp. v: F-i,*(G)) - des morphismes de cristaux et
w = jcris*(v)ou tE > (ioj)cris*(G)~

ProposITION 1.2.2. — Sous les hypothéses 1.2.1, on a, avec la notation
(1.1.2.1) :
Gzx = Gyxo ireris*(Gy) -
Résulte de la définition (1.1.2.1) et de «([B 1], VI, 4.2.3): O
CoroLLAIRE 1.2.3. — Sous les hypotheses 1.2.1 soient

ix: RT(Y/S,iuis*(G)) - RI'(X/S,G)[2d]
Jxt RE(Z/S, jeris*icnis*(G)) = RE(Y/S, icns* (G))[2d]
(0 ))x: RIU(Z/S, jeris*icris* (G)) —» RI'(X/S,G)[2d+2d’)
les morphismes de Gysin sur la cohomologie. Alors on a :
(o« = ix0jx.
1.3. Fonctorialité par rapport aux morphismes. transversauyx.

1.3.1. Supposons 1.1.0 vérifie et soit j: T —» Z une immersion
fermée de codimension d, entre des schémas lisses sur. S,, s’insérant
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dans un carré cartésien au-dessus de S, :

T—2% Ly

[ o |

Z— X;

en particulier f est transversal a i.

1.3.2. Soit de plus E (resp. F) un Oy, ¢module (resp. un Oy s-module)
localement libre. On définit pour tout entier r un homomorphisme

(1 33) EXtZX/S(icris* (E)a F) - EerZ/s(icris*gcris* (E)afcris* (F)) 3

de la fagon suivante. Par adjonction de la fléche canonique
icris*(E) _) cris*jcris*gcris*(E) = icris*gcris*gcris*(E)a
il existe tout d’abord un morphisme

(134) fcris*icris* (E) - jcris*gcris*(E) ’

et c’est un isomorphisme: E étant localement libre, on se rameéne
facilement au cas E = Oy ([B1], VI, 4.3.9). Soit J* une résolution
injective de f..;*(F) dans la catégorie des (0, ¢-modules. D’apres ([B 1],
IV, (2.5.3)) on a un isomorphisme canonique de complexes

(1 35) Hosz/s(icris*(E) ’chris* (J.)) 3 HomzZ/s(fcris*icris* (E), J.) .

Or L' fcris*(ims* (E)) = 0 pour i > 1, puisque E est localement libre sur
Cys, e que Ton a ce résultat pour E = Oyg([B1],
VI, 43.9); freis*(J®) est donc ([B 1], VI, 4.3.6) un complexe & termes
acycliques pour le foncteur I—Iomc,X/s(icris*(E),—) et Hom;X/S(icris*(E),
mes* (J*)) fournit dans la catégorie dérivée des (x,s-modules le complexe
RHomy S(ims*(E), R mes* Jeris¥(F)). En utilisant le morphisme cano-
nique F — mes* Jeris® (F) et I'isomorphisme (1.3.4) la fléche (1.3.5) donne
ainsi sur la cohomologie I"homomorphisme cherché (1.3.3).

THEOREME 1.3.6. Supposons 1.3.1 satisfait.
(a) Soient E (resp. F) un Oy, s-module (resp. un O s-module) localement
libre et u un  morphisme E — i *(F) induisant g*(u):
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eris T (E) = Zeris¥icris® (F), alors I’homomorphisme (1.3.3)
EXtdx,s(lcns (E) 17) - EXt@Z/s(’cris*gcris*(E) 7,f;:ris*(F))

envoie %y sur s§%.

(b) Soient E et F deux Oy ,s-modules localement libres, avec E de type
fini, et u: i ¥ (E) > ¥ (F). Alors le carré suivant, ou f* est le
morphisme image inverse, est commutatif :

(1.3.3)

EXt?‘;,S(icris*icris*(E)a F) GZ/S(jcrls ]crls fcris* (E), fcris* (F))

can can
H™(X/S,E' ®,,F) = H™(Z/S, furis*(E")®c 5 o forss*(F)) ;

de plus on a f*(s%x) = s§%.

Le théoreme résulte de la fonctorialité des accouplements définissant
sy x (cf. 1.1.2) et de la propriété correspondante pour sy;x = s‘f,ﬁs ([B 1],
VI, 4.3). O

1.4. Formule de projection

1.4.1. On reprend ici les hypothéses 1.1.0 en supposant de plus S
et f: X — S quasi-séparés et quasi-compacts. On se donne également
deux ( 'y ,s-modules localement libres E et F.

ProrosiTioN 1.4.2. — Sous les hypothéses 1.4.1, le diagramme suivant
commute

L 3
SE(Y. S.iens* (E)) ® 4 RI(X/S, F) 10N

L
RI(X/S,E) ®. RIC(X/S, F)[2d]
[d@ﬂl 1

L
SL(Y S ienc (E)) @ 4 BT (Y/S. i (F)) —— RE(Y/S.iua*(E®., ) — RT(X/S. (@, )],
1% ) * '

ou o sont les morphismes de cup-produit et A = I'(S,Us). En particulier
le morphisme

ix0i*: RF(X/S F) - RI'(X/S, F)[2d]
est le cup-produit pour la classe sy;x = ix(1) de ([Bl], VI, 3.3.6).

Résulte de la définition (1.1.1.2) de i, par une démonstration
analogue a celle de la formule de projection ([B 1], VI, 4.1.4). O
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2. Morphisme image directe,

2.1. Nous ferons les hypothéses suivantes: k est un corps de
caractéristique p > 0, W un anneau de valuation discréte d’inégales
caractéristiques, d’indice de ramification absolu e < p — 1, de corps
résiduel k, m son idéal maximal, W, = W/m™ ' (pour me N), muni
des puissances divisées définies par les puissances divisées naturelles de
m, S=SpecW,, £ =m.0g, vy les puissances diviseées de .#,
S, = Spec k. Tous les schémas considérés seront supposés équidimen-
sionnels. Soient de plus X et Y deux S,schémas propres et lisses, de-
dimension n et g, h: ¥ - X un S;-morphisme et E un Cx,s-module
localement libre de type fini. Si 'on note EY le dual de E, le morphisme
image inverse h*: R[(X/EY) — RI(Y/S,h*E") donne par dualité

()" : RHom}, (RT(Y/S,h*E"), W,) - RHom}, (RT(X/S,EV),W,).

Or la dualité de Poincaré ({B 1], VII, 2.1.3) fournit des isomorphismes

ex: R[(X/S,E) 5 RHom%, (RT(X/S,E"), W,)[—2n]
et &y: RI(Y/S,h*E) 5 RHom}, (RI(Y/S,h*EV), W,)[-2q];

nous définirons le morphisme image directe
2.2) hy: RI'(Y/S,h*E) - RI'(X/S, E)[2n—2q]

par he =30 (h*)Y ogy.

2.3. On vérifie sans peine la transitivit¢ du morphisme image directe
(2.2) et la formule de projection (avec le diagramme 1.4.2, mais ou cette
fois X et Y sont propres et lisses sur S, et E et F localement libres
de type fini sur Oy,s). De plus

h,oh*: RO(X/S,F) — RO(X/S, F)[2n—24]

est le morphisme de cup-produit par h,(1) e RI'(X/S, Ok s)[2n—2g]. On
montre également la compatibilité de I'image directe: 4 I'isomorphisme
de Kiinneth.

Nous allons comparer la définition (2.2) du morphisme image directe
a celle de (1.1.1.2).

PrOPOSITION 2.4. — Sous les hypothéses 2.1, supposons que h soit
une immersion fermée de codimension d = n — q, alors le morphisme h,
de 2.2 est égal au morphisme de Gysin G%, de (1.1.1.2).
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Notons f: X > S et g: Y — S les morphismes structuraux et

considérons le diagramme
L

! 1d @ Gy x
RI(X/S, EY)®y, RI(Y/S, h*E)[— 2d] 14® G, RT(X/S, E')®y, RI(X/S,E)

h* ® Id
e
RI(Y/S,h*E")®w, RI(Y/S, h*E)[—2d] Ox
Oy
M Gg/VX@E 'v
RL(Y/S,h*(E" @, )~ 2d] — RI(X/S, E” @ y,5F)
can. Lcan.
G
RT(Y/S, ¢, )1~ 2d) — RT(X/S, Oxs)
Tr, Tr,
Jv Id v
W,.[—2n] _— W.[—2n].

Le carré du haut est commutatif d’aprés la formule de projection (2.3)
et celui du bas d’aprés ([B 1], VII, 2.3.1). Le carré du milieu commute
car il est obtenu en appliquant le foncteur RI'(X/S,—) au carré

commutatif
Gyx ® ldgv gy
heriso(Oy;s) ®€X/SEV ®0X,SE[_ 2d] — =2 Oy ®¢'X,SEV ®('X,SE
Id ® can. lld,x/s ® can.
Gyx ® Id, ¢
heris(O ) ®ax/s(px.rs[_ 2d] Oxs ®cx,sw)r/s .

L
Par adjonction entre ® et RHom®, on en déduit.la commutativité du

triangle
RI(Y/S, h*(E))
wosy )
Gx RHom$,,, (RT(X/S, EV), W,)[—2n+2d]
e :
RI(X/S, E)[2d]

ce qui donne la proposition d’apres la définition de h, (2.2). O
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II. RATIONALITE DE LA FONCTION L

Comme en cohomologie étale (M 3], VI, §3) nous allons prouver,
en cohomologie cristalline cette fois, la rationalité des fonctions L par
une formule des traces de Lefschetz.

1. Formule des traces de Lefschetz.

LemMmE 1.1. — Soient (S,.#,y) un PD-schéma quasi-compact, S, un
sous-schéma fermé de S, défini par un sous PD-idéal quasi-cohérent de .7,
fo: X > S, un morphisme lisse quasi-séparé et quasi-compact,

f:XLSoaS, Z=XXg X, h:Z—> S, A:X = Z l'immersion

diagonale, E et F deux Oy smodules localement libres de type fini. Alors

le diagramme
L kg p

Rfxs+(E) ®(fX/SRfX/s*(F) 5 Rhy s (pY(E) ®GZ/SP=2|=(F))
c A*

Rfys+(E ®cy oF)

ou o est le cup-produit, kg r l'isomorphisme de Kiinneth, et fy;s, hzs ont
le sens habituel ([B 1], VII, 1.1.1), est commutatif.

Méme démonstration que ([B 1], VII, 3.1.1.). ]

LeMME 1.2. — Soient A un anneau commutatif, K* et K'* deux
L

complexes parfaits de D°(A), n un entier et 1:K°®,K" — A[n]
un morphisme de D°(A), définissant par adjonction un morphisme ¢ :
K - RHom}, (K, A)[n]. Alors le diagramme

L

K. ®A Kro

T .

Aln]

e® Id ‘Id
L v

RHom} (K"*, A) ® 4, K'*[n] — A[n]
ou 1’ est l'accouplement naturel, est commutatif.

Méme démonstration que ([B 1], VII, 3.1.2). 0
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1.3. Reprenons maintenant jusquen 1.6 inclus les hypothéses du
(I1,2.1) sur S et S,, si bien que S = Spec W,, S, = Spec k. Soient X
un Sy-schéma propre et lisse de dimensionn, f: X - S, et E un
Oxs-module localement libre de type fini. Le lemme 1.2 montre la
commutativit¢ du diagramme

(1.3.1)

RI(X/S, E) ®y_RT(X/S,EY)">RT(X/S, Oys) —~

Wl —2n]

ex ® Id d
L

RHom?, (RT'(X/S,E"), W) ®, RT(X/S, EV)[~2n) — W, [~ 2n],

ou o est le cup-produit et o’ I'accouplement naturel.

Supposons donnés de plus un Sp-schéma propre et lisse Y de
dimension g, un Sy-morphisme ¢ : X — Y, un Oy smodule F localement
libre de type fini et un homomorphisme u : @*(F) — E. Nous noterons
®* le morphisme de complexes parfaits

(132)  @®* = R['(u) o ¢* : R[(Y/S,F) —» R[(X/S, E),

compos¢ du morphisme image inverse ¢* et de RI(X/S,u). Via
I’'isomorphisme

Hom, ,  (¢*(F), E) 55 T(X/S,0*(F") ®, (E)
[resp. RHomy, (RI'(X/S,@*(F)), RI'(X/S, E))
5 RIO(X/S,0*(F))¥ éwm RI(X/S, E)],
u [resp. RI"(u)] définit un morphismelu’ W, = RI(X/S,0*(FY) ®¢X/SE)

[resp. u”: W, —» RI(X/S,y*(F))¥ ®w, R[(X/S,E)] s’insérant dans le
diagramme commutatif suivant :
RE(X/S, ¢* ()~ RT(X/S, *(F)®y,, RT(X/S, 9*(F)" ®y, RT(X/S,E) =21 I (X/S, E)

Id Id
REC(X/S, 9*(F) 255 RU(X/S, 0*(F)® y, RT(X/S,9*(F*)®, , E) ——— %> RI(X/S, E)
ie. ([B1], VII, démonstration de 3.1.5):

(1.3.3) R (4) = oy0 (Id®u).
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LEMME 1.4. — Sous les hypothéses 1.3, soient Z = X x5 Y de
projections p, et p, sur X et Y, y:X — Z le morphisme graphe de ¢ et
ug: RI'(Z/S,p¥(F)— RI'(Z/S,p¥(E))[2q] le morphisme de cup-produit
par v4(u) € Hz“(Z/S,p;"(FV)®(,.Z/sp’{‘(E)), ou u est vu comme élément de

T (X/S,y*(p3(F")®, s PY(E))). Alors on a
(1.4.1) ®* = p.ougop¥.

Par définition on a ®* = p.oy.0 0,0 (Y*®Id) o Id®u') o p¥, et
donc, par la formule de projection (I, 2.3),

®* = p.oozo(Id®y.) o Id®u) o p¥,

ou o est le cup-produit

L

RL(Z/S, p¥(F)) ®w,, RTU(Z/S,p}(F') ®c,,sP¥(E)[2q]

- RI(Z/S, pt(E))[2q].
Comme la classe de cohomologie v4(u) définit un -morphisme
Wn = RU(Z/S,p¥(F') ®c,sPt(E))[2q] composé de u' et vy, la
formule (1.4.1) en résulte. ]

Ce lemme 1.4 et la commutativit¢ de (1.3.1) fournissent alors par
la méthode de ([B 1], VII, 3.1.5) le lemme :

LEMME 1.5. — Sous les hypothéses 1.4, la suite d’isomorphismes
3
RHom$, (RT(Y/S,F),RT(X/S,E)) —> RI(Y/S,F)" ®,,_ RI(X/S,E)
¢ ey' ® Id
L
RI(Z/S,p¥(F') ®c,,¢ PY(E))[24] <k—~v— RI(Y/S,F') ®w, RT(X/S,E)[2q]
ou kpv g est lisomorphisme de Kiinneth, identifie la classe de ®* dans
RHoms,, (RT'(Y/S,F), RT(X/S,E)) a yx(u).

Nous sommes a présent en mesure de prouver le théoréme suivant,
ou, pour un corps parfait k' de caractéristique p > 0, W(k') désigne
Panneau des vecteurs de Witt de k' et W, (k') = W(k')/p"W (k') ; nous
noterons X° le schéma des points fixes de ¢ et, pour x e X*, j,
I'inclusion Spec (k(x)) —» X. Lorsque k est parfait, F = E et x € X°,
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nous considérerons le module

= (Zeris(E))(Spec(k(x)), Spec Wy, (k(x))) :

c’est un W, (k(x))-module libre de type fini, et un W, (k)-module libre
de type fini; dans ce dernier cas nous le noterons E, et i,: E, » E,
désignera I’endomorphisme induit par u.

THEOREME 1.6. — Soient S comme en 1.3, X un schéma propre et
lisse sur k, de dimensionn,f: X - S, h:Z = X X3 X > S, 0 =X > X
un k-endomorphisme de X, de morphisme graphe yv:X — Z, E un Oxs
module localement libre de type fini muni d’un morphisme u: ¢*(E) — E.
Si Tr ®* est la trace de I'endomorphisme ®* = RI'(u),0* du complexe
‘parfait RI'(X/S,E), alors

i) (1.6.1) Tr®* = Tryo a0 A*(y4(u)),
ou o est la fleche canonique

R (X/S,E" ®ay,E)[2n] - RI(X/S, Ox5)[2n],
et Yx(u) € H*(Z/S, p}(E")®o,,sp¥ (E)).

il) Supposons de plus que k soit parfait et que le graphe de ¢ et la
diagonale de Z se coupent transversalement ; dans ce cas on a la formule
des traces de Lefschetz :

(1.6.2) Tro* = Y Tri,.
xe X9

Par définition ([SGA 6], I, 8.1) la trace de ®* est 'image par le
morphisme

RHom}, (RI'(X/S,E),RI'(X/S,E)) )
3 RI(X/S,E)' @y, RT(X/S,E) = W,
de la classe de cohomologle définie par ®@*. Soient ¢’ I'image de celle-

ci dans R (X/S,E)" ®W RI'(X/S,E) et A 'immersion diagonale de X
dans Z. Dans le diagramme

RO(X/S,E)" ®y_RT(X/S,E) w,
e’ ® Id l & l[d
RI(X/S,EV)® y, RE(X/S, E)2n] =5 RE(X/S, E* @, , E)2n] > RT(X/S, € )2n) “% W,
kv l e
RI(Z/S.p3(EY) ®., pH(E))2n]
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le rectangle du haut est commutatif d’aprés (1.3.1) et le triangle du bas
d’aprés 1.1. Puisque kggv zo (ex'®Id)(c) = v,(u) (cf. 1.5), on a

Tr @* = Tr; 0 a0 A*¥ (v, (u)).
Pour ii) considérons le diagramme commutatif

Spec k(x) &y T —— x

\ |ro [s

X X xs X = Z,
Y

ou le carré est cartésien et j, I'inclusion d’un point de T = X° dans
T. Puisque y et A sont transverses, T est formé de points fermés lisses
sur S,, d’ou, d’apres (I, 1.3.6 (b) et 2.4)

A*(vx(w) = L(™* W) ;

de plus, par Padditivit¢ (I, 1.1.5 (b)) on a
BG*W) = Y e,

xeT

onu,: = j¥(u)el (Spec (k(x))/S,j}‘(Ev ®4x/sE)) >~ Home(k(x))(Exs E)).

Soit fy: X — S, le morphisme structural. Comme Tr, = (fy), ([B 1], VII,
2.2.4), que le carré suivant commute

R (Spec (k(x))/S, /2 (E" @, E)) “— RT(X/S,E’ ®c,, E)[2n]

X l a
RI'(Spec (k(x))/S,Cspec kx1y15) L RI'(X/S,C0xs)[2n],
2
Wa(k(x))

ou y est la fléche canonique, et que y(u,) est la trace Tr(u,) de u,,
on obtient

Tr @*

Y (fo)x 0 ()x(Tr (1)

xeT

Z Trw, ko wpw(TT (Uy)

xeT

Y Tr(i,) ([Bour], A III, prop. 6, p. 112),

xeT

I
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car
(foojox:  RI(Spec (k(x))/S, Ospec ki) = RI(Sy/S, Osy5)
¢ ¢
Win(k(x)) W (k)
est la trace Tryw ccoriw,m - O

1.7. Plagons-nous dans I’hypothese 1.6 (ii). Pour x € X*, u induit un
endomorphisme &, du W-module libre E, (notations par analogie avec
1.6 en passant a la limite sur m).

Comme dans ([B1], VII, 3.1.10) il existe un complexe strictement
parfait de W-modules L*® et un endomorphisme y de L°® tel que, dans
I'isomorphisme de D*(W,)

(1.7.1) L% L* ®@uW, 5 RT(X/W,,E),

I’endomorphisme V,, de L?,, induit par {, corresponde a 'endomorphisme
O de RI'(X/W,,E) défini par @ et u 4 la maniére (1.3.2). On a donc

Tr v, = Tr ©%,

d’ou, par passage a la limite projective dans (1.6.2):

CoroLLAIRE 1.7.2. — Avec les notations précédentes on a :
Try = Y Tr(d,).
x € Xe

2. Application a la fonction L.

Soient X un schéma propre et lisse sur le corps fini Kk = F, 4 g = p°
¢léments, n la dimension de X sur k, W = W(k) I’anneau des vecteurs
de Witt de k, K le corps des fractions de W et E un F-cristal (i.e. un
cristal £ muni de u: F*E — E, ou F*E est I'image inverse de E par
le Frobenius absolu F de X, F étant I'identité sur I’espace sous-jacent
et la puissance g™ sur le faisceau Oy) localement libre de type fini
sur X. Le couple (F,u) induit un endomorphisme linéaire d¢ RI'(X/S, E)
noté Fy (ou ®*), et pour tout entier i un endomorphisme de H(X/W,E)
noté F;; (ouF).
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On dira que E est un F-cristal non dégénéré de niveau N s’il existe
de plus un morphismev: E — F*E et un entier N tels que uov = gV
et vou=¢g"; si N=20 on dit que E est un F-cristal unité.

Soit A, l'ensemble des points de X a valeurs dans F,» de degré
exactement m, i.e.

A, = {e: Spec (F;m)—X/e d'image x, tel que k(x)~Fm}.
Pour e A,,, posons

e*(E) : = lim(ec* (E))(Spec (Fm), Spec (W, (Fym))) :

cest un W(F, m)-module libre de type fini et I'itéré m*™ de u induit un
endomorphisme F™ de e*(F). On définit alors la fonction L associée a
E ([K1], 6.0) par la formule

2.1) LXGE) =] Il [detwem(1—t"F"e*(E)]™ /",

m>1 eel,

THEOREME 2.2. — Si E est un F-cristal localement libre de type fini
sur X, on a avec les hypothéses précédentes:

(2.2.1) LX,E.0) = [] [det(1—tF)=>"",

0<i<2n

ou F; est 'endomorphisme défini par F sur la partie libre de H(X/W E);
les polynémes det (1 —tF;) sont a coefficients dans W.

2.2.2. Si U'on suppose de plus le F-cristal E non dégénéré,alors les
polynémes det (1 —tF)) sont de degré P, = rgw H(X/W,E).

Ce théoréme résout une conjecture de Katz ([K 1], 6.1.1) dans le
cas propre et lisse, et se démontre par une formule de traces de

Lefschetz : on va d’abord transformer Iexpression définissant L(X,E,t)
pour la rendre adaptée a une telle formule.

Soit X° I’ensemble des points fermés de X; on a

L En=1] 11 I1 [detwwqm)(l—t"‘F’”le*(E))]_””’.

m=1 xeXx? eeAy,
degx=m ed'imagex

Pour x e X° fixé, de degré m, le produit

P = H [detw(qum)(l_thmle*(E))]_l/m
eelAy,
e d’image x
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est invariant par le groupe de Galois Gal(F,/F,), ou F, est une cloture
algébrique de F,; donc P est a coefficients dans W(F,). Notons
A= WE)[t"], B = W([Fq,,,)[t"‘)] et N, la norme; on a

P = Ng 4 (PY™) = 1"[ NB/A{[detwaqu)(l“thmle*(E))]"”’"z}

eeclAp,
ed’image x
P= ] [detye,(1=t"F"|e*(E))] ",
eelApy
ed’'image x

ou e’*\(_l/f) désigne le module e*(E) vu comme module sur W(F,) et
F™ est déduit de F™. Ces e*(E) sont tous isomorphes a E,, avec

Ey: = lim(jyens* (E))(Spec (k(x)), Spec W, (k(x)))

3

ol j, est Iinclusion Spec (k(x)) = X; on notera F” I’endomorphisme
de E, induit par I'itéré m'*™ de u. Avec ces notations on a donc

P = detyq ,(1-t"F7E)™"™.

D’ou une nouvelle expression de L(X, E,t):

(23)  L(X,E,t) = [ detyg, (1 -t s Feex| £)~ e,

xex0
Lorsque E = Oy, on retrouve la fonction zéta.

Pour la démonstration du théoréme on va appliquer le lemme suivant
au K-espace vectoriel de dimension finie H'(X/W,E) ® wK, et pour
x€ X au W-module libre de type fini E,.

LEMME 2.4 (de démonstration analogue a ([M 3], V, 2.7)). — Soit
o un endomorphisme d’un module libre de type fini V sur un anneau A
commutatif unitaire intégre, alors

log [(det(1—ta[¥))" '] = Y Tr(@"V)"/m.

m>0

Soient D, ’ensemble des points fermés de X de degré exactement
I, et X™ l'ensemble des points fermés de X fixes sous F™ au. sens
schématique : on a X*" = U,,,D,. En appliquant le log a I’expression (2.3)
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de L(X,E,t) on obtient
log (LIX.E.0) = ¥ % Try(Fre| E ) es/r deg x

xeXx0 r>o0

YooY Y Trp(F )8 /r deg x

>0 xeD; r>0

Zz Z TrW(Fxm[Ex)tm/m

m>0 lim xeD;

Y z Trw(EM E)t/m.

m>0 xexF

i

Quant au log de I'expression figurant dans le théoréme, il s’écrit :

Y Y (=)'Tr(FMHX/W,E)® yK)t"/m.

m>0 0<i<2n
L’égalité (2.2.1) est donc équivalente a la formule des traces suivante :
THEOREME 2.5. — Pour tout entier m > 1 on a

Z Try(EME) = Y (=1 Tt (F"H(X/W,E)® wK)

xexF 0<is2n
=: Tr (F"|R[(X/W, E)).

Ce théoréme 2.5 résulte de 1.7.2 puisque le graphe de F™ coupe la
diagonale de X X X transversalement.

Pour 2.2.2, supposons E non dégénéré avec u: F*E— E et v:
E — F*E tels que uov = q" et vou = ¢q"; notons S = Spec (W,,(k)),
®* le composé RI'(u)o F*
F* RIC
RI(X/S, E) —— R (X/S, F*E) -, RT(X/S, E),
ou F* est I'image inverse, et ®, le composé¢ F, o RI'(v)

RIC@

RT(X/S, E) %), Rr(X/S, F*E) —*> RT(X/S, E),

ou F, est le morphisme image directe. L’assertion 2.2.2 signifie que F;
est un isomorphisme modulo torsion: comme dans ([B1], VII, 3:2.3)
c’est une conséquence de

PrOPOSITION 2.6. — Sous les hypothéses 2.2 avec E non dégénéré,le
morphisme composé

®, 0 ®*: RT'(X/S,E) > RT(X/S, E)

g+N .

est la multiplication par q°*"; et ceci reste vrai en remplagant S par

Spec W (k).
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Ona ®,00*=F,oR['(vou)o F* = g"F, o F*.

D’apres (I, 2.3) il suffit de montrer que Fy(1) = q", ce qui est établi
dans la démonstration de ([Bl], VII, 3.2.4). L’assertion pour W(k)
s’obtient par passage a la limite. O

2.7. On rappelle que X est propre et lisse sur le corps fini k = [F,;
soient E un F-cristal unité sur X et k une cldture algébrique de k. On
notera X:= Xx,k, W= W(k) lanneau des vecteurs de Witt de k,
K = Frac (W) et E le Ogy-module image inverse de E.

Nous allons « décrire », pour tout entier r, les zéros et podles de
L(X,E,t) sur les couronnes p-adiques [t|, = q", ou l'on a normalisé
par |pl, = 1/p; la fonction ord, sera définie par ord,(q'u) =r si
ful, = 1.

On a considéré dans ([E 1], III, 2.1) les faisceaux étales

1-F
Vu(E,r) = Ker {E,,QW,Q — E,QW, Q" /VV" {E,QQ ™ ")};
posons H'(X,Z,(E,r)) = lir_n H' 7 "(X 4, Va(E,r)) et H'(X,Q,(E,r)) =

m

H'(X,Z,(E,1)) ® z, @, : ce dernier est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie ([E 1], TII, 3.2.3).

Soit vy le générateur canonique de Gal (k/k), x+— x?; ¢ = vy~ ! agit

sur X =Xx,k par 1 ® ¢ et donc sur H'(X,Q,(E,r)): on notera
encore ¢ cette action.

PrOPOSITION2.8. — Sous les hypothéses 2.7 on a
det [I_Qt'Hl(A_/a@p(E9r))] = H (l—q_raijt)
ordq(aij)=r

ou les a; sont les wvaleurs propres du Frobenius agissant sur
H(X/W,E) @y K.

La proposition résulte de ([M 4], lemme 5.1) et de la suite exacte
(cf. ([E 1], 111, 3.2.3.2)

0 - H'(X,Q,(E,r) » H(X/W,E) ®wK
F-p

H(X/W,E)®@zK - 0,

ou F est le Frobenius absolu sur la cohomologie cristalline de E. O
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COROLLAIRE 2.9. — Sous les hypothéses 2.7, soit M (resp. M) le
Z ~faisceau étale lisse associé au F-cristal unité E (resp. E), alors

(i) ona H(X,Z,(E,r)) = 0, et q" n’est pas valeur propre du Frobenius
sur H(X/W,E) ®y K sous l'une des deux conditions :

(i.1) r est un entier vérifiant r < 0 ou r > dim X,

1.2) reN, 0<r<dimJX, et i est un entier vérifiant i <r ou
i>dimX +r,

(ii) la fonction

L(X,E,t) x H [det (l-—q’t(p|H"(X/,QP(E’r)))](—l)i

r<isn+r
n'a ni zéros ni poles sur la couronne |t|, = q", en particulier la fonction

L(X,E,1) x [] [det(1—t(pIH"(X’,M)®Zp@p)](—1>f

0<i<n
n'a ni zéros ni poles sur la couronne unité |t|, = 1.

La nullitt de H'(X,Z,(E,r)) est claire sous I'hypothése (i.1): sous
I’hypothése (i.2) c’est établi dans ([E 1], III, (3.2.3.1)). Par 2.8 la
2¢ assertion du (i) en résulte: dans le cas X projectif et lisse elle se
déduit aussi de (III, 1.2.4) ci-aprés. Le (ii) est alors immeédiat.

Remarque 2.10. — La 2° assertion de (ii) résout affirmativement une
conjecture de Katz ([K 1], 6.1.2) dans le cas X propre et lisse sur F,.
Cette 2°assertion de (ii) est d’ailleurs obtenue par Crew ([Cr 1]) dans
le cas ou X est une courbe affine et lisse sur F, et £ de rang1.

2.11. Sous les hypothéses du 2 supposons le F-cristal £ non dégénéré.
On va montrer que la fonction L(X,E,t) satisfait a une équation
fonctionnelle faisant intervenir EV. Précisons tout d’abord la structure
de F-cristal sur EY. Puisque E est non dégénéré il existe des morphismes
u:F*E—E et v:E— F*E tels que uov=g" et vou=q". et la
structure de F-cristal sur EY sera fournie par le dual de v. soit
“:F*EY —» E'. On a donc

F.e= RT()oF*: H(X/W,E) — H!(X/W,E),
et
Figo = RT(v)oF*: H(X/W,E') - H/(X/W,E"),

ou F* est le morphisme image inverse.
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THEOREME 2.12. — Soient X un k-schéma propre, lisse et géométrique-
ment connexe de dimension n, et E un F-cristal non dégénérésur X de
niveau N . Soient

w(X,E):= ) (—1) rgxH'(X/W,E)

0<gi<an
la caractéristique d’Euler-Poincaré de (X, E) et

e(E): = det (—F|R[(X/W,E))"*: :
= [l [det(-FIH'X/W,E)®yK)]"*

0<i<2n

ﬂ+1

La fonction L(X, E,t) vérifie I’équation fonctionnelle
(2.12.1)  L(X,E,0) = e(EY**® L(X,E",1/q"*™).

Notons f: X — S = Spec W, (k) le morphisme structural, et montrons
que le diagramme suivant commute :

(2.12.2)
H'(X/S.E) ®y, H" '(X/S,E¥) <2, H™X/S) v, W,
e F 1 FP=q | le
H'(X/S,F*E) ®y, H™ '(X/S,F*E*) <>, H™(X/S) v, W,
RT@w ® RZ"-ir('u)l 2 qwl 1q"
H'(X/S,E) ®y, H" '(X/S,E¥) 2, H™X/S) v, w,,

ou {,> est l'accouplement canonique et Tryo(,)> celui donnant la
dualit¢ de Poincaré ([B 1], VII, 2.1.3). Le carré 1 est commutatif par
fonctorialité de I'image inverse F* et le fait que F* = g" sur H**(X/S)
([B1], VII, démonstration de 3.2.5); comme vou = g" le carré2
commute par définition de ‘v. La commutativité du diagramme signifie
que pour xe H'(X/S,E) et ye H" (X/S,E") on a:

(F; (X)), Foneiiv (1)) = ¢""N {x, )5

cette relation demeure vérifiee en passant a la limite sur m: en voyant
cette fois F;g(resp. Fy,—;z») comme un endomorphisme (en fait
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un - automorphisme d’aprés 22.2) de H'(X/W,E)®u K(resp.
H*" Y(X/W,E') ®w K) on a montré que

t(FZn-i,E") = qn+N(Fi,E)—1,

i.e., si o; décrit les valeurs propres de F;;, alors les valeurs propres de
Fyn-i 5w sont les ¢"*V/a;. L’équation fonctionnelle (2.12.1) en résulte
via (2.2.1). Les calculs précédents fournissent en outre la relation

(2.12.3) e(E).€(EY) = g~ XD,

Remarque 2.13. — Dans le cas E = Oy I’équation fonctionnelle
(2.12.1) pour la fonction L redonne celle de la fonction zéta. En effet E
est alors un F-cristal unité (N=0) en dualit¢é avec lui-méme, si bien
que g(E) = £ g~ ™2™ on retrouve ainsi I’équation fonctionnelle
([B 1], VII, (3.2.8))

Z(X,1/q"t) = L(X,0x,w,1/q"t) = £ gD L (X, Ok, . 1)
= 4 q(n/Z)x(X)tx(X)Z(X’ t).
CoRrOLLAIRE 2.14. — Sous les hypothéses du théoréme 2.12 soient

g = card k et s un entier > n + N, alors
\ IL(X,E,q )|, = |e(E)|,q **P,

ou | |, désigne la valeur absolue p-adique de K normalisée par ip|,'=p.

D’aprés 2.2 on a

LX,EV, 1/g"* V%) = T[] det(1—g" " "F, ) 0",

0<i<2n

ou det (1—tF, zv) est a coefficients dans W, d’ou, puisque s — n — N > 0,
|L(X,EY,1/q"*""%)|, = 1. L’équation fonctionnelle fournit alors Ie
corollaire. O

Remarque 2.15. — Dans le cas E = Oy, ce corollaire redonne la
proposition (10.4) de [M 4] car [e(Ux,y)|, = ¢"/*®. Nous reviendrons
dans la quatriéme partie plus longuement sur ces questions de valeurs
de fonctions L.

Remarque 2.16. — Supposons 2.11 vérifié ; on a noté Fy = RI'(u) o F*
et Fpv = RI(‘v) o F*. Comme pour (2.12.2) on prouve la commutativité
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du carré

c .
X

IR_I‘(X/S, E) —=— RHom}, (RT'(X/S,E"),W,)[—2n]

Fg q" M (Fgv)?

€
X

RI'(X/S,E) —— RHomy’ (RT'(X/S,E"),W,)[—2n],
ou &y résulte de la dualité de Poincaré.

Si 'on se donne un autre k-schéma propre et lisse Y, de dimension
rsur k et h: Y- X un k-morphisme, on définit de méme Fj*z et Fypv .
Il est alors immédiat que le morphisme image directe

hy : RF(Y/S,h*E) - RI(X/S,E)[2n—2r]
vérifie la relation

(2.16.1) hyo Fyg = g "Fgoh,.

III. COEFFICIENTS DE LA FONCTION L

Par I'expression (II, 2.2.1), les valeurs propres du Frobenius sur la
cohomologie cristalline fournissent les coefficients de la fonction L : nous
établissons donc au paragraphe 1 un théoréme de Lefschetz faible duquel
nous déduisons des évaluations p-adiques de ces valeurs propres.

Dans le cas d’un F-cristal unité, on montre au paragraphe 2 que la
fonction L est a coefficients dans Z,,.

Enfin, pour un F-cristal unit¢ a monodromie finie (§ 3), les zéros et
poles de L sont des entiers algébriques vérifiant ’hypothése de Riemann
(3.2). Une telle fonction L est également reliée directement aux fonctions L
de Grothendieck (3.5).

1. Lefschetz faible et application aux pentes.

1.1. Lefschetz faible avec coefficients.

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0 et W =. W(k)
I’anneau des vecteurs de Witt de k.
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THEOREME 1.1.1 (dit de « Lefschetz faible »). — Soient X un k-schéma
projectif et lisse, de dimension n, muni d’un plongement fixé dans un espace
projectif Py et E un F-cristal localement libre de type fini sur X. Nous
noterons E, = E[pE et gr°E, = F#°E|#°'E, ou F°E, est la filtration
conjuguée de la filtration de Hodge sur E, ([0], 1.9). Nous nous placerons
dans l'un des deux cas suivants :

(i) E, admet localement une base de sections horizontales (par exemple
pour E un F-cristal unité),

(ii) gr*E, est localement libre.

Alors si Y <X est une section hyperplane lisse de X, de degré
assez élevé, ’homomorphisme canonique

j* HX/W, E) > H (YW, jos* ()

est un isomorphisme pour i < n — 1, et est injectif pour i = n — 1. De
plus la cohomologie évanescente

E(Y,E) := H (YW, jors*(E)/H" (X W, E)

est un W-module libre de type fini.

Comme dans [B 2] le théoréme se raméne a montrer que le morphisme
canonique

(1.1.2) j*: H(X/k,E)) - H'(Y/k,j*E,)
est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

D’aprés ([0], 1.6.3) grE, est engendré par ses sections horizontales.
Dans la suite & désignera ou bien E,, ou bien grE,: d’aprés (i) et
(i) & admet localement des bases de sections horizontales. Nous allons
montrer que

(1.1.3) j*: H'(X/k,8) — H'(Y/k,j*&)
i . i
H'(X, Ex.0 ® Qe) H'(Y, (*)r.n ® Q1)
est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

Le théoréme sera ainsi démontré pour le cas (i). Pour le cas (ii) on
sait d’aprés ([0], 1.12.3) que le gradué grSE, commute aux images
inverses : puisque la filtration & SE, est séparée, finie et exhaustive
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([0}, 1.6.4) on est ramené par le lemme des cinq et la suite de cohomologie
relative a la suite exacte

0 - gr°E, » E,/#5"'E, > E,/#5E, - 0,
a démontrer I’assertion (1.1.3) pour obtenir le théoréme dans le cas (ii).

Pour ce faire on filtre le complexe & x ® Q% par les sous-
complexes

FiV (€ %, 0®@Q%x) = £ . 1(Ex0@%nx) + V(L. 1,(8x @)

ou  est Iidéal de Y dans X, V la différentielle de & x, ® Q% et
(€ %, 0 ®R%;x) est le complexe égal & &x x ® Q% en degre > j, et a
0 en degré < j. Puisque & x, admet localement des bases de sections
horizontales on conclut comme dans [B 2]. O

1.2. Application aux pentes du Frobenius sur H'(X/W,E).

Sous les hypothéses de 1.1.1 supposons maintenant que E soit non
dégéneéré de niveau N, i.e. est muni de u: F*E — E et v: E —» F*E tels
que uov = p¥ et vou = p" pour Ne N. Si 'on munit RI'(X/W,E)
des endomorphismes (cf. II, 2.5) ®¥ = RI'(u) o F* (encore noté ®*) et
®,; = F, 0o R['(v) (noté¢ ®,) on sait (II, 2.5) que

(1.2.1) 0,0* = p™*V,

Nous noterons encore ®, et ®* les endomorphismes induits sur la
partie libre H*(X/W,E), de H*(X/W,E).

La proposition suivante s’établit comme dans ([B 2], 2°).
ProrosITION1.2.2. — Soit 0 < i < n; alors
&, (H'(X/W,E)) < p" ‘H'(X/W,E),.
CoRrOLLAIRE 1.2.3. — Soit 0 < i < n; alors
O*(H" ! (X/W,E)) < p'H"" (X/W,E),.

En effet H"*/(X/W,E), est dual de H""/(X/W,E"), et la dualité trans-
forme @y gz =Fyz 0 RT(05v)=Fyzv 0 R[C((ug)") en ®%=RI(u;) o F¥:
le corollaire résulte alors de 1.2.2 appliqué a EV. g
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THEOREME 1.2.4. — Pour 0 < i < n, chaque pente o. du F-cristal
(H'(X/W,E),®*) [resp. (H""'(X/W,E),,®*)] satisfait 0 < a<i+ N
[resp.i < a < n + NJ], oi N est le niveau du F-cristal E.

Compte tenu de la relation (1.2.1) ce théoréme se démontre comme
celui de ([B 2], 2). O

2. Cas d’un F-cristal unité.

On reprend ici les hypothéses et notations de (II,2) en supposant
que E est un F-cristal unité muni de u : F*E =~ E. Nous allons montrer

que la fonction L(X,E,t) est quotient de deux polyndmes a coefficients
dans Z,,.

Explicitons tout d’abord ’endomorphisme de Frobenius F de
H*(X/Wp, (F*E)" ®0y, E) ~ Homgy, (F*EE);

plus généralement si E, est un F-cristal unité et E, un F-cristal
quelconque, avec ®,:E} := F*E, 3 E,, ®,: ES - E,, et
¢ € Hom (E,, E;) on pose F(¢p) = ®,0@°o®;': danslecasou E, = E,
E = E°, ®, =u°, ®, = u, on a alors

2.1 Fu) =uou’o’)™ = u.

Pour x € X¥', soit g,: Spec (k(x)) — Spec k le morphisme structural
et j.: Spec(k(x)) = X Vlinclusion canonique; la trace de
I’endomorphisme F” de RI'(X/W,,E) est fournie par (démonstration de
II, (1.6.2)):

Tr(F) = Y g«(Tr(F)).

xeXFr

Nous venons d’établir que u € H*(X/W,,(F*E)" ® E) est fixe sous F;
il en est de méme de F, e H°(Spec (k(X))/Wm, jxexis*(EY ®E)) qui est
induit par litéré de u, et de x(Fy) = Tr(F;) e Wp(k(x)) ou le
morphisme y est défini dans la démonstration de (II, (1.6.2)) ; comme
g, est un morphisme entre schémas de dimension 0, la relation (II, (2.16.1))
montre que TrF™ € W,(k) est fixe par le Frobenius, i.e. TrF" € Z/p™Z .
Par passage a la limite p‘rojective on déduit de (II, 2.2 et (2.3)) que

(2.2) L(X,E,t) € (1 +1Z,[[t])K() ;
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la méthode des déterminants de Hankel ([Bour.], A IV, 4., exercice 1)
fournit alors L(X,E,t) € (1 +tZ,[[t]) n Q,(t). Or la formule (II, 2.2.1)
montre que L(X,E,t) = R(t)/S(t), avec R, Se 1 + tW[t]. Si on choisit
P, O € Q1] tels que L(X,E,t) = P()/Q(t) avec (P,Q) = 1, on a P|R,
QI|S, et donc les racines inverses de P et Q sont de valuations
p-adiques > 0; d’ot P, Q€1 + tZ,[t]. Nous avons établi

ProrosiTion 2.3. — Soient X un schéma propre et lisse de dimension n
sur F,, et E un F-cristal unité sur X, alors

L(X,E,t) = P@®)/Q(),

avec P, Qe 1 + tZ,]t], P et Q premiers entre eux.

3. Cas d’un F-cristal unité & monodromie finie.

3.1. Revétements étales et cristaux.

Nous ferons pour ce 3.1 les hypothéses suivantes: k est un corps
parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) est 'anneau des vecteurs
de Witt de k et K le corps des fractions de W, X est un schéma
propre et lisse sur k, G un groupe fini, f: ¥ - X un revétement fini
étale galoisien de groupe G et E un Oy y-module localement libre.

ProposiTioN 3.1.1. — Sous les hypothéses précédentes on a les
isomorphismes :

H'(X/W,E) @wK = (H'(X|W, fss foxis* (E))® wK}°
~ {Hl( Y/Wafcris*(E'))® WK}G .

Le dernier isomorphisme de la proposition est clair car fms* est un
foncteur exact (f est fini et étale!).

Etablissons d’abord le
LemMme 3.1.2. — Sous les hypothéses 3.1 on a

(.ﬁ:ris*fcris*(E))G ~E.

Comme E est localement libre on a un isomorphisme

f;:ris*fcris* (E) >~ fcris*fcx‘is * (0X/W) ®0X/WE’
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et l’action de G sur le membre de gauche se fait par I'intermédiaire de
fcris* Seris*(Ox,w) puisque G agit trivialement sur E£: on est ramené a
prouver le lemme pour E = Oy, . Soit (U,T) un ouvert du site cristallin
zariskien Cris(X/W) : I'image inverse de f sur U est aussi un revétement
fini étale galoisien Y x U — U de groupe G, qui se reléve de maniére
unique, par I’équivalence des sites étales de U et T (puisque U et T
ont méme espace sous-jacent), en h: T' — T fini étale galoisien de
groupe G ; il s’agit de démontrer que

{fcris*fcris*(@X/W)(U, T)}G ~ O,

i.e. (heh*(Op)¢ ~ Or, ce qui est clair car h*(0p) ~ ..

Griace a 3.1.2 il nous suffit donc de montrer que pour tout
Oxw[G]-module 4 on a un isomorphisme

(.13) (H'X/W,A)®wK)® ~ H'(X/W,A°) ®4K.

Pour cela on va établir I'existence et la dégénérescence de deux suites
spectrales de méme aboutissement et dont les termes E, sont:

EM = H(GH'X/W,A)®uK),

E;’ij = Hj(X/W,ﬂtéXleg,(wx/W,A)) ®WK,

Ox,w €tant muni de Paction triviale de G. Compte tenu des isomorphismes

T(X/W,A)° ~ Homgy (Oxyw, A)° ~ Homg, ia(Oxw, A)
= F(X/W,fomox,w(o](@mw, A)) ~ T(X/W,A°),

le diagramme suivant commute

F,=T(X/W, - wK F,=(-)°
Oxw{G]-mod XW.-)® K[G]-mod. ) K—ev.
1d ll1d.

OxwlG]-mod *m0X/w-mod. P ®WK‘K—ev. ,

ou «/-mod (resp. K_ev.) désigne la catégorie des /-modules (resp. des
K-espaces vectoriels). Les quatre catégories du diagramme sont abéliennes
et ont suffisamment d’injectifs ; #, et &, sont des foncteurs exacts a
gauche, de méme que &, et F, car K est plat sur W. On notera
F =F,0F,=F,0F,. Pour tout O y[Gl-module 4, I'ordre de G
annule H/(G,H'(X/W,A)) pour j > 1 ([Se 1], VIII, § 2, cor. 1 de prop. 4),



FONCTIONS L CRISTALLINES 63

donc E;* = H/(G,H'(X/W,A)® wK) = 0 pour j > 1: en particulier &,
transforme les injectifs en & ,-acycliques, d’ou I'existence de la premiére
suite spectrale ([M 3], App. B, th. 1)

EY = R"IF (A),
et de plus on a

R"F () ~ EJ = (HY(X/W,4)® ,K)°.

Pour l'existence de la deuxiéme suite spectrale et la dégénérescence en
E, il nous suffit de méme de montrer que thz;,x/wml(ﬁx,w,A) est annulé

par l'ordre de G pour i > 1: cela se fait en remplagcant dans les
constructions de Serre (loc. cit.) 'anneau Z des entiers par Oy, ; d’ou
un second isomorphisme

R"F(A) ~ EI*" = H'(X/W,A%) QK.

On a ainsi établi (3.1.3), donc 3.1.1. a

3.2. Représentations p-adiques et F-cristaux & monodromie finie.

On reprend, pour ce 3.2, les hypothéses du 2. Nous noterons
M ~ (Z,)" le Z,-module libre de type fini associ¢ 4 E ([K 1], Rk 5.5);
le F-cristal E correspond alors & une représentation continue (loc. cit.)

p i m(X) - Auty, (M).

DEerFiniTION 3.2.1. — Le F-cristal unité E est dit a monodromie finie
(resp. et entiére) si l'image de p est un groupe fini (resp. s’il existe un
Z-module libre de type fini M' et un isomorphisme M' @ Z, ~ M tels
que p:m,(X) - Autzp(M) se factorise par p': m,(X) - Autz (M), d’image
finie).

Un exemple trivial est fourni par le faisceau structural Oy, .

Pour une notion voisine, celle de représentation p-adique & monodromie
locale finie, on pourra consulter I'article de Richard Crew ([Cr 2)).

Avant d’étudier les propriétés des F-cristaux a monodromie finie et
de fournir des exemples non triviaux, rappelons comment a une
représentation continue p : m,(X) — Autzp(M) du m,; dans un Z,-module
libre de type fini M on associe un F-cristal unité E (cf. [K 1]; [K 3],
4.1; [Sa], VI, 3.1).
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Au Z,module M on associe le systtme local p-adique (N,),»:
suivant : N, est le systétme local sur X associé au Z/p"Z-module libre
de type fini M/p"M muni d’une action d’un quotient fini G, de =,(X)
(puisque I’action de p est continue). En particulier, pour chaque entier n,
N, se trivialise sur un revétement fini étale galoisien de groupe G, ; de
plus, dire que E est 2 monodromie finie signifie que le groupe lir_n G,

n

est fini, i.e. que le systéme de tous les N, est trivialis¢ sur un méme
revétement fini étale galoisien de X de groupe le groupe fini lil_l_'l G,. Le
n
cristal E s’obtient comme suit: soit (U,7) un objet du site cristallin
zariskien Cris (X/W); comme p est nilpotent sur T, il existe un entier
n =1 tel que p"0r = 0, d’ot un homomorphisme Z/p"Z — O, et on
pose

Eun = (NDzar ®zpmz (9%,

(o (NT)zar est le faisceau zariskien sur T déduit du faisceau étale N,
sur T relevant N,y (les sites étales sur T et U sont équivalents). Pour
décrire I'action du Frobenius sur E nous supposerons dans la suite que
T est lisse sur Spec (Z/p"Z) ; la puissance p'*™ sur U se reléve, puisque
U est affine, en un endomorphisme (pas nécessairement unique!) @, de
T et on définit le Frobenius Fp sur Ey, , par

F:(x®t) = x @ ¢(t).

En fait, (Ey p,Fr) sobtient par descente via l'action de =,(X):
voici comment. Soit U, - U un revétement fini étale galoisien de
groupe G, = Aut(T,/T) tel que la représentation

1,(X) 5> Auty (M) =" Autgn(M/p"M)

se factorise par G, et soit h: T, > T le relevement de U, —» U. Alors
h*(NT) est le faisceau constant M/p"M et on a

Ew, 1,y = (M/p"M) ®zp2 U,

Puisque T, — T est étale, ¢, se reléve de maniére unique en @, sur
T,: par l'unicité, ¢, commute avec Aut(7,/T). Le Frobenius Fy_sur
Ew,. 1, est défini par 'endomorphisme ¢r, -linéaire

Fr,(x®1) = x ® ¢r,(t).
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L’action de g € G, = Aut(T,/T) sur Ey_ r, est donnée par
g(x®1) = (p(@)x) ® (g7 H* (),

ou (g™h*: Or, — O est associé a g~': T, 3 T,. Par descente,
(Ew.n,Fr) est I'unique objet sur T dont I'image inverse sur 7T, est

Aut(T,/T)-isomorphe a (Ey, r,,Fr,); en particulier on a un isomor-
phisme de faisceaux

(32.2) Ew,n 5 tha h*(E,1)}°.

Pour la construction inverse, qui a un F-cristal unité E associe la
représentation p on consultera ’exposé de Katz ([K 3], 4.1).

Nous supposerons désormais, dans ce paragraphe 3.2, que le F-cristal
unité E est & monodromie finie, et nous allons étudier les propriétés de
sa fonction L. La représentation p associée a E se factorise donc en

p:G - Autg (M),

ol G est un groupe fini qui s’identifie, avec les notations de 3.2, a
lir_n G,. Par suite il existe un revétement f: Y — X fini étale galoisien

~ de groupe G qui trivialise le systéme local p-adique (N,).»,, i.e. qui
trivialise E: fo* (E) ~ (Oyw)"; on notera au passage que (3.2.2)
refournit ici I'isomorphisme 3.1.2 '

E > {fcris*fcris*(E)}G .

D’aprés 3.1.1 on a donc

HYX/W,E)@wK = {H'(Y/W, fois* () @wK}° > {H(Y/W)®2,M®7,Q,}° .

Par conséquent le polynéme caractéristique de F sur

H'(X/W,E) @ yK = H'(Y/W) ®2, M ®;,Q,

divise det (1—tF|H'(Y/ W)®ZPQP)'“‘M’. Compte tenu de [K-M] ceci
prouve la 1™ assertion de

ProPOSITION 3.2.3. — Soient X un schéma projectif, lisse, géométrique-
ment connexe de dimension n sur F, et E un F-cristal unité a monodromie
finie sur X, alors

(3.2.3.1) les valeurs propres de F sur H'(X/W,E) @ wK sont des
entiers algébriques de valeurs absolues (archimédiennes) égales a (\/5)",
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(3.2.3.2) la seule valeur propre possible de F sur H*(X/W,E) @ w K
(resp. sur H*(X/W,E) ® wK) est 1 (resp. q"),
(3.2.3.3) det 1 —tFI|H'(X/W,E)®wK) € 1 + tZ,[1].

La 2° assertion résulte des égalités

det (1—tF|H(Y/W)®2,Q,) = 1 — t
et
det (1—tFIH*™(Y/W)®,,Q,) = 1 — q"t.

La 3¢ assertion s’établit facilement, compte tenu de la 1’.e et de 2.3, en
paraphrasant une argumentation de Deligne ([D}, preuve de (1.7) = (1.6)).
O

Compte tenu de (II, 2.2) on a aussi montré que

(3.24) L(X,En= [] [det{1—tFI(H(Y/W)®:,M®;,Q,)°}]

0<i<s2n

(-pit1

Comme on définit la fonction L de Grothendieck attachée a une
représentation p d’un groupe fini G agissant sur un [F,-schéma Y propre
et lisse a fibres géométriquement connexes ([M 3], V, § 2, exercise 2.21 ;
et [K 2] p. 170) par

(3.2.5) L°™™(Y,p,1)
= exp( Y ¢"/n.(1/#6G) ¥, Tr(p(g). # (Y(F.,)m)),

n>1 g€ G

ou F, est une cloture algébrique de F,, et Fy le Frobenius géométrique
de Y, on a aussi établi, via (3.2.4) et ([K 2], p. 171) la proposition :

ProPosITION 3.2.6. — Soient X un schéma propre, lisse, géométriquement
connexe de dimension n sur F,, E un F-cristal unité sur X a monodromie
finie de groupe G, p:m,(X) > G —> Autzp(M) la représentation attachée
a E et Y - X un revétement fini étale galoisien de groupe G, alors

L(X,E,t) = L°™™(Y,p,t).
Cette proposition fournit par (II, 2.2) une autre démonstration de la

rationalité des fonctions L de Grothendieck associées & une représentation
p-adique d’un groupe fini, dans le cas propre et lisse.

CoroLLAIRE 3.2.7. — Sous les hypothéses de 3.2.3, et en supposant
E a monodromie finie entiére on a, pour tout entier i:

det (1—tFIH(X/W,E)®wK) € 1 + tZ][1].



FONCTIONS L CRISTALLINES 67

Par 3.2.6 on sait que L(X,E,t) = L™™(Y,p,t)el + tZ[[t]], d’ou,
par les déterminants de Hankel, L(X,E,t) € Q(t) ; comme les racines et
poles de L(X,E,t) sont les inverses d’entiers algébriques, on en déduit,
par la méme méthode que pour la fonction zéta (M 3], VI, §13,
12.5 (c)), que L(X,E,t) = P(t)/Q(t) avec P, Q€1 + tZ[t]. On conclut
alors, par I'argument de Deligne (démonstration de (3.2.3.3)). O

3.3. Exemples liés a la représentation réguliére.

Soient G un groupe fini d’ordre d premier & p, X un schéma propre,
lisse, géométriquement connexe sur F, et f: Y — X un revétement fini
~ étale galoisien de groupe G : nous allons donner un exemple non trivial
de F-cristal unit¢é & monodromie finie attaché a cette situation.

Soit M un Z-module libre de rang d, ayant une base (e,),.c indexée
par les éléments de G ; la représentation réguliére p: G — Aut, (M) est

donnée par p(s)(e) = e;,. Posons v, = Z e, Vi, = Zy, et choisissons
teG

une bijection ¢:{1,...,d} - G: soit V, le Z,-module libre de base
(eoy—€pti+1))i=1,...a-1- Puisque p est a coefficients dans Z, on peut la
considérer comme une représentation a coefficients dans Z,,
p:G —>Autzp(M®Zp), oun MRZ,~V,®V, car pyd; V, est
clairement stable par G et V, aussi, en effet:

pour s€ G, p(s)(epny = €pi+1) = oty ~ Esplitn = €o() ~ €oun

etsih>jona
oty ~ Com = (€oi)~€oy+1) T (€gg+n~€og+n) T -+ + (€on-1) €om) ;

raisonnement analogue si h < j. La représentation p’ se décompose
donc en p'=p, ®p,, O p;: G- Autzp(Vl) est la représentation
triviale et p,: G — Autzp(Vz) est la restriction de p’ a V,. A chaque
p; (i = 1,2) on peut associer un F-cristal unit¢ & monodromie finie E;
sur X. D’aprés la description 3.2 du F-cristal unité associ€é a une
représentation, il est clair que E, = @y, et donc par 3.2.6 que la
fonction LS™™(Y,p,,t) est la fonction zéta de X, Z(X,t). Comme la
fonction z&€ta de Y est fournie par la représentation réguliére p de G
([K 2]) on obtient

. Z( Y, t) = LGroth( Y, P, t) — LGroth( Y, P1, t) . LGroth( Y, P2 t),
1.€.

(3.3.1) Z(Y,t) = Z(X,t).L(X,E,,t).
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Dans la situation de (3.3.1) on calcule facilement la constante de
I’équation fonctionnelle (II, 2.12)

E(Ez) = 4+ qn(X(X)/'A’)(l‘d)’
oun=dmXetd= #G, et on obtient
L(X,E},t) = L(X,E,1);

il suffit pour cela d’écrire les équations fonctionnelles pour les fonctions L
et zéta via (3.3.1).

On aurait pu aussi associer directement a la représentation réguliére
p:G — Autz(M), un F-cristal unit¢ £ a3 monodromie finie sur X tel
que

L™ (Y,p,t) = L(X,E,1);

ci-dessus on a obtenu la décomposition £ ~ E, @ E,.

Particularisons encore la situation pour exhiber un exemple ou le
facteur L(X,E,,t) de (3.3.1) n’est pas trivial, i.e. tel que L(X,E,,t) # 1.
Nous supposerons pour cela que X est une courbe propre, lisse et
géométriquement connexe sur F,, et ¥ — X est un revétement fini étale
galoisien de X, de groupe G, par une courbe Y géométriquement
connexe. On sait qu’alors

Z(r) = — a0 Py(t) )

(1-9(1—qp) (I-9(1—q1)

ou Py(t) (resp. Py(t)) est un polyndéme de degré 2g(X) (resp. 2g(Y)).
D’aprés la formule d’Hurwitz on a g(Y) — 1 = d(g(X)—1). Donc si
X est une courbe rationnelle (resp. elliptique), Y I’est aussi et le facteur
L(X,E,,t) est trivial comme on le voit sur les degrés de Px(t) et Py(t).

<resp. Z(Y,t) =

Par contre si g(X) > 1 il existe des revétements finis étales galoisiens
Y — X non triviaux, i.e. de groupe G # {1}, donc avec g(Y) > g(X):
en effet si X désigne Iimage inverse de X sur une clbture algébrique
de F,, la partie premiére a p, n,(X)®, de m,(X) est un groupe libre
a 2g(X) générateurs et une relation. J.-P.Serre fournit également des
exemples de tels revétements non triviaux ([Se 4], prop. 13 et 15). Dans
un tel cas L(X,E,,t) = Py(t)/Px(t) est un polynéme a coefficients entiers
(cf. 3.2.7) de degré 2(g(Y)—g(X)) = 2(d—1)(g(X)—1).> 0, ce qui
fournit un exemple non trivial de F-cristal unité a monodromie finie.
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Dans ce cas le signe de €(E,) est bien déterminé :
S(Ez) = 4+ q(d~1)(g(X>~1)
b

car L(X,E,,t) = det (1 —tF|H (X/W,E) ® w+K) est de degré pair. Si 'on
décompose p, en somme de représentations irréductibles non triviales 6;
de degré d; et que 'on suppose les 0, réalisables sur Z, (par exemple
si les racines m*®™* de I'unité € Z,, ou m est le p.p.c.m. des ordres des
¢léments de G), on peut leur associer des F-cristaux unité &; a
monodromie finie et donc factoriser le polynéme

L(X=E25t) = ]__I (L(Xaégi’t))diy

i

ou L(X,&;,t) est un polynome a coefficients dans Z,: si en outre G
est commutatif, les &; sont de rang 1 ([Se 3], I, 3.1, Théo. 9).

IV. VALEURS DE FONCTIONS L

Soient X un schéma propre et lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur un corps fini k = F, a q = p®éléments, et E un
F-~cristal unité sur X. On a montré que

LIED = [] (P(XEn) ",

0<i<2d

avec P,(X,E,t) = det (1—tF|H'(X/W,E)®K). Le but de cette 4° partie
sera de donner un équivalent de la fonction L(X,E,t) de la variable
p-adiquet lorsque ¢t — g~ "; lorsque d = 2r, on donnera également,
comme conséquence du théoréme de dualité de ([E 2]), un équivalent p-

r

adique de P, (X,E,t) lorsque t — g~ .

Dans le cas ou X est projectif et E & monodromie finie entiére on
obtient méme plus: on donnera en (IV,6) des équivalents lorsque
t - g~ " (pour la topologie usuelle sur R) des deux quantités précédentes,
grace a l'introduction de faisceaux Il-adiques (I premier distinct de p).

Pour formuler nos résultats nous reprendrons la plupart des notations
de l'introduction de ([M 4]).
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L’ordre d’'un groupe M est noté # M, et son sous-groupe de
torsion, M,,. Pour un morphisme a: M — N de groupes abéliens on
pose

- z(a) = # Ker a/# Coker a,

quand les  deux ordres sont finis. Supposons que M et N sont des
Z,modules de type fini de méme rang et que (a;) (resp. (b)) est une
base de M (resp. N) mod. torsion: si a: M — N est tel que a(a) =

Y z,b; mod-torsion alors ([T], lemma Z. 1) z(a) est défini si et seulement
j

si det (z;) # 0 et dans ce cas on a
z2(a) = # Miors /(# Niors) . det o,
ou l'on a posé deta = |det(z;)|, " et |pl,! =
Il existe des applications canoniques
¢': H'(X,Z,(E,r)) » H" (X, Z,(E,r)),

ou les H'(X,Z,(E,r)) seront définis en 1.4 a la fagon de (II,2.7); on
pose alors
AL, EN) =26, [ (#FHXZEN

i#2r,2r+1

quand tous les termes sont définis et finis. Soient k une cloture algébrique
de k, X = X x,k, W l’anneau des vecteurs de Witt de k, K = Frac (W)
et E 'image inverse de E sur X. Notons H.R. I’hypothése suivante.

H.R. — q" n'est pas valeur propre du Frobenius géométrique sur
H{(X/W,E) ® wK pour i # 2r.

Cette hypothése H.R. est notamment vérifiee pour X projectif et
E = Oyw d’aprés I'« hypothése de Riemann » démontrée par Deligne
([D] et [K-M]), ou pour un F-cristal unité E 4 monodromie finie (cf. III,
3). Nous montrerons (1.3.2), sous ’hypothése H.R., que H'(X,Z,(E,r))
est fini pour i # 2r, 2r + 1. Comme les groupes H'(X,Z,(E,r)) sont
de type fini sur Z, (1.1.1), y(X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si
det (¢*) est défini; dans ce cas on a

AXZUEN) = JI (#H(X.Z,(E1))e) " V/det (7).

0<i<2d+1

Soit y: x — x? le générateur de T = Gal(k/k); nous noterons
SS(X,E,r) 'hypothéese suivante :
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SS(X,E,r): 1 n'est pas racine multiple du polynéme minimal de vy
agissant sur H”(X,Q,(E,r)).

Cette hypothése, qui est en fait une conjecture, est vérifiee pour
E = Oy w dans certains cas (cf. [M 4]).

Fixons les derniéres notations avant d’énoncer nos résultats. Sur
Iouvert (X,X) du site cristallin Cris (X/k) est associé au cristal E un
Cg-module Ey g : on posera

hij = dim Hj(X,E(/Y,/\_I) ®(9x QS—()
et VXEN =Y Y (=DFHE—iht.

0<i<r 0<j<d

Si M est un I'-module, soit M" (resp. My) le noyau (resp. le conoyau)
de y-Id: notons

pPr= dime(Hzr(Ys Qp(Ea r))r)'
Posons enfin

0 (X,E)=s""NEn—s"(En-s"(E'N+ Y (r—ordy(ay)),

°'dq(“2rj)< r

ou EY est le dual linéaire de E, s'(E,r) := dim H'(X,Z,(E,r)) (comme
schéma en groupe parfait: cf. 1 et 2), {a;;,a;5...,a;;...) étant les
inverses des racines de P;(X,E,t) et ord,(q"u) = m si |ul, = 1.

Les deux théorémes qui suivent généralisent des théorémes de Milne
(M 4], 0.1 et 0.2):

TueoreME 0.1. — Supposons H.R. satisfaite ; alors le nombre
X(X,Z,(E,r))) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite, et
dans ce cas on a l'équivalent suivant pour la topologie p-adique :

L(X,E,t) ~ co. XX, Z,(E,1)).q"*5".(1=q"t) """,

quand t — q~", avec ¢, € Z,, |col, = 1.
TutorEME 0.2. — Soit d = dimX = 2r, et supposons H.R. et
SS(X,E,r) satisfaits. Alors P, (X,E,t) est équivalent a

c.- #H2r+l(X’Zp(Esr))tors
g (# HY(X,Z,(E,1)iors) (# H (X, Z,(E" 1)) ors)

-det(e™)(1—q"t)°r

r

pour la topologie p-adique, quand t — q~", avec c, € W, |c;|, = 1.
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Remarque. — Ce théoréme 0.2 généralise le théoréme 0.2 de Milne

(IM 4]), dans lequel il faut noter '’expression erronée de o,.(X): il faut
y lire

o (X) = s () — 2s¥(r) + Y (r—ord,(a,.)),

Drdq(azr,j)<"

et non pas — s¥(r) a la place du — 2s¥(r); Milne a publié des
corrections [M 5]. Cette difference provient d’une erreur dans le lemme
(M 4], 6.7) (pour I’énoncé correct voir 5.1 et 5.1.7), erreur due a
Passertion suivante de ([M 4], 6.7) « H*(X,Z(F)wrs est fini», ce qui est
faux en général ([I-R], IV, 3), mais vrai quand X est une surface
([I-R], 1V, 3.5).

1. Résultats de finitude pour les faisceaux v,(E,r).

Soient k = [F, un corps fini & ¢ = p° ¢léments, X un schéma propre
et lisse de dimensiond sur S = Speck et E un F-cristal unité sur X.
W (resp. W) désigne I'anneau des vecteurs de Witt de k (resp. d’une
cloture algébrique k de k), K = Frac (W), K = Frac (W). On notera E
I'image inverse de E sur X = X x,k, et y le générateur canonique de
I' = Gal(k/k), x+—>x?; @ =y~ " agit sur X par 1 ® ¢ et donc sur
(cf. [E 1], 111, 2)

HY(X,V(E,)r) := li(_m H'(X,v,(E,1));

n
on note encore @ cette action sur H'(X,V(E,r) ®z, Q,.

Si m est le morphisme de topos (X/S)pars = Sparr ((E 1], III) on
rappelle que R'nx(v,(E,r)) est représentable par un S-schéma en groupes
parfait algébrique H'(X,v,(E,r)) (noté parfois H.): on désigne par
U!(X,v,E,r)) (ouU) la composante neutre de celui-ci et par D'(X,v,(E,r))
(ou DY) le quotient H./U.. Nous avons vu ([E1], III, 3.1) que
H) := H'(X,v,(E,r)) (resp. H' := H'(X,9(E,r)) est I'ensemble des
k-points du groupe quasi-algébrique ([Se 2]) H. (resp. du groupe pro-
algébrique H'(X,v.(E,r)) noté aussi H). On montre comme dans ([I-R],
IV, 3.4 p.193) que le pro-objet des composantes neutres U’ est
essentiellement constant; on note U' le groupe quasi-aigébrique
UYX,V(E,r)) := lim U., qui est annulé par une puissance de p

n
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puisqu’unipotent. Notons D' = lir_n D ; puisque lir_n est exact dans la

n

catégorie des groupes pro-algébriques ([Se 2]) on a D = H//U'.

On désignera par s'*’(E,r)) la dimension du schéma en groupes
parfait pro-algébrique 12_111 H'(X,v,(E,r)). On montre comme Milne

n

(M 4], §3) que s'*"(E,r) est fini: c’est le nombre de copies de GZ
(= perfectis¢ de G,) intervenant dans les quotients d’une suite de
composition du groupe quasi-algébrique U'(X,V(E,r)).

ProprosiTION 1.1. — Soient i et r deux entiers. Sous les hypothéses
précédentes on a :

(1.1.1) H(X,9(E,r)) := lim H'(X,v,(E,r)) est un Z,module de type

fini, nul pour i > d + 1;
(1.1.2) H(X,%(E,r)) est un Z,-module de type fini pour r = 0 ou
dim X, ou pour i = 0,1 ; de plus H'(X,9(E,r)) = 0 pour i > d;

(1'1‘3) Hi(Y’o(E’r)){OrS’ Hi(y’o(Ear))tors)l' et H’(‘Y50(E,r))r)t01'5 sont
des p-groupes finis ;
(1.1.4) la suite longue suivante est exacte

. = H{(X,3(E,r)) » H'(X,EQ WQ) ——~

H'(X,EQWQ) > - - -,
ou l'on a posé H(X,EQWQ") := lim H'(X,E,QW,Q").

Nous donnerons plus loin (5.1.5) une relation précise entre
# Hi(y’ 0(E‘s r)){ors et # H'(Y’O(Ea r))tors)[’ .

On a établi (1.1.1) en ([E 2], II, 3.3) et on prouve la 1™ assertion
de (1.1.2) comme ([I-R], IV, (3.5.3) p. 194); la 2° est établie en ([E 1],
ITI, (3.2.3.1)).

Pour prouver (1.1.3) nous aurons besoin d’un lemme. Puisque
D! = H'/U' on a une suite exacte

(1.1.5) 0 - U'(R) > H(F) - D(F) - 0.
LemMme 1.1.6. — D'(k) est un Z,-module de type fini.

Pour ce lemme on notera D' = Di(k), U' = Ui(k), D, = D.(k) et
4 le noyau de la multiplication par p” sur un groupe 4. Comme
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H. et D] sont annulés par p”, le seul élément infiniment p-divisible de
H' et D’ est 0, donc

(1.1.7) lim H' = lim ,D' = 0.
«— P « P

n n

D’autre part les suites exactes ([E 1], III, 2.8) fournissent la suite exacte

(1.1.8) 0 - H/p" - H, > an”l -0,

d’ou, via (1.1.7), P'isomorphisme

(1.1.9) H' = lim H,, ~ lim (H'/p").

n n

Sin>»0on avuque pU = 0; pour un tel n la multiplication par
p" sur la suite exacte

0-U-SH ->D'-0,
fournit, via le lemme du serpent, la suite exacte
D' = U > H[p" - D'/p" > 0;

puisque lir_n est exact dans la catégorie des groupes quasi-algébriques

n

([Se 2]), il résulte de (1.1.7) et (1.1.9) que
D' =~ lim (DYp"),

n

et donc que

(1.1.10) D' ~ lim (D¥p").

n

Comme Z, est complet, la relation (1.1.10) montre que D’ est engendré
par tout sous-ensemble qui ’engendre mod. p”. Or si n > 0 il existe
un tel sous-ensemble qui soit fini: en effet si n est tel que p"U' = 0
on a un diagramme commutatif a lignes exactes

0__)Ui_>Hi/pn_)Di/pn_)0
o

0-U,-> H - D -0,

ou l'injection au milieu est celle de (1.1.8) ; d’ou une injection de DY/p"
dans le groupe quasi-algébrique fini D}, ce qui fournit une injection de
D'/p™ dans le groupe abstrait fini D;. D’ou le lemme.
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Etablissons a présent (1.1.3). Puisque p"U' = 0 pour n » 0, (1.1.5)
fournit une suite exacte

(1.1.11) 05 U' > Hiyy = Dipy » U' ® Q,/Z,= 0.

Or Ut = 0: en effet U' admet une suite de composition dont les
quotients successifs sont isomorphes 4 G¥; on peut donc se ramener
a U'(k) = k, et y — 1 est surjectif sur k. Le lemme du serpent appliqué
a (1.1.11) fournit alors I'isomorphisme (ou M := H!(k))

(Mtors)r‘ :’ (Di(k)tors)l‘
et la suite exacte

0- llgi(k)r e (Aétors)r - (];i(lz)tors)r -0
U‘(k) (Mr)tors (Di(k)r)t(;rs~

Par le méme argument, on a aussi M~ D'(K)r et (Mp)iors =~
(D'(k)D)tors - Puisque U'(k) est fini et que D'(k) est un Z,-module de
type fini, la propriété (1.1.3) en découle.

L’assertion (1.1.4) résulte de la suite exacte ([E 1], III, 2.4.1)

1—-F

0-vVv.(Esr) > EQ W.Q" EQ® W.Q -0,

en passant & la limite projective dans la suite exacte longue de pro-
objets

- = H(X,v.(E,r)
- H(XE.QW.Q)~— L H(X,E.QW.Q) - -- - :

un tel passage a la limite est légitime car les H'(X,v,(E,r)) sont finis
et le systéme projectif { H'(X,E,® W,Q")}, vérifie la condition de Mittag-
Leffler ([E 1]). O

Résultats de finitude avec I’hypothése H.R.

1.2. Sous les hypothéses de 1 nous supposons de plus H.R. satisfaite,
ie., d’aprés (II,2.8), que 1 n’est pas valeur propre de ¢ agissant sur
HY(X,9(E,r)) ®z,Q, pour i #r.

On note H‘(X,vw(E,r))=1i_1)nH"(X,v,,(E,r)), ou les fléches de

transition du systéme inductif sont la multiplication par p.
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THEOREME 1.3. — Sous les hypothéses 1.2 on a:

1.3.1. H(X,v,(E,r)) est un p-groupe fini pour i # r, r + 1;

1.3.2. H(X,9(E,r)) est un p-groupe fini pour i # r, r + 1;

1.3.3. H'(X,9(E,r))" et H'(X,9(E,r))r sont des p-groupes finis pour
i#r.

La démonstration de 1.3.1 est celle de ([C-S-S], théoréme 3, p. 782),
la seule différence résidant dans le pas n°9 de loc. cit. ou 'on remplace

I’hypothése de Riemann par notre hypothése H.R. (qui est plus faible
mais fournit ’argument).

Pour 1.3.2 prouvons d’abord le lemme :

LeMME 1.3.4. — Sous les hypothéses 1.2, et pour i # r, il existe un
entier n tel que p"H'(X,V(E,r))' = p"H'(X,9(E,r))r = 0.

Posons M = H'(X,V(E,r)) et H = H'(X,Eyxn®WQ"). Puisqu’il
existe un entier n tel que p"H,,., = 0 ([E 1], II, 4.1.3) la suite exacte
((E 1], 111, (3.2.3.1))

1-F
O-M->H——H->0
fournit l'inclusion

M/Mtors < KCI' {1 _F: H/Htors g H/Htors};

H/H,., étant de type fini sur W ([E 1], II, 4.1.3), il résulte de ([I], II,
5.11) que M/M,, est de type fini sur Z,. Donc M est somme directe
d’un Z,-module libre de type fini et d’un Z,-module de torsion annulé
par une puissance de p. Sous les hypothéses du lemme, 1 n’est pas
valeur propre de ¢ agissant sur le Q,-espace vectoriel de dimension
finie M ®z,Q,, ce qui fournit un isomorphisme 1 — ¢:
M ®zp Q3M ®zp Q,; donc la suite exacte

1 o
0> M >M—2M > Mr >0
prouve que M" et M sont de p-torsion, ce qui établit le lemme compte
tenu de la description précédente de M.

Revenons a 1.3.2. La dégénérescence de la suite spectrale d’Hochschild-
Serre

H'(k, H(X,9(E,r)) = H'Y/(X,V(E,r))
fournit des suites exactes

(1.3.5) 0> H Y X, WE,") - H'(X,9(E,r))~»H'(X,9(E,r)f -0,
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ce qui prouve, par le lemme 1.3.4, l'existence d’un entiern tel que
p"H'(X,%(E,r)) =0 pour i #r, r+ 1; Dassertion1.3.2 en résulte
puisque H'(X,V(E,r)) est de type fini sur Z, (1.1.1).

La propriété 1.3.3 résulte des suites exactes (1.3.5), de (1.1.1) et de
1.3.4. O

Notation 1.4. — Par analogie avec la cohomologie l-adique (I#p)
nous introduisons les notations suivantes (cf. [M 4], 1):
H'(X,Z/p"Z(E,r)) := H'""(X,vn(E,r))
H'(X,Z,(E,r)) := lim H'(X,Z/p"Z(E,r)) = H'""(X,%(E,r))

H'(X,Q,(E,r)) := H(X,Z,(E,r)) ®z,Q,
H'(X,Q,/Z,(E,r)) := li_r_)n H'(X,Z/p"Z(E,r)) = H' "(X,V.(E,1))

U'(X,Z/p"Z(E,r) := U "(X,V(E,r)),
DY(X,Z/p"Z(E,r) := D' "(X,V4(E,1)),
et U'(X,Z,(E,r)), ..., U = Ul(k), D' = Di(k).
Le F-cristal unité E est le cristal de Dieudonné D(G) ([B-M], 4.1)
d’un groupe p-divisible étale G, i.e. le groupe p-divisible correspondant

a4 E par [Sa] est G défini par les duaux de Pontryagin G'(n) de
G(n) := Ker {p": G-G}. On a alors les interprétations suivantes :

(1.4.1) H'(X,Z,(E,0) = H'(Xy, M)
= lim H (Xi, GV (n)) (cohomologie étale),

n

ol M = « lgr_n » GV(n) est le Z,-faisceau étale lisse associé¢ 4 E;

n

(14.2) H'(X,Z,(E,1)) = lim H'(Xy,,r, G*(n))  (cohomologie plate),

ou G*(n) est le dual de Cartier de G(n).
Par contre pour r > 1 on n’a pas d’interprétation analogue.

Les valeurs propres du Frobenius (resp. du Frobenius géométrique)
agissant sur H'(X/W,E) @ w K (resp. sur H'(X/W,E) ® 3+K) seront
notées a; et on posera

P,(X,E,t) = H (I=ayt).
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2. Expression de y(X,E,r) et de Paction de ¢
sur H(X, Q,(E,r)).

Avec les hypothéses et notations du 1 on suppose de plus X
géomeétriquement connexe sur k = [,.

Rappelons que s'(E,r) désigne la dimension du schéma en groupes
parfait pro-algébrique H'(X,Z,(E,r)), et que dans lintroduction on a
défini le nombre

Y(XEr = Y Y (=DH(r—iht,

o<isr 0<j<d

avec h' = dim H/(X,E 3 p®Q%). De la méme fagon que Milne dans

(M 4], §3 et 4) on démontre alors la proposition suivante qui relie
x(X,E,r) aux s'(E,r):

ProPOSITION 2.1. — Avec les hypothéses ci-dessus on a la formule

X(XaE’r) = Z (_ l)i(r_ordq(aij)) - Z (_ l)isi(Ear) s

ordg(a;<r

ou les a; sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
HY(X/W,E) ®w K.

En utilisant la notation 1.4, la proposition (II, 2.8) donne I’action
de ¢ sur H(X,Q,(E,r)):

ProPOSITION 2.2. — Avec les hypothéses du 2 on a :

(22.1) det(1—ot|H(X,Q(En) = Y (1—q "au).

ordq(aij)= r

La formule (2.2.1) est a rapprocher du résultat en cohomologie
l-adique (I#p) ([B-NJ, §2, p.41):

(2.2.2) det (1-ot| H'(X,Q,(r)) = [[ (1 —q "a}t),
j .
ou les aj; sont les valeurs propres du Frobenius géométrique

sur HYX,Q). Si X est projectif sur k et E = COyy, on a
a; = a; ([K-M)).
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3. Calculs préliminaires.

3.1. Remarque limingire. — Les calculs qui suivent reprennent le
travail de Milne ([M 4], § 6). On aura soin de noter toutefois que Milne
y utilise a plusieurs reprises I’assertion selon laquelle « H'(X,Z(r))., est
fini», ce qui est faux en général, puisque H'(X,Z,(r)),rs n'est pas
nécessairement fini ([I-R], IV, 3): cette erreur n’a pas d’incidence avant
le lemme 6.7 de [M 4], dans lequel il faut apporter un terme correcteur
(cf. 5.1, 5.1.7 et [M 5]); le théoréme 0.2 de Milne ([M 4]) s’en trouve
modifié comme indiqué dans l'introduction de la 4° partie.

3.2. Si M est un I'-module, on désignera par f : M" — M I’application
induite par l'identité de M :. plus particuliérement on la notera f*" pour
M = H\(X,Z,(E,r)) et f :=f>". On note (cf. introduction)

z(f) = # Kerf/# Cokerf.
On a le lemme suivant ([T] lemma Z 4, p. 208).

LeMME 3.3. — Soit M un I'-module de type fini sur Z,. Alors z(f)
est défini si et seulement si 1 n’est pas racine multiple du polynéme
minimal de vy agissant sur M ® z, Q,, auquel cas

z(f) = |1 (@=D

ai#1

s
p

ou {a,,a,, ...} sont les valeurs propres de y sur M ®z, Q,.

LemMme 3.4. — Soit f: H(X,Z,(E,r))" - H'(X,Z,(E,r)r I'application
induite par lidentité. Alors z(f') est défini si et seulement si 1 n'est pas
racine multiple du polynome minimal de vy sur H'(X,Q,(E,r)) , auquel cas

l‘[ ‘qr/a“ siE,r
ij .

ordq (a,-j)< r

Z(fir)z H (1-q7"ay)

ajj# q

q

p

p

Par la démonstration de (1.1.2) on a montré Iexistence d’un
diagramme commutatif 4 lignes exactes

0-U' (k)" - H'(X,Z,(E,;r))Y - D'k -0

(3.4.1) r 1% -

0 - Hi(Y,ZP(Esr))F g DI(E)F "')05
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[’ et f” étant induites par I'identité. On a
2(f) = #UR' = # U'k) = "=

Comme D'(k) est un Z,module de type fini (1.1.6) et
D'(k) ®z, @, = H'(X,Q,(E,r)), on lui applique 3.3: z(f") est défini si
et seulement si 1 n’est pas racine multiple du polynéme minimal de y
sur H'(X,Q,(E,r)) et alors

z(M =| Il (-(@ay)

ordq(aij)=r

(cf. 2.2.1)

14

a;j#‘]’

=1 [l a-(@/ayp)qa,

ordq(aij)=r p
aij;éqr
= l—[ (l—q—raij) .
ordq(aij)=r p
aij;tqr
Or, puisque
g™ "a;l, si ord,(ay) <r
|1_q_raij|p =)
1 si ord,(ay) > r,
on obtient
z(f) = |11 A=q77ay)| x| Il q7ay .
"ij*qr P lordg(a;<r 14
D’ou le résultat par z(f") = z(f)z(f"). O

(3.5) Dans toute la suite de cet article on supposera I'’hypothése H.R.
de lintroduction satisfaite.

Cette hypothése H.R. est équivalente par 2.2 a I’hypothése :
(3.6) 1 n'est pas valeur propre de ¢ sur H'(X,Q,(E,r)) pour i # 2r.

On déduit du lemme 3.4 :

ProposiTioN 3.7. — Supposons H.R. satisfaite et soit f":
H'(X,Z,(E,r))" - H'(X,Z,(E,r)): l'application induite par lidentité de
HY(X,Z,(E,r)). Si i # 2r, z(f") est toujours défini, et pour i = 2r,
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2(f™) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Quand z(f™)
est défini on a

z(f") = H (1—q77ay)| ¢,
a;j#q" p
avec e = s'(E,;r) — || (r—ord,(ay).
ordq(aij)<r
CoroLLAIRE 3.8. — Supposons H.R. satisfaite et i # 2r; alors

HY(X,Z,(E,r)' et H(X,Z,(E,r))- sont finis et
#Hi(X—vyZp(Esr))r/#Hi(Y7Zp(Ear))r = |Pi(X>E9q—r|p qe;

avec e = s'(E;r) — Y. (r—ord,(ay)).

ordg(a;<r

On applique le lemme Z. 1 de Tate [T] aux groupes finis H'(X,Z,(E,r))"
et H'(X,Z,(E,r)r (1.3.3), d'od

z2(f") = #H'(X,Z,(E,n)/# H (X, Z,(E,N)r;

le corollaire en résulte via 3.7. O

3.9. Définissons ici les applications €' de lintroduction.

On a supposé k = F,, g = p®et y: k = k, x — x? est le générateur
canonique de I' = Gal (k/k). On a un isomorphisme I' 5 Z, y*+ «a,
d’ou

H'(k,2) := HY(Gal(k/k),Z) ~ H'(Gal(k/k),Gal(k/k)) ;
or I'identité de I' est un cocycle, et la classe de ce cocycle définit un

¢élément 0,
0, H\(I',T) ~ H'(k,2) = H}(Speck,2).

Par image inverse 0, fournit un ¢lément 0
e H'(X,2) := [[ H'(X,Z),
1
et la composante 6,e H'(X,Z,) de 0 définit par cup-produit une
application

(3.9.1) e H(X,Z,(E,r)) » H*(X,Z,(E,r)
X 0,Ux.
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En particulier I'application €% s’insére, d’aprés (M 4], 6.5) dans le carré
commutatif
ezr

HY(X,Z,(E,r)) — H"*Y(X,Z,(E,r))

(3.9.2) il ] j

H*(X,2,(En)y L H"(X.2,(E.P)yr,

ou i et j sont donnés par (1.3.5). Comme z(g¥) = z(Nz(f™z() ([T],
lemma Z. 2), on en déduit la proposition suivante :

ProrosiTioN 3.10. — Supposons H.R. satisfaite. Alors le déterminant
de € : HY(X,Z,(E,r)) » H**Y(X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si
SS(X,E,r) est vrai. Dans ce cas z(¢*) est défini et l'on a

z(f*)

z(e”") # H"*N(X,Z,(E,r)'/# H" 7 '(X,Z,(E,n)x
[1/det(e™)] x [# H*(X,Z,(E,N)ors/ # H" " (X, Z,(E,1))tors]
x [# H" Y(X,Z,(E,;r))T/# H" (X, Z,(E,)]

ou f7: H"(X,Z,(E,r))" » H*(X,Z,(E,r)); est induite par l'identité.

4. Démonstration du théoréme 0.1.

" 4.1. On suppose donc H.R. satisfaite. Il résulte de 3.10 et 1.3.2 que
% (X,Z,(E,r)) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Dans
ce cas les suites exactes (1.3.5)

0 > H'U(X,Z,(E,N) » H'(X,Z,(E) > H'(X,Z,(E,n) - 0
montrent que

X(X.Z,(Er) = [H (# H'(X,Z,(E,n)/# Hf_(Xf,z,,(E,r))r)“”"]

i#2r .

x [#H" (X, Z,(En)/# H" " (X,Z,(Er)x] % z(")

= [H (IP,»(X,E,q‘f)|,,)“”‘]z(f”)q5 (cf. 3.10, 3.8),

i#2r
avec

=Y (=DS(ED + Y (=D Y (r—ord,(ay)

i#2r X i#2r ordq(a,-j)<r

o= — [x(X,E,r)+s2’(E,r)— Y (r—ord,,(az,,,-)):l (cf. 2.1).

ord‘!7 (azr_j)sr
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Or
2= Il (—-q7ay)| x ¢,
azr,ﬁéqr P
avee
e = s”(E,;r) — Y (r—ord, (a, ).
ordq(az,.,j)<r
D’ou
X(X,Z,(E,r) = {( I1 P:(X,E,t)‘_”i>/(1—Q’t)"'} g r&ED
o<i<a2d t=¢="p

avec p, = dimg, HY(X,Q,(E,r))Y (cf. [T], lemmaZd4); cest le

théoréme 0.1, car I'appartenance de C, a Q, vient de ce que L(X Et)
est élément de Q,(¢) (III, 2.3). O

4.2. Soient X un schéma propre, lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur F,, et E un F-cristal unité sur X; on a noté (II, 2.12)

&(E) = det (— F|RT(X/W,E))~}
=[] [det(=FIH(X/W,E)®zK)]"*

0<i<2d

)i+l

COROLLAIRE DU THEOREME 0.1. — Avec les hypothéses 4.2 on a, pour
tout entier r> d

‘S(E) |p = qrx(X,E)—x(X,E.r) ;

en particulier (X, Oxyw,r) = (r—d/2)x(X) sir > d.

Comme Z,(E,r) = 0 pour r > d il suffit d’appliquer (II, 2.14) et le
théoréme 0.1 pour obtenir la 17 formule. La 2°formule résulte de
e(Uxw) = £ ¢~ ™? ou x = x(X) est la caractéristique d’Euler-Poincaré
([B 1], VII, 3.2.5, p. 585). |

5. Démonstration du théoréme 0.2.

On se place dorénavant daPs les hypothéses du théoréme 0.2: en
particulier H.R. est satisfaite et d = 2r.

LeMME 5.1. — Sous les hypothéses précédentes on a :

(1/# H"(X,Z,(E,)ors] X [# H" (X, Z,(E,r))r/# H" (X, Z,(E,1))]
- q_52r+ g, r)+32r(EV r)/[# Hzr(X ZP(E r))tors X # HZr(X ZP(EV r))m“
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D’aprés le théoréme de “dualité ([E 2], II, 3.5]) on a une suite exacte
0 U (X,Z,(E¥,r)»H"* (X,Z,(E",r) >D¥ " (X,Q,/Z,(E,r))* - 0,

ou * désigne la dualité de Pontryagin ; cette suite reste exacte en passant
aux invariants sous I' car U**X(X,Z,(E",r))r = O (cf. la démonstration
de (1.1.3)), d’ou -une suite exacte

(5.1.1) 0 U*(X,Z,(E",r) » H"* (X, Z,(E",n)_
- (D" (X, Q,/Z,(E",P))* - 0.

D’autre part, en passant a la limite inductive dans les suites exactes

0 H" '(X,Z,(E,r)/p" - H" (X,Z/p"(E,r))
| - HY(X,Z,(E,r) >0,
on obtient la suite- exacte

(512 0- H”"‘(f,ZP(E,r)) ®7,Q,7, » HT (X, Q,/Z,(E,r)
g Hzr(XaZp(E9r))tors - 0 a

or H¥ Y(X,Z,(E,r))r étant fini (1.3.3), on a
(H" "X, Z,(E,r))®2,Q,/Z)r ~ H" (X, Z,(E,)r ®z, Qy/Z, = 0
ce qui fournit, par (5.1.2), un isomorphisme

(5.1.3)  H" N(X,Qy/Z,(E,"))r 3 (H*(X,Z,(E,")iors)r
1
Dzr_l(yyﬁp/zp(Ear))r .

Mettant (5.1.3) et (5.1.1) ensemble on obtient
(5.1.4) #(H"(X,Z,(E' ,N)eorr=q"""""" " x ¢ H™ (X, Z,(E*, D).
Admettons pour l'instant le lemme suivant :

LEMME 5.1.5. — Pour tout couple d’entiers (i,r) on a une égalité ou
tous les termes sont finis :

g“E" x # (H(X,Zy(E,D)iordr = # H(X,Z,(E,1))iors-

La finitude du p-groupe H¥ (X,Z,(E,r))r, et les suites (1.3.5)
fournissent la suite exacte

(5.1.6) 0> H" " Y(X,Z,(E,))r » H"(X,Z,(E;)ors
- H"(X,Z,(E,"))tors > 0,
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d’ou 'on déduit
# H" " (X, Z,(E, ")/ # H"(X,Z(E,N)iors = 1/# H"(X,Z,(E,1))iors -
D’autre part, on tire de (5.1.4) et 5.1.5:

1/# H2r+1(A7,ZP(E’r))I' — q—szr+1(E,r)+szr(EV.r)/ # HZ’(X’,ZI,(EV ,r))l"

tors *
Le lemme 5.1 s’obtient en faisant le produit de ces deux égalités.

Prouvons le lemme 5.1.5. — La finitude des termes en présence
résulte du 2 et de (1.1.3). Posons M = HY(X,Z,(E,r),
Ui(k) = UY(X,Z,(E,r)) et Di(k) = M/Uk). On a établi, dans la
démonstration de (1.1.3), la commutativité du diagramme

0> UR)" > Mipe - D'R)ors —0

bbb

0= Ul(E)l' e (Mtors)r 3 (Di(E)tors)l" - 0’

ou les lignes sont exactes et les fléches verticales induites par I'identité.
On obtient ainsi

# Mo /# Mo = 2(f) = 2(f).(f"); or z(f') = ¢"&"

et
2(f")= # D'(K)iors/ # (D' (R)orsdr = # D'(K)tore/ # D'(K)iors car  D*(K)iors
est fini, d’ou z(f") = 1, ce qui prouve 5.1.5. 0O

Remarque 5.1.7. — Le lemme 5.1 fournit le terme correcteur a
apporter dans ([M 4], 6.7). La puissance de g qu’il faut lire dans loc.
cit. est — s¥*'(r) + s¥(r) et non pas — s¥*(r).

Achevons maintenant la prewve de 0.2. — Notons e = s¥(E,r)
- Y (r—ord, (a; ). De 3.7, 3.10 et 5.1 on déduit

ordq (a2r,j)< r

[T 11-q77ay ;= 2(f)7'¢
agr,j*q"
= [# HZH-I(X’Zp(_E‘or))t(Es/# Hzr(Xyzp(lE"r))tOE]
x [# H" {(X,Z,(E,)y/# H"* (X, Z,(E,0)] x det () x ¢°

# B XL E o # B R LBt
X # H:lr(X’Zp(EV’r)){'ors}] x det (azr) X qe—s r+1(g, ry+s2NEV )
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ce qui est le théoréme 0.2, puisque
- a,(X,E) = — s"*Y(E,r) + s¥(E,r) ,
+ s™(EV,r) — Y (r—ord, (a,.))).
ordq(aZrJ)<r

O
6. Cas ou E est 2 monodromie finie entiére.

Soient X un schéma projectif, lisse, géométriquement connexe de
dimensiond sur F,(g=p®) et E un F-cristal unit¢ & monodromie finie
entiére (II1, 3.2.1), i.e. correspondant a une représentation

p:m(X) > G — Autz (M),

ou G est un groupe fini et M un Z-module libre de rang fini. On
notera encore p la représentation

p:G - Aut; (M),

et p;: G — Auty(M)) désignera la composée de p avec [linjection
Autz (M) - Autz (M), ou M; = M ® Z, (I premier quelconque).

Dans cette situation nous allons donner un équivalent (pour la
topologie usuelle sur R) de la fonction L(X,E,t) € Q(t) au voisinage d’un
pole de la forme t = q~", généralisant ainsi les théorémes0.1 et 0.2
limités a des équivalents p-adiques. II va nous falloir pour cela étendre
(en les modifiant au besoin) les définitions de I'introduction du IV
(cf. M 4], Intr.) au cas I # p. Comme d’habitude on notera par une
barre les images inverses sur une cl6ture algébrique F, de F,, et par T’
le groupe Gal (F,/F,), de générateur y: x — x°.

Soit Y — X un revétement fini étale galoisien de groupe G; a ce
revétement et a la représentation p; on associe le Z faisceau lisse &,
qui provient de la représentation

pr: G = Autz (M).

On vérifie alors immédiatement les identités ([Gr]) :
L(X,E;t) = LE™™(Y,p,,t) = L(X,.%,,t)

pour tout nombre premier /. Nous savons (III, (3.2.4)) que

(6.1) L(X.E,;)= [ det(1—tFIH'X/W,E)®y4K) """

o<i<ad

= [ det(1—tFI{H'(Y/W)®z, M,®2,Q,19) V"""

0<i<2d
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Il existe un analogue l-adique (I£p) de cette formule : puisque Y est
projectif, I'égalité ([K 2], p. 170)

det(I—tFI{H‘(Y/W)@ZpM,,®Zp@,}G)=det(1~tF|{H‘(}_’,M,®1,@,}G)
et 'isomorphisme
H(Y,M\®;,Q)° ~ H'(X,#,®;,Q)
provenant de la dégénérescence de la suite spectrale d’Hochschild-Serre
H(G,H (Y, M®,,Q)) = H(X, F,®,,Q)
en E, ([Sel], VIII, §2, cor.1 de prop. 4) fournissent

(6.2) L(X,E,1) [1 det(Q—tFI{H'(Y,M,®, Q)0
o<igad
[1 det(1—tFIH'(X,#,®,,Q) >"";

o<i<2d

on retrouve ainsi ’expression [-adique (I#p) de Grothendieck pour les
fonctions L ([Gr]). Ici il est a noter que

Pu(t) = det(1—tF|H/(X, #®Q,) = det(1—tF|H'(X/W,E)® 5 K)

est a coeflicients entiers relatifs indépendants de /: reprendre pour ¢a
la démonstration de (III, 3.2.7) et 'argument de Deligne ([D], preuve
de (1.7) = (1.6)).

Pour | # p et r un entier, notons
F ') = F, @, Z/I'(r) | et Fir) = F, ®z,Z,(r)

les twistés a la Tate. La proposition suivante fournit les résultats de
finitude analogues a ceux du 1: ici ’hypothése H.R. est satisfaite
d’aprés (111, 3.2.3).

ProrosiTION 6.3. — .Sous les hypothéses de 6 avec | # p et r un
entier on a :

(6.3.1) Pour tout entier i, H'(X,#,(r)) et H (X, #,(r)) sont des
Zrmodules de type fini,

(6.3.2) Pour tout entier i # 2r, 2r + 1, H'(X,#,(r)) est fini,

(6.3.3) Pour tout entier i # 2r + 1, H(X,.#,(r))iors = O pour presque
tout 1,
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(6.3.4) Pour tout entier i # 2r, H' (X, #,(r))' et H'(X,#,(r); sont
finis,
(6.3.5) Pour tout entier i # 2r, 2r + 1, lz'_rz: HY(X,F/I"r)) est fini

et nul pour presque tout |.

La démonstration reprend celle de Colliot-Théléne, Sansuc et Soulé
([C.S.S.], Théo.2, p.780) a ceci prés que pour prouver (6.3.3) le
polynéme

(6.3.6) Qi(t) = det(1—vyt|H'(X,#(nN)®Q)
= H (1=(q"/ayy),

ou les a; sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H(X,#) ® Q, (cf. [M 4], 5.6), est a coefficients rationnels (et non pas
entiers) indépendants de [, car on a remarqué que
det (1 — tFIH'(X, #)®Q)) est a coefficients entiers relatifs indépendants

de I: ceci ne modifie toutefois pas le fait crucial que |Q;(1)|, = 1 pour
presque tout /. On conclut comme dans (loc. cit.) grice a un théoréme
de Gabber ([Ga)). O

Pour un morphisme a: 4 — B de groupes abéliens on a noté
z(a) = # Kero/# Coker a. Supposons que A et B sont de type fini
sur Z = lim Z/mZ , que « ® 1g: A ®; Q - B ®; Q est un isomorphisme

m
et que o, :=a®1z: 4, = A®22Z,—» B, = B ®;Z, est un isomor-
phisme modulo torsion pour presque tout!: si (ai); (resp. b}, est une
base de A, (resp. B;) modulo torsion telle que -

o(a) = Y zib, mod-torsion,
j

alors ([T], lemma Z.1) z(a) est défini si et seulement si det (z}) # 0 et
dans ce cas on a

Z(CX) = # Ators/(# Btors)'det a,
ou l'on a poseé
P deto = [] Idet(z})l;*.

l§

Pour I # p, H'(X,#,(r)) désignera le groupe de cohomologie l-adique
et pour | = p ce sera H'(X,Z,(E,r)) (cf. 1.4). Posons

H'(X,#(1) = [[ H'X, #(r)).
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L'élément 6 eH'(X,2) = [| H'(X,Z)) de 3.9 définit par cup-produit des
applications !

et H'(X,Z () » H" ' (X, #(),

et 'on pose B _ . .

X, Z (M) = z(). [ (# H/(X,#(r)

2ri1
quand tous les termes sont définis et finis. Il résulte de 6.3 et 1.3 que
H'(X,#(r)) est fini pour i # 2r, 2r + 1 et que H¥(X,Z# ()i est
fini. Puisque les Z,modules H'(X,#,(r)) sont de type fini et que
HY(X,#(N)ors = 0 pour presque tout [, Pexpression z(e¥) = I;z(e})
est définie (donc y(X,.#(r)) si et seulement si H¥ " (X, #(r))rs est fini
et det (¢¥) est défini, auquel cas
XXFE) = ] (# HXF))r) ™ /det (7).

0<gig2d+1

Notons SS(X,.#,,r) ’hypothése

SS(X,#,,r): 1 nest pas racine multiple du polynéme minimal de vy
agissant sur H” (X, #,(r)) ®2,Q;.

L’analogue du théoréme 0.1 est alors:

THEOREME (0.1). — Sous les hypothéses précédentes, le nombre
7(X, #(r)) est défini si et seulement si SS(X,% ,,r) est vraie pour tout l,
et dans ce cas

L(X,E,q™9) ~ £ x(X,Z(r)g*F (1 —q %) °r
quand s - r, ou Y(X,E,r) et p, ont le méme sens qu’en 0.1.

La démonstration reprend celle de Milne ([M 4], 6) compte tenu
du 4. O

Pour formuler la généralisation du théoréme 0.2 il nous faut, pour
tout nombre premier !/, définir le groupe H'(X,.#,(r)): pour | # p
c’est celui de la cohomologie l-adique

H'(X,#/ () := lim H'(X,(F/I")" (r))

ou (F 1N = Homgn(F /I Z,/1"),

et pour I = p
H'(X,#,(r) := H(X,Z,(E",r))
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ou EV est le dual linéaire de E. On pose alors

H'(X.77 () = [1 H'(X.#) ().
!
et de méme sur X. L’analogue de 0.2 s’énonce ;

THEOREME (0.2)". — Sous les hypothéses du 6, soit d = 2r et supposons
SS(X,#,,1) satisfaite pour tout . Alors Py (X,E,q" %) est équivalent a
" # H" (X, ())iors
g B (# H (X, F(lors) - (# HY (X, 7 (1))lors

det (82r)(1 _ qr— s)pr

quand s — r, ou o.(X,E) et p, ont le méme sens qu’en 0.2.

La démonstration est tout a fait semblable a celle du théoréme 0.2
de Milne ([M 4]), compte tenu de la dualité de Poincaré pour le faisceau
F /1" (I#p) et dus. O
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