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SUR LE THEOREME DE COMPARAISON
ENTRE COHOMOLOGIES
DE DE RHAM ALGEBRIQUE ET p-ADIQUE RIGIDE

par Bruno CHIARELLOTTO (*)
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0. Introduction.

Soit
L= Zn: a;(x) L
i=0 ' dx'

un opérateur différentiel a4 coefficients dans Q*#(x). Soit 0 un point
singulier de L ; I'irrégularit¢é de Fuchs en 0 est le nombre

irrg(L) = Sup (vo(a,) —n—ve(a)+i).

0<i<n

Si on prend maintenant un corps K > Q¢ algébriquement clos et
complet pour une valuation ultramétrique qui induit sur Q une valuation

Mots-clés : Courbe algébrique - Espace analytique rigide - Equation différentielle
linéaire p-adique - Cohomologie de De Rham - Dualité locale.

(*) Bourse du C.N.R., Italie.
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K[[x]]
Kix}
est toujours injectif. Il est facile de voir [MA] que L est aussi toujours
Clix
Cix}
sur lequel il est toujours surjectif. Mais le théoréme de Malgrange
affirme que

p-adique, I'opérateur L opére sur et Clark [CL] a montré qu’il

surjectif sur P’espace précédent. D’autre part L opére aussi sur

irry(L) = dim¢ Ker (L M)

> Ci{x}

Soit (X,,0x) une variété algébrique non-singulire définie sur Q¢ et
M, un fibré de type fini & connexion intégrable ; le plongement naturel
Q*® = C fournit par extension des scalaires une C-variété algébrique
non-singuliére X et un fibré a connexion intégrable #c. A X et A
on peut associer une variété analytique complexe X,, et un fibré a
connexion holomorphe .#,, et on a un morphisme entre les cohomologies
de De Rham :

H*(Xc, 2R(A ) - H*(Xan, DR(M an))

qui n’est pas en général un isomorphisme. Si dim X; = 1 Deligne a
montré que la différence entre les caractéristiques d’Euler-Poincaré des
espaces précédents est égale a la somme des irrégularités de .#. aux
points a l'infini de X [DE].

De la méme fagon le plongement Q¢ < K fournit par extension
des scalaires une variété algébrique non-singuliére sur K, X, et un
fibré a connexion intégrable .#x. Comme précédemment on associe a
Xy et Mg une variété analytique rigide X, et un fibré #,,, pour la
topologie de Grothendieck, muni d’une connexion intégrable.

On a encore un morphisme entre cohomologies de De Rham :

H*(XK’ '@'%('/”K)) e H*(Xrig’ @'%('/”rlg))

et Baldassarri conjecture que c’est toujours un isomorphisme et il
démontre la conjecture si dim X, = 1 [BAl]. Sa démonstration utilise
la théorie de Turittin p-adique [BAO] et les théorémes d’indice de
Ph.Robba [RO] et de ce fait elle ne semble pas se généraliser en
dimension supérieure (en [BA2] et [CH] on trouvera d’autres cas ou la
conjecture est démontrée).

Dans le cas complexe le théoréme de dualité locale pour Dy-modules
~ holonomes de Mebkhout [ME] montre, en particulier, que le théoréme
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de Deligne est équivalent au théoreme de Malgrange. Ceci suggére que
le théoréme de Clark est équivalent au théoréme de Baldassarri dans
le cas p-adique. Le but de ce travail est de montrer que tel est bien le
cas. En plus du fait que cela fournit une démonstration particuliérement
simple du théoréme de Baldassarri, on a ici une méthode pour attaquer
le probléme en dimension supérieure. Le principal obstacle réside pour
I'instant dans le manque d’une bonne théorie de la dualité pour les
Pxmodules dans le cas p-adique: c’est ce que nous allons étudier
ultérieurement.

Dans le §3 on trouvera quelques résultats d’analyse fonctionnelle
pour K-espaces vectoriels topologiques convexes que nous utiliserons
pendant le §2. Cette note généralise [VT], [MS], [MO].

Je remercie M. le Professeur Zoghman Mebkhout de m’avoir suggéré
I’idée de ce travail et de m’avoir aidé a mettre au point la démonstration.
Ce travail a été développé pendant mon séjour a I'Université de
Paris VII. Je remerciec M.le Professeur Lé Diing Trang de m’avoir
accepté dans son équipe (L.A. 212 du C.N.R.S)).

1. Conjecture locale.

Commengons par énoncer la conjecture de nature locale que nous
pensons étre la vraie conjecture & démontrer (1.3) et dont la conjecture
de Baldassarri ([BA1], (1.1), (1.2)) est un corollaire. Dans le §2 nous
démontrerons (1.3) pour une courbe.

Soit X, une variété algébrique irréductible et non-singuliére définie
sur le corps Q8 = K, et soit .#, un fibré de rang fini muni d’une
connexion intégrable ([KA], [DE]):

Voidly > My® Qx i, -

Si nous prenons un corps K, extension de K, valué complet pour une
valuation ultramétrique et algébriquement clos, on obtient par extension
des scalaires une variété algébrique lisse sur K, Xy, et un #, fibré a
connexion intégrable :

VK:'/”K g '/”K®Q}(K/K'
Soit :

Vi
DR(My):=0 > My — Mg ® Qe > Mx® Qe = ..

son complexe de De Rham.
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Maintenant 4 Xx on peut associer un espace analytique rigide X
[KO] et, comme pour le cas classique, a . un @Xrig-module localement
libre pour la topologie de Grothendieck, .#,,, muni d’une convexion
intégrable :

Vrig : ‘//lrig - '/”rig ® Q}l(rig/K,
soit
9@('/”1"11;) =0 - '/”rig - J{{rig ® Q)l(rig,K -

son complexe de De Rham.

La conjecture de Baldassarri affirme que le morphisme naturel :

(1.1) H*(Xx, 2R(My) - H*(X.ig, DR(M i)
est un isomorphisme.
Si _

j:Xx = Xg
est une compactification d’Hironaka et
Jrig : Xrig > Xrig

la situation analytique associée :

la conjecture (1.1) équivaut a démontrer qu’il existe un isomorphisme
entre :

(1.2) H*(Xug, (xDR(M )rig) — H*(Xeig, jrigan DR (M i)

(cf. [BA1] et GAGA p-adique [KO)).

N.B. — A la différence du cas classique il n’y a pas d’hypothéses
sur lirrégularité de .#x a l'infini.

Nous pensons que la conjecture a formuler est :

le morphisme naturel de complexes des faisceaux abéliens sur X :
(13) U*@'@(””K))rig - jrig*@‘%('//{rig)

est un quasi-isomorphisme.

On notera que la conjecture (1.2) est simplement un corollaire de
(1.3). Kiehl a montré (1.3) pour le fibré trivial (Ok,d) [KI] qui est
I’analogue du théoréme de Grothendieck dans le cas complexe ((GROO],
th. 2.1).
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2. Démonstration de la conjecture pour une courbe.

Dans ce paragraphe nous allons démontrer (1.3) quand X, est une
courbe.

THEOREME 2.1. — La conjecture (1.3) est vraie si X, est une courbe
sur K, = Q.
Démonstration. — Le faisceau .#y localement libre peut étre étendu

a un faisceau .y sur X, localement libre aussi, tel que:

jx@j*@x R jeMg.

La topologie de Grothendieck de X, est plus fine que la topologie de
Zariski, donc on peut choisir un recouvrement de X, affinoide admissible
ou sur chaque élément du recouvrement il y a tout au plus un seul
point de ¥ = X, \X;;; = X¢\ Xx. On peut étudier le morphisme (1.3)
sur chaque affinoide du recouvrement: si I’affinoide ne rencontre pas
le diviseur Y les deux complexes sont exactement les mémes. Si I’affinoide
contient a € X\ X,y le faisceau quotient :

jrig* (ﬂrig) .
U*'/”K)rig

restreint & I’affinoide est un faisceau « skyscraper » de support {a} pour
la topologie de Grothendieck, dont les sections globales sont

jrig* ('/”rig)a .
(i*’ﬂK)rig, a

Puisqu’il existe une extension localement libre .#y sur X, de .y, on
a des isomorphismes locaux :

(i*'/”K)rig, a ~ (j*(QXK ;lig, a 5
(22) (irig*'/lrig)a =~ (irig:l:0Xrig)¢’zl

et donc, pour la démonstration du théoréme il suffira que les fléches
verticales

. n v . n
0 = (]rig*(gX 3 )a - (.]rig*(QX,.ig)a I O

rig

2.3)

. v .
0 - (I*(OXK rig.a (]*(DXK rigga = 0
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avec V = Ix + A, A€ M,((jxOx)ri¢.a) » donnent un quasi-isomorphisme

de complexes.

En vertu de Kiehl [KI], on peut choisir un recouvrement admissible
affinoide tel que tout affinoide B qui rencontre le diviseur Y est isomorphe
a SpK<(x) et tel que le diviseur Y n B est défini dans B par x = 0.
Dans ce cas-la en utilisant le « paramétre local» x en a = 0:

Y ax',a,eK; 3J&>0, lim lajee =0; Vn>0

ieZ i—»+o0
(irig*@Xrig)D = )
lim |agjn'=0

i»—o0

(séries a singularités essentielles).

(i*(OXK rig, 0 { Z aixi, a;eK, 3Je>0, lim |ai‘5i = 0}

iz-N -+

N<+w
(séries a singularités méromorphes).
De plus I'anneau des germes de fonctions analytiques en x = 0

(c.-a-d. en a) est

0 = {Z ax',a;€eK; 3Je>0, lim 'ai|8i=0}.

i>o0 i»+o

L’existence du vecteur cyclique [DE], [MA] montre que le quasi-
isomorphisme. (2.3) est équivalent au quasi-isomorphisme :

. L.
0 - (]rig*0Xrig)lJ - (Irig*@x,ig)o -0

(24)
L
0 - 0*(9XK rig,0 ~ (f*(oxK rig.o = 0
ou
- »dn dn-l )
L '-'_—: ax + blz)—c"-—T + ...+ bo, bie(]*@XK rig, 0+

Avec une multiplication par une puissance de x on peut changer L
en L:
dn dn—l

L= ————+a,,_,;l—x—n_—l

= a, + .-+ ag, a;e(.
dx
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Enfin le quasi-isomorphisme en (2.4) est équivalent a 1'isomorphisme

(irig*(gxrig)o i (jrig*(oxrig)o )
(j*@xK rig,0 (i*@XK rig, 0

@2.5)

Définissons maintenant :

(iri 0 ri) it i .
mw%%=—iiﬂ={Z%J£KVmﬁmngﬂ#

(9 i=1 i—»+ 0

(i*@X rig, 0 N<teo a;
Hiy(0g )= —X=2 =0 3 2 a,-eK};
’ & 0 i-1 X

par construction L opére sur les deux K-espaces vectoriels précédents
et, de plus:
(irig*-(oxrig)o ~ Hfl)(@z?rig
(j*(pxx rig, 0 H[lm((p)‘(

rig

Finalement I’isomorphisme en (2.5) équivaut a quasi-isomorphisme (donné
par les fléches verticales) :

L
0 O FiOn) = HiOs) — 0= (Hi0s,)iD)

L
0 - Hiy(0x,) — Hin(0x,) - 0:= (Hiy(0x,); L).
Nous allons démontrer (2.6) par dualité locale.

ProrosiTioN 2.7. — Le dual algébrique du K-espace vectoriel
H [10]((9§rig) est O = K[[x]]. Le dual topologique de O (séries convergentes

avec la topologie limite inductive localement convexe [GR]) est
H(l)((o)_frig)'

La démonstration de la proposition sera donnée dans le § 3.
Soit ‘L le transposé de L:

n di
t = - 1 —a; .
L ZO( ) 75405
le dual algébrique du complexe (H [10]((9}?rig); L) est le complexe :

~ L . ~
(2.8) 0> 0=>0 > 0:=(,L);
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-et le dual topologique du complexe

2.9) 0025050 =1L
est le complexe (H; ((/Xng) L) = (0'; L) (Prop.2.7).

Notons

(2.10) 0 - 0* Loox 5 0= (0% L)

le complexe dual algébrique du complexe (¢,°L).
On a les morphismes canoniques :
i (Hly(03,): L) > (0%,L)
et

ji(O',L) = (Hy(Ox,); L) - (O*L)

rig
qui avec (2.6) forment le diagramme commutatif de complexes :

(0*.L)

(2.11) /‘ \

(H{ o1(C0xng) L) (@',L);
on va démontrer que i, j sont quasi-isomorphismes pour conclure que
(2.6) est un quasi-isomorphisme.

Rappelons que nous sommes partis d’une situation définie sur
Q*t = K, et, en particulier, L et ‘L sont définis sur K,. Le polynome
indiciel de ‘L a ses racines (exposants) dans K,, mais chaque élément
de K, est un nombre p-adiquement non-Liouville ((CL]; [CHR]) ; alors :

TuEorEME 2.12 (Clark [CL]). — Puisque les exposants de ‘L sont
des nombres non-Liouville,

‘L:

>
l
Q>

est un isomorphisme.

Démonstration. — La surjectivité est un résultat de Malgrange [MA].
Le théoréme de Clark affirme que chaque solution formelle, f, d’une
équation différentielle

Pf=g
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ou g est une série convergente et P est un opérateur différentiel linéaire
avec coefficients convergents et avec exposants non-Liouville est
convergente. O

N.B. — Implicitement on a obtenu un calcul d’indice pour I’anneau
des germes de fonctions analytiques rigides parce que (&,’L) est a indice
[MA].

Le théoréme 2.12 est équivalent au quasi-isomorphisme

0505050
T 1
0—»(9—13(0—>0.

Par dualité algébrique on peut conclure que

i:(Hig(0x,);L) - (0%L)
est un quasi-isomorphisme puisque tous les complexes sont cohomolo-
giquement de dimension finie.

Pour le morphisme j la démonstration est plus compliquée. Comme
nous avons vu tout a I’heure, le théoréme de Clark (2.12) implique que
Popérateur ‘L: @ — O est a indice. On démontrera dans le §3 que:

(i) O est un espace topologique de Hausdorff avec la topologie
localement convexe limite inductive (au sens ultramétrique [GR], [VT)).
L’opérateur ‘L est continu pour la topologie limite inductive et la limite
qui forme @ est une limite dénombrable d’espaces de Banach.

(ii) Pour chaque application continue K-linéaire de O en soi-méme,
le théoréme du graphe fermé et le théoreme de I'application ouverte
sont valables. On a alors, en particulier, que, Im ‘L étant de codimension
finie, Im‘L est fermé en @. De plus pour chaque ge (@ il existe
Be Ho(0Ox,) = O tel que P(g) # 0.

On peut alors appliquer dans notre cas une adaptation d’un théoréme
de Serre [SE] (toujours dans §3, Prop.2). On trouve que les duaux
topologiques des espaces de cohomologie de (0,'L) sont isomorphes aux
espaces de cohomologie de la situation duale topologique (0',L). Mais
les espaces de cohomologie de (0,’L) sont de dimension finie et séparés :
pour ces espaces, donc, le dual topologique coincide avec le dual
algébrique. Finalement les espaces duaux topologiques des espaces de
cohomologie de (0,°L) sont isomorphes aux espaces de cohomologie de
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la situation duale algébrique (O*,L). On a donc prouvé que
j:(@,L) - (0% L)
est un quasi-isomorphisme.
A Taide du diagramme (2.11), on trouve que

0 > Hi0s,) — Hi0g,) -0
26) !

L
0 - H[o](@x ) — H[lo]((p)?,ig) -0

rig

est un quasi-isomorphisme, et le théoréme 2.1 est démontre. O

On remarquera que ce raisonnement est calqué sur la démonstration
du théoréme de dualité locale pour les 2y-modules holonomes [ME].

3. Note.
On démontrera d’abord la proposition 2.7.

ProPOSITION 2.7. — Le dual algébrique de H[,(Oz ) est O. Le dual

rig

topologique de O est H 0(@};.ﬂg).

Démonstration. — En effet H fo,((Ogn) est limite inductive d’espaces

vectoriels de dimension finie, son dual algébrique est la limite prO_]eCtIVC
des espaces duaux: @.

Considérons maintenant ¢. Comme dans [GR], O est limite inductive
d’algébre de Tate (donc K-espaces de Banach):

0= hm A., A, = K<)—c>

eeK

(les notations sont comme en [BGR]). Avec la topologie limite inductive
localement convexe [VT] (au sens ultramétrique) @ est un espace vectoriel
topologique de Hausdorff ([GR] ch.1 §8).

Sip=Y ii.eH 2(0x,,), on peut associer le morphisme

i>0
;\'B: 0 - K
g= Y bx'— Y ba,.

i>0 i>0
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L’application Ay est bien définie: si g converge en {e€ K,|e|<e} on
trouve, pour e dans le domaine de convergence de g:
i+1

lim |b; ;1| = lim
i—»+o i=»+o

=0.

bia,, P

Mais Age O’ : en effet si pour chaque e € K* on considére I'application
induite par Az en A,, A§; en rappelant que A4, est une K-algebre de
Banach avec la norme :

ged,, gl =suplb;el,

20

alors
el'+l
|7»§(g)| = Z b.a;.,| < max |b; Qiv1 571
i>0 i e
e
< I!gllemflx G S < Xliglle, A €|K]|

- cela implique que A§ est borné pour chaque e, donc continue.

On peut définir ainsi une application :

Hy(0g. ) - 0O’

rig:
qui est injective: si Be H },((0,—(“!;), B # 0, il existe évidemment fe O,
Ap(f) # 0.
Soit maintenant m e @', nous allons voir qu’il existe ﬁeHé((O,—(m)

tel que 1 = A;. En effet pour chaque g = ) bx'e 0 on trouve

iz0

n(g = lim <Z bm(x’)) =) bn(x) avec n(x)ek.

B+ \j=g i>0

On peut écrire :

n(x)
B= igo X1 ’
il suffit de voir que e H },((Ogﬂg), parce que alors n = Ag. Pour chaque
ee K* on peut considérer g = Xe'x’, ge 0. Comme n(g) est défini, on
a:

lim lem(x) =0;

i»+©



12 BRUNO CHIARELLOTTO

donc
lim |e"'m(x) =0, Ve,eeK*
et BeHé((Qgrig). C’est vrai que O’ = Hﬁ((%—{rig). O

N.B. 1. — 1l existe des résultats plus forts si on utilise [MS], [MO].
En particulier on trouve que (@ est réflexif et O' = H 5((0%8) est un

espace de Fréchet.

N.B. 2. — A laide de la proposition 2.7 on a facilement que pour
chaque ge 0 il existt ne 0’ = Hy(0x,) tel que n(g) # 0. Pour une

étude du théoreme de Hahn-Banach p-adique voir [IN].

Notre but est maintenant d’étudier ’anneau des germes des fonctions
holomorphes en x; =0, i=1,2,...,n de [lespace analytique
SpK{x,,...,x,y: O, (les résultats de cette section peuvent étre utilisés
pour n = 1 c’est-a-dire pour le K-espace ¢ du précédent paragraphe).

Par définition ‘

O,= lim 4,
—

*
ec K

4, = K<2C—‘, x—> = { Y ax*,a, €K, lim |a Ie|'°"=0}
e e xe NP ot = + o0
sont des espaces de Banach (K-algébres de Tate). On peut munir O,
de la topologie limite inductive localement convexe : avec cette topologie
¢, est un espace vectoriel topologique de Hausdorff ([GR], [VT)).

Soit maintenant ce K*, |c| < 1 alors

A,.=K<x—j,-~,3‘—;'-> i=0,1,2,..
c c

est un systtme cofinal pour @,: donc @, est limite inductive de
dénombrables espaces de Banach. On doit remarquer aussi que les
fleches 4; — A;,, et, ensuite, 4; > O, sont injectives.

Comme dans le cas classique on va noter (¥%#) les K-espaces
vectoriels localement convexes (au sens ultramétrique) qui sont limite
inductive d’une suite de K-espaces de Banach (leurs topologies sont
exactement celles qui dérivent de la limite).
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Pour les espaces (£4#) (et, en particulier, pour @, et @) on a les
théorémes du graphe fermé et de I’application ouverte (les démonstrations
classiques restent valables, [GR01], [GR 02]).

On va appliquer ces faits au cas d’une seule variable: ¢. Dans ce
cas la:

0= 1imK<5,.> o ceK* <1
- C

ieN
et
A; = K<£;> = {Z ax',a, € K, lim |a, |c|i=0}.
Cc ieN i»+aoc
Soit P un opérateur différentiel K-linéaire du type :
P = i b L b,e®
= zdxi’ i .
P:0 -0

on peut supposer que les exposants de P soient non-Liouville.

ProposiTiON 1. — Avec les hypothéses précédentes P est continu, P est
a indice, P est un homomorphisme sur limage et Im P est fermé en 0.

Démonstration. —~ Sur chaque A; la multiplication et la dérivation
sont continues, donc P est continu. Comme les exposants de P sont
non-Liouville, on peut appliquer le théoréme 2.12 de Clark: P est a
indice et, en particulier, Im P est de codimension finie: du fait que
pour O on a les théorémes du graphe fermé et de ’application ouverte
on peut conclure. O

L’opérateur ‘L du § 2 a les mémes propriétés de P de la proposition 1.
Nous savons que le dual topologique @' de O est H (1,((9,—(ﬁg)
(Proposition 2.7).

ProrosiTioN 2 (Serre [SE]). — Soit P comme ci-dessus. Si

P P .
0-0 et o' 5 0’ (transposé)
alors
(9 7
i) { —— ) ~ Ker*
@) (Im P> er‘'P

’

(i1) (Ker P)' = P
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N.B. — Si on applique la proposition a notre cas du §2 avec ‘L
au lieu de P et L au lieu de ‘P on trouve:
o’ Hy(0%,,)
* Ker’l) =~ 0 FrigT
™ (Ker'L) L < IH ((9xng))
** 0 , ~ Ker L (= Ker L sur H}(0x.))
Im‘L OV Frig

o . . . s
avec Ker’L et 'L de dimension finie et séparés.

Démonstration. — La démonstration est une adaptation d’un théoréme
de Serre pour les espaces de Fréchet: ici la clef c’est la finitude des
indices et le fait, aussi, que chaque sous K-espace vectoriel de @ de
dimension finie a un supplémentaire topologique. ]
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