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PARAMETRISATION DU DUAL
D’UNE ALGEBRE DE LIE NILPOTENTE

par Pierre BONNET

Introduction.

Etant donné un groupe de Lie G d’algébre de Lie &, la théorie de
Kirilov ([5], [6]), a mis en évidence I'intérét de ’étude des orbites de la
représentation coadjointe de G, pour la construction d’au moins une partie
du dual unitaire. Or, on sait que les orbites de la représentation coadjointe
de G sont naturellement munies d’une structure de variété symplectique; il
parait donc naturel, afin de pouvoir décrire simultanément 1’ensemble des
orbites, et la géométrie de chacune d’elles, de chercher & paramétrer au
moins certaines parties de ’espace vectoriel &* dual de &, au moyen de
triplets (), ¢, p) de fonctions vectorielles ayant les propriétés suivantes :

— & chaque valeur de A correspond une orbite §2) et une seule,

— pour ) fixé, le couple (g, p) constitue une carte de Q2 dans laquelle
la forme symplectique de 2, se réduit a :

4
Z dgr A dp;.

r=1
Une premiere restriction (nous verrons que ce n’est pas la seule) porte sur
le fait qu'un tel triplet (), ¢, p) ne peut étre défini que sur une partie de &*
ne rencontrant que des orbites de méme dimension 2/; les fonctions A, ¢, p
sont 3 valeurs respectivement dans R"~2¢, R¢, R¢(n = dimG).

Nous nous intéresserons uniquement, dans cet article, au cas des
groupes de Lie nilpotents, pour lesquels ([5], [13]) la méthode de Kirilov

Mots-clés : Groupe de Lie nilpotent — Méthode des orbites — Stratification — Structure
symplectique.
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donne une bijection de ’ensemble des orbites, sur le dual unitaire. Dans
ce cas, les orbites étant difféomorphes 3 des espaces R%, on peut espérer
obtenir des cartes (g, p) globales; en outre, & cause de ’aspect polynomial
de P’application exponentielle, on peut s’attendre a obtenir des fonctions
A, g, p, rationnelles. :

Dans cette recherche de paramétrisations pour le dual d’une algebre
de Lie nilpotente, on peut distinguer 3 types de résultats :

— dans [15], M. Vergne obtient, & partir de I’algébre enveloppante et
de I’algébre symétrique de &, des cartes (g, p) construites de facon cohérente
pour toutes les orbites contenues dans un ouvert de Zariski de &* ; toujours
en liaison avec 1’algébre enveloppante, signalons également les travaux de
Nghien-Xuan-Hai ([7],[8],[9]);

— dans [1] et [2], D. Arnal et J.C. Cortet montrent I’existence pour
chaque orbite (2 de cartes (g, p) telles que la fonction sur Q associée 3 un
élément de & s’écrive :

¢
To(q) + »_ I (9)pr,
r=1
ou, pour 0 < r < ¢, II, est un polynéme ne dépendant que des variables
dr41,---,9¢;

— dans [11], L. Pukansky construit une stratification de I’ensemble
des orbites et pour chaque strate un couple (), £) de fonctions vectorielles,
telles que : & chaque A correspond une orbite et une seule de la strate, et
pour X fixé, la fonction £ est une carte globale de I’orbite (2 ; d’ailleurs,
les composantes de £ sont tout simplement des fonctions coordonnées dans
une base de &*.

Le présent travail consiste & construire une stratification de ®* (plus
fine en général que celle de Pukansky), et pour chaque strate un triplet
(A, g, p) vérifiant les conditions que nous avons indiquées.

On commence, dans la section 1, par travailler sur chaque orbite prise
isolément. On construit pour 'orbite 2 une carte (¢, p) du type de celles
obtenues par D. Arnal et J.C. Cortet, mais en procédant de fagon différente :
au lieu d’effectuer un raisonnement par récurrence, on commence par se
donner, en un point z de 2 choisi comme origine, une polarisation B(z) et
une base complémentaire de B(z) dans & ; on construit d’abord une carte
globale q de ’espace homogene Y associée & B(z), puis la carte (q,p) de
Q en utilisant le fait que 2 est un fibré en espaces affines, associé au fibré
tangent T'(Y").
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Les sections 2 et 3 sont consacrées a la stratification des orbites.
Moyennant la donnée d’une suite de Jordan-Hoélder (&;)i1<i<n d’idéaux
de B, on procéde en s’inspirant de la méthode utilisée par Pukansky
dans [11], mais en la modifiant. En effet, afin de rendre cohérentes les
constructions de la section 1, pour toutes les orbites d’'une méme strate,
nous devons introduire pour chacune d’elles une polarisation et une base
complémentaire. La fagcon la plus naturelle d’obtenir explicitement des
polarisations est celle introduite par M. Vergne dans [14]. Or, la méthode de
Pukansky classe les points de &* suivant les dimensions des stabilisateurs
dans G de leurs projections sur les @7, alors que la construction de
M. Vergne fait intervenir la dimension des stabilisateurs de ces mémes
projections dans le sous-groupe G; d’algebre de Lie ;.

On propose a la section 2 une classification des points z de &* d’aprés
le tableau a double entrée des dimensions dj; des orbites des projections
de z dans &} suivant l'action de G;. On montre que les entiers d;; sont
entiérement déterminés par la donnée d’un sous-ensemble I de {1,...,n}
et d’une suite I* d’entiers de {1,...,n} n’appartenant pas & I. On obtient
donc une partition de &* en sous-ensembles &7 ;. stables par action
coadjointe de G.

La section 3 est axée sur la recherche de bases complémentaires.
La suite (®;) étant toujours fixée, on associe & chaque point z de &7 ;.
sa polarisation de M. Vergne B(z) et l’algébre de Lie &(z) de son
stabilisateur; on définit trois suites de sous-algebres de &, I'une croissante
de B(z) & &, les autres décroissantes de B(z) & &(z). On introduit certains
déterminants Ax(z) dépendant polynomialement de z, et on montre que les
fonctions Ak sont constantes sur les orbites de &7 ;. et ne s’annulent pas
dans &7 ;.. On peut ainsi, en résolvant des systemes de Kramer, construire
une base complémentaire de B(z) dans ® et une base complémentaire
de &(z) dans B(z); les éléments de ces bases varient rationnellement en
fonction du point z de &7 ;.. Désormais toutes les fonctions rationnelles
et définies dans &7 ;. que nous obtiendrons seront en fait polynomiales
par rapport aux coordonnées de x et aux Ag(z)~!. Pour terminer la
section, on munit ’ensemble des couples (I,I*) d’un ordre total et apres
avoir numéroté ces couples dans ’ordre croissant on construit une suite
Fy,...,Fr, de polyndmes sur &, tels que le K® ensemble @7 ;. soit celui
des points ou s’annulent Fy,..., Fgx_;, mais pas Fg. Ainsi, les ensembles
&7 ;. sont pseudo-algébriques (i.e. localement fermés pour la topologie de
Zariski) et forment une stratification de ’ensemble des orbites.
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A la section 4 on met chaque ensemble d’orbites &} ;. /G en bijection
avec un sous-ensemble pseudo-algébrique A ;- de R*~2¢ et on associe a
chaque X de A7 ;- un point z* de 'orbite 2. On définit ainsi les fonctions
A du triplet (A, g, p) pour chaque strate. On compléte le triplet (), q,p) en
appliquant & chaque point z* la construction de la section 1. On démontre
en outre que les fonctions A, g, p, sont rationnelles dans &7 ..

Enfin & la section 5, on indique un plan possible, pour le calcul
explicite des strates, des fonctions A, gq,p et du point & partir de ses

coordonnées A, q,p. On donne les résultats pour 2 exemples de groupes
nilpotents.

Notations.

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe de Lie nilpotent réel,
connexe et simplement connexe de dimension n. On note & 1’algébre de
Lie de G et &* I’espace vectoriel dual de &.

Etant donné g € G (resp. a € &) on note Ad, (resp. ad,) I’action
adjointe de g (resp. a) dans @ et Adj (resp. ad;) I'action coadjointe de g
(resp. a) dans &*.

Soit z un point de *. On note :
— G(z) le stabilisateur de = dans G,
— () l’algébre de Lie de G(z) et on a :
&(z) = {a € &/ad;z = 0}.
On note o, la forme bilinéaire alternée définie sur & par :
(1) oz(a,b) = ([a,b], z) = (a,ad;7),
et on rappelle que o, admet &(z) comme noyau.

Si 0 est 'orbite du point = pour la représentation coadjointe de G,
P’espace tangent en z a la variété  est :

T.(Q) = {ad;z/a € &}.

' Ainsi, on définit une forme bilinéaire alternée w, sur T(f) par :
(2) we(ad}z,ad;z) = 04(a,b) = (a,adyz).

La forme différentielle de degré 2 :

w:T €Nr— wy
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est fermée et fait de Q) une variété symplectique.

Pour ¢ € R, on notera g, et @ (0 < r < £) les points de R¢ définis
par
6';‘ = (ql,---,qr,O,---70),
ar=(0,...,0,qr41,---,4¢),
et on identifiera g, (resp. §;) & un point de R" (resp. R®~") en posant
également
(i;' = (Q1,~--,¢Ir),
é;‘ = (qr+17 cee 1‘”)’
On notera évidemment R[X;,...,X,] algébre des polynémes réels a
m indéterminées et R[X:,..., X ]1[Xr41,...,Xm] le sous-R[Xy,...,X,]-
module formé des polynémes de degré < 1 par rapport & X,41,...,Xm.
Ces notations désigneront également les fonctions polynomiales de variables
réelles X1, ...,Xm, ainsi que leurs restrictions & des sous-ensembles de R™
localement fermés pour la topologie de Zariski; nous nous permettrons ce
dernier abus de langage lorsque la construction des fonctions ne laissera
aucune ambiguité sur leur prolongement a R™.

1. Paramétrisation d’une orbite.

Dans cette section, on considére un point z de &*, dont on note 9
Porbite. On pose dim 2 = 2¢. On considére une polarisation B(z) en z et

on note B(z) le sous-groupe connexe fermé de G admettant B(z) comme
algebre de Lie. Soit :

B(z) = No(z) 7CéNl(iL') 7Cé . --;Ne(z) =G,

une suite de sous-groupes connexes fermés et soit :

B(z) = No(z) ;ml(x) G- 7Cé‘)’lg(x) =8,

la suite correspondante d’algébres de Lie. Alors, pour 1 <7 < ¢, 9,_;(x)
(resp. N,_1(z)) est un idéal (resp. un sous-groupe distingué) de ,(z)
(resp. N.(z)). On choisit un élément b, dans N,(z) — N,_1(z), de sorte
que (by,...,by) est une base complémentaire de B(z) dans &.

Notons Y 1’espace homogeéne G/B(z). L’orbite Q est un fibré au-
dessus de Y, dont on note p 'application de projection. On obtient une
paramétrisation globale de Y en posant
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y= p(x)>
) {yq =9(q) - ¥,
avec, pour ¢ = (g1,...,q) ER et 1 <r <
9-(gr) = exp(g-b,),
) { et 9(q) = 9e(ge) - - - 91 (qn)-

L’application :
geR — gy, €Y
est un difféomorphisme dont on déduit une carte :

y€Y — q(¥) = (q:1(y),-.-,q(y)) € RE
On pose :

2}
Jgqr ’

de sorte que (£1(q),- - -,Z¢(g)) est une base de I'espace tangent T, (Y).

Pour a € &, on note :

() | gr(g) =

Yg—* A Yq,

le champ de vecteurs sur Y défini par :

d

(6) a-Yq= ‘JE((eXPta) “Yq)t=0,
de sorte que
(7) +(q) = br(q) - Yq»
avec
(8) br(q) = Ad 2 by
Posons encore :

— B(y) = B(z),

— B(yg) = Adg)B(y),
— N, (y) = N (),
— No(yq) = Ady(g)Mr(y),

et soient B(y), B(yq), Nr(y), Nr(yq) les sous-groupes correspondants.
Chaque M,_1(y) étant un idéal de N, (y), est stable par Adg((;;.); il en

résulte que b.(g) € M, (y,) — N, -1(y,), de sorte que (b.(q))1<r<¢ est une
base complémentaire de B(y,) dans &. Par ailleurs, B(y,) est polarisation
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en tout point de la fibre p~(y,). Chaque polarisation satisfaisant & la
condition de Pukansky, il vient :

(9) p ' (y) = Adyz + B (yg)*.

On définit un isomorphisme R, de I’espace cotangent T (Y) sur B(y,)*,
par :

(10) (a, ReC) = (a-yq,(), poura € 8, ( € Ty (Y).

En particulier on obtient une base (¢}(g), . ..,€}(g)) de B(y,)*, en posant :
(11) €7(9) = Rydg (o),

et il vient :

(12) (bs(9),67()) = (€s(9), dar(yq)) = brs-

TuEOREME 1.1. — Il existe un unique difféomorphisme

(9,p) — Tgp
de Rt x R sur Q, vérifiant les propriétés suivantes :
¢
i) Tgp = AdyT + Z(cr(q) + pr)er(q), ou c-(q) est polynomial

r=1
engq,...,qr—1, €t s’annule en 0;

ii) dans la carte (g, p) de Q associée & ce difffomorphisme, la forme
symplectique w s’ecrit :

¢
w= qur A dp,.

r=1

Preuve. — On construit une 1™ paramétrisation de (2 en posant :

¢
(13) Tgpo = AdygT + Z p2ex(q).

r=1
On montre que, dans la carte ainsi obtenue, la forme symplectique w s’écrit :
w= Z wrs(qs—1)dgr A dys + Z dg- A dp?.
1<r<s<¢ 1<r<¢t

Posons alors :

r—1 m
(14) C.(q) =Cr(gr1) = Z / wWmr(@1y---sqm-1,0,...,0)dt.
m=1 0
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On obtient :
(15) w=dyp
avec
¢
(16) o= (p - Cr(q))dg,.
r=1
11 suffit alors de poser :
(17) pr =1, - Cr(9).

Q.E.D.

Nous aurons besoin de préciser la facon dont les vecteurs e}(q)
et le point z,, dépendent de g et p. Remarquons d’abord que, €}(0)
appartenant a M,_;(y)* — N,.(y)* et N,_;(y) étant un idéal de N,(y),
le vecteur Ad;(‘;)e:(O) appartient & 9M,_1(y,)* — N, (y,)*; il en résulte

que (Ad;(;)E:(O))lsrsz est une base de B(y,)*.

Notons P(q) = (a2(g)) la matrice de passage de la base (Ad; (;)e: (0))
a la base (£(q)) de B(y,)*-

LEMME 1.1. — i) Pour tout q de R® la matrice P(q) est triangulaire
inférieure et unipotente;

ii) pour s > r le coeflicient a3(q) est dans R[g,41,.--,qs—1]-

Notation. — Nous poserons désormais :

(18) g = Zq,0-

ProposITION 1.1. — Pour tout élément a de & il existe des polynémes
Iy, I, ..., 10, (avec II, € R[gy41,---,q¢] pour 0 <r < £), tels que :

4
(19) (@,%q,0) = o(g) + > TL.(q)pr-

r=1

Preuve. — Nous avons, d’apres le théoréme 1.1

¢
Zgp=2Zq + ZPrE:(‘I);

r=1
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avec

]
zq = Adg(g)z + Z Cr(9)er(q)

r=1
et d’apres le lemme 1.1 :

3
(a76:(q)) = (a,Ad;(;’:)e:(O)) + Z a:‘(q)(a, Ad;(a:)e.:(o)),

s=r+l
de sorte que, toujours d’aprés le théoréme 1.1 et le lemme 1.1 :

(a,e7(q)) € Rlgr+1,---,9¢]-
11 suffit alors de poser

L
To(g) = (a, Adg)z) + ) Cr(a){a.€7(a)),
r=1

et,pour 1<r<{:
II(g) = (a,7(q))-
Q.E.D.

Remarque. — La relation (19) est la propriété fondamentale des cartes
construites par D. Arnal et J.C. Cortet dans [1] et [2].

2. Stratification des orbites.

Nous nous sommes jusqu’ici intéressés a une orbite prise isolément.
Afin de globaliser les constructions qui précédent & certaines familles
d’orbites, nous allons tout d’abord donner une classification des points
de 6*, classification qui dépend du choix d’une suite de Jordan-Hélder
d’idéaux de &.

Nous nous fixons donc désormais une suite de Jordan-Holder :
{0}= GCB,C...C6, =6
F # #
d’idéaux de & et nous notons G; le sous-groupe fermé connexe d’algebre
de Lie &;.

Soit p; I'application de projection de &* sur &;. Le groupe G et
chaque groupe G; optrent dans ®; par passage au quotient de l’action
coadjointe. Notons :
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= p,(s) l'orbite de p;(z) pour l’action de G;,
- G7(z) le stabilisateur de p;(z) dans G et &7 (z) son algebre de Lie.
Posons encore :
- 8i(2) = 6i(z)n &,
- &,(z) = &i(a).
Soit B = (ey,...,e,) une base de & telle que
e €0, —6,;_;
et soit B* = (ef,...,e}) la base duale de &*.

Nous noterons X(z) la matrice dans la base B de la forme bilinéaire
o définie par (1) et X;;(z) la matrice rectangulaire formée des j premitres
lignes et des ¢ premiéres colonnes de X(z) ; on remarque que X;;(x) est aussi
la matrice dans (e1, ..., e;) et (pj(e}),...,p;(e;)) de 'application linéaire :

a € &;— pj(ad;z) € ®;.

Nous noterons dj;(z) (ou dj; lorsqu’il n’y aura pas risque d’ambiguité) la
dimension de l'orbite €; p.(z), qui est aussi le rang de la matrice X;;(z).
En particulier : d,,, = d = 2¢ est la dimension de 'orbite Q.

Les premieres propriétés des entiers d;; sont rassemblées dans la :

ProposiTION 2.1.
i) dji = dy;

.. 0

ll) dji =dj-1,4+ {ou 1
0
i) dis =di—1,i-1 + ou 2

iv) Sidj; =dj_1,i, alors djy =dj_1x pour 1 <k <1
v) dji(Adgz) = dji(z).
La proposition 2.1 nous conduit & introduire les ensembles suivants :
Ji={j€{l,...,i}/dji=dj_1: +1},

J-_-Jna
I= {’L € {1,...,n}/d,~i = di—l,i-—l +2},
I'=J-1,

I"={1,...,n} - J.
Bien entendu, lorsqu’il y aura risque d’ambiguité, ces ensembles seront
notés respectivement J;(z), J(z), I(z), I'(z) et I"(z).
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ProposITION 2.2.
i) h=J=0
i) J;—1 C J;
i) I={ie{l,...,n}/i € J;}.

Nous allons maintenant introduire une involution de ’ensemble J sur
lui-méme.

Notation. — Pour j € J, posons

(20) jt= Mm{z € {1, eee ,n}/dji =dj-1,; + 1}.

ProrosiTiON 2.3. — L’entier j* est entiérement déterminé par ’'une
des conditions suivantes :

(21) djje =dj-15o +1=djje1+1=dj151+1,
(22) ®’l.(z) ; Q);._l(x) et 8. _,(z) = 6;.__1_1(33).

En outre, on peut trouver un élément a de & ;- vérifiant

(23) (ei,adyz) = 6;; pour i < j.

ProposiTiON 2.4. — i) L’application
i i
est une bijection involutive de J sur lui-méme, qui échange les ensembles I
et I'.
ii) I = {i € J/i* <i}.
Notations. — Nous poserons désormais

J= {jla"-?jd}a avec 1 <j; <...<js<m,

I={i,...,5}, avec1 <9 <... <% <m, et

I =(if,...,13).
La donnée de ’ensemble I et de la suite I* déterminent évidemment J
et l'involution j — j*. Elle détermine également les ensembles J; et les
entiers d;; comme le montre la :
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ProrosriTION 2.5.
Siig¢l, J;=J;.
Siiel, J;=J;_1 U {i,i*}.

2

Nous sommes amenés & introduire une partition de &* par des
ensembles &7 ;. ol I = {iy,...,4s} est un sous-ensemble de {1,...,n}
et I* = (if,...,14;).

B ={z€®"/I(z)=1Iet I'(x)=1I"}.
Bien entendu, on ne considére que les couples (I, I*) pour lesquels &7 ;. est
non vide. Il résulte de v) de la proposition 2.1 que chaque @7 ;- est stable

par Paction coadjointe de G. Ainsi, on obtient également des partitions de
I’ensemble &* /G des orbites et du dual unitaire G de G.

Remarque. — Dans [11], Pukansky introduit une partition moins fine
de ®*. Avec les notations adoptées ici, il s’agit de la partition par les
ensembles

Y={z € ®&/J(z)=J}.

Nous verrons dans la section 5 que la partition par les &} ;. peut étre
strictement plus fine que la partition par les 8% ; cela signifie que pour un
groupe G et une suite de Jordan-Hoélder fixés, la donnée de J ne détermine
pas le couple (I, I*). Plus précisément, on peut obtenir des I différents pour

un méme J, ainsi que des suites I* différentes pour un méme J et un méme
I.

3. Bases complémentaires.

Sauf mention du contraire, nous fixons désormais le couple (I,I*),
donc aussi les ensembles J, J;, I', I" et les entiers £,d et dj;.

Nous introduisons les sous-algeébres suivantes :

n
— B(z) = Z@i(m) (B(z) est la polarisation de M. Vergne en z,
—t
introduite par exezmple dans [14]),
— B;(z) = B(z) N &;
f(w) (z) i <i<n
— B*(z) = B(z) N &*(z)

Nous utiliserons également 'orthogonal B}(z) et le biorthogonal
B!/ (z) de B;(x) par rapport 3 0.
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On a évidemment :
B'(z) = B(z),
Bl(z) = B(z) + B(x),
B (z) = (8; + 6(z)) N B(z).

La somme d’une sous-algebre et d’un idéal étant une sous-algébre, B! (z)
est une sous-algebre. Nous verrons qu'’il en est de méme pour B(z)
Les propriétés immédiates des suites de sous-espaces de & qui vien-

nent d’étre introduites se résument dans la

ProposITION 3.1. — i) Les suites (Bi(z)) et (B (z)) sont croissantes
et la dimension augmente de 0 ou 1 & chaque pas. En outre
Bo(z) = {0} Bj(z) = &(z)
B(z) = By(z) = B(z).

ii) Les suites (Bi(z)) et (B(x)) sont décroissantes et la dimension

diminue de 0 ou 1 & chaque pas. En outre :

B°(z) = B(z) By(z) =
B"(z) = B(x) B! (z) = B(z).

PROPOSITION 3. 2

) Bi(z) = Z &i(2),
i) Bi(z) = Z B (z).
k=1

COROLLAIRE 1.
Bj(z) = 1 (B4 + 6 (a)).

COROLLAIRE 2.
B(z) est une sous-algébre de &.

Il résulte de la définition de J que j € J si et seulement si
®7(z) C 7~1(z). De méme, nous allons maintenant établir le lien entre

les sous-algebres B;(z), Bi(z), BY(x), Bi(z) et les ensembles I,I',I".
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PropoSITION 3.3.

i) Bi(x);‘Bi_l(x) < iel'ur.
ii) ‘B;(m)acé%i_l(x) = %;’(:::);‘B;’_l(m) —=iel.
iii) Bi(zx) ; B l(r)<=iel
Notations. — Nous poserons désormais :

I'={,...;i5}avecn > i1 >...> i) >1

et,pour 0 <r</¢

M, (z) = B (z) =... = Bi~lr+i(g)
N (z) =B} _4(z)=...= ‘Bﬁlr“(:c),
et N (z) = BY _4(2) = ... = By ()

de sorte que nous avons
B(z) = My(x) 9Dé9.7t1(3:):,3é ;im,(z) = &(x).
B(z) = No(x) 7Cé‘ﬁl(ar:) ;Cé .. .;‘)‘Q(z) =&

et B(z) = MNy(z) ;‘Jl'l(z);;‘ﬂé(x) = &(z).

Les constructions que nous allons effectuer maintenant nous permettront :

— d’une part d’obtenir des bases complémentaires de &(z) dans B(z)
et de B(z) dans ®, dépendant rationnellement de z;

— d’autre part de préciser les propriétés des ensembles &7 ..

Le lemme qui suit nous sera utile & plusieurs reprises :

LEMME 3.1. — On ne peut avoir, pour j € J,

Gj. C Gju_y + & (z).

Notation. — Posons, pour 1 < k <d
aw(ejl,ej;) am(ejl,ejz)
@)  M@)=| :
oz(ej.ejz) .- oz(ej,ejr)
de sorte que A est une fonction polynomiale sur &*.
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PRrRoPoOSITION 3.4.
i) Ag ne s’annule pas dans ®] ;.,

ii) Ak est constante sur les orbites contenues dans &7 |..

Preuve. — i) Soient Aq,...,\; des réels tels que
k
(25) Z Amoz(€j, ,,€5x) =0, pourl< m' <k,
m=1

ce qui s’écrit encore :

(26) (ej,.,ad™ | z)=0 pourl<m'<k.
m=1

En utilisant le fait que &7(z) = 87~!(z) pour j € I”, on déduit de proche
en proche, a ’aide de (26), que

k
Z Amejs € &I (g) pour 1 <m' <k
m=1

et en particulier
k
D Amejs, € 8% (z).
m=1
Supposons les A, non tous nuls et soit M € {1,...,k} tel que
Jm = Max{jp, /Am # 0}.
Il vient :
A )
ejr, = — Z )‘—me,-'."modulo &M (z),
m#EM M
de sorte que
ejs, € @j;w-l + ®jM(:l:)
et, par conséquent,
@j:n - @j;l_l + 6“‘(1),
ce qui est impossible d’apres le lemme 3.1.

ii) Soit ¥ la forme bilinéaire définie sur la k® puissance extérieure de
& par

oz(a1,b1) ... oz(as,bk)
(27) aﬁ(alA.../\ak,blA...Abk): .

a,(ak,bl) e az(ak,bk)
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de sorte que
Ap(z) = ak(ej, A... A €€y A ... Aejp),
et, pour g € G,
Ak(Adyz) = 05(Ad; e, A... AAd; ej, Ady Vejs A ... A AdS e ).
La différentielle en g de I’application
g +— Ak(Adgz)

est, en écrivant a.g(a € ®) les vecteurs de ’espace tangent T,(G) :
k
a.9 € Ty(G) — — Z ob(Ad e, A...AAd; adaej,, A ... A Ad} e,
m=1
-1 -1
Adg €j: A...A Adg ej,:)
k
=) ok(Ad; e, AL AAd e, Ad e A
m=1

AAd; adeejs, A... A Ad;ejr),
ou encore :

k .
a.g € Ty(G) — — Z aﬁd;z(ejl A...N[a,ej ] A... Nej, ejr A... Nejr)
m=1

k
- Z oﬁd;z(ej, A .../\e,—k,e]—; A...A [a,ej'-"]/\ ...Aej;).
m=1

Or, chaque déterminant o"f\d;x(ejl A...Na,ei ] A Aej, e A...Aejp)
est nul; en effet les m premiéres lignes sont associées & des éléments de
®; _, et de tels éléments de & sont dépendants modulo &7 (Adyz). De
méme, supposons indépendantes les m premieres colonnes du déterminant

a,’{d;z(ejl /\.../\ejk,ej; A...A [a,ej:n] /\...Aej;).

Alors il existerait des réels a;,...,a,—1 et 3 tels que :
m—1
ejs = Z amejr, + PBla, ejx Jmodulo &% (Adyz).
m’'=1

En posant, lorsque les o,y ne sont pas tous nuls

iu = Max {jn, [am # 0},
il vient :

am’ B 1 ;
ejs = — e;» ——1|a,e;o | + —e;» modulo B*(Ad%z).
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Des 3 derniéres relations, on déduit :
— si fijy < G
ejs € Gju 1 + B (Adyz),
donc,
&;.. C Bj. 1 + &~ (Ad;z),
— si jir > Jos
ez, € G52 1 + &M (Adgz)
Bj: C & 1 + &M (Adyz)
ce qui est impossible d’apres le lemme 3.1.

Enfin, si tous les oy sont nuls, comme e;» ne peut appartenir a
®7m(Ad;z), donc & B7*(Ad;z), on a obligatoirement

B#0
d’ol 'on déduit
®j:. C 6. _1 + &7 (Ad;x).
Q.E.D.
Notation. — Nous poserons désormais ﬂ
Az) = Aq(x) ... Ag(z).

Ainsi ’ensemble R[z, A~!(z)] des fonctions sur &* qui s’écrivent comme
des polynémes par rapport aux composantes {; de = et par rapport aux

A} !(z) est une sous-algebre de I’algébre O(®1 ;.) des fonctions rationnelles
sur & et définies dans &7 ;..

ProposiTION 3.5. — Pour chaque j € J, il existe une application
aj 1T € 8] 1. — a;(z) € G

(dont les composantes dans B appartiennent & R[z,A~1(z)]) ayant les
propriétés suivantes :

i) aj(x) € 61"
ii) a;(z) € 771(z) — BI(z) et plus précisément
(28) (ei,ady (5)z) = 6ij pour 1 <i < j.

En outre, cette application est unique si ’on impose a a;(z) = a;, (z) d’étre
combinaison linéaire de ejy, ..., €jx.
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Preuve. — Posons j = ji et cherchons a;(z) sous la forme

k
(29) a;,(z) = Y am(z)ej;,.
m=1
Le systeme (28) est équivalent a
(30) (e'irya/d:,,-k(z)z) = 61'k7 pour 1<r< kv
donc &
k
(31) > am(z)0s(e),,€js,) = brx,pour 1 <7 < k,
m=1

qui, d’apres le i) de la proposition 3.4, est un systéme de Kramer.
Il reste & démontrer i). Soit encore M, tel que :
Jm = Max{j;, /am(z) # 0}.
1l vient, d’apres (28) :

Z () e;» modulo &7+ ~(z),

ej' == ”
man om(@) "

M

d’ou :
ej:, € 63‘;‘—1 + B2 (x).

On ne peut donc avoir M < k, sinon le lemme 3.1 se trouverait contredit.
On obtient donc :

e, (@)= Y am(@ej,,
1<m<k
et i <ip
d’ou :
aj, (:t) € @j;.
Q.ED.

Le lemme 3.1 sert encore & démontrer la

ProposiTION 3.6. — i) (a;,(z),.-.,a;,(x)) est une base complémen-
taire de B(z) dans B(z) telle que a; (z) € M,_1(z) — M,(z),

ii) (@i (%),-..,a¢(x)) est une base complémentaire de B(z) dans &
telle que a;: (z) € N.(z) — N,_1(z).

Remarque. — Le i) de la proposition 3.4 montre en particulier que
Ag4(z) ne s’annule pas dans &% (voir la remarque a la fin de la section 2).
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On peut alors construire des applications rationnelles c;, de &% dans &
vérifiant :
(ei,adg; (5).x) = dij.pour 1 < i < j.
Ce sont ces applications qui sont considérées par Pukansky dans [11].

Comme nous l’avions annoncé, nous terminons cette section par
quelques compléments sur les ensembles &7 ;..

Tout d’abord, nous pouvons munir ’ensemble des (I, I*) d’un ordre
total, de la maniére suivante :

— D’indice 7 étant fixé, nous munissons ’ensemble des J; de I’ordre
total suivant :
(32) { Ji(z) < Ji(z') si et seulement si dj; i(x) > djj.i(z"), ou jo est
le plus grand indice j tel que d;i(z) # d;,i(z').
— on pose alors
(33) { (I(z),I*(z)) < (I(z'),I*(z")) si et seulement si J; () < Jip(z'),
ol iy est le plus grand indice ¢ tel que J;(z) # Ji(z').

On note alors les couples (I, I*) dans ’ordre croissant : (Ip, I3), ... (In,I}),
et on pose &3 = &7, ;. .

THEOREME 3.1. — Il existe une famille de polynémes Fy,...,Fy sur

B* telle que :
k ={z € & /Fy(z)=...= Fx_1(x) =0 et Fx(z) #0}.

Preuve. — Posons tout d’abord
Tk _=®3U...U®;(,
de sorte que

6;( = FK - PK—1~
Nous devons construire un polynéme Fi tel que, si z ¢ I'x_;, alors :
T € B} < Fk(z) #0.

Soit donc z ¢ T'k_;. Alors z est dans &% s’il n’appartient & aucun des &7
pour K < L. Pour L > K, posons :

ixr = Max {i/J;(z) # Ji(z') pour z € &) et ' € 1},
JkL = Max {j/d; i, () # dj iy, (z') pour z € B et =’ € BL}.
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On a donc, d’apres (32) et (33),
(34) Ajgerixer (T) > djgep ixc, (2') pour z € Bk et 7' € BF.
Posons alors, pour z € &%,
JiKL(x) = {jlr .o 7jm) oo 7jk} avec
M =djy; i (T), Jm = JKL,Jk = KL,
et soit Ak la fonction définie sur &* par
oz(€j,€:) .. 0z(ej,ej)
Akp(z) = :
a,(ejm ,e_.,-;) N o‘z(ejm,e_.,-:")
Il vient :

pour z € &%, Akr(z) # 0 d’apres le i) de la proposition 3.4
appliqué au groupe Gi,, .

— pour =’ € &}, Agr(z') =0, les lignes étant dépendantes & cause
de (34). ’

11 suffit alors de poser :
Fe(@)= [ Axu@).

K<L<N
Q.ED.

Remarque. — Un résultat analogue est obtenu dans [11] par Pukansky
pour les ensembles 7.

4. Paramétrisation d’une famille d’orbites.

Nous revenons a la situation de la section 1, mais cette fois, grace aux
résultats des sections 2 et 3 nous pouvons choisir, de maniére cohérente,
pour chaque point z € &7 ;., la polarisation B(z) (polarisation de M.
Vergne), la famille de sous-algebres (MN,(z))1<r<e—1 intercalées entre B(x)
et ® et la base complémentaire (b = a;, (z),...,be = ay(x)) de B(z)
dans &; de méme, nous disposons de deux familles (M, ())1<r<e—1 et
(M.(z))1<r<e—1 de sous-algebres intercalées entre B(z) et &(z) et d’une
base complémentaire (a;,(z),...,a;(z)) de &(z) dans B(z); en outre
a; (z) et a;,(z) dépendent rationnellement de z € &7 ;.. Nous avons besoin
d’une paramétrisation de 'orbite 2 = ., distincte de celle obtenue au
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théoréme 1.1. Pour cela, nous commencons par identifier R% et R¢ x R¢ en
posant t = (g,u) avec

tk=qr, Sijr =i €I et
(35) { th = u,, sijx =i, € 1.

Nous définissons alors, pour ¢t = (tx) = (g,u) € R?, une famille
(vk(tx)) d’applications de * dans &* par :

ty)z' = Ad, ysijr=1,€l
(36) {’Yk(z:)(.’vf):x’ + u,,g 'z(m‘gff(z)s;,”sci j:r= is €l
ou g-(gr) est défini par (4).

Nous posons encore :

(37) () =mn(t1)...va(ta)
et
(38) Ty = Tgu = ()T = (g, u)z.

ProrosiTION 4.1. — L’application
t—

est un difféomorphisme de R? sur Q tel que

p(xq,u) =Yq-

Preuve. — Posons, pour 0 <r < /¢

S,={se{1,...,8}/i,, <is <i,}
(avec les conventions iy, ; = 0 i =7 +1).

On déduit des relations (35) a (38) :

¢
(39) 2o =Tqu = Az + ) () AL - ad;, ()2).
=0 S€S,
11 suffit donc de prouver que la famille (Ad;(;)ad;i‘(z):c) 0sr<t est une
base de B(y,)*, ou encore que la famille (Ad;(;r )_,ad:is(z)z) 0<r<t est
une base de B(y)* = B(x)™. Ceci se démontre en utilisant les propriétés
des algebres B (z) et I, (x).

Q.ED.
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PROPOSITION 4.2. — On peut définir dans &} ;. x R? des fonctions
P;(j1 < j <n) et Qr(1 < k < d), ayant les propriétés suivantes :

i) P; € R[z,A™!(z),t1,...,t] pour ji < j < jry1 et Qi €
R[a:,A_l(m),tl,...,tk_l],

ii) P; et Qx € R[z,A™!(z),q):[u] (autrement dit, P; et Q sont de
degré 1 par rapport a t,, pour j,, € I),

lll) Rjk(.’l:,t) =t + Qk(wat)) pour1 <k <d,
n
iv) z, =2+ ) Pi(z,t)e].
J=h
Preuve. — Elle consiste & construire de proche en proche des fonctions

P et Qp' des variables z et tm = (tm+1,---,t4), avec les propriétés
suivantes :

l) P;n € R[x,A'l(:L‘),th,. "7tk] pour k>met jk < .7 < jk+1
et QT € R[z, A~Y(2), tm+1,-- -, tk—1] pour k > m,

ii) P et QF € R[z, A7 (x), gl [u],

iii) P;:_‘(a:,t/,;) =t + Q}c"(x,t;) pour k > m,
n

iv) 2o =z + Z P}"(x,t’,:)e;-.

J=Jm+1

QED.

Posons, pour tout point z’ de Q,

n
7' =2 &e-
=1
De la proposition 4.2 nous déduisons le

COROLLAIRE 1. — i) L’application
z' € Qi (€,,...,&,) € R¢

est un difféomorphisme; en particulier, ’orbite €, contient un unique point
T’ tel que

1 ! .
=&, =0;
ii) pour ' = z;, nous avons

ty = 6.;1. - §jk + Q;c(x,{;'l’ e ’g_{jk_l)a
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avec Q). € R[z, A‘l(x),églr“, ... ,fg,l]l[&l,. €]
pour 4,y < jg <1y et i,y < Jg <.

iii) pour j € I", nous avons :

{; = {j +Tj($1£;'l’- . -’é;d)a
T; €R[z,A7Y(2), &, ,,»-- > &N, €L )
pour i,y < j <ip etiz_y <j<i,

Nous pouvons maintenant considérer les coordonnées ¢, et p, comme

. 2 ! ! —_
fonctl.ons d.e z € &7 ;. et des coordonnées & ,...,§;,. Comme g, = it
pour i/, = ji, nous obtenons immédiatement le

COROLLAIRE 2.

gr € Rlx,A_l(-’B),&;“, cos 7&"]1 [, &, -- -5 &, ] POUr 4,3 < 4p < i,

Nous sommes maintenant en mesure de donner une paramétrisation de
’ensemble &7 ;. /G des orbites contenues dans &7 /..

Posons :

"=, .., ), avec1<il! <...<i’_,<nm

ln—d ’

et, pour A = (Ay,...,An_a) € R" ¢, posons :
n—d
A *
k=1

Soit :
Arre = {A € Rn_d/.’l,‘X € @;’1.}.

Pour ) € Ay 1+, nous noterons 2 l'orbite de z*.

ProPOSITION 4.3. — i) Ay, 1+ est un sous-ensemble pseudo-algébrique
(i.e. localement fermé pour la topologie de Zariski) de R*~¢.

ii) L’application
A— Q)

est un homéomorphisme de Arj- (muni de la topologie euclidienne de
R"~¢) sur 8} ;. /G (muni de sa topologie quotient).

Nous pouvons considérer les Ay comme des fonctions de z € &7 /..
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PROPOSITION. 4.4.

Mk € R[z, A~Y(z))].

Remarque. — Dans [11] Pukansky obtient une paramétrisation ana-
logue pour I’ensemble &% /G. Pour cela il parametre Q, en posant
T = Ad';xp tic1(x)...exp trcr(z)T

(voir la remarque qui suit la proposition 3.7). Nous avons modifié la
construction de Pukansky en utilisant la paramétrisation (38), cela nous
était indispensable afin d’obtenir les propriétés de rationnalité des fonctions
g(z) au corollaire 2 de la proposition 4.2.

Nous sommes maintenant en mesure de choisir une origine z* pour
chaque orbite (2) contenue dans &7 ;. ; les coordonnées du point z> tel que
1; = ) dépendent rationnellement des coordonnées du point z de &7 ;..

Nous pouvons alors reprendre les constructions de la section 1 & partir de
chaque point z*.

Les notations sont adaptées en ajoutant A en indice supérieur.
Notons également :
Ar() = Ag(2),
de sorte que, d’apres le ii) de la proposition 3.4, il vient :
(41) Ag(z) = Ag(X), pour z € Q).

Les résultats qui précédent et des considérations semblables & celles
du lemme 1.1 nous permettent d’établir le

LEMME 4.1. — i) pour 1 < r < ¢, les coordonnées de bi‘(q) dans B et
de €:*(q) dans B* sont des fonctions appartenant & R\, A~1()),&);

ii) pour 1 <1 < ¢, CXg) € R]A\,A72(X),¢r1).

THEOREME 4.1. — Pour tout élément a de ®, il existe des fonctions
o, I, ..,II, (avec II,. € R[A,A™1()),q;], pour 0 < 7 < £), telles que :

3
(a, x;,p) =1lo(X,q) + Z I.(A, @)pr-
r+1
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Preuve. — Les fonctions II, sont définies comme & la proposition 1.1.
Pour le comportement par rapport a A, il suffit d’appliquer le lemme 4.1.

Q.E.D.

THEOREME. 4.2. — Les fonctions \i,pr et ¢,(1 < k<n-2¢, 1<
r < £) appartient & R[z, A~}(z)).

Preuve. — i) Pour A, le résultat a été obtenu 3 la proposition 4.4;

ii) Pour g,, on applique la proposition 4.4 et le corollaire 2 de la
proposition 4.2.

iii) D’apres (12) et le i) du théoréme 1.1, nous avons :

pr(2) = (XD (g(2)), &~ Ad'or 1)) — CX(a(2))
= H,(z) - H}(2).

Or, H, € R[z,A™!(z)] d’apres i), ii) et le lemme 4.1, tandis que H. €
R[z, A~1(z)] d’apres ii) et le lemme 4.1.

Q.E.D.
5. Exemples.

Le groupe de Lie nilpotent G étant donné, et une suite de Jordan-
Holder (®;) étant choisie dans &, la construction explicite des divers objets

introduits au cours des sections précédentes, peut étre réalisée de la maniere
suivante :

1) A l'aide de la matrice X(z) de la forme bilinéaire o, détermination
pour chaque point z de &*, des entiers d;;(z) et par conséquent des
ensembles J;(z), I(z) et de la suitesI*(z); il s’ensuit la détermination
des divers ensembles &7 ;. et Ay s-.

2) Pour chaque couple (I, I*), calcul des fonctions A et des éléments
a;, (z) (1 £ k < d); éventuellement, détermination des sous-algébres
®;(z) et de la polarisation B(z).

3) Calcul, a partir d’un point z de &7 ., des points z,,,, de {2, définis
par (38), puis, en déterminant g et u tels que (e;,z4,) = O pour
j € J, calcul des fonctions Ax(z) et g-(x).

4) Calcul des éléments b}(g) au moyen de (8), puis détermination des
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vecteurs €:*(q) ; pour cela on écrit
¢
e (g) = usa;uﬂ,
s=1 $
et on détermine les scalaires u; de maniére a satisfaire les conditions
d’orthogonalité (12). Les points 3) et 4) fournissant des bases de
chaque espace B(y,)*, on en déduit, si cela n’a déja été fait, les
polarisations B(y;).

5) Calcul des coefficients w)),(g), puis des fonctions C(g) ; détermination
des points z; , et des fonctions pr(z).

Nous reproduisons ici le tableau des principaux résultats ainsi obtenus

pour les 2 algebres de Lie suivantes :

— Dalgebre B¢ 19 de dimension 6 définie par les crochets non nuls :
[es, es] = ea, [e5, €4] = e3, [es, €3] = €2, [e5, €2] = [e4, €3] = €1.

- Cette algebre présente 'intérét d’étre I’une des plus simples pour lesquelles,
dans le cas de la 17 strate, la polarisation B(z*) n’est ni invariante, ni
indépendante de A;

— lalgebre de dimension 7 définie par les crochets non nuls :
le7,e4] = €3, [es,e5] = €2, [es,e4] = 1.

Cet exemple illustre le fait que la suite I* n’est pas déterminée par J.
Notons que, pour la méme algebre, le changement de base :

el =ei, ey = ey,

e5 = ez, es = es,

€3 = e3, €5 = —es,
er = er,

permet d’obtenir une autre suite de Jordan-Hélder pour laquelle I’ensemble
I n’est pas, lui non plus, déterminé par J.

Remarquons que dans les 2 exemples ici présentés, les calculs du 5)
sont simplifiés, du fait qu’on obtient :
w)(q) =65 pour r<s, douC}g)=0.
Un contre-exemple a cette situation est fourni par le groupe d’Heisenberg
de dimension 5, pour un choix convenable (et un peu inhabituel) de la base

(€)-

Notons enfin que, dans chacun des 2 tableaux, on retrouve facilement
la polarisation %B(y,), comme orthogonal dans & des vecteurs £;*(g).
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