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GROUPE DE PICARD DES VARIETES
DE MODULES DE FAISCEAUX
SEMI-STABLES SUR P, (c)

par Jean-Marc DREZET

Introduction.

Soient 7,c;,co des entiers, avec 7 > 2. On se propose ici de calculer
le groupe de Picard de la variété de modules M(r,c;,cz) des faisceaux
cohérents semi-stables sur Py, de rang r, et de classes de Chern c;, c2.

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus par Le
Potier ([17]) qui a déterminé le groupe de Picard des variétés de modules
de fibrés stables de rang 2 et de degré pair sur P5. Plus récemment, Strgmme
([25]) a calculé Pic(M(2,¢1,cz)) dans le cas ou ¢; ou ¢z est impair. Dans
[17], c’est le groupe de Picard d’un ouvert lisse de M(2,¢;1,c2) qui est
obtenu, et dans [25] celui des variétés de modules M(2,¢;,c2) qui sont
lisses. Le premier résultat de cet article est le

THEOREME A. — La variété de modules M(r,c;,c2) est localement
factorielle.

On en déduit que le groupe de Picard de M(r, ¢;, c2) est isomorphe au
groupe des classes d’équivalence linéaire de ses diviseurs de Weil. Le calcul
effectif de Pic(M(r,c1,cg)) fait intervenir les conditions d’existence des
faisceaux stables sur Py. D’apres [6] et [7], il existe une unique application
§ : @ — R possédant la propriété suivante : on a dim(M(r,c1,c2)) > 0 si
et seulement si

A(r,ey,c2) = %(cz - (1 - ;)c%/Z) .Z 6(c1/r).-

Mots-clés : Groupe de Picard — Faisceaux semi-stables — Factoriel.
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Si on a égalité, on dit que M(r,c1,c2) est de hauteur nulle (cf. 1.2). On
peut maintenant énoncer le

THEOREME B. — Supposons que dim(M (r,¢;,¢2)) > 0. Alors on a
(i) Pic(M(r,c1,¢2)) ~Z si M(r,c1,¢2) est de hauteur nulle.
(ii) Pic(M(r,c1,c2)) =~ Z2 si M(r,c;,cz) n’est pas de hauteur nulle.

Donnons maintenant une construction des éléments de
Pic(M(r, c1, c2))-

On appelle famille de faisceaux de M(r,c;,c;) paramétrée par une variété
algébrique lisse S un faisceau cohérent E sur S x P2, plat sur S, tel que
pour tout point fermé s de S, E; = Ej(,}xp, soit semi-stable, de rang r et
de classes de Chern ¢;,c2. On note K(S) le groupe de Grothendieck de S.
Soit E une famille de faisceaux de M(r,c;, c2) paramétrée par S. On note
ps, p2 les projections S x Po — S et § x P, — P3. Deux familles E, E’
de faisceaux de M(r,c;,c;) paramétrées par S sont dites équivalentes s’il
existe un fibré en droites L sur S et un isomorphisme E’' ~ E ® pgL. On
note F'(S) ’ensemble des classes d’équivalence de telles familles. On définit

ainsi un foncteur F' de la catégorie des variétés algébriques lisses dans celle
des ensembles (cf. 1.1.).

On note n = n(r,c1,¢c2) la classe dans K(P;) d’'un fibré vectoriel
algébrique V sur P,, de rang r et de classes de Chern ¢;,c;. On note
H = H(r,c1,¢2) le noyau du morphisme de groupes

Xn:K(P2) — 1

défini par x,([W]) = x(V ® W) pour tout fibré vectoriel algébrique W sur
P2, [W] désignant la classe de W dans K(P,). La classe 7, le morphisme

X ainsi que H ne dépendent que de 7, c;, cz. Notons que H est isomorphe
az2

Le morphisme vz : H — Pic(S), restriction du morphisme
K(P;) — Pic(S) associant & [W] le fibré en droites

det(psi[E ® psW]) ™

ne dépend que de la classe d’équivalence de E (d’apres la définition de H),
et en dépend fonctoriellement. On en déduit un morphisme

v : H — Pic(F)
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ou Pic(F’) est le groupe de Picard du foncteur F (cf. 1.1.4.). D’autre part,
il existe un morphisme canonique

o : Pic(M(r,¢1,c¢2)) — Pic(F)

déduit de la propriété universelle de M(r,¢y,cz). On a alors le

TaEoOREME C. - Il existe un unique morphisme
L : H — Pic(M(r,c1,c2))

rendant commutatif le diagramme

H — Pi(F)

L [ .
Pic(M(r,c1,¢2))

Plus concrétement, si W, ..., W sont des fibrés vectoriels algébriques sur

P2, ny,...,n; des entiers tels que a = — Z n;[W;] soit dans H, on a
1<i<k
X det(ps![E ® p3Wi])®™ = ppl(a),
1<i<k

ou fg: S — M(r,c1,c2) est le morphisme déduit de E (cf. 1.1).

Soit x la caractéristique d’Euler-Poincaré des faisceaux cohérents sur
P2 de rang r et de classes de Chern ¢;, co. Le résultat précédent n’apporte
quelque chose que dans le cas o 7,c; et x ne sont pas premiers entre
eux. En effet, dans le cas contraire, il existe un faisceau universel Ey sur
M(r,c1,c2) X Pg (cf. 1.1.), et il suffit de prendre

L(a) = ® det(pan[Eo ® p5W;])®™,
1<i<k

pum désignant la projection M(r,¢;,c) X Py — M(r,¢1,¢2)-

On peut maintenant décrire Pic(M(r,c;,c2))-

THEOREME D. — Si M(7,¢1,c2) n’est pas de hauteur nulle, le mor-
phisme de groupes

L : H — Pic(M(r,¢1,c¢2))

est un isomorphisme.
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Il reste & traiter le cas des variétés de modules de hauteur nulle.
On appelle fibré exceptionnel sur P, un fibré vectoriel algébrique stable
G tel que Ext!'(G,G) = 0 (cf. [7]). Supposons que M(r,cy,cp) soit de
hauteur nulle. On peut alors définir un fibré exceptionnel F, dit induit par
M(r,c1,c2), possédant notamment la propriété suivante : pour tout faisceau
semi-stable V de rang r et de classes de Chern c;,c2, on a h*(F*®V) =0
pour tout ¢ > 0. Alors [F*] est un élément de H, et y([F™*]) est 1’élément
neutre de Pic(F'). On prouvera le

THEOREME E. — Si M(r,¢;,c¢z) est de hauteur nulle, de fibré excep-
tionnel induit F', le morphisme de groupes

L : H — Pic(M(r,c1,c2))

est surjectif, et son noyau est le sous-groupe engendré par [F*].

Soit M = M(r,c1,c2) une variété de modules de dimension
strictement positive, My l'ouvert des points lisses de M. On a
codimp(M\Mp) > 2 car M est normale. On peut donc définir le
déterminant wys du faisceau cotangent de M. On a alors

TaEOREME F. — On a wpy ~ L(B), avec 8 = n* @w —n*,n* désignant
la classe duale de 1, et w celle du fibré canonique sur P,.

(La classe duale de [V], V' étant un fibré vectoriel algébrique sur P,
“est la classe du dual V* de V).

Voici le plan des démonstrations. On montrera (cf. 1.5) qu’on peut
se ramener au cas ol —1 < ¢ /r < 0 (la variété de modules et les
faisceaux correspondants sont dits normalisés). Dans ce cas on représente
naturellement M(7,c;,c2) comme bon quotient d’une variété lisse M de
complexes de fibrés vectoriels sur Py par un groupe réductif G s (cf. 1.6).

Soient M,(r,c;,c2) Vouvert de M(r,c;,c2) correspondant aux fais-
ceaux stables, M; son image réciproque dans M. Alors le morphisme quo-

tient M — M,(r,c1,c2) est un quotient géométrique. Il en découle un
. morphisme

Char(GM) = PiC(M_,('I‘, G, 62))1

Char(G)s) désignant le groupe des caractéres de G-

Dans le §2 on montrera qu’en fait 7 est & valeurs dans
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Pic(M(r,c1,¢2)) :

Char(Gy) — Pic(M;(r, c1,c¢2))

™ { restriction

Pic(M(r,c1,c2))

d’oti le morphisme 7 )s. Cela signifie que tout fibré en droites sur M,(r,¢;, c2)
provenant d’un caractére de G peut étre prolongé & M(r,c;,c2). On en
déduit dans le §3 les théoréemes A et B en utilisant de plus les résultats
suivants :

1) Le morphisme canonique s : Charg(Gpy) — Pic(M,(r,c1,¢2)) est
surjectif, et c’est un isomorphisme si M(r,¢c;,c2) n’est pas de hauteur
nulle (démonstrations dans les §4 a 7).

2) Si M(r,c1,c2) est de hauteur nulle et non isomorphe & Ps, on a
Pic(M,(r,c1,c2)) =~ Z (ce résultat provient de [6]).

Les autres théoréemes sont démontrés dans le §3. On définit d’abord
pour cela un morphisme de groupes

A:Char(Gy) — H

tel que le diagramme

Char(G ) — Pic(M(r,¢1,¢2))
p 4
Al L/ -7 jv o
7
// v
H” ——— Pic(F)

soit commutatif. En général, A est un isomorphisme. Ceci permet de définir
L.

On suppose ici que le corps de base est C, mais les résultats précédents
s’étendent sans difficulté au cas ou le corps de base est algébriquement clos
de caractéristique nulle.

J’ai beaucoup profité de ’aide efficace de J. Le Potier pour effectuer
ce travail. Je tiens ici & ’en remercier. Je remercie aussi le referee pour les
améliorations qu’il a apportées & la présentation des résultats.
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1. Préliminaires.

1.1. Faisceaux semi-stables.

1.1.1. Formulaire et notations.

Soit E un faisceau cohérent sur P;, de rang r > 0, et de classes de
Chern ¢;,¢;. On pose

.A(r,cl,q) =A(E) = %(cz - (1 - })cf/Z),

qu’on appelle le discriminant de E. On appelle pente de E le nombre
_)_(i + g. + 1
2 2 ’

Le théoréme de Riemann-Roch prend la forme suivante : on a
X(E) = r(P(u(E)) — A(E)), x(E) désignant la caractéristique d’Euler-
Poincaré de E. Si E, F sont des faisceaux cohérents sur P2, on pose

rationnel c;/r et on le note u(E). Posons P(X) =

2
X(E,F) = _(-1)'dim(Ext'(E, F)).

i=0
Alors on a, si rg(E) > 0 et rg(F) > 0,

xX(E, F) = rg(E)rg(F)(P(u(F) — u(E)) — A(E) — A(F))
(proposition (1.1) de [7]). On a, pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme
canonique

Ext'(E, F) ~ Ext>™*(F, E(-3))",
(dualité de Serre, proposition (1.2) de [7]), méme si rg(E) ou rg(F’) est nul.
On note Q le fibré quotient canonique de O ® H°(O(1))* sur Ps.

1.1.2. Faisceaux semi-stables.

Soit E un faisceau cohérent sur P5. On dit que E est semi-stable
(resp. stable) 'l est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre F de
E on a pu(F) < u(E), et en cas d’égalité

x(E) . x(F)

rg(E) ~ rg(F)
Cette notion de stabilité est celle de Gieseker ([11]) et Maruyama ([19]). Les

variétés de modules M(r, ¢1, c2) sont construites dans I’article précédemment
cité de Gieseker.

(resp. >).
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Si E est semi-stable, il existe une filtration de E, dite de Jordan-
Holder : 0=Ey C ... C E,, = E, telle que pour 1 < i < m, E;/E;_; soit
stable et de méme pente et discriminant que E. Une telle filtration n’est
pas toujours unique, mais la classe d’isomorphisme du gradué (c’est-a-dire
la somme directe des E;/E;_;) ne dépend que de celle de E. On notera
Gr(E) la classe d’isomorphisme de ®E;/E;_;.

Soit E un faisceau cohérent sans torsion sur Ps. Il existe une unique
filtrationde E: 0= Ey C ... C Ep,, telleque pour 1 <i < m-1, E;/E;_;
soit I'unique sous-faisceau G de E/E;_; possédant les propriétés suivantes :
pour tout sous-faisceau propre H de E/E;_1, on a p(H) < u(G), et si
uw(H) = p(G), on a A(H) > A(G), et si enfin A(H) = A(G), alors
rg(H) < rg(G). On Pappelle la filtration de Harder-Narasimhan de E.

1.1.3. Variétés de modules.
La variété de modules M (r,c;,cz) est une variété algébrique, unique
a isomorphisme prés, possédant les propriétés suivantes :

Soit F = F(r,c;,c2) le foncteur contravariant de la catégorie des
variétés algébriques complexes dans celle des ensembles associant & S
I’ensemble des classes d’équivalence de familles plates de faisceaux semi-

stables de rang r et de classes de Chern ¢;,c2 sur P2 paramétrées par S
(cf. Introduction). Alors

(i) 11 existe un morphisme de foncteurs
F — Hom(—, M).
(ii)) Si M’ est une variété algébrique et FF — Hom(—,M’) un

morphisme de foncteurs, il existe un unique morphisme f : M — M’
tel qu’on ait un diagramme commutatif

Hom(—, M)
/ o[ﬂHom(—,f)
\

Hom(—, M")

F

En particulier, d’apres (i), d’une famille E de faisceaux de M(r, c;, c2)
paramétrée par S on déduit un morphisme

fE: S — M(r,c1,¢2).

La variété M(r,c;,c2) est projective, normale et irréductible ([7],
[19]). Les points fermés de M(r,c;,co) sont les classes d’équivalence de
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faisceaux semi-stables de rang r et de classes de Chern ¢;,cs (deux tels
faisceaux E, E' étant équivalents si Gr(E) = Gr(E’)).

1.1.4. Groupe de Picard du foncteur F.

Un élément L de Pic(F) est la donnée, pour toute variété algébrique
lisse S et tout élément E de F(S), d’un élément L de Pic(S) dépendant
fonctoriellement de S, c’est-a-dire que pour tout morphisme f : T — S
de variétés algébriques lisses et tout E dans F(S), on a

f*LE ~ LftE.
La structure de groupe abélien de Pic(F') est définie par
(L.L'Yg =Lg® L.

L’élément neutre de Pic(F') est évidemment défini par Lg = Og, pour tous
S,E.

On définit maintenant un morphisme de groupes
o : Pic(M(r,¢1,c2)) — Pic(F).

Pour tout L dans Pic(M(r,c1,c2)), toute variété algébrique lisse S et tout
E dans F(S), on a

o(L)g = f3L.

Le morphisme o est injectif. Pour le voir il suffit de trouver un £ comme
précédemment tel que le morphisme fg : Pic(M(r,c1,c2)) — Pic(S)
soit injectif. D’aprés Gieseker ([11]) il existe une variété algébrique lisse
R sur laquelle opére un groupe PGL(N), et un élément E de F(R) tel que
fe : R — M(r,c1,c¢2) soit un bon quotient de R par PGL(N) (cf. §2).
Un fibré de Ker(f}) provient d’un caractere de PGL(N), et comme tout
caractere de PGL(N) est trivial, f; est injectif.
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1.2. Fibrés exceptionnels et variétés
de modules de hauteur nulle.

Soit M(7,¢1,c2) une variété de modules de hauteur nulle. Posons
p = c1/r. D’aprés [6], il existe un fibré exceptionnel G, unique & isomor-
phisme pres, tel que |u — u(G)| < g, ¢ désignant la solution inférieure
a 1 de I’équation
X% -3X +1/rg(G)? = 0.

Si p < pu(G), on a pour tout i« > 0 et tout faisceau semi-stable E
de rang 7 et de classes de Chern c;,c3,h*(G* ® E) = 0, et G est par
définition le fibré exceptionnel induit par M(r,c;,¢c2). Si p > u(G), on a
pour tout ¢ > 0 et tout faisceau semi-stable E de rang r et de classes
de Chern c¢;,c;,hi(G(3) ® E) = 0, et G*(—3) est par définition le fibré
exceptionnel induit par M(r,c;,cz). Les égalités précédentes découlent de
la semi-stabilité de E et de la relation

() = P(=|u(G) — ul) — A(G),

d’olt on déduit x(G* ® E) = 0 (resp. x(G(3) ® E) = 0) si p < u(G) (resp.
p > p(G) ). Pour plus de détails voir [6] et [7].

1.3. Groupe de Picard. Diviseurs de Weil.
Groupe de Grothendieck.

Soit S une variété algébrique intégre. On note Pic(S) le groupe de
Picard de S, c’est-a-dire le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés en
droites algébriques sur S.

Supposons que S soit normale. On note CI(S) le groupe des classes
d’équivalence linéaire de diviseurs de Weil de S. On peut définir un
morphisme canonique

as : Pic(S) — CI(S)

qui est injectif. C’est un isomorphisme si et seulement si S est localement
factorielle. Pour plus de détails, voir [13], prop. 1-12 et [20], p. 141.

Soit S une variété algébrique lisse. On note K(S) le groupe de
Grothendieck des classes d’équivalence de faisceaux cohérents sur S (voir
[3]). On notera [E] I'image dans K(S) d’un faisceau cohérent E sur S.
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Si T est une autre variété lisse, et f : ' — S un morphisme propre,
on définit un morphisme de groupes f : K(T)) — K(S) en associant i [E]
I’élément Y (—1)![R!f.E] de K(S).

Il existe un unique morphisme de groupes det : K(S) — Pic(S)
tel que pour tout faisceau localement libre E sur S, det[E] soit la classe
d’isomorphisme du déterminant de E.

1.4. Familles complétes de faisceaux sur P,.

1.4.1. Dans ce qui suit T désigne une variété algébrique lisse irréduc-
tible et F' un faisceau cohérent sur T' x P, tel que pour tout point fermé ¢ de
T, F; soit sans torsion, de rang r et de classes de Chern c;,c;. On suppose
que dim(M(r,c1,c2)) > 0. On introduit dans [7] deux conditions

(K'S) Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer de
F au point ¢t de T est surjectif.

(L) On a Ext?(F;, F;) = 0.

Soit (Hy,- .., Hy) une suite de polynémes & une variable & coefficients
rationnels. On dit qu’un faisceau cohérent sans torsion E sur P, est de poids
(Hi,...,Hpy) sila filtration de Harder-Narasimhan de E est de longueur
m:0=EyC...CE, =E,etsipourl <i<m, Gry(E) = E;/E;_; a
pour polynémes de Hilbert H;.

Soit E un faisceau cohérent sur Po. On dit que E est p-semi-stable
(resp. p-stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre E’
de E on a p(E') < u(E) (resp. <). On a les implications suivantes :

E est p-stable ) E est stable

ﬂ ﬂ

E est p-semi-stable <——=—= F est semi-stable

Soit (Hi,...,Hpm) le poids d’un faisceau cohérent sans torsion E. Alors
on a pour 1 < i < m, Hi(X) = r;(P(u; + X) — Ay), ou 5, pi, A
désignent respectivement le rang, la pente et le discriminant du i¢ gradué
de la filtration de Harder-Narasimhan de E. Alors E est p-semi-stable si et
seulement si g3 = p(E), et on a aussi dans ce cas pg = ... = py = p(E).

ProposITION 1.1. — Supposons que ¢; = 0, que les conditions (L) et
(KS) soient satisfaites, que pour tout point t de T, F; soit p-semi-stable
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et que h°(F;) = 0. Soit T** 'ouvert de T des points t tels que F, soit
semi-stable. Alors on a codimp(T\T**) > 2.

Les poids des faisceaux F; sont en nombre fini d’aprés [7], et si
a = (Hy,...,Hy) est 'un d’eux, ’ensemble T, des points ¢ de T tels
que F; soit de poids a est une sous-variété localement fermée lisse de T' de
codimension
dy = ZT,”I‘]'(A{ + Aj - 1),
i<j
avec les notations précédentes (proposition (3.3) de [7]). Supposons que

m > 1. Soit ¢ un point de T'. On pose n; = co(Gr;(F;)) pour 1 > i > m.
Alors on a A; = n;/ri, et

do 2 11Tm(n1/T1 + [T — 1) = Ti(n1 — 11) + A1
Il faut montrer que d, > 2, et pour cela il suffit de prouver que n; > 7,
et n, > 2. Le faisceau Gr;(F;) est semi-stable de pente 0, donc on a
Hom(Gr, (F;), O(=3)) = 0, d’ott par dualité de Serre h%(Gry(F;)) = 0.
Puisque h°(F;) = 0, on a aussi h°(Gr; (F;)) = 0, donc
b (Gr1(Fy)) = —x(Gri(F)) =ny1 — 11 >0,

ce qui démontre la premiére inégalité. En ce qui concerne la seconde, notons
que par définition de la filtration de Harder-Narasimhan on a

H(X)  Hn(X)

T1 Tm

pour tout X assez grand,

ce qui équivaut & n; /71 < Ny /Tr. Puisque ny /71 > 1, on a ny, > 2. Ceci
acheéve la démonstration de la proposition 1.1.

1.4.2. On ne suppose plus & présent que ¢; = 0. Le résultat suivant
est démontré dans [6] (proposition 33) :

PRroPOSITION 1.2. — Supposons que F soit une famille de faisceaux de
M(r,c1,c2) vérifiant la condition (K S). Soit T*® 'ouvert de T des points t
tels que F; soit stable. Alors, si M(r, c1,c2) n’est pas une variété de modules
de hauteur nulle isomorphe & Ps, on a codim(T\T*®) > 2.

On en déduit le

COROLLAIRE 1.3. — Soit M,(r,¢1,c2) l'ouvert de M(r,c1,c2) cor-
respondant aux faisceaux stables. Alors, si M(r,c;,c2) n’est pas une variété
de modules de hauteur nulle isomorphe & Ps, on a

codim ps(r, ¢, ,c,) (M (7, c1, )\ M;(r,¢1,¢2)) > 2.
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Les fibrés exceptionnels induits par les exceptions du corollaire 1.3
sont de rang 1.

1.4.3. Soit E un fibré vectoriel sur P,, £ une droite de P,. Alors il
existe une unique suite décroissante (kf)1<i<, d’entiers, telle que

Ep~ @ Oukh)
1<i<r
(Grothendieck [12]). Il existe une seule telle suite (k?)i<i<, telle que
’ensemble des droites £ telles que (kf)1<i<r = (k?)1<i<r S0it un ouvert non

vide de P3. On dit que (k?)1<i<r est le type de décomposition générique
de E.

Soit Ey un fibré vectoriel sur P;. On dit que E, est rigide si
Ext'(Ey,Eq) = 0. Si E = O(ky) ® ... ® O(k,), cela revient a dire que
Pensemble des k; est réduit & un entier ou & deux entiers consécutifs. On
dit que FE est de type de décomposition générique rigide si le fibré sur Py
somme directe des O(k?) est rigide.

ProposITION 1.4. — Supposons que F vérifie les conditions (L) et
(KS) et que pour tout point t de T le faisceau F; soit localement libre
et de type de décomposition générique rigide. Soit T*° 'ouvert de T des
points t tels que F; soit semi-stable. Alors on a, si M(r,c;,c2) n’est pas de
hauteur nulle, codimp(T\T%*%) > 2.

Ce résultat est dii & J. Le Potier.

D’apres [7], T\T** est la réunion d’un nombre fini de sous-variétés
lisses localement fermées disjointes. Soit ¢ un point de T\7¢, Y la sous-
variété lisse contenant ¢. Alors on a d’apres la proposition (3.3) de [7]

codimr(Y)=—- Y x(Gri(F)), Gr;(F)).
1<i<ji<m
Chacun des termes de cette somme est négatif ou nul d’aprés le lemme (4.8)
de [7]. Supposons que codim7(Y’) = 1. Alors on a x(Gry(F;), Grm(F;)) =0
ou —1. Si x(Gr1(F;), Grp(F)) = 0, d’aprés la démonstration du lemme
(4.8) de [7], Gr1(F;) ou Grp,(F}) est semi-exceptionnel, c’est-a-dire somme
directe de fibrés exceptionnels deux & deux isomorphes. Supposons que
Gr; (F;) soit semi-exceptionnel (’autre cas est analogue). Alors, on a

X(Gri(Fy), Fy) = x(Gra(Fy), Gra(Fy)) + Y X(Gr1(F), Gri( )
i>1
2 x(Gr1(Ft), Gri(F)) —1 > 0.
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Mais on a p(Gry(F)) > w(F:), et M(r,c1,c2) n’est pas de hauteur nulle.
Donc, conformément & la condition pour que dim(M(r,c1,c2)) > 0 (cf.
[7]), on a x(Gr1(F}), F;) < 0, ce qui est contradictoire. On ne peut donc
pas avoir x(Gri(F), Grp(Ft)) = 0.

Supposons maintenant que x(Gr; (F;), Grp,(F)) = —1, c’est-a-dire
1
(1) B+ Ap= + P(pm — p)-
T1Tm

On a vu que ni Gri(F;) ni Grp,(F;) ne peuvent &tre semi-exceptionnels,
donc on a (2A; —1)7? > 1 pour 4 = 1,m, car (2A; —1)r? = d; — 1, d; étant
la dimension de la variété de modules contenant Gr;(F;). On a d; > 1 car
Gr;(F;) n’est pas semi-exceptionnel, et en fait d; > 2 car il n’existe pas de
variété de modules de dimension 1 d’aprés [7]. Donc

1,1 1
Pl — 1) 21+ (= +=5),
ror  Plum =) 2 +2(rf+r3,,)
c’est-a-dire
1,1 142
1—P(u — -(—-—) <o.
(b1 = pm) + 2 (,’.1 ) =
Mais d’aprés le lemme (4.8) de [7), on a 0 < p; — pm < 1, donc
1— P(pu1 — pm) 2 0, d’ott
1,1 142
1= Pl —pm) = 5(— - =) =0,

T1 Tm

et g1 = P, 71 =Tm- On a

A; > %(l + %) pouri=1m,
et d’aprés (1) on a A; + A, = 1+ 1/72, donc A; = A,, et finale-
ment H, = H,,. Ceci contredit la définition de la filtration de Harder-
Narasimhan de F;. On a donc bien codim7(Y) # 1. La démonstration
du fait que codim7(Y) # 0 est analogue, en plus facile. On a donc bien
codimy(T\T%%) > 2. Ceci démontre la proposition 1.4.
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1.5. Variétés de modules normalisées.

Rappelons qu’un faisceau cohérent sur P2 de rang r > 0 et de premiére
classe de Chern c; est dit normalisé si —1 < ¢;/r < 0. Soit k un entier. Si
E est un faisceau cohérent de rang r et de classes de Chern ¢;, ¢, on note
¢}, ch les classes de Chern de E(k). C’est-a-dire

¢y = ¢ +rk,

-1
h=co+(r—Dck+ TL?'.2—)k2.

On définit un isomorphisme M(r,cy,¢c2) ~ M(r,c},ch) en associant au
point correspondant au faisceau semi-stable E le point correspondant &

E(k). Cet isomorphisme est compatible avec un isomorphisme évident de
foncteurs

©:F(r,c1,c2) ~ F(r,c},c5).
Le produit tensoriel par [O(—k)] définit un automorphisme
O : K(P3) — K(P2).
1l est immédiat que O induit un isomorphisme
H(r,c1,c2) ~ H(r,c}y,¢5),
qu’on a un diagramme commutatif

H(r,c1,6) ———— Pic(F(r,c1,02))

O o

H(r,¢j,¢}) ———— Pic(F(r,c},¢}))
et que
ek(ﬂ*(ﬂ 01,62)) = 77*(1', 61,6,2).

11 en découle que pour démontrer les théorémes A  F on peut supposer que
la variété de modules est normalisée (si —k est la partie entiere de ¢, /7, on
aen effet —1 < ¢} /r <0).
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1.6. Complexes de Kronecker.

1.6.1. On rappelle ici des résultats de [7]. Soit K* un complexe fini de
faisceaux cohérents sur P;. On définit le rang rg(K*), le degré c;(K*), la
caractéristique d’Euler x(K*) et le polynéme de Hilbert Py, de K* par

rg(K*) = L(-1)'rg(K) ;5 a(K*) = Y(-1)a(K?);

X(K*) =32(-1)'x(K*) ,  Pxe=3(-1)'Px:,
Py désignant le polyndéme de Hilbert de K*. On appelle complexe de
Kronecker un complexe du type

0 — AQ*®H_1 — Q*®Hy — O0® H — 0,

les H; étant des C-espaces vectoriels de dimension finie. On définit de
maniére évidente les morphismes de complexes de Kronecker, les sous-
complexes de Kronecker et complexes de Kronecker quotients d’un com-
plexe de Kronecker. On montre ainsi que les complexes de Kronecker for-
ment une catégorie abélienne. Ils sont utilisés dans [1] pour étudier les

fibrés stables de rang 2 sur P.. Ce sont des cas particuliers de monades (cf.
Horrocks [15]).

Soit K* un complexe de Kronecker de rang r, de degré c; et de
caractéristique d’Euler x. On dit que K* est semi-stable (resp. stable)
si pour tout sous-complexe de Kronecker K'* de K*, avec K'* # 0 et
K'* # K*, on a pour m > 0, 7Pgre(m) — rg(K"*)Pxe(m) < 0 (resp. <).
Ceci équivaut a

re1(K'™) — rg(K')ey <0,
et en cas d’égalité
rx(K") — 1g(K")x < 0 (resp. <).

Soit M(r,c1,c2) une variété de modules telle que M,(r, ¢;, c2) soit non
vide, et que —r < ¢; < 0. Soit E un faisceau semi-stable de rang r et de

classes de Chern c,, ¢y sur P2. On associe & E un complexe de Kronecker
Kg

0 — A2Q* ® HY(E(-2)) =5 Q*  HY(E(-1)) % O Q HY(E) — 0

au moyen de la suite spectrale de Beilinson ([1], [2], [18]). La dimension de
’espace vectoriel H!(E(—1)) pour ¢ = 0, 1,2 ne dépend que de r,¢;,c2. On
a

dim(H* (E(~4))) = —x(E(—4)) = —r(P(c1/r — i) = A(r,c1,2))-
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Le morphisme de faisceaux u g est injectif, vg est surjectif, Ker(vg)/Im(ug)
est isomorphe & FE et Kg est semi-stable. Si FE est stable, Kz 1’est aussi.
Réciproquement, soit
] 0——>A2Q*®H—1L’Q*®H0—U*O®H1—*O
un complexe de Kronecker semi-stable (resp. stable), la dimension de H;
étant n; = —x(E(i—1)) pour ¢ = —1,0, 1. Alors le morphisme de faisceaux
u est injectif, v est surjectif, et Ker(v)/Im(u) est semi-stable (resp. stable)

de rang r et de classes de Chern ¢;,cs. De plus, le complexe de Kronecker
précédent est isomorphe & celui qui est associé & Ker(v)/Im(u).

Soit M la variété des tels complexes de Kronecker semi-stables. Elle
est lisse et irréductible. Sur M x P, existe un “complexe universel” dont
la cohomologie en degré 0 est une famille de faisceaux de M(r,c,c2)
paramétrée par M. On en déduit un morphisme = : M — M(r,c1,c¢2).

Le groupe Gp = (GL(n-1) x GL(ng) x GL(n;))/C* agit sur M de
la fagon suivante :

Gy xM —M
(C*(9-1,90,91), (u,)) +— ((Iq* ® go) ouo (a2 ® g-1)7",
grovo (Ig. ®go)™h).
En fait, 7 est un bon quotient de M par G s (proposition (2.6) de [7]).

1.6.2. Les caractéres de G ;.

On note Char(Gy) le groupe des caractéres de Gp. Supposons
d’abord que n; > 0 et n_; > 0. Les caractéres de Gps sont définis par
les triplets (ao, a1, a2) d’entiers tels que

asn_i +ayng + agny = 0.
Le caractére associé & (ap,a;,a2) est
A:Gy — C*
C*(9-1,90,91) = det(g—1)** det(go)** det(g1)*.
Le groupe Char(G ) est isomorphe & Z2. Sin; = 0 ou n_; = 0, Char(G )
s’identifie de méme & un sous-groupe de Z2 isomorphe 3 Z.

1.6.3. Le morphisme A : Char(Gpy) — H.

On supposera d’abord que n; > 0, n_; > 0. Considérons le mor-
phisme de groupes

Ao : 23 I K(Pz)
(ag,a1,02) — Z a;[O(—9)].

0<i<2
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LEMME 1.5. — Le morphisme Ag est un isomorphisme.

Soit z = Z a;[O(—1)] un élément de 'image de Ag. Alors on a
0<i<2

l‘g((lt) =ag + a; + as,
c1 (1‘) =-—a; — 2(12,

c2(z) = 2a102 + 2a2(az — 1) + a1(a; — 1)/2

1
= 561(1‘)2 - 0,1/2 - 2(12.

11 suffit donc de montrer que pour tout triplet (7, ¢;, c2) d’entiers, le systéme
d’équations

T =ag + a; + a2,
c = —a — 20.2,
c2 —C[2=—2a3 —a,/2,

possede une solution entiere (ag, a;,az) unique. Ceci est vrai. Cette solution
est

ag =T —Cg +Cl(61 + 3)/2,
ay = 2¢c; — & — 2¢y,
a2 = —c2 +ci(cr + 1)/2.

Ceci démontre le lemme 1.5.

Remarque. — Un calcul simple montre que l'inverse de Ay est défini
par

ATHW]) = (x(W), —x(W ® Q*), x(W(-1))),
pour tout fibré vectoriel algébrique W sur Pa.
Par définition des entiers n;, ’égalité asn_; +q1no +agn; = 0 équivaut
a
Xn(Ao(ag,a3,az)) = 0.

Par conséquent, en voyant comme dans 1.6.2 Char(Gjs) comme un sous-
groupe de Z3, on a

Ao(Char(Gur)) = H(r,c1,¢2).

Le morphisme A est simplementla restriction de Ag. C’est un isomor-
phisme.
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Etudions maintenant le cas n; = 0 (le cas n_; = 0 est analogue).

Dans ce cas M(r,c1,c2) est une variété de modules de hauteur nulle de
fibré exceptionnel associé O. Le morphisme A est défini par

A(ay,a2) = a1[O(-1)] + a2[O(-2)],

pour tous entiers a;,az tels que asn_; + a;ng = 0. Dans ce cas ce n’est
bien entendu pas un isomorphisme, mais on a un isomorphisme

H ~ A(Char(Gn)) ® Z[O).

1.7. Variétés de saut et formule de Porteous.

On décrit ici certains résultats de [10] et [14]. Soient S une variété
algébrique lisse irréductible, E un fibré vectoriel de rang 2 sur S, P le fibré
en droites projectives sur S déduit de E. On note p : P — S la projection.
Soit G un faisceau cohérent sur P, plat sur S. Pour tout point fermé s de
S, on pose G5 = G|p-1(5)- Supposons que pour tout 8, G, soit sans torsion,
et que si x désigne la caractéristique d’Euler des faisceaux G, on ait x < 0.
On définit dans [14], pour tout s, une application linéaire canonique

d, : T,S — L(H°(G;), H*(G,))

(TsS désignant I’espace tangent de S en 3). Si E est trivial,ona P ~ SxP,,
et d, s’interpréte de la fagon suivante : soient

ws : TyS — Ext}(G,, Gs)
le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer de G en s,
ns : Ext}(G,,Gs) — L(H®(G,), H(G,))

P’application canonique (appelée “comorphisme de Petri” dans [14]). Alors
on a

ds = —17; 0wy

([14], 7.7). Dans le cas général, on peut définir un sous-schéma fermé Z(G),
dont le support est I’ensemble des s tels que h°(G;) > 1. On a, pour toute
composante irréductible Y de Z1(G),

codimg(Y) <1-—x.

En cas d’égalité (pour toutes les composantes), ou si Z1(G) = @, I’élément
de ’anneau de Chow de S associé & Z(G) est donné par

[Z'(G)] = c1—x(-»(G))
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(formule de Porteous). Soit s un point du support de Z!(G) tel que
h%(G;) = 1. Alors, si d, est surjective, Z!(G) est lisse en s.

2. Fibrés en droites sur un quotient.

Dans cette partie on définit le morphisme
Char(Gym) — Pic(M(r,c1,¢2)).
On sait trés bien définir un morphisme
Char(G p) — Pic(M,(r,¢1,¢2))

(& Iaide de la proposition 2.2 qui suit). Le probléme est donc de prolonger
les fibrés en droites sur M,(r, ¢, cp) provenant de Char(Gas) & M(r, ¢y, c3).
Plus généralement, étant donné un bon quotient 7 : X — N par un groupe
réductif G, on cherche des conditions suffisantes pour qu’un caractére de
G définisse un fibré en droites sur N (voir 2.2 pour une définition précise).
On montre ensuite (dans 2.8) que ces conditions sont vérifiées par tout
caractere de Gz, dans le cas du quotient M — M(7,¢;,¢2).

2.1. Bons quotients.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe, X une variété algébrique
integre sur laquelle opére algébriquement le groupe G. Un bon quotient de
X par G est un morphisme de variétés algébriques 7 : X — N tel que

1) 7 est surjectif et affine.

2) Si U est un ouvert affine de N, on a Ox (7~ 1(U))¢ = On(U), le
premier terme de cette égalité désignant I’espace des fonctions régulieres
G-invariantes sur 7—}(U).

3) Si F1, F, sont des fermés disjoints G-invariants de X, alors =(F})
et w(F;) sont des fermés disjoints de N.

Le morphisme 7 posséde alors la propriété universelle suivante : si
¢ : X — Y est un morphisme G-invariant de variétés algébriques, il
existe un unique morphisme ¢’ : N — Y tel que ¢ = ¢’ o7w. On en
déduit ’unicité de N et m & isomorphisme pres. La variété NV est integre, et
normale si X ’est. On dit que 7 est un quotient géométrique si ses fibres
sont les orbites de ’action de G et si elles ont la méme dimension que G.
Pour ces résultats, voir [21], [22] et [24].
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On suppose dans ce qui suit que X possede un bon quotient
w: X — N.

LEMME 2.1. — Soit z¢ un point de X. Alors Gz, contient une unique
orbite fermée de X .

Soit Gz une orbite contenue dans Gz, et de dimension minimale.
Alors Gz est fermée car sinon Gz\Gz contiendrait une orbite de dimension
inférieure & celle de Gz, et cette orbite serait contenue dans Gzo. Si Gy
est une autre orbite fermée contenue dans Gz, on a m(Gz) = 7(Gy) =

{m(zo)}, donc d’aprés 3), Gz et Gy ne sont pas disjointes, et sont donc
égales. Ceci démontre le lemme 2.1.

En fait on montre de méme que 7! (7 (xo)) contient une unique orbite
fermée.

2.2. Fibrés en droites.

Dans tout ce qui suit on sup;iose que X possede un bon quotient
7 : X — N. Considérons une action linéaire de G sur le fibré trivial
X x C, au-dessus de ’action de G sur X. Elle provient d’un morphisme
croisé, c’est-a-dire un morphisme x : G x X — C* tel qu’on ait x(gg’,z) =
x(g,9'z)x(g'z) pour tous g, ¢’ dans G et  dans X. Si ’action de G sur X
est libre et si 7 est un quotient géométrique, on déduit de x un fibré en
droites sur N (cf. [17]), c’est simplement (X x C)/G.

Tout caractére A de G définit un morphisme croisé : x(g,z) = A(g).
 Réciproquement, si toute fonction inversible sur G est le produit d’un
caractére par une constante, tout morphisme croisé provient d’un caractere
(proposition 13 de [6]). On supposera que c’est le cas dans tout ce qui suit.

Rappelons une conséquence de [17] (proposition 4) :

PRrOPOSITION 2.2. — Supposons que G agisse librement sur X, que
7« : X — N soit un quotient géométrique, et que toute fonction réguliére
inversible sur G soit le produit d’un caractére par une constante. Alors on
a une suite exacte de groupes abéliens

0 — 0*(X)/C* - Char(G) - Pic(N) " Pic(X).
On a, pour toute fonction réguliere inversible f sur X,

¥()(9) = f(g2)/ f (),
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pour tous g dans G et = dans X. Pour tout caractére A de G, on a

p(A) = (X x C)/G, Paction de G sur X x C étant définie par le morphisme
croisé déduit de A.

Soit A un caractére de G. On va voir que sous des hypothéses plus
générales que celles de la proposition 2.2, A définit de fagon naturelle un
fibré en droites sur N. On peut d’ailleurs généraliser la proposition 2.2, en
remplagant Char(G) par le sous-groupe de Char(G) des caractéres vérifiant
ces conditions (on n’utilisera pas ce résultat par la suite).

Notons L) le fibré X x C, muni de I’action de G définie par A :
g9(z,t) = (g9z,A(g)t). Soit Vy la réunion des ouverts V de N tels qu'’il
existe une fonction inversible f : #=}(V) — C* A\~ l-invariante, c’est-a-
dire telle que f(g9z) = A(g)~!f(z) pour tous z dans X et g dans G. Soit
(fi : #™1(V;) — C*) la famille de toutes ces fonctions régulieres A~!-
invariantes. Posons V;; = V; N V;. Une fonction G-invariante du type

fij :m7(Vij) —C
z — fi(z)/fi(z)
définit une fonction réguliére f;; : Vi; — C*, d’apres 2). Alors (fi;) est
une famille de cocycles définissant un fibré en droites L) sur V), et si #*L)

est muni de Paction évidente de G, il existe un G-isomorphisme canonique
7L A= LS‘.

2.3. Résultat principal.

ProposITION 2.3. — On a V), = N si et seulement si pour tout point
zo de X la condition suivante (Cy) est réalisée :
Soit Gz ’'unique orbite fermée de X contenue dans Gzg. Soit
g:D—-{P} —G
t — g
un morphisme ((D, P) étant un germe de courbe lisse), tel que
B:D—-{P} — Gz
t — g:Zo
admette un prolongement B 4 D tel que B(P) = z. Alors le morphisme

¢ =Xog:D—{P} — C* admet un prolongement % & D, et I’élément
@(P) de C* est indépendant de g.

Autrement dit, si tlinllJ gtTo = T, tlin}l) A(g:) existe et ne dépend que de
To et T.
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Soit zo un point de X tel que m(zp) soit dans V. Montrons que zg
vérifie (Cy). Il existe un voisinage V de 7(zo) et une fonction A~!-invariante
f : #}(V) — C*. Alors on a, pour tout ¢t dans D — {P}, A(g) =
f(z0)/ f(g:xo), donc ¢ se prolonge & D entier par la formule p(t) =

f(z0)/f(B(t)). On a B(P) = f(z0)/f(z), qui ne dépend que de zo et z.
Donc z, vérifie bien la propriété (Co).

Réciproquement, supposons que (Cy) soit satisfaite par tout point de
X et montrons que V), = N. Considérons les conditions suivantes, pour
tout point zo de X :

Condition (C') : Soit m : G — Gz
g — gZo-

Alors X se factorise de la fagon suivante :
A

— — ) C*

=

G:L‘o
¥ étant un morphisme de variétés algébriques.
Condition (C") : Soient a : G — Gz x C*
g +— (9%0, \(9)),
et g la restriction & Im(a) de la projection
Gzy X C* — Guxp.
Alors q est un morphisme bijectif.
Condition (C) : Soient @ : G — Gz x Py
g — (970, A(9)),
et g la restriction & Im(a) de la projection
GIL‘o X P]_ g G:L‘o.
Alors, si Gz désigne ’unique orbite fermée de X con-
tenue dans Gz, TI () est réduit & un point de la forme
(z,t), avec t dans C*.
On démontrera successivement les assertions suivantes :
(i) Si zo vérifie la condition (C"), alors z, est dans V.
(ii) (C’) découle de (C").
(iii) (C") découle de (C).

(iv) (C) découle de (Cp).
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2.4. Démonstration de (i).

Supposons que o vérifie la condition (C’), en plus de la condi-
tion (Cp). Il faut montrer qu’il existe un voisinage U de w(zo) et une
fonction réguliere A-invariante f : 7~}(U) — C*. Soit Up un voisi-
nage affine de 7(zo). Alors 771(Up) est un voisinage affine de zo. Con-
sidérons l’action de G sur I'(w~1(Uy), L)) (déduite de son action sur L}).
L’espace I'(r~1(Up), L, )¢ des points G-invariants est constitué précisément
des fonctions A-invariantes (non nécessairement inversibles) sur 7=1(Up).
Sur I'(x~1(Uy), L) on peut définir un opérateur de Reynolds

R:T(x'(Uo), L}), — T(x~(Uo), L)),

bien que I'(x~1(Up), L) ne soit pas de dimension finie. En effet, il suffit
pour cela de prouver que pour tout élément f de I'(x~1(Uy), L), G.f. est
contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de I'(7~(Uy), L})).
Cela résulte du fait que si Y et Z sont des variétés affines, o une fonction
réguliére sur Y x Z, ’ensemble des fonctions régulieres du type o(y,—)
est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de C[Z]
(on applique ce résultat a la fonction définie o sur G x 7~}(Up) par

(9, 2) = (9£)(2))-

La fonction ¥ est A-invariante (elle I’est évidemment sur Gzo, donc
aussi sur son adhérence). Elle s’étend en une fonction réguliere ¥ sur
7~1(Up). Alors R(¥J) est M-invariante et sa restriction & Gzo est 1, par
fonctorialité de ’opérateur de Reynolds. Il reste & montrer que 1’ouvert
des points ot R(?) ne s’annule pas est de la forme 7~1(U), U étant un
ouvert de N (la fonction A-invariante inversible est alors la restriction de
R(®) a 7~(U)). 1l suffit de montrer que si z est un point de 7~*(Up)
tel que R(9)(z) # 0, alors R(J) ne s’annule pas sur 7~ (m(2)). Soit Gu
’'unique orbite fermée de X contenue dans 7~ (w(z)). Pour tout point y
de 7~1(m(2)), Gu est contenue dans Gy, donc la condition (Cp) permet
de définir la “limite de A(g) quand gy tend vers u”, qui est un scalaire
non nul \,. On a alors par continuité, et car R(J) est M-invariante,
R(9)(u) = A,R(9)(2) = \,R(9)(y), ce qui prouve que R(J)(y) # 0. Ceci
démontre (i).

2.5. Démonstration de (ii).

Supposons que z, vérifie la condition (C"). Le morphisme ¢ est une
bijection Im(a) — Gz, et si @’ est le morphisme analogue & o déduit
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de A1, la projection sur Gz, induit une bijection ¢’ : Im(a’) — Gzo.
Considérons ’action de G sur Gzo x C*
G x (Gzg x C*) — Gz x C*
(9:(,8)) +— (g9, Mg)70).

Puisque Gzo x C* est une variété affine, il existe un bon quotient
o : Gzg x C* — My. On va montrer que la restriction p de g 3 {zo} xC*
est un isomorphisme, et on identifiera ainsi My et C*. 1l suffira alors de
prendre ¥(y) = mo(y, 1), et (C') sera démontrée.

Montrons d’abord que p est injectif. Soient ¢,t' des scalaires tels que
mo(Zo,t) = mo(zo,t’). Cela signifie que G(xo,t) N G(zo,t') est non vide.
Soit (y,%0) un point de cette intersection. Alors (y,to/t) et (y,to/t’) sont
dans G(zo,1), qui n’est autre que Im(a'). Comme ¢’ est une bijection, on
aty/t =ty/t',d’ou t =t', ce qui prouve linjectivité de p.

Montrons maintenant que p est surjectif. Pour cela, il suffit de prouver
que quelques soient y dans Gz et ¢t dans C*, il existe un ¢’ dans C* tel que
mo(y,t) = mo(zo, '), Cest-a-dire tel que (y,t/t') soit dans G(zo, 1). Cec1 est
vrai car G(zo,1) = Im(a'), et ¢’ est une bijection.

Donc p est un morphisme bijectif. L’action de C* sur Gzo x C* est
compatible avec celle de G, et définit donc une action de C* sur My. Puisque
p est une bijection cette action est transitive, donc M, étant lisse en au
moins un point ’est partout. De méme, p est étale en au moins un point
donc Vest partout. C’est donc un isomorphisme. Ceci démontre (ii).

2.6. Démonstration de (iii).

Supposons que (C) soit satisfaite pour tout point de X. On va montrer
que (C") Vest pour zo. I faut prouver que pour tout point y de Gz, ¢~ (¥)
est réduit & un point. Soient @, le morphisme analogue a @ correspondant
ay, et g, la restriction & Im(a,) de la projection Gy x P, — Gy. Puisque
Gz est I'unique orbite fermée de X contenue dans Gy, 7, G () est réduit a
un point (z,t;), et ' (z) est aussi réduit 3 un point (z,%o), to,? étant des
scalaires non nuls. On va montrer que ¢~1(y) est réduit au point (y,to/t1)-

Soient
P:GxG@ — XxXxXxPixP;=Y
(9,9') +— (970, 9'y,9'9%0, Mg"), M(g'9)),
et p : Y — X x X x X la projection. Montrons d’abord que (y, z,x, t1, o)
est un point de Im(®) et que c’est le seul point de Im(®) N p;!(y,z,z).
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On a, pour tout (g,¢’) dans G x G, p; o ®(g,9') = (9z0,9'y,9'9%0)- Il en
découle que pour tout ¢’ dans G, (y,9'y,¢'y) est un point de Im(p; o ®),
donc Im(®) contient un point de type (y,9'y, 9'y, A(¢'),t). Par conséquent
Im(®) contient un point de la forme (y, z,z,%1,t). On a alors t = g : soient

p:Y — X xPy

(z1,22,23,t',t") — (23,1")
la projection, et

pw:GxG —G
(9.9) — g9’
Alors on a aop = pyo®, donc (z, t) est dans Im(a), d’ou ¢ = to. De la méme
fagon on montre que si (y,z,z,t't") est dans Im(®) on a t' = t;. Puisque
(y,z,z,t1,t0) est dans Im(®), (y,%0/t1) est dans Im(a), car @ = Jo @, avec
B: X xXxXxC*xC* — X xC*
(z1,22,23,t',t") +— (z1,t"/t').

Il reste & montrer que si (y,t) est dans Im(a), on a t = #;/tp. Comme
précédemment, on montre que pour tout g’ dans G, (¥,9'y,9'y, A(9'), A(g')?t)
appartient 3 Im(®), d’oti on déduit que (y, z, z, t1, t1t) est aussi dans Im(®),
d’otl t;t =ty et finalement t = to/t;. Ceci démontre (iii).

2.7. Démonstration de (iv).

Montrons que (C) est satisfaite si (Cp) ’est. Soit (z,t) un point de
g !(z). Puisque (z,t) est dans Im(@), il existe un morphisme
B:D-{P} —G
t — g
((D, P) étant un germe de courbe lisse), tel que le morphisme
v:D—{P} — Gz xP,
t > (g:To0, A(gt))

admette un prolongement ¥ & D tel que ¢(P) = (z,t). D’apres (Cy), t est
donc dans C* et est uniquement déterminé. Ceci démontre (iv).
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2.8. Application.

On prend pour X l'espace M des complexes de Kronecker semi-
stables du type

AzQ* ®H_ 1 —Q*®Hy — 0O® H;
défini en 1.6. Sur M agit le groupe réductif G = ( H GL(H;))/C*, et

. —1<i<1

il existe un bon quotient 7 : M — M (M est une variété de modules de
faisceaux semi-stables sur P5). Posons n; = dim(H;) pour i = —1,0,1. On
supposera dans ce qui suit que n_;,ng,n; sont non nuls. Les autres cas se
traitent de fagon analogue.

Toute fonction inversible sur Gy est le produit d’un caractére de
G u par une constante. Donc, comme on I’a noté dans 2.2, les morphismes

croisés Gpr X M — C* proviennent des caractéres de G ). Le résultat 3
démontrer est la

ProrosiTIiON 2.4. — Soit A un caractére de G s alors A posséde la
propriété (Cp).

LEMME 2.5. — Soit E un faisceau cohérent semi-stable sur P5. Soit o

un endomorphisme de E. Alors il existe une filtration de Jordan-Hoélder de
E invariante par o.

Considérons la filtration suivantede E:0=Ey C E; C...C E,, =
E,ou, pour1 <i<m, E;/E;_; est la somme de tous les sous-faisceaux de
E/E;_,, stables et de mémes pente et discriminant que E. Il est clair que
cette filtration est invariante par o. On cherche une filtration de Jordan-
Holder de E invariante par o plus fine que la filtration précédente. On est
donc ramené au cas ou E est une somme directe de faisceaux stables. On
peut écrire

E= P EocC™,

1<i<n

les E; étant des faisceaux stables de mémes pente et discriminant que
E, non isomorphes deux & deux. Les sous-faisceaux E; ® C™ de E sont
invariants par o. On est donc ramené au cas ou E = E' ® C"*, E’ étant
un faisceau stable. Un endomorphisme de E provient d’une matrice n X n,
et en trigonalisant celle-ci, on obtient une filtration de Jordan-Holder de E
invariante par o. Ceci démontre le lemme 2.5.
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LEMME 2.6. — Soit E un faisceau semi-stable sur P, somme directe
de sous-faisceaux stables,

0=FEyCE,C...CE,=E,
0=EyCE C...CE,,=E

des filtrations de Jordan-Hélder de E telles que pour 1 <i <m, E;/E;

soit isomorphe & E;/E;_,. Alors il existe un automorphisme o de E tel que
o(E;)=E] pour1<i<m.

Tout sous-faisceau stable de E de mémes pente et discriminant que
E est facteur direct de E. Il suffit donc, en raisonnant par récurrence
sur le rang de E, de montrer que si F, F’ sont des sous-faisceaux stables
de E, isomorphes et de mémes pente et discriminant que E, il existe un
automorphisme de E envoyant F' sur F’. Ceci est immédiat.

Soit A un caractere de Gy, défini par le triplet d’entiers (ag,a;,a2)
(cf. 1.6.2).

Soient zo un point de M, Gz 'unique orbite fermée de M contenue
dans Gprxp. Soit 0 = 29 C 23 C ... C 2z, = T une filtration de o par
des sous-complexes de Kronecker, correspondant & une filtration de Jordan-
Holder de la cohomologie E de z en degré 0. On peut écrire

7 AN°Q*®H’, — Q*® H, — O® H},

pour 1 < ¢ < m,et (n_1,n9,n;) est un multiple entier de (dim(H;‘j))—ISiSl-
Soient M; la variété de complexes de Kronecker semi-stables contenant
zj/2j—1, Guj le groupe analogue & G opérant sur M;, A; le caractére
de G défini par (ao,a1,a2). Alors, si g est un élément de G laissant
invariante la filtration précédente de z, et si g; désigne I’élément de Gs;
induit par g, on a

o) = II X

1<5<m

On va en déduire le

COROLLAIRE 2.7. — Si g est un élément du stabilisateur d’un point
de M, on a \(g) = 1.

En effet, supposons que g soit un élément du stabilisateur de zg.
D’apres le lemme 2.5, on peut supposer que la filtration précédente de z,
est invariante par g. Pour 1 < j < m, g; est un élément du stabilisateur
de z;/z;j_1. Puisque la cohomologie en degré 0 de z;/z;_, est stable, g;
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~ est 1’élément neutre de G s;, d’ott A(g;) = 1. On a donc A(g) = 1, ce qui
prouve le corollaire 2.7.

On utilisera plus loin le

LEMME 2.8. — Soit y un complexe de Kronecker stable de M. Alors
le morphisme
G—M
gr—gy
est un plongement.

1l suffit de montrer que ce morphisme est propre. Pour cela, il suffit
de prouver que Gy est fermé (cf. [22], lemma 3.17.). Cela découle du fait
que Gy est 'image réciproque d’un point par 7 : M — M.

Démontrons maintenant la proposition 2.4. Soient (D, P) un germe
de courbe lisse, et

9:D—-{P} —Gum
t g
un morphisme tel que
B:D—-{P} —M
t — gizo
admette un prolongement 8 3 D, avec §(P) = z. Il faut montrer que
¢ = AXog: D —{P} — C* admet un prolongement ¥ & D, et que
®(P) ne dépend que de zo et z. Soit I'; la variété de drapeaux de sous-
espaces vectoriels de H; contenant (H)i<j<m, pour —1 < 4 < 1, et
I' =T_; x Ty x I';. Le groupe Gps opere de maniere évidente sur I' de
telle sorte que pour tout h dans G, h((H})) soit le triplet de filtrations
associé 3 la filtration 0 = hzg C hz; C ... C hz,,. Puisque I est une variété
projective, le morphisme
©:D-{P} —T _
t — g:.((H}))
admet un prolongement © 3 D. Il existe un morphisme ¢ : D — Gy tel
que pour tout ¢ dans D on ait o(t)O(t) = ((H)) (cela découle du fait que
T s’identifie & G /stab((H}))). Alors, pour tout ¢t dans D et tout entier j
tel que 1 < j < m, o(t)B(t) possede un sous-module de Kronecker

7(t): AN’Q*OH), — Q*®H] — OQ H!,

et z;(t)/z;j—1(t) est isomorphe & 2;/2;_; (pour t = P cela découle du lemme
2.8).
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Un raisonnement analogue montre que si z, est isomorphe a la somme
directe des z;/z;_1, il en est de méme de z, et dans ce cas on peut prendre
To = z, c’est-a-dire que Gz est fermée. On en déduit que dans le cas
général z est isomorphe & la somme directe des z;/z;_1.

On note, pour 1 < j < m, et t dans D — {P}, g;(t) ’élément de
G déduit de o(t)g;. D’apres le lemme 2.8 le morphisme g; admet un
prolongement & D, aussi noté g;. En fait g;(P) est 'unique élément v de
Gu;j tel que 2;(P)/zj—1(P) = v 2j/2j—1. Le morphisme ¢ admet donc un
prolongement p a D, et pour tout ¢t dans D on a

) =xe®)™ I 2itgs(®).

1<5<m
Cette formule montre que la valeur de % en P ne dépend que O(P).

Montrons maintenant que ©O(P) ne dépend pas de g. D’apres le lemme
2.6, si ((H;)) est un élément de I" tel qu’il existe pour 1 < j < m un sous-
complexe de Kronecker de z

2 AQ*®@HY, — Q*®Hf — O®HY

et que z;/z;_l soit isomorphe & z;/z;_1, il existe un go dans Gy,
le stabilisateur de z, tel que go((Héj ) = ©O(P). Soit alors
g : D' = {P} — Gum un autre morphisme analogue & g. On note
9, 7, ¢' les morphismes analogues & ©, o et ¢, définis par g'. Sup-
posons que @'(P) = ((H;j)). On peut choisir 6/ : D — G de telle
sorte que ¢’ (P) = g(P)go. Puisque A(go) = 1 d’apres le corollaire 2.7 on a
A(9:) = A(gog;) pour tout t dans D' — { P}, et on est ramené en remplagant
g par gog’, au cas ot © (P) = © (P) = O(P). On a alors 7'(P) = B(P).
Ceci acheve la démonstration de la proposition 2.4.

Conclusion : On a bien défini le morphisme naturel Char(Gp) —
Pic(M(r, c1,c2))-

3. Groupe de Picard.

Soit M = M(r,c;,c2) une variété de modules de dimension stricte-
ment positive, My = M,(r,¢;,c¢2), M la variété de complexes de Kronecker
associée & M (cf. 1.6). On a un morphisme de groupes

7y 2 Char(Gpr) — Pic(M),
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qui d’apres la proposition 2.4 se factorise de la fagon suivante :

7 : Char(Gy) ———  Pic(M;)

™™ J
Pic(M,)

j étant la restriction. On démontrera dans la suite la

PRroPOSITION 3.1. — Le morphisme de groupes )y est surjectif. C’est
un isomorphisme si la variété de modules M n’est pas de hauteur nulle.

Donnons les grands traits de sa démonstration. On peut se ramener
aucasou —r <c; <O0.

Si ¢; = 0, on étudie directement la variété M (§4). Cette méthode
s’inspire de [17].

Sic; # 0, on utilise la description d’Ellingsrud ([8]) de certains ouverts
de M (85).

Dans les cas olt ¢; = —1 ou 1 —r, il sera nécessaire d’étudier certaines
sous-variétés de M (§6).

Enfin, on traitera dans la partie 7 le cas r = 2, en utilisant les résultats
de Strgmme ([25]) et Le Potier ([17]).

On suppose dans le reste de cette partie que la proposition 3.1 est
démontrée. On va en déduire les théorémes A a4 F.

3.1. Démonstration du théoréme A.

Il faut montrer que M est localement factorielle. C’est évident si
M =~ Ps. Sinon, d’apres le corollaire 1.3 on a codim s (M\M,) > 2. 1 suffit
donc de montrer que la restriction j : Pic(M) — Pic(M;) est surjective.
C’est une conséquence de la surjectivité de mps et de sa factorisation
précédente.

3.2. Démonstration du théoréme B.

Si M n’est pas de hauteur nulle, on a codimp(M\M;) > 2, donc,
M étant localement factorielle, on a Pic(M) =~ Pic(M;). Ce dernier est
isomorphe & Char(G)s) d’aprés la proposition 3.1, et Char(Gy) ~ Z2.
Donc Pic(M) ~ Z2.
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Si M est de hauteur nulle, et si M ~ Pj5, on a Pic(M) ~ Z.
Si M n’est pas isomorphe & P5, on a encore codimp(M\M,) > 2, et
Pic(M) ~ Pic(M,). Soit My P'ouvert des points lisses de M. Il contient
M; et d’apres [6] (théoréme 7), on a Pic(Mo) ~ Z. On a donc Pic(M) ~ Z.

3.3. Démonstration du théoréeme C.

Il faut définir le morphisme L : H(r,c1,c2) = H — Pic(M). La
variété M est constituée de complexes de Kronecker du type

A’Q*®H_; — Q*® Hy — O ® H;.

Posons n; = dim(H;) pour ¢ = —1,0, 1. Supposons que n_; > 0 et n; > 0.
On a alors un isomorphisme A : Char(Gp;) ~ H (cf. 1.6.3). On prend
simplement

L=7x oA™1.

Pour démontrer I’existence de L, il suffit de montrer que le diagramme
suivant est commutatif :

Char(G ) —  Pic(M)
(*) A lv l o
H — 1 Pic(F)

Soit A un caractére de G, défini par un triplet (ao,a1,a2) (cf. 1.6.2).
Posons a = A(X).

Soit V' la cohomologie en degré 0 du complexe de Kronecker universel
sur M X P2. On a des isomorphismes canoniques
R'pp-(V @ p30(=i)) = O @ H_ia

pour i = 0,1,2,prq,p2 désignant les projections M x P — M et
M x P, — P,. Donc, par définition de v, A et T, on a des G-
isomorphismes

(1) @) 2 y(@)yv = Q) det(H;_,)®.

0<i<2
Soit S une variété algébrique lisse, E une famille de faisceaux de M(r, ¢;, cz)
paramétrée par S. Les faisceaux Rpg+(E ® p5O(—1)), i =0,1,2, sont lo-
calement libres, et sur un voisinage d’un point s de S, on a des trivialisations

R'ps.(E ® p;0(—1))jy, = Ov, ® H_iy1,
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d’ol on déduit, a ’aide de la suite spectrale de Beilinson, un morphisme
fs :Us — M tel que fgjy, = mo f,. On en déduit & l’aide de (1) et de f,
un isomorphisme

v :v(@)Ew, = fFETMAN)U,-

Si on prend une trivialisation différente de (1), le morphisme induit
U; — M est le produit de f; par un morphisme U; — Gjps. Il en
découle que ¢ ne dépend pas de la trivialisation (1). Les isomorphismes ¢
se recollent donc et définissent un isomorphisme

Y(@)E =~ fETM(N)\w, -

On a donc bien o(7Tar(A)) = v(A(N)). L’existence de L est ainsi prouvée.
Son unicité découle de I'injectivité de o (1.1.4).

Supposons maintenant que n; = 0 (le cas n_; = 0 est analogue).
Dans ce cas M(r,c1,co) est de hauteur nulle, de fibré exceptionnel induit
0. On a d’aprés 1.6.3 un isomorphisme naturel

H ~ A(Char(Gy)) & Z[O].
On définit alors L par

L([O]) = OM(r,cl,cz)’
et L=7poA™? sur A(Char(Gy)).

Pour montrer que o o L = «, il reste & prouver que le diagramme (*) est
commutatif, ce qui est analogue au cas précédent. L’injectivité de o entraine
aussi 'unicité de L.

Ceci achéve la démonstration du théoréme C.
3.4. Démonstrations des théorémes D et E.

Le théoréme D découle du fait que L = 73 o A™1, et de ce que Ty
est un isomorphisme si M(r, ¢, cp) n’est pas de hauteur nulle.

Démontrons le théoréme E. Supposons que M (r, ¢;, ¢2) soit de hauteur
nulle. Puisque 7y est surjectif, il découle de la définition de L (cf. 3.3),
que L ’est aussi. Puisque Pic(M(r,c1,¢2)) ~ Z, on a Ker(L) ~ Z. 1l faut
montrer que Ker(L ) est engendré par [F*], F' désignant le fibré exceptionnel
induit par M. On sait déja que [F*] est dans Ker(L). Il reste donc & montrer
que [F*] ne peut pas se mettre sous la forme [F*] = nz, avec n entier, n > 1,
et 2z dans K(P2). D’apres 1.6.3, cela revient & prouver que les entiers x(F™),
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X(F* ® Q*) et x(F*(—1)) sont premiers entre eux. Mais on peut voir (par
un calcul direct ou en utilisant la suite spectrale de Beilinson), qu’on a

1g(F*) = —x(F* ® Q%) + x(F*) + x(F*(-1)),
a(F*) =x(F* ® Q") — 2x(F*(-1)).
Puisque le rang et la premiere classe de Chern d’un fibré exceptionnel sont

premiers entre eux d’apres [7], x(F*), x(F* @ @*) et x(F*(—1)) sont aussi
premiers entre eux. Ceci achéve la démonstration du théoréme E.

3.5. Démonstration du théoréme F.

Supposons d’abord que codimp(M\M;) > 2. On supposera que
n_y > 0, ny > 0 (les autres cas sont analogues). On a d’aprés [7] une
suite exacte de fibrés vectoriels sur 771 (M;) = M, :
0— ALBLW*(TMJ — 0,
avec A = Opm, ® (B_,<i<; End(H;))/C, B étant le noyau du morphisme
d:Opm, ® (Hom(A’Q* ® H_1, Q* ® Hy) ® Hom(Q* ® Ho, O ® Hy))
— Opm, ® Hom(A2Q* @ H_;, O ® Hy),

défini au-dessus du point (u,v) de M, par d(u',v') = v'u — v/, pour tous
u’ dans Hom(A2Q*® H_1,Q* ® Hy) et v' dans Hom(Q* ® Hy, O® H;). Les
morphismes f, h,d sont des G p/-morphismes et d est surjectif. On a donc
un isomorphisme de G ps-fibrés en droites

T (wam)jm, = det(B) ™! det(A).

Le Gp-fibré det(B) se calcule & partir des déterminants des fibrés de départ
et d’arrivée de d. Il en découle, puisque codimp(M\M;) > 2, qu’on a
wy = Tp(A), X étant le caractére de Gy défini par

a = (3(no —n-1), 3(n—1 —n1), 3(n1 —mo)).
Un calcul simple montre que A(a) = 7* @w —n*. Le théoréme F en découle.

Si codim (M \M;) > 2, M est isomorphe a Ps, et le théoréme F est
alors une conséquence de [6], IV, §7.

4. Lecasc; =0, 7> 2.

Rappelons que M désigne la variété des complexes de Kronecker as-
sociée & M(r,0, c2). Soit My, ’espace des complexes de Kronecker (u, v) tels
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que le morphisme de faisceaux u soit injectif, v surjectif, et Ker(v)/Im(u)
p-semi-stable (cf. 1.4). Soit M, I'ouvert de M des complexes de Kronecker
stables, Mg ’ouvert de M, des complexes (u,v) tels que Ker(v)/Im(u) soit
localement libre. On supposera d’abord que M(r,0,c2) n’est pas de hau-
teur nulle, c’est-a-dire que r < c3. La variété M,, est lisse. Pour le voir on
procéde comme pour montrer que M est lisse (proposition (2.6) de [7]), en
remarquant que pour tout faisceau p-semi-stable E, on a Ext?(E, E) = 0.

LEMME 4.1. — On a codimp (M\M;) > 2, codimpg, (Mp\M,) > 2
et codimag, (M\ M) > 2.

On applique les résultats de 1.4 a la cohomologie V du complexe de
Kronecker universel sur M, x P3. Cette famile de faisceaux sur P, vérifie
bien les propriétés (L) et (K S). D’apres la proposition 1.1 on a

codim g, (Mp\M) > 2,

et d’apres la proposition 1.2, codimaq(M\M;) > 2, ce qui démontre les
deux premiéres inégalités. La troisitme découle de la proposition 2.8 de [7],
et du fait que r > 2.

D’apres [17], on a une suite exacte de groupes abéliens
0*(M,)/C* — Char(Gar) —> Pic(M,(r, 0, c2)) == Pic(M,)
(cf. prop. 2.2), car I’action de G sur M, est libre, et
T Mg — My(r,0,c2)
est un quotient géométrique. Pour démontrer la proposition 3.1 il suffit
donc d’apres le lemme 4.1 de prouver la
PROPOSITION 4.2. — On a 0*(M,) = C* et Pic(M,) =0. .

4.1. Restriction a des droites.

Pour tout élément non nul z de H°(O(1)), soit M, 'ouvert de M,
constitué des complexes (u,v) tels que la restriction de Ker(v)/Im(u) & la
droite de P, d’équation z = 0 soit un faisceau trivial.

LEMME 4.3. — On a, si 2,2’ sont linéairement indépendants dans
HO(0(1)), codimg, (Mp\(M, UM,)) > 2.
D’aprés le lemme 4.1 il suffit de montrer que

COdimMo(MO\(Mz U Mz')) >2.
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D’aprés Hulek [16], les ouverts M, et M,, sont non vides. Donc, si
Y = Myn (M;\M,), et si Y désigne ’adhérence de Y dans My, il
suffit de montrer que Mg\(M,UM,) est contenu dans Y\Y'. Cela revient
a montrer, puisque V vérifie la condition (KS), que tout fibré stable E
de rang r et de classes de Chern 0, c, dont les restrictions aux droites £, £’
d’équations respectives z = 0, 2’ = 0, sont non triviales, peut se déformer
en fibrés dont la restriction 3 £ est triviale, mais non la restriction & £'.
Autrement dit, il faut prouver que ’application canonique

X : Ext'(E, E) — Ext'(Ej¢, E}¢) ® Ext'(Ejp, Ejy)

est surjective. Le faisceau End(E)s e est un sous-faisceau de End(E)| @
End(E))s, et le quotient est concentré en le point d’intersection de £ et £'.
On en déduit que I’application canonique

p : Ext' (Ejpue, Ejoue) — Ext'(Eje, Ejs) @ Ext' (Ejgr, Ejr)
est surjective. On a d’autre part une suite exacte
0— E(-2) — E — Epw —0,
d’ott on déduit, en utilisant le fait que Ext?(E, E(—2)) = 0, que
v : Ext'(E, E) — Ext'(Eje, Eeue)
est surjective. Donc A = p o v est surjective. Ceci démontre le lemme 4.3.

Pour démontrer la proposition 4.2 il reste & prouver la

ProposiTiON 4.4. — On a
a—-O0*(M,UuM,)=C
b - Pic(Mz UMz’) = 0.

4.2. Démonstration de la proposition 4.4.
4.2.1. Etude de M,.

Posons n = c3. On a alors n > 7 > 2. Les éléments de M), sont des
complexes
0 —")A2Q* ®Cn__1_"_)Q* ®Cn__‘v_)0n—-1' — 0.

Soient M(n) l’espace des matrices n x n, t, : H°(O(1)) — M(n)
I’application déduite de u, et s, : H°(O(1)) — L(C™,C""") celle déduite
de v.
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ProrosiITION 4.5. — On a

(i) O*(M,)/C* ~ Z, et ce groupe est engendré par la fonction
(u,v) — det(tu(2)).

(i) Pic(M,) =0.

Soient z’,2"” des éléments de H°(O(1)) tels que (z,2’,2") soit une
base de H°(O(1)). Le morphisme
h: M, — M(n)®x L(C",C"")
(u, ) > (tu(2), tu(2), 2u(2"), $0(2), 80(2), 30(2"))

induit un isomorphisme de M, sur la sous-variété de M (n)3 x L(C™,C""")
des (Ao, A1, A2, By, By, B2) tels que A soit inversible, qu’on ait B;jA; =
B;A; pour 0 < 4,7 < 2, et que pour tout couple ((ao, a1, az), (bg,by,b2))
d’éléments linéairement indépendants de C3 on ait

m( Y aB)+Im( Y bB;)=cC"".
0<i<2 0<i<2

En effet, si (Ao, A1, A2, By, By, B2) = h(u,v), la premiére condition signifie
que la restriction de Ker(v)/Im(u) & la droite des zéros de z est triviale, la
seconde que v o u = 0, et la troisiéme que v est surjectif. Réciproquement,
si (Ao, A1, A2, By, B1, B3) posséde les trois propriétés précédentes, on en
déduit un complexe de Kronecker (u,v) avec u injectif (comme morphisme
de faisceaux) et v surjectif. Le faisceau coker(Im(u)) est sans torsion : cela
découle du fait que le complexe de Kronecker réduit & u est semi-stable,
Ap étant inversible. L’absence de torsion de coker(u) découle alors de la
proposition 2.3 de [7]. Donc Ker(v) /Im(u) est sans torsion. La restriction de
ce faisceau a la droite des zéros de z est triviale, car Ay est inversible, donc
Ker(v)/Im(u) est de type de décomposition générique trivial, donc il est
p-semi-stable. Par conséquent (u,v) est un élément de M,. On identifiera
donc par la suite M, et la sous-variété localement fermée image de h.

On a un isomorphisme
M, — C,.x GL(n)
(u,v) > ((Fu(2)tu(2) 71 tu(2")tu(2) 71, 50(2)), tu(2)),
ou C, est définie de la facon suivante : c’est la variété des (A1, Az, Bo)
* de M(n)? x L(C™,C™"7) tels que Im([A4;, A2]) C Ker(By), que By soit
surjective et que pour toutes valeurs propres a; de A; et az de A, on ait
Im(A; — a1]) + Im(Az — a2I) + Ker(Bg) = C™.

Pour démontrer la proposition 4.5 il suffit de prouver la
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ProrosITION 4.6. — On a
(i) O*(C,) =C*.
(ii) Pic(C,) =0.

Démontrons la proposition 4.6. On a dim(M,) = 3n2. Il en découle
que dim(C,) = 2n2. Soit X, la sous-variété de M(n)? x L(C",C"") des
(Ay, As, By) vérifiant seulement les deux premiéres conditions précédentes,
c’est-a-dire tels que Im([A;, A2]) C Ker(By) et que By soit surjective. Pour
tout entier s tel que 0 < s < r, soit X? la sous-variété (localement fermée)
de X, constituée des (A;, A2, By) tels que rg([A;, A2]) = s. Soit Z, la
sous-variété de M(n)? des (A, B) tels que rg([A, B]) = r. Alors X7 est un
GL(n — r)-fibré principal de base Z,. Soit Z'8 I'ouvert de Z, des (A, B)
tels que A soit réguliére, c’est-a-dire que son polynéme minimal soit de
degré n. Soit X"**8 'ouvert des points de X! au-dessus de Z 8.

LEMME 4.7. — On a codimz, (Z,\Z!°8) > 2.

Supposons que le lemme 4.7 soit démontré. Soit s un entier tel
que 0 < s < r. La donnée d’une surjection C"~°* — C™ 7 définit
un morphisme X; — X} qui est surjectif et dont les fibres sont de
dimension (n — s)(r — s). Donc, puisque dim(X?) = dim(X7) = 2n?,
on a codimx, (X?) = (n — s)(r — s). On a dim(XJ) = 2n? + n, d’oi on
déduit codimy, (X?) = (r — 1)n. Il découle des égalités précédentes que
codimy, (X,\XT) > 2. Le lemme 4.7 entraine que codimyx, (X, \X]""8) > 2.
Posons

Cr*8 =Cr. N X]Te8,

Pour démontrer la proposition 4.6 il suffit donc de prouver la

PropPosITION 4.8. — On a
(i) 0 (Cree) =C.
(ii) Pic(Cre8) = 0.
Démonstration du lemme 4.7 :

Pour toute matrice A, soit X7 la variété des matrices de la forme
[4, B], de rang r. Hulek a montré dans [16] que si A est réguliere, X7, est
irréductible de dimension 2rn — r2 — n. En fait, si Y4 est le sous-espace
vectoriel de M (n) des matrices de la forme [A, B, et R, la sous-variété de
M(n) des matrices de rang s pour 0 < s < m, on a si A est réguliére

dim(X7}) = dim(Y4) — codim ar(5)(R;)-
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Soit A une matrice réguliere. On va montrer que X% engendre Y4 comme
espace vectoriel. Pour cela, prouvons d’abord que

X =X,uX tu.uXg.

Ona R, =RyUR;U...UR,, et R, est une variété irréductible, donc
toutes les composantes irréductibles de X7 U Xl'(l ...y X% =YsNR,
sont de dimension au moins égale & dim(Y) — codimps(»)(R,) = dim(X7}).
Comme dim(X§) < dim(X73) si 7 > s, Y4 N R, est irréductible, donc
XnuX, ... .uXY C X7 Linclusion réciproque étant immédiate, notre
égalité est prouvée. Montrons maintenant que X’ engendre Y. Puisque
X7, engendre le méme sous-espace vectoriel de Y4 que son adhérence, il
suffit de montrer que X% LI X} engendre Y4. Si A est une matrice régulitre

de blocs carrés
(A O
=7 &)

(relativement & une base de C"), Y, est ’ensemble des matrices de la forme

(% %)
Q M
avec M; dans Y4, et M, dans Y,,. Pour le voir on remarque que Y4 est
P’ensemble des matrices B telles que Tr(BC) = 0 pour toute matrice C
commutant avec A. Il suffit donc, pour prouver que X3 LI X} engendre Yy,
de considérer les cas ou A est une matrice diagonale possédant n valeurs
propres distinctes ou bien une matrice de Jordan. Dans le premier cas,
Y4 est constitué des matrices dont les termes diagonaux sont nuls. On
construit une base de Y4 dont les éléments sont dans X, en considérant des
matrices dont un seul terme est non nul. En effet, si ce terme n’est pas sur
la diagonale, une telle matrice est dans X. Si A est une matrice de Jordan,
Y4 est constitué des matrices (aij)i1<i,j<n telles que pour k =0,...,n —1
on ait

a14k1 ta24k2+ .-t Anpn—k =0.

On construit une base de Y4 en prenant d’une part des matrices n’ayant
qu’un seul terme non nul d’indice ¢, j avec ¢ < j, et d’autre part des matrices
(@ij) telles qu'’il existe un entier k avec 0 < k < n — 1 tel que a;; = 0 si
1 — j # k, et possédant exactement deux termes non nuls. Les matrices du
premier type appartiennent & X}, celles du second & X%. Donc si A est
une matrice réguliére, X7, engendre Y.

On va maintenant montrer que si A est une matrice non réguliére,
alors dim(X7) < 2rn—7r? —n. Remarquons d’abord qu’il existe une matrice
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réguliere Ay telle que Y4 C Yy, : il suffit de trouver une matrice réguliere
Ay telle que toute matrice commutant avec A9 commute aussi avec A, car
alors si C' commute avec Ay, pour toute matrice B on a Tr([4, B]C) = 0,
donc [A, B] est dans Yy,. Pour trouver A on peut supposer que A est une
matrice diagonale de matrices By,..., B, réguliéeres. On prend pour Ay
une matrice du méme type avec a la place de B; une matrice B; — a;l,
les scalaires a; étant choisis de telle sorte que Ay soit réguliere. L’inclusion
Y4 C Y4, est stricte car A n’est pas réguliere. On a X} = X} NYa,
et comme X, engendre Yy, que dim(Y4) < dim(Yy,), et que X} est
irréductible, on a dim(X}) < dim(X7} ) = 2rn — 2 +n.

Démontrons maintenant le lemme 4.7. Soient H un polynéme unitaire
de degré au plus n — 1, A une matrice de polynéme minimal H. Soit n +d
la. dimension du commutant de A. Soit Dy la variété des matrices dont
le polynéme minimal est H. Alors on a dim(Dg) < n? — n — d. Soit
Cy la variété des couples de matrices (A, B) tels que rg([4,B]) = r,
et que le polynéme minimal de A soit H. D’aprés ce qui précéde on a
dim(Cg) < 2rn —r2 —n +n?, donc on a

dim(Z,\Z:°8) < 2rn —r? + n® — 1 = dim(Z,) - 1,

ce qui démontre le lemme 4.7.
Démonstration de la proposition 4.8:
Soit S l'ouvert de L(C™,C""") des applications linéaires surjectives,

F:(M(n)xS)x M(n) — (M(n)x S) x L(C*,C""T")
((A, Bo), B) — ((As BO)a By [Aa B])
C’est un morphisme de fibrés vectoriels sur M(n) x S. Pour tout A dans
M (n) on note C4 le commutant de A dans M (n). Soit M (n)"8 ’'ouvert de
M (n) constitué des matrices régulieres.

LeMME 4.9. — (i) Le morphisme F est surjectif en (A, Bo) si et
seulement si aucun élément non nul de C4 ne s’annule sur Ker(By).

(ii) II existe un ouvert U de M(n)eg X S tel que F soit surjectif en
tout point de U et que
(Fiy)~1(0) C Cr=s,
codimo, (C26\(Fly)~1(0)) 2 2,
codim p(n)x s((M(n) x S)\U) > 2.

(i) On reprend les notations du lemme 4.7. On munit M(n) du
produit scalaire défini par la trace. Alors F(4 p,) est surjective si et
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seulement si Y4 + L(C™,Ker(By)) = M(n), c’est-a-dire si et seulement
si Y5 N L(C™,Ker(By))! est réduit a {0}, et (i) découle du fait que
Y} = Ca, et que L(C",Ker(By))* est I’espace des endomorphismes de
C" qui s’annulent sur Ker(Bj).

(ii) Si A est une matrice réguliere, C4 = C[4], et C[4] N L(C",
Ker(By))* est un idéal de C[A], engendré par un élément P4 p,(A), Pa,p,

étant un polynoéme de degré au plus n — 1 divisant le polynéme minimal de
A.Ona

dim(C[A] N L(C™,Ker(By))1) = n — deg(Pa,5,)-

Pour 1 < k < n —1, soit Vp,  la sous-variété de M (n);eg des A telles que
deg(P4,B,) = k. Toute matrice A de Vg, x posseéde un sous-espace invariant
de dimension k contenant Ker(By). Donc 7 < k et

dim(Vg, x) < (k —1)(n — k) + k* + n(n — k) = n® —r(n — k).

Soit W la sous-variété de M(n).eg x S des (A, By) tels que A soit dans
VB,,k- Alors on a

dim((Fiw,)~(0)) = dim(Wx) +d < n® + n(n — 1) — r(n — k) + d,

d étant la dimension du noyau de F en un point de Wy. Si (A, Bp) est un
point de Wi, Im(F(4,35,)) est de codimension n — k, donc d = nr +n -k,
et

dim((Fiw,)~1(0)) < 2n® — (n — k)(r — 1).

Soit U le complémentaire de ’union des Wy pour r < k < n — 1. Alors

(Flu)~*(0) est contenu dans C}°8, puisque si (4, Bo) est dans U, et si a est
une valeur propre de A, on a

Ker(By) + Im(A — al) = C™,
A n’étant pas dans Vp, ;. D’apres ce qui précede on a donc
codimg, (C7*8\(Fjy)1(0)) > r—1> 2.

La troisiéme inégalité du lemme 4.9 est immédiate. Sa démonstration est
donc achevée.

On peut maintenant démontrer la proposition 4.8. On a
O*(C;8) ~ O*((Fiv)~*(0)) et Pic(Cr*¢) = Pic((Fiy)~*(0)),
et (Fjy)~'(0) est un fibré vectoriel sur U, donc

O*(C™8) =~ O*(U) et Pic(C™8) ~ Pic(U).



GROUPE DE PICARD DE M(r,c;,¢2) 145

Mais U est un ouvert de M(n) x S dont le complémentaire est de codi-
mension au moins 2, donc O*(U) = C* et Pic(U) = 0, ce qui dénombre la
proposition 4.8.

Les propositions 4.6 et 4.5 sont donc aussi démontrées.

4.2.2. Démonstration de la proposition 4.4.
Prouvons d’abord a—, c’est-a-dire que O*(M, U M, /) = C*. Soit A
Phypersurface de M, U M, définie par 1’équation
¢(u,v) = det(t,(2)) = 0.

11 suffit, d’apres la proposition 4.5 de montrer que A est non vide. Soit
((A1, A2, By),C) un élément de M, avec A; = t,(2). Alors, si a; est une

valeur propre de A;, ((A; — a11, A2, By),C) est un élément de M, N A,
donc A # 0.

Prouvons maintenant b—, c’est-a-dire que Pic(M,UM,/) = 0. Il suffit

de montrer que A est une hypersurface intégre de M. En effet, on a dans
ce cas une suite exacte

Z -5 Pic(M, U M,,) =% Pic(M,) = 0,

le morphisme 7 associant & 1 le faisceau d’idéaux de A. Or celui-ci est trivial
car A est défini par une équation algébrique. Donc Pic(M, U M, /) = 0.
Montrons que A est une hypersurface intégre de M.

Avec les notations du lemme 4.9, il suffit de montrer que la sous-
variété de (Fjy)~'(0) définie par I’équation f(z) = 0, ot

f(z) = det(A) si z = ((4, Bo), B),
est une hypersurface intégre de (Fjy)~*(0). Ceci est immédiat.

Ceci acheve la démonstration de la proposition 4.4.
4.3. Le cas des variétés de hauteur nulle.

La variété M(r,c1,c2) est de hauteur nulle si et seulement si r = n.
Dans ce cas, M, est un ouvert de ’espace affine Hom(A?Q*®C", Q* ®C"),
donc Pic(M;) = 0, d’ou la surjectivité du morphisme 7. Ceci achéve la
démonstration de la proposition 3.1 dans le cas ou ¢; = 0,7 > 2.
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5. Lecas —r<c¢; <0,7> 2.

11 s’agit toujours de démontrer la proposition 3.1 dans les cas précisés
dans le titre. Pour cela, on utilise une description due & Ellingsrud ([8])
d’un ouvert U de M,(r,c;,c2). On montre que le morphisme de groupes
induit par s

Char(Gps) — Pic(U)

est surjectif. Dans certains cas, M,(r,c1,c2)\U peut contenir des hyper-
surfaces de M;(r,c1,c2). On montrera alors que les faisceaux d’idéaux de
ces hypersurfaces proviennent de Char(G ). La démonstration de quelques

résultats concernant les cas ¢c; = —1 ou 1 — r sera effectuée dans le §6.

5.1. La construction d’Ellingsrud et son utilisation.

5.1.1. Fibrés sur Py et éclatements de Ps.

Soient 7,c¢1,c2 des entiers tels que —r < ¢; < 0, r > 2, et que
M(r,c1,c2) soit de dimension strictement positive. On donne ici une
description de certains ouverts de M(r, ¢, cz2), tirée de [8].

Soient z un point de P2, U, louvert de M,(r,c1,c2) constitué
des fibrés vectoriels dont la restriction & toute droite passant par z est
rigide. Dans le cas ou c; est distinct de —1 et 1 — r, on verra que
codim s, (Ms(r, ¢1,¢2)\Uz) > 2. Soit P, 'éclatement de P2 en z. C’est
la sous-variété de Py x P} des couples (y,£), £ étant une droite de P,
contenant z et y. Soient p : P, — P2 et ¢ : P, — L les projections,
L désignant la droite de P} définie par z. La fibre p~!(z) s’identifie & L
(& Paide de q). Soit E un fibré vectoriel sur P, de type de décomposition
(-1,...,-1,0,...,0) sur toute droite passant par z, de rang r et de classes

de Chern ¢;, ¢c;. Posons
A=qp'E, B=(q.p"(E*(-1)))".
Ce sont des fibrés vectoriels sur L, et on a sur P, une suite exacte
0—q¢*A— p'E — ¢*B®p*0O(-1) — 0.

On a

1g(A) =r+c, 18(B) = —a,

ca(4) =-c+ala+1)/2=—c(B). _
De plus, si E est stable, A est de type de décomposition négatif, B de type

de décomposition positif. Il n’y a donc qu’un nombre fini de choix possibles
pour les types de décomposition de A et B.
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Réciproquement, on considére des fibrés vectoriels A,B sur P;

possédant les propriétés précédentes, c’est-a-dire que

1g(4) =r+c, 18(B) = —c1,

Cl(A) = —C2 + 61(61 + 1)/2 = —CI(B),
que A est de type de décomposition négatif, et B de type de décomposition
positif. Les constructions qui vont suivre ne dépendent que des classes
d’isomorphisme de A et B, c’est-a-dire de leurs types de décomposition (cf.
1.4.3), notés respectivement a, 8.

En général, il existe un fibré vectoriel sur L, unique & isomorphisme
pres, rigide et de rang et premiére classe de Chern donnés. On notera Ag
et By des fibrés rigides sur L tels que

1g(Ao) =r+c1, 18(Bo) = —ci,

ci(4y) =—c2+eala +1)/2 = —c1(Bo).
Les types de décomposition de Ag et By seront notés respectivement ayg, Go.

Les extensions

0—¢*A— E—¢*B®p*0(-1) —0

sont classifiées par
Vap = Extp, (¢*B®p*O(-1),q*A).
Sur V5 x P, existe une extension universelle
0 — pi¢"A — F — pi(¢"B®p*O(-1)) — 0,
p1 désignant la projection Vo3 x P, — P;. Sur V,p agit le groupe
G = (Aut(A) x Aut(B))/C*, et pour tous €, €' ‘dans Vog, on a F, ~ F
si et seulement si €, ¢’ sont dans la méme orbite. Soit Vgﬁ ‘ouvert de V3
des points ¢ tels que F; provienne d’un fibré vectoriel sur P, (cela revient
3 dire que la restriction de F, a p~*(z) est triviale) qui soit stable. Alors
G agit librement sur V5. Soit F” le fibré vectoriel sur V5 x P2 déduit de
F, c’est-a-dire 'image directe par I x p de la restriction de F' & V5 x F;.
On déduit de F’ un morphisme
fap : Vag — M(r,c1,¢2)

dont les fibrés sont les orbites de I’action de G.

5.1.2. Plan des démonstrations.

On verra que Xo = Im(faog,) €st un ouvert de M,(r,c,cz). On
définit dans 5.6 un morphisme X, — M compatible avec un morphisme
de groupes
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On déduit de ¥ un morphisme de groupes
% : Char(G ) — Char(G).
D’autre part, on construira un morphisme naturel surjectif
G1 — Pic(X,),

G désignant un quotient de Char(G), et ce morphisme est un isomorphisme
si M(r,c1,c2) n’est pas de hauteur nulle. Le composé

Char(GM) — G, — PiC(Xo)

est le morphisme déduit de 7 ps. Il est surjectif. On en déduira la proposition
3.1 dans 5.8.

Dans certains cas U\ X, est constitué d’un certain nombre d’hyper-
surfaces irréductibles de la forme Im(f,3), et on prouvera que leurs
faisceaux d’idéaux proviennent de Char(Gp) (5.9). Si g # -1 et
¢ # 1—r, M,(r,c1,c2)\U; est de codimension au moins 2 et sinon c’est une

hypersurface et on montrera dans le §6 que son faisceau d’idéaux provient
de Char(G ).

5.1.3. Dimension des Im(fup).

Un calcul élémentaire donne si V;; n’est pas vide

dim(Im(f,5)) = dim(M(r, ¢1, ¢3)) — dim(Ext' (4, A)) — dim(Ext' (B, B)).

On peut aussi déduire ce résultat du

LEMME 5.1. — Soit 0 — ¢*A — p*E — ¢*B®p*O(—1) — 0 une
suite exacte, E étant un fibré vectoriel sur P,. Soit h : Vo3 — Ext!(E, E)
Papplication déduite de cette suite. Alors on a un isomorphisme

Coker(h) ~ Ext'(4, A) ® Ext*(B, B).

A la filtration ¢* A C p*E de p*E est associée une suite spectrale ET™ con-
vergeant vers Ext™"(E, E). On va décrire les termes de niveau E; pouvant
éventuellement étre non nuls. On a Ext*(¢* A, ¢* B ® p*O(—1)) = 0 (cela se
voit en utilisant le foncteur ¢*). De méme, Ext?(¢* B® p*O(-1),¢*4) =0,
et Hom(¢*B ® p*O(-1),q*A) = 0. Les termes E;"" éventuellement non
nuls sont figurés ci-dessous
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4
n

Ext'(4, A) @ Ext'(B, B)

Ext’(A,A) @ Ext’(B,B) = Vag

On a donc une suite exacte

Vag — Ext!(E, E) — Ext! (4, A) ® Ext'(B, B) — 0.

Ceci démontre le lemme 5.1.
5.2. Caractérisation des fibrés provenant de P,.

Soit H,p ’ensemble des points € de V,3 tels que F, ne provienne pas
d’un fibré vectoriel sur P,. C’est I’ensemble des points € tels que

ho(p_l(x)’ Fe® Op‘l(z)(_l)) #0.

D’aprés le théoréme de semi-continuité, c’est donc une sous-variété fermée
de V,p. Soit € le point de V,3\Hqap correspondant 3 ’extension du lemme
5.1. Alors ’application h : V,3 — Ext!(F!,F!) n’est autre que le

morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer de F, au
" point ¢ (cf. Newstead [23], Appendix). On déduit du lemme 5.1 que si
A et B sont rigides, F' est une déformation compléte de F..

On note Ag (resp. By) le fibré rigide sur L, unique & isomorphisme
pres, de méme polyndéme de Hilbert que A (resp. B), ap le type de
décomposition de Ag, By celui de By. '

LEMME 5.2. — On suppose que
dim(Ext' (4, A)) + dim(Ext'(B, B)) < 1.
Alors Vog # Hoap.

Soit € un point de V,p. La restriction & p~!(z) de ’extension donnée
par € donne une suite exacte

(@) 0 — A— Fjp-1;) — B —0.

A ¢ on a donc associé une extension de B par A. Le morphisme induit
Vap — Ext!(B, A) est la restriction naturelle. Ce morphisme est surjectif :
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pour le voir, il suffit de montrer que si J est le faisceau d’idéaux de p~1(z),

on a h?(¢*(B*® A)®p*O(1) ® J) = 0. Mais J = p*O(-1) ® ¢*O(1), donc

h%(¢*(B* ® A) ® p*O(1) ® J) = h?(¢*(B* ® A(1))) = h?(B* ® A(1)) = 0.
Pour démontrer le lemme 5.2, il suffit de trouver un point € de V,g

tel que Fjy, ;xp-1(z) S0it une déformation compléte de Fel,,-l(x)- Pour cela,
il suffit que le morphisme déduit de (1)

¢ : Ext!(B, 4) — Extl(Felp—l(z),Felp‘l(z))

soit surjectif. Comme dans le lemme 5.1, on considére la suite spec-
trale E™™ associée & la filtration A C Fsl,,-l ()7 COmvergeant vers

EXtm+n(Fs|P_1(,)’Fe|,-1(,))- Elle montre que coker(y) est isomorphe au
conoyau du morphisme canonique

% : Hom(A, B) — Ext!(4, A) ® Ext!(B, B),

défini par I’élément e(c) de Ext'(B, A) déduit de (1) et les accouplements

Hom(4, B) x Ext!(B, A) — Ext'(4, A)
et Hom(A, B) x Ext'(B, A) — Ext'(B, B).
11 est évident que ¢ est surjectif si A et B sont rigides. On va montrer
que c’est aussi le cas si dim(Ext'(4,4)) + dim(Ext'(B,B)) = 1, et si ¢
est convenablement choisi. On peut supposer que dim(Ext'(4,4)) =1 et
Ext!(B, B) = 0 (I'autre cas est analogue). Il faut alors trouver ¢ tel que la
multiplication par e(e) : Hom(A4, B) — Ext'(A4, A) soit surjective. Pour
cela, il suffit d’aprés (1) qu’on ait hl(F5|P_1(z) ® A*) = 0. C’est le cas si

les entiers qui apparaissent dans le type de décomposition de Fs|p sont

(=)
supérieurs ou égaux a —2.

11 reste alors & trouver un ¢ dans Vo tel que F| _, - soit trivial ou
de type de décomposition (1,0,...,0,—1). Soit € un point de V,z tel que
qu_lm soit d’un type de décomposition différent des précédents. On a
alors

dim(Bxt' (Fey _, , » Fe|, 1)) 2 2-

Le morphisme de restriction Ext' (F;, F,) — Extl(FElp_l(z), F5|P_1(=)) est

surjectif : pour le voir il suffit de prouver que Ext*(F.,F, ® J) = 0. Par
dualité de Serre sur P; on a

Ext*(F.,F, ® J) ~ Hom(F,,F, ® J* ® w)*,
avec w ~ p*O(-2) @ ¢*O(-1), et
Hom(F,,F. ® J* ®w) = Hom(F, F, @ p*O(-1) ® ¢*O(-2)) =0,
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a cause du type de décomposition de F. sur une droite générique de P5 ne
passant pas par x.

On en déduit avec le lemme 5.1 que l'image du morphisme de
déformation infinitésimale

Vaﬂ —_ Eth (FEIP—-I(,)’ F"p-l(z))

est de codimension au plus 1. Par conséquent, la sous-variété de V,g
des €' tels que Fel,,-l(,) ne soit ni trivial ni de type de décomposition
(1,0,...,0,—1) est de codimension au moins 1 en ¢. Elle ne peut donc

pas étre égale & V3 tout entier. Ceci achéve la démonstration du lemme
5.2.

Remarque. — En fait, il découle de la démonstration du lemme 5.2
que dans tous les cas, pour tout € dans V, g, le morphisme canonique

Ext' (F,, F;) — Ext'(F F,

1y Felma o))

est surjectif. Il en découle que pour tout £ dans Vaosor Fy, g0 xp=1(2) est
@0Po

une déformation complete de FEI,—x(,)'

COROLLAIRE 5.3. — La sous-variété H,,p, est une hypersurface
irréductible de Vg,

Posons Ey = Op(1) & (r — 2)Or & Op(-1). Il découle de la théorie
des déformations des fibrés sur P; (Brieskorn [4]) et du lemme 5.2 que les
points € de Vg, tels que FEI,,—x(,, soit isomorphe a Fy constituent une
hypersurface lisse X. Pour tout point € de V,,3,, la suite exacte

(2) 0— 4 — Fe|p

... — By —0
— (=)

restriction & p~!(z) de la suite exacte définie par €, montre que Fel,
est trivial si et seulement si ’application

D, : H(Bo(~1)) — H'(Ao(-1))

déduite de (2) est bijective. Donc H,,g, est défini par 1’équation
det(D,) = 0, et c’est une hypersurface contenant X. Pour voir que Hy g,
est irréductible, il reste & montrer que Hyog,\X est de codimension au
moins 3 dans Vg, (car Hy, g, €st une sous-variété homogene). Cela découle
du fait que si Fel,, n’est ni trivial ni isomorphe & Eo on a

—1(=)

—1(=)
dim(Ext' (Fy _, ., Fe) 1) 2 3

Ceci démontre le corollaire 5.3.
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5.3. Existence de fibrés stables.

LEMME 5.4. — Si M(r,c1,¢c2) n’est pas de hauteur nulle, et si
dim(Ext' (4, A)) + dim(Ext' (B, B)) = 1, V%, n’est pas vide.

On a déja vu que Vg # Hyp. Il reste & montrer qu'il existe un point €
de Vog\H,p tel que F/ soit stable. Soit (S, sp) un germe de variété lisse tel
qu’il existe une déformation semi-universelle F” de F! paramétrée par S,
avec Fy! ~ F,. On déduit de F’ un morphisme ® : U — S, U désignant
le germe défini par V,3 au voisinage de ¢, et on a ‘

®(e) =0, @F'~Fy,p,.

On aT,,S = Ext'(F!, F!), et d’apres le lemme 5.1, 'image de I’application
tangente T.V,3 — Ts,S est un hyperplan.

La sous-variété Z des points s tels que F,' ne soit pas semi-stable est
de codimension au moins 2, d’aprés les propositions 1.2 et 1.4. Donc Im(®)
n’est pas contenu dans Z. Il en découle qu’il existe un point ¢’ de V,g\Hyp
tel que F7, soit stable. Ceci démontre le lemme 5.4.

En utilisant la proposition 1.4 on obtient aussi le

COROLLAIRE 5.5. — Si M(r,c1,c2) n’est pas de hauteur nulle, on a

codimvc,,o‘;0 ((Vaoﬁo \Haoﬁo)\ :oﬁo) 22

5.4. Caractéres du groupe G.

On va déterminer le groupe des caractéres du groupe
G = Aut(A4p) x Aut(By))/C*.

On s’en sert plus loin pour étudier Pic(Im(fq,3,)). On peut écrire Ag =
aO(k) ® aoO(k + 1), By = bO(K') @ boO(k' + 1), avec a > 0, b > 0. Les
automorphismes de Ay s’identifient aux matrices du type

X Z
w=(5 7)
avec X dans GL(a), Y dans GL(ap), Z étant un morphisme aO(k) —

agO(k +1). Le sous-groupe de Aut(Ap) constitué des M telles que X et Y
soient les matrices identités est un espace vectoriel, donc tout morphisme
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Aut(Ag) — C* est constant sur ce sous-groupe. On en déduit que

Char(Aut(4y)) = Char(GL(a) x GL(ao)),
et de méme

Char(Aut(By)) = Char(GL(b) x GL(bo)).

Supposons que ag et by soient non nuls. Alors Char(G) est constitué des
morphismes

Ps,t,u * (Aut(4o) x Aut(By))/C* — C*

c*((’g }z,)()g lz,:))v—»det(X)’det(Y)tdet(X')“det(Y')",

s,t,u,v étant des entiers tels que sa + tag + ub + vby = 0. Donc Char(G)
est isomorphe & Z3. Si un des entiers ag, by est nul (resp. les deux), alors
Char(G) est isomorphe & Z? (resp. Z), et on définit de méme les caracteres
Ps,tu (€SP P51)-

5.5. Suites exactes canoniques.

Elles seront utilisées dans 5.6 pour définir un morphisme

;oﬁo — M.

LEMME 5.6. — Soit € un point de V5. Alors on a des suites exactes
0— A— Op(-1)® H'(F'(-1)) = 0, ® H*(F') — 0,
0 — O(-1) ® H(F'(-2)) = Oy, ® H'(F'(-1)) — B(-1) — 0,
u et v étant les morphismes canoniques.

Pour définir u et v on remarque que H°(OL(1))* C H%(Op,(1)).
Considérons le complexe de Kronecker de F” (cf. 1.6) :

K :A2Q* @ H (F'(-2)) L Q* @ HY(F'(-1)) = O @ H'(F").
Le morphisme de faisceaux v est injectif, v est surjectif, et F' =~
Ker(v)/Im(7). De cette suite exacte on déduit les suivantes sur Py
0— p*AzQ* ® HI(FI(_2)) —_ P*Q_*
®H!(F'(-1)) — p*coker(y) — 0,
0 — p*F’ — p*coker(y) — O ® HY(F') — 0.
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De la suite exacte 0 — ¢*A — p*F! — ¢*B® p*O(—1) — 0 on déduit
¢.p*F! ~ A, Rlq,p*F! = 0. En prenant I'image directe sur L des suites
exactes sur P, précédentes, on obtient la suite exacte ’

0 — g.p*F. — q.p*coker(y) — O ® H(F!) — 0,

et isomorphisme g.p*coker(y) ~ Op(-1) ® H}(F!(-1)). On en déduit
la premiére suite exacte du lemme 5.6. La seconde s’obtient de manitre
analogue.

On déduit du lemme 5.6 les isomorphismes canoniques
H'(F;(-2)) ~ H(B(-2)), H'(F,) ~ H'(A),
H'(F;(-1)) ~ H'(A(-1)) ~ H°(B(-1)).
Notons qu’on peut les retrouver directement en partant de la suite exacte

0—q*A— p*'F! — ¢*B®p*O(-1) — 0.
5.6. Lien avec les complexes de Kronecker.

Rappelons que M désigne la variété des complexes de Kronecker semi-
stables associée & M(r,c;,c2), M, 'ouvert de M des complexes stables.
Soit ¢ un point de V; 5 . Alors on a des isomorphismes

(3) H'(F;(-2)) ~ H°(Bo(-2)), H'(F}) ~ H'(A),
HY(F{(-1)) > H'(Ao(-1)) =~ H%(Bo(-1)).
Supposons que les complexes de Kronecker de M soient du type
ANQ*®H_ — Q*® H)— OQH,.
La donnée d’isomorphismes
H_y ~ H%(Bo(-2)), Ho ~ H°(Bo(-1)), Hy ~ H'(A)

définit un morphisme @ : V; ; — M,, associant a € le complexe
de Kronecker de F!, compte tenu des isomorphismes (3). Ce morphisme
est compatible avec le morphisme de groupes G — G défini par les
isomorphismes (3), induisant
9 : Char(Gp) — Char(G)
Aupw) = Pw(k+1),—w(k+2),0k’ +u(k' —1),0(k'+1)+uk’
(ceci si ag et by sont non nuls, les autres cas étant analogues).

LEMME 5.7. — Soit x le caractére de G défini par un générateur de
l'idéal de Hyp, dans V,,p,. Alors le morphisme déduit de

9o : Char(G ) — Char(G)/Zx
est surjectif.
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On supposera que agp et by sont non nuls, les autres cas étant
analogues. Soit f un générateur de ’idéal de H. On a alors pour tous g dans
G et z dans X, x(9) = f(g9z)/ f(x). Soit D, : H°(Boy(-1)) — H'(Ao(-1))
Papplication définie dans la démonstration du corollaire 5.3. La fonction
det(D,) est une puissance de f (& une constante multiplicative prés). Le
caractere qui lui est associé est ¢_g,_k—1,—k’,—k'—1. Il suffit de montrer que
le morphisme déduit de 3

¥ : Char(Gp) — Char(G)/Zp—k,—k—1,-k',—k'—1
est surjectif. Avec les identifications déja vues de Char(Gy) et Char(G) a
des sous-groupes de Z° et Z* respectivement, on voit que le morphisme
Char(Gy)®Z — Char(G)

An) = P(A) + nP—k,—k—1,-k k-1
provient de la matrice

-k-1 0 0 -k
—k—-2 0 0 k-1
0 EF KF-1 -k

0 F+1 K -k -1
La surjectivité de 19 découle du fait que le déterminant de cette matrice
est 1. Ceci démontre le lemme 5.7.

5.7. Etude de 'image de f4.3,-

Posons Xy = Im(fq,g,). D’apres le lemme 5.1, fq,3, est une submer-
sion, donc X, est un ouvert de M;(r,cy,cz)-

LemMME 5.8. — Si M(r,c1,c2) n’est pas de hauteur nulle, on a
O*(Xo) = C*.

Soit ¢ un élément de O*(Xy). Alors po fo8, = Po est une fonction
réguliére inversible G-invariante sur V,; 5 . Soit f un générateur de I'idéal
de I’hypersurface Ho,pg, de Voo3,. D’apres les corollaires (5.3) et (5.5), on
a o = 6f™, § étant un scalaire non nul et n un entier. Soit x le caractére
de G associé & f(x(g9) = f(gz)/f(z)). D’apres 5.5, x est non trivial. Le
caractére associé a g est x™, donc x™ = 1 puisque g est G-invariante,
d’olt n = 0. Donc g est. constante. Ceci démontre le lemme 5.8.

ProrosITION 5.9. — Si M(r,c1,¢2) n’est pas de hauteur nulle, il
existe un isomorphisme canonique Char(G)/Zx — Pic(X,), x désignant
le caractére de G défini par H,g,-
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LEMME 5.10. — Soit U un ouvert de X,. Alors le morphisme cano-
nique '

OU) — O(f71, (U))¢

est surjectif.

Cela signifie qu’en fait X, est un quotient de V;; 5 par G. Soit Xola
variété des triplets (zo,u,v), avec zo dans 771(X,) (qui est un ouvert de
M), u(resp. v) étant un isomorphisme q.p* E ~ A (resp. R'q.p*(E(—1)) ~
Bo(—1)), E désignant la cohomologie en degré 0 de zo. Sur X, opérent
les groupes G et Gy. La projection X, — w~1(X,) est localement
triviale : cela découle du fait que si V' désigne la cohomologie du complexe
de Kronecker universel sur 7=}(Xp) x Pg, il existe des trivialisations
locales des fibrés po.(Hom(p} Ao, X1)) et pos(Hom(p} Bo(—1), X2)), po et
pr désignant respectivement les projections 771(Xp) x L — 7~ 1(X,) et
7Y Xo)x L — L, et

X1 = x@Ixp)'V, Xz=PR'(Ixgq)(Ixp)(V(-1)).

On a un diagramme commutatif
= »
X, ——— 7(Xo)

q ™

s
—_——
aofo Xo

¢1 associant & (zo,u,v) ’extension

0—¢*4g — p'E— ¢*By®p*0O(-1) — 0
u |l v |

¢*(:p*E)  ¢*(R'¢:p*E(-1))(1) ® p*O(-1),

E désignant la cohomologie de o en degré 0. Soit ¢ une fonction réguliere
G-invariante sur f;olﬁo(U ). On en déduit une application g : U — C. Il
faut montrer qu’elle est réguliere. Pour cela, il suffit de prouver que po est
réguliere sur 7~ (U). Puisque p; est localement triviale, il suffit de montrer
que P o o p; est réguliere. Maison a pomop; =P o foup, 091 = P oqu,
donc @ o 7 o p; est bien réguliére. Ceci démontre le lemme 5.10.

Démontrons maintenant la proposition 5.9. On définit d’abord un

morphisme de groupes 9 : Pic(Xo) — Char(G)/Zx. Soit L un élément de
Pic(Xo). Le fibré en droites f; 5 L est trivial, et muni d’une structure de
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G-fibré. A tout isomorphisme f; 5 L =~ O on associe donc une structure
de G-fibré sur O, c’est-a-dire un caractére de G. Ces structures de G-
fibré different d’un automorphisme de O, c’est-a-dire que les caracteres
qu’ils définissent forment une classe d’équivalence modulo Zy, qui est par
définition ¥(L). Il suffit maintenant de montrer que 9 est un isomorphisme.

On va voir d’abord que 9 est surjectif. Soit  un élément de
Char(G)/Zx. On peut d’apres le lemme 5.7 écrire 7 = 9o()), avec A dans
Char(G ). Le caractére A définit un fibré en droites L sur Xy, et 9(L) = 7.

Montrons maintenant que ¥ est injectif. Soit L un élément de Ker(?).
Un G-isomorphisme f oBo L 2, 0 induit un isomorphisme de fibrés vec-
toriels “ensembliste” ¥ : L — Ox,. Il faut montrer que c’est un iso-
morphisme algébrique. Soit U un ouvert de X, tel qu’on ait une trivi-
alisation Oy =~ Ljy. Alors ¢y est défini par un élément G-invariant de
o*(f.. olﬁo(U ))- D’aprés le lemme 5.8, By, qu’on peut voir comme une appli-
cation U — C*, est réguliére. Ceci montre que @ est bien un isomorphisme
algébrique. La proposition 5.9 est donc démontrée.

On démontre de méme la

PRrOPOSITION 5.11. — Si M(r, ¢, c2) est de hauteur nulle, il existe un
morphisme canonique surjectif Char(G)/Zx — Pic(X,), x désignant le
caractére de g défini par Hyg,.

5.8. Démonstration de la proposition 3.1.

5.8.1. Rappelons que U, désigne 'ouvert de M,(r,c;,c2) correspon-
dant aux fibrés vectoriels dont la restriction & toute droite passant par z
est rigide. Soit My l'ouvert de M,(r,c;,c2) correspondant aux faisceaux
localement libres. Puisque r > 2, on a d’aprés la proposition (2.8) de [7],
codim g, (r,c,,c;) (Ms(T,€1,¢2)\Mp) > 2. On démontrera dans le §6 la

PROPOSITION 5.12. — Sic; =1 —17 ou —1, et 7 > 2 My(r,c1,¢2)\Uz
contient une unique hypersurface intégre K. Le fibré en droites Ay associé
a Ky est un élément de I'image de .

Sil—r < ¢; < —1,0n ad’apres [5], codim g, (Mo \U;) > 2. Examinons
maintenant U,. Rappelons qu’on a

A = a0(k) ® agO(k + 1), By = bO(K') ® boO(K' + 1),

aveca >0, b>0.Siag > 0et by > 0, si An’est pas isomorphe & Ay, ou si
B n’est pas isomorphe By, on a dim(Ext!(4, A)) + dim(Ext'(B, B)) > 2,
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donc d’apres le lemme 5.1, U, étant la réunion de tous les Im(f,3), on a
codimy, (U;\Xo) > 2 (avec X = Im(fa,g,) comme dans 5.7).

Siap = 0 et a > 1, on note a; le type de décomposition (k +

1, k,...,k,k—1). Alors K; = Im(f,,3,) est une hypersurface irréductible
de U,. Soit A; le fibré en droites sur U, associé a K;.

Sibyp =0 et b> 1, on définit de méme le type de décomposition B,
I’hypersurface irréductible K, de U,, et I’élément A, de Pic(U,) associé.

Siagy=0,a>1letsibp>Vouby=0,b=1,0na
codimy, (U;\(Xo U K3)) > 2.

Sibp=0,b>1,etsiapg>00uay=0,a=1,0na

codimy, (U\(Xo U Ky)) > 2.

Enfin,siag=0,a>1, bp=0etb>1,0na
codimy, (Uz\(Xo UK, u Kg)) > 2.

5.8.2. On démontrera plus loin les assertions suivantes : soit 7, le
morphisme canonique Char(Gjps) — Pic(U;). Alors

(i) Siap =0,-a > 1, A est un élément de Im(7,).
(if) Sibo =0, b> 1, Az est un élément de Im(x},).

Démontrons maintenant la proposition 3.1. La surjectivité de mys
découle immédiatement de (i), (ii), du lemme 5.7 et des propositions 5.9,
5.11, 5.12. Il reste & montrer que si M(r,¢;,cz) n’est pas de hauteur nulle,
7 est un isomorphisme. Cela revient & prouver, 7y étant surjectif, que
Pic(M,) contient un sous-groupe isomorphe 3 Z2.

Supposons que ag > 0 et by > 0. Dans ce cas, Pic(Xj) est isomorphe
4 Char(G)/Zx, qui contient un sous-groupe isomorphe & Z2, ainsi par
conséquent que Pic(Mp).

Supposons que ag = 0, a > 1 et by > 0. Alors Pic(Xp) ~ Char(G)/Zx,
qui contient un sous-groupe isomorphe a Z. Il suffit donc de montrer
que le sous-groupe de Pic(U,) engendré par A; est sans torsion. Dans
le cas contraire, on en déduirait une fonction réguliere sur U, s’annulant
précisément sur K;, et cette fonction induirait une fonction réguliére
inversible non constante sur Xj. Ceci est impossible d’aprés le lemme 5.8.
Donc Pic(My) contient bien un sous-groupe isomorphe & Z2.

Le cas by =0, b > 1 et a9 > 0 est analogue au précédent.
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Siag =bp =0, a >1etb > 1, on procédde comme dans les cas
précédents, en considérant A;, A et en utilisant le lemme 5.8.

Les cas ot a = 1 ou b = 1 sont analogues. On utilise en plus Ag et la
proposition 5.12.

5.9. Etude de A; et A,.

On va démontrer les assertions (i) et (ii) de 5.8.2.

On utilise ici les résultats de 1.7. On ne démontrera que (i), (ii)
étant analogue. Soit V' la cohomologie du complexe de Kronecker universel

sur 7~1(U,;) x Py. Comme dans le lemme 5.6 on a une suite exacte sur
71 (U;) x L

0— W —p1O(-1)® H_; — OQ® Hy — 0,

avec W = (I x q)«(I x p)*V, p désignant la projection #~}(U,;) x L — L.
La sous-variété 7—! (K ) est précisément I’ensemble des points y tels que W,
ne soit pas rigide. Rappelons que Ag = aOr (k). Par conséquent, W, n’est
par rigide si et seulement si h®(W,(—k—1)) # 0. Il en découle que 7~ (K;)
est le support du schéma de saut (cf. 1.7) Z = ZY(W ® p} OL(—k — 1)).

On va montrer qu’elle est intégre. On sait déja qu’elle est irréductible,
et il suffit de prouver que si y est un point de 7~ (Im(f,,)), Z est lisse
en y. Pour cela il suffit de montrer que I’application canonique

dy : TyM — L(H°(W,(=k - 1)), H' (W, (~k — 1)))

est surjective. Mais d; est la composée du morphisme de déformation
infinitésimale de Kodaira-Spencer w : TyM — Ext'(V,,V;), et des
morphismes canoniques

9 : Ext'(V,,V,) — Ext!(W,,W,),

n:Ext (W, W,) — L(HO(W,(=k — 1), H\(W,(=k - 1))).
On sait que w est surjectif, et 1} aussi d’apres le lemme 5.1. La surjectivité de
7 découle du type de décomposition de W, (—k —1). Donc d, est surjective,
et Z est lisse en y. On a donc Z = 7~}(K;). On a dans I’anneau de Chow
de 771(Uy)
[ (K1)] = Tor(—c1 (W @ pLOL(—k - 1)))
(mwo désignant la projection M x L — M). On a une suite exacte
0 —W®pLOL(—k—1) — p1OL(—k - 2)
®H, — p1O0L(-k—-1)® Hy — 0
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d’oul on déduit immédiatement ¢; (W ®p}Or—k-1)) = 0, et [r~(K;)] =0,
ce qui entraine la trivialité de 7*A;. Ceci démontre (i).

6. Lecasc;=-1, r> 2.

On démontre ici la proposition 5.12. On ne traitera quelecasc; = —1,
et on donnera des indications pour résoudre de méme le cas¢; =1 —r.

6.1. Préliminaires.

Soit V' la cohomologie du complexe de Kronecker universel sur
M; x Py. Soit My 'ouvert de M,(r, —1,c2) correspondant aux faisceaux
localement libres. Puisque 7 > 2, on a codim My (rcrc2) (Ms(T,¢1,¢2)\Mo) >
2, et il suffit de démontrer la proposition 5.12 avec My & la place de
M;(r,—1,c2). Soit M’ I'ouvert de 7~!(Mp) constitué des points y tels
que pour toute droite £ de Py passant par z on ait h!(Vy¢) = 0.

LEMME 6.1. — On a codimag, (M ;\M}) > 2.

Il suffit de montrer que pour toute droite £ passant par z, la sous-
variété fermée Y de M, constituée des y tels que h‘(VW) > 0 est de
codimension au moins 3. Pour cela, on remarque que pour tout y dans
M, Viam, xe est une déformation compleéte de V|, (cela découle du fait que
V est une déformation compléte de V,, et de ce que ’application canonique

Ext!(Vy, Vy) — Ext! (Ve Vo)

est surjective parce que Ext?(V,,V,(—1)) = 0). Le lemme 6.1 découle du
fait que si y est dans Y, on a dim(Ext!(Vy, Vyje)) > 3.

Soit MY 1'ouvert de M, constitué des points y tels qu’il existe au
plus une droite £ passant par z telle que V), ne soit pas rigide.

LEMME 6.2. — On a codim g, (M{\MY) > 2.

Soient £,¢' des droites distinctes passant par z. Il suffit de montrer
que la sous-variété fermée Y de M/, constituée des y tels que Vy, et Vy ¢
ne soient pas rigides ést de codimension au moins 4. Cela découle de la
surjectivité de I’application canonique

Ext!(Vy, V) — Ext! (Vy e, Vye) @ Ext! (Ve Vyper)
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et de ce que si V), n’est pas rigide, on a dim(Ext'(Vy, Vype)) > 2. La
surjectivité de I’application précédente se démontre comme dans le lemme
4.3, en utilisant le fait que Ext?(V,,V,(-2)) = 0.

Soit Uy = w(M)). C’est un ouvert de My, dont le complémentaire est
de codimension au moins 2. Il suffit donc de prouver que K} = Up\U; est
une hypersurface irréductible de Uy, et que si Aj désigne le fibré en droites
associé & K, n*A{ est trivial sur 7—}(Up).

Soit X la sous-variété fermée de M) x L constituée des couples
(y,£) tels que V|, ne soit pas rigide. Le fibré V,|, n’est pas rigide si et
seulement si h®(Vy,(—1)) # 0. Donc X est le support du schéma de saut
Z du fibré vectoriel Wy = (I x p)*(V(-1)) sur MY x P, (P, désignant
comme précédemment ’éclatement de P2 en z, M/ x P, étant considéré
comme un fibré projectif sur M/ x L). La projection py sur M’ induit une
bijection X — w~1(K}). On verra dans le paragraphe suivant que X est
irréductible et de codimension 1. Montrons que Z est lisse. Pour cela, il
suffit de prouver que pour tout point (y,£) de X, le morphisme canonique

d(y,e) : T(y.ey (MY x L) — L(H(Vy(=1)e), H* (V,(—1)12))

est surjectif. On va montrer que la restriction de d(, ¢ & T,(M]) est
surjective. Cette restriction est le morphisme d, défini par la variété de
saut du fibré vectoriel V(—1);pyx¢- C’est & un signe preés la composée du
morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer

w : Ty(MY) — Ext!'(V,, V),
et des morphismes canoniques

J: Eth(Vy:Vy) - Eth(Vbe Vvy|l)y
1 : Ext! (Vyje, Vyje) — LH(Vy(=1)je), H' (Vy(=1)1e)-

On sait déja que w est surjective, ¥ V'est car Ext?(V,,V,(-1)) = 0, et 7
est & cause du type de décomposition de V,(—1)j,. Donc dy est surjective
et Z est lisse.

On a donc Z = X. La classe de X dans I’anneau de Chow de M/ x L
se calcule par la formule de Porteous : [X] = ca(—m01(Ws)), mo désignant
la projection M’ x P, — M’} x L. Pour calculer co(W,), on peut utiliser
le complexe de Kronecker universel sur MY x P2. Son image réciproque
sur M x P, a pour cohomologie en degré 0 le faisceau Wy x p30(1), p2
désignant la projection MY x P, — P,. On en déduit immédiatement
que les classes de Chern de mo1(Wy) proviennent de L (par la projection de
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MY x L sur L), et par conséquent co(—moi(Wp)) = 0. On a donc [X] = 0.
Puisque py induit un isomorphisme birationnel X — 7~ 1(KY), on a

[7~! (o) = pox([X]) = 0,

ce qui prouve que m*Aj est trivial et démontre la proposition 5.12.
6.2. Démonstration de ’irréductibilité de X.

1l revient au méme de prouver que 7~ 1(K}) est irréductible et de
codimension 1. Il suffit de montrer que pour toute droite £ de P, la
sous-variété fermée M, de M, correspondant aux fibrés dont la restriction
a £ n’est pas rigide est irréductible et de codimension 2. D’aprés Brun-
Hirschowitz ([5]), M; est équidimensionnelle et de codimension 2. Il reste
a prouver que M; est irréductible. On utilisera les notations du chapitre
précédent, avec les modifications suivantes : on notera f:oﬁo’ au lieu de

faoBor Vayp, au lieu de Vy,p,, etc., pour spécifier le point z, qui pourra
varier.

LEMME 6.3. — Soit M; I'ouvert de M, correspondant aux fibrés

n’ayant qu’un nombre fini de droites de saut. Alors M, est dense dans
M,.

Soit £ une droite de P distincte de £. Alors, si E est un fibré vectoriel
de M; N My, le morphisme canonique

Ext!(E, E) — Ext!(E, E},) ® Ext' (Ej¢, Ejpr)

est surjectif, comme on l’a déja vu. Il en découle que M; N My, est
équidimensionnel de codimension 4 dans My. Soit T' la sous-variété de
My x (P5\{£}) constituée des couples (E, £') tels que E soit dans M, N M.
D’apres ce qui précede, on a dim(T") = dim(M,). Soit pyr : T — M, la
projection. Le fermé M,\ M est I’ensemble des E de M, tels que p;/ (E)
soit de dimension au moins 1. Ce fermé est de codimension au moins 3
dans My, puisque dim(pj; (M;\M;)) < dim(T) = dim(M;). Puisque M,
est équidimensionnel, M, est dense dans M,. Ceci démontre le lemme 6.3.

LEMME 6.4. — Soit Y le complémentaire dans M, de la réunion des

ouverts Im(f} 5), y parcourant P2. Soit My = M, N (Mop\Y). Alors My
est dense dans M.

11 suffit de montrer que Y ne contient aucune composante connexe
de Mj;, autrement dit que Y N M, n’est pas de codimension 2 dans Mj.
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La dimension de Y N M}, est la méme pour toutes les droites £ de P,.
Notons-la d. Soit Z la sous-variété de M, x P, constituée des (E,¥¢'),
avec E dans M, NY. Alors on a dim(Z) = d + 2. Les fibres de la
projection Z — M, sont finies et son image est contenue dans Y, donc
d+2 < dim(Y) < dim(Mp) — 1, d’ou codimp, (Y N M) > 3, ce qui
démontre le lemme 6.4.

Il reste & montrer que M’ est irréductible. Il suffit de montrer qu’il en
est de méme de toutes les intersections de M’ avec les ouverts Im(f 5 ),
y parcourant P2\£. En effet, supposons cela démontré, et que M’ possede
au moins deux composantes irréductibles Y7, Y2. Soit ; (resp. y2) un point
de Y1\Y2 (resp. Y2\Y;). Il existe un point y de P tel que y; et yo soient
dans Im( fgo 5,)» car les points z tels que y; (resp. y2) soit dans Im(f7 5))
constituent un ouvert de P;. Alors l'intersection de M, avec Im(fY 5 )
n’est pas irréductible, contrairement a notre supposition.

Soit y un point de P2\£. Montrons que M;'NIm( fgo 5,) est irréductible.
On note F; la restriction & Vé’o 8o X £ du fibré extension universelle F'Y sur
V¥ 5o % Py- On va voir que pour tout € dans VY ; , Fy est une déformation
complete de Fy.. Il en découle que la sous-variété fermée Y’ de V:oﬁo des
points € tels que Fy. ne soit pas rigide est équidimensionnel et de codimen-
sion 2. Il faut montrer que Y’ est irréductible. Pour cela, on remarque que
puisque Y’ est une sous-variété homogene, des composantes irréductibles
éventuelles se coupent en une sous-variété de codimension au moins 4. Il
suffit donc de trouver un ouvert Yy de Y’ tel que codimy- (Y”'\Yy) > 5, et
qu’en chaque point de Y ne passe qu’une seule composante irréductible
de Y'. L’ouvert Y; est constitué des points ¢ tels que Fy soit de type de
décomposition (1,0,...,0,—1,~1) ou (1,0,...,0,—2). En effet, si € n’est
pas dans Yy, on a dim(Ext!(Fy, Fy)) > 5, donc codimy/(Y'\Yy) > 5.
D’autre part, Y; est lisse en les points € tels que Fp. soit de type
(1,0,...,0,—1,—1), et il reste & montrer que Y; est irréductible au voisi-
nage des points ¢ tels que Fy. soit de type (1,0,...,0,—2). Pour cela, il
suffit de trouver une déformation complete E de Oy(1)®(r—2)0,0,(-2),
paramétrée par une variété lisse S, telle que la sous-variété fermée S’ des
points s de S tels que E; ne soit pas rigide soit irréductible. C’est simple-
ment la famille des extensions

0 — Op(—2) — Ey — (1—2)0; & O¢(1) — 0.
 Dans ce cas, on a S = HY(Oy(-3)) ® C"2, et &' = C"2. Ceci prouve
Pirréductibilité de Y.

Montrons maintenant que pour tout € dans V:oﬁo’ F; est une
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déformation compléte de Fy.. Il suffit de montrer que le morphisme cano-
nique

Eth(Fy7Fy) - Eth(Fle, Fle)

est surjectif. Cela découle de I’égalité Ext?(FY, F¥ @ p*O(—1)) = 0 : par
dualité de Serre, on a

Ext?(FY, FY ® p*O(-1)) ~ Hom(F?, F¥ ® p*O(1) @ w)*,

w désignant le faisceau canonique sur Py. On a w =~ p*O(-2) ® ¢*O(-1),
donc Hom(FY, F¥®@p*O(1)®w) = Hom(FY, FY®p*O(-1)®¢*O(-1)) =0,
a cause du type de décomposition générique de FV.

6.3. Lecas¢c; =1-r.

On proceéde de la méme fagon, mais cette fois, on s’intéresse aux fibrés

E sur P; pour lesquels il existe une droite £ passant par x telle que h°(E};)
“saute”.

7. Le cas r = 2.

On démontre ici la proposition 3.1 dans le cas ou r = 2.
7.1. Le cas des variétés de hauteur nulle.

Si M(2,c1,c2) est de hauteur nulle, on a ¢; = 0 et ¢z = 2. La variété
M est un ouvert d’un espace affine, donc Pic(M) = 0, et par conséquent
7wy : Char(G:;) — Pic(M) est surjective. Ceci démontre la proposition
3.1. Dans toute la suite, on supposera que M (2, c;,cz) n’est pas de hauteur
nulle.

7.2. Le cas ¢c; = —1.

11 existe sur M(2,—1,c2) x P2 un faisceau universel F, c’est-a-dire
que pour tout point y de M(2,—1,c;), F, est un faisceau semi-stable de
rang 2, de classes de Chern —1, ¢z, dont le point de M(2,—1,cs) associé
est y. D’aprés Strgmme [25], Pic(M (2, —1,c2)) est engendré par les fibrés
en droites L; = det(R!p;.(F ® p5O(—1)), i = 0,1,2 (p1,p, désignant les
projections M(2,—1,c3) x Ps — M(2,-1,c2) et M(2,-1,¢3) x Py —
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P2). Pour démontrer la proposition 3.1 on va prouver que les 7*L; sont
triviaux pour un choix convenable de F. Comme précédemment, V' désigne
la cohomologie en degré 0 du complexe de Kronecker universel sur M x P,.
Elle est munie de ’action évidente du groupe G; = (GL(H_-1) x GL(Hy) x
GL(H,)). Soit m un point de M, t un scalaire non nul. Alors I’action de
t(Ig_,,In,,IH,) sur Vy, est P’homothétie de rapport ¢. Il existe un caractére
A de G tel que pour tout t dans C* on ait A(¢(In_,,IH,,IH,)) = 1/t
(parce que dim(Hp) — dim(H_;) = 1). Soit Ly le G;-fibré en droites sur
M déduit de A. Soit pj : M x P, — M la projection. Alors le sous-
groupe C* de G; agit trivialement sur V' = V ® p{*L,, qui est donc
muni d’une action de Gs. Puisque 7, est un quotient géométrique et que
Paction de G est libre, on peut “descendre” V' & M(2,—1,¢z) x Py, et on
obtient ainsi un faisceau universel F. On a des isomorphismes canoniques
7*L; ~ det(H;4+1) ® Ly, 1 = 0,1,2, ce qui démontre que les 7*L; sont
triviaux.

7.3. Lecas c; =0.

Soient p},p5 les projections M; x Py — M, et My x Py — Pa.
Strgmme [25] a montré que si c; est impair, on a (PicM(2,0,c2)) ~ Z2. On
va voir que C’est encore vrai si c; est pair. Soit Mp 'ouvert de M,(2,0, c2)
correspondant aux faisceaux localement libres. Le Potier [17] a montré que
Pic(Mp) ~ Z, et O*(Mp) = C*. D’autre part, la démonstration de Strgmme
de l'irréductibilité de M,(2,0,c2)\Mp (premiere partie de la proposition
(4.6) de [25]) est valable méme si ¢, est pair, donc M;(2,0,cz)\ M, est une
hypersurface irréductible. On a une suite exacte

Z -5 Pic(M,(2,0,c)) — Pic(My) — 0,

le morphisme 7 associant & 1 le fibré en droites associé & M;(2,0, c2)\Mp.
Puisque O*(Mp) = C*, i est injectif, donc Pic(M,(2,0,c2)) ~ Z2. 11 faut
maintenant montrer que 7 : Char(Gpr) — Pic(M;(2,0, c2)) est surjectif.
Pour cela, on prouvera que le faisceau d’idéaux de 7~(M;(2,0,c2)\Mp)
est trivial et que le morphisme canonique 7'y, : Char(G ) — Pic(Mp) est
surjectif.

La premiére assertion se démontre comme la seconde partie de
la proposition (4.6) de [25] : on trouve une résolution de I'idéal Z de
W_l(MS(QrO:cQ))\MO)

0 —O0OQH®L—OQH*, —I—0,
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ou L est le G1-fibré en droites
det(H_,)® 27! ® det(H,)®?**~! ® det(H;)®,

avec G; = GL(H_, x GL(Hy) x GL(H,). On en déduit que Z est trivial,
d’ou ’assertion. La suite précédente est en fait une suite exacte de G;-fibrés
vectoriels, Z étant muni de ’action naturelle de G;. On en déduit que le fibré

en droites associé & M(2,0, cz)\ M, provient du caractére Ac,+1,1—2¢,,c, de
Guy.

Démontrons la seconde assertion. Rappelons certains résultats de
[17]. On prend pour H, ’espace vectoriel H*; dual de H_;. Soit N la
sous-variété fermée de m~1(M,) des complexes (u,v) tels que ’application
linéaire H°(O(1)) — L(H_,,H*,) déduite de u soit & valeurs dans
l'espace S2H*; des applications linéaires symétriques. On a alors m(N) =
M. Le groupe réductif G' = (GL(H-1) x GL(H;))/{%1} agit librement
sur N de la fagon suivante :

([(91,92)); (u,)) ¥ ((Iq- ®* g7) cwo (Ip2q- ® g7"), g2 0 v 0 (Ig- ®* g1)).
L’inclusion N' — M est compatible avec le morphisme de groupes
p:@ — Gy
(91,92) +— (91, 97", 92)-
La restriction de m & N est un bon quotient de N par G’, et le morphisme

canonique Char(G') — Pic(M,) est surjectif. Le groupe Char(G’) est
constitué des morphismes

hep: G — C*
[(91,92)] — det(g1)® det(g2)°,

a et b étant des entiers tels que a + b soit pair si ¢y est impair. En fait,
Le Potier montre que ¢ induit un isomorphisme du sous-groupe G, de
Char(G’) des h, avec b = 0 sur Pic(Mp). Le morphisme de groupes ¢
induit

® : Char(Gy) — Char(G@)

Aa,lz,c — ha—b,c-

Le caractere de Gy correspondant & 7 1(M(2,0,c2)\Mo) est
Aca+1,1-2¢a,c2, dont I'image dans Char(G’) est hac, c,. Ce caractére définit
le fibré trivial sur My, ainsi par conséquent que h3 ;. Il suffit donc de mon-
trer que Im(®) et H3; engendrent un sous-groupe de Char(G’) contenant
Gs. Si ¢y est impair, tout élément de G se met sous la forme Ha, g, a étant
un entier. On a hgg 9 = ®(Ag,—q,0)- Si c2 est pair, tout élément de G, se
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met sous la forme A, o, a étant un entier. Si a est pair, kg o est dans Im(®),
comme précédemment. Si a est impair on a

hao = (h31)?/?@(A__, ).

a+1
—C2 /2,62- T,—Czlz

Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.1.
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