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GROUPE DE PICARD DES VARIETES
DE MODULES DE FAISCEAUX
SEMI-STABLES SUR P, (c)

par Jean-Marc DREZET

Introduction.

Soient 7,c;,co des entiers, avec 7 > 2. On se propose ici de calculer
le groupe de Picard de la variété de modules M(r,c;,cz) des faisceaux
cohérents semi-stables sur Py, de rang r, et de classes de Chern c;, c2.

Les premiers résultats dans cette direction ont été obtenus par Le
Potier ([17]) qui a déterminé le groupe de Picard des variétés de modules
de fibrés stables de rang 2 et de degré pair sur P5. Plus récemment, Strgmme
([25]) a calculé Pic(M(2,¢1,cz)) dans le cas ou ¢; ou ¢z est impair. Dans
[17], c’est le groupe de Picard d’un ouvert lisse de M(2,¢;1,c2) qui est
obtenu, et dans [25] celui des variétés de modules M(2,¢;,c2) qui sont
lisses. Le premier résultat de cet article est le

THEOREME A. — La variété de modules M(r,c;,c2) est localement
factorielle.

On en déduit que le groupe de Picard de M(r, ¢;, c2) est isomorphe au
groupe des classes d’équivalence linéaire de ses diviseurs de Weil. Le calcul
effectif de Pic(M(r,c1,cg)) fait intervenir les conditions d’existence des
faisceaux stables sur Py. D’apres [6] et [7], il existe une unique application
§ : @ — R possédant la propriété suivante : on a dim(M(r,c1,c2)) > 0 si
et seulement si

A(r,ey,c2) = %(cz - (1 - ;)c%/Z) .Z 6(c1/r).-

Mots-clés : Groupe de Picard — Faisceaux semi-stables — Factoriel.
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Si on a égalité, on dit que M(r,c1,c2) est de hauteur nulle (cf. 1.2). On
peut maintenant énoncer le

THEOREME B. — Supposons que dim(M (r,¢;,¢2)) > 0. Alors on a
(i) Pic(M(r,c1,¢2)) ~Z si M(r,c1,¢2) est de hauteur nulle.
(ii) Pic(M(r,c1,c2)) =~ Z2 si M(r,c;,cz) n’est pas de hauteur nulle.

Donnons maintenant une construction des éléments de
Pic(M(r, c1, c2))-

On appelle famille de faisceaux de M(r,c;,c;) paramétrée par une variété
algébrique lisse S un faisceau cohérent E sur S x P2, plat sur S, tel que
pour tout point fermé s de S, E; = Ej(,}xp, soit semi-stable, de rang r et
de classes de Chern ¢;,c2. On note K(S) le groupe de Grothendieck de S.
Soit E une famille de faisceaux de M(r,c;, c2) paramétrée par S. On note
ps, p2 les projections S x Po — S et § x P, — P3. Deux familles E, E’
de faisceaux de M(r,c;,c;) paramétrées par S sont dites équivalentes s’il
existe un fibré en droites L sur S et un isomorphisme E’' ~ E ® pgL. On
note F'(S) ’ensemble des classes d’équivalence de telles familles. On définit

ainsi un foncteur F' de la catégorie des variétés algébriques lisses dans celle
des ensembles (cf. 1.1.).

On note n = n(r,c1,¢c2) la classe dans K(P;) d’'un fibré vectoriel
algébrique V sur P,, de rang r et de classes de Chern ¢;,c;. On note
H = H(r,c1,¢2) le noyau du morphisme de groupes

Xn:K(P2) — 1

défini par x,([W]) = x(V ® W) pour tout fibré vectoriel algébrique W sur
P2, [W] désignant la classe de W dans K(P,). La classe 7, le morphisme

X ainsi que H ne dépendent que de 7, c;, cz. Notons que H est isomorphe
az2

Le morphisme vz : H — Pic(S), restriction du morphisme
K(P;) — Pic(S) associant & [W] le fibré en droites

det(psi[E ® psW]) ™

ne dépend que de la classe d’équivalence de E (d’apres la définition de H),
et en dépend fonctoriellement. On en déduit un morphisme

v : H — Pic(F)
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ou Pic(F’) est le groupe de Picard du foncteur F (cf. 1.1.4.). D’autre part,
il existe un morphisme canonique

o : Pic(M(r,¢1,c¢2)) — Pic(F)

déduit de la propriété universelle de M(r,¢y,cz). On a alors le

TaEoOREME C. - Il existe un unique morphisme
L : H — Pic(M(r,c1,c2))

rendant commutatif le diagramme

H — Pi(F)

L [ .
Pic(M(r,c1,¢2))

Plus concrétement, si W, ..., W sont des fibrés vectoriels algébriques sur

P2, ny,...,n; des entiers tels que a = — Z n;[W;] soit dans H, on a
1<i<k
X det(ps![E ® p3Wi])®™ = ppl(a),
1<i<k

ou fg: S — M(r,c1,c2) est le morphisme déduit de E (cf. 1.1).

Soit x la caractéristique d’Euler-Poincaré des faisceaux cohérents sur
P2 de rang r et de classes de Chern ¢;, co. Le résultat précédent n’apporte
quelque chose que dans le cas o 7,c; et x ne sont pas premiers entre
eux. En effet, dans le cas contraire, il existe un faisceau universel Ey sur
M(r,c1,c2) X Pg (cf. 1.1.), et il suffit de prendre

L(a) = ® det(pan[Eo ® p5W;])®™,
1<i<k

pum désignant la projection M(r,¢;,c) X Py — M(r,¢1,¢2)-

On peut maintenant décrire Pic(M(r,c;,c2))-

THEOREME D. — Si M(7,¢1,c2) n’est pas de hauteur nulle, le mor-
phisme de groupes

L : H — Pic(M(r,¢1,c¢2))

est un isomorphisme.
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Il reste & traiter le cas des variétés de modules de hauteur nulle.
On appelle fibré exceptionnel sur P, un fibré vectoriel algébrique stable
G tel que Ext!'(G,G) = 0 (cf. [7]). Supposons que M(r,cy,cp) soit de
hauteur nulle. On peut alors définir un fibré exceptionnel F, dit induit par
M(r,c1,c2), possédant notamment la propriété suivante : pour tout faisceau
semi-stable V de rang r et de classes de Chern c;,c2, on a h*(F*®V) =0
pour tout ¢ > 0. Alors [F*] est un élément de H, et y([F™*]) est 1’élément
neutre de Pic(F'). On prouvera le

THEOREME E. — Si M(r,¢;,c¢z) est de hauteur nulle, de fibré excep-
tionnel induit F', le morphisme de groupes

L : H — Pic(M(r,c1,c2))

est surjectif, et son noyau est le sous-groupe engendré par [F*].

Soit M = M(r,c1,c2) une variété de modules de dimension
strictement positive, My l'ouvert des points lisses de M. On a
codimp(M\Mp) > 2 car M est normale. On peut donc définir le
déterminant wys du faisceau cotangent de M. On a alors

TaEOREME F. — On a wpy ~ L(B), avec 8 = n* @w —n*,n* désignant
la classe duale de 1, et w celle du fibré canonique sur P,.

(La classe duale de [V], V' étant un fibré vectoriel algébrique sur P,
“est la classe du dual V* de V).

Voici le plan des démonstrations. On montrera (cf. 1.5) qu’on peut
se ramener au cas ol —1 < ¢ /r < 0 (la variété de modules et les
faisceaux correspondants sont dits normalisés). Dans ce cas on représente
naturellement M(7,c;,c2) comme bon quotient d’une variété lisse M de
complexes de fibrés vectoriels sur Py par un groupe réductif G s (cf. 1.6).

Soient M,(r,c;,c2) Vouvert de M(r,c;,c2) correspondant aux fais-
ceaux stables, M; son image réciproque dans M. Alors le morphisme quo-

tient M — M,(r,c1,c2) est un quotient géométrique. Il en découle un
. morphisme

Char(GM) = PiC(M_,('I‘, G, 62))1

Char(G)s) désignant le groupe des caractéres de G-

Dans le §2 on montrera qu’en fait 7 est & valeurs dans
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Pic(M(r,c1,¢2)) :

Char(Gy) — Pic(M;(r, c1,c¢2))

™ { restriction

Pic(M(r,c1,c2))

d’oti le morphisme 7 )s. Cela signifie que tout fibré en droites sur M,(r,¢;, c2)
provenant d’un caractére de G peut étre prolongé & M(r,c;,c2). On en
déduit dans le §3 les théoréemes A et B en utilisant de plus les résultats
suivants :

1) Le morphisme canonique s : Charg(Gpy) — Pic(M,(r,c1,¢2)) est
surjectif, et c’est un isomorphisme si M(r,¢c;,c2) n’est pas de hauteur
nulle (démonstrations dans les §4 a 7).

2) Si M(r,c1,c2) est de hauteur nulle et non isomorphe & Ps, on a
Pic(M,(r,c1,c2)) =~ Z (ce résultat provient de [6]).

Les autres théoréemes sont démontrés dans le §3. On définit d’abord
pour cela un morphisme de groupes

A:Char(Gy) — H

tel que le diagramme

Char(G ) — Pic(M(r,¢1,¢2))
p 4
Al L/ -7 jv o
7
// v
H” ——— Pic(F)

soit commutatif. En général, A est un isomorphisme. Ceci permet de définir
L.

On suppose ici que le corps de base est C, mais les résultats précédents
s’étendent sans difficulté au cas ou le corps de base est algébriquement clos
de caractéristique nulle.

J’ai beaucoup profité de ’aide efficace de J. Le Potier pour effectuer
ce travail. Je tiens ici & ’en remercier. Je remercie aussi le referee pour les
améliorations qu’il a apportées & la présentation des résultats.
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1. Préliminaires.

1.1. Faisceaux semi-stables.

1.1.1. Formulaire et notations.

Soit E un faisceau cohérent sur P;, de rang r > 0, et de classes de
Chern ¢;,¢;. On pose

.A(r,cl,q) =A(E) = %(cz - (1 - })cf/Z),

qu’on appelle le discriminant de E. On appelle pente de E le nombre
_)_(i + g. + 1
2 2 ’

Le théoréme de Riemann-Roch prend la forme suivante : on a
X(E) = r(P(u(E)) — A(E)), x(E) désignant la caractéristique d’Euler-
Poincaré de E. Si E, F sont des faisceaux cohérents sur P2, on pose

rationnel c;/r et on le note u(E). Posons P(X) =

2
X(E,F) = _(-1)'dim(Ext'(E, F)).

i=0
Alors on a, si rg(E) > 0 et rg(F) > 0,

xX(E, F) = rg(E)rg(F)(P(u(F) — u(E)) — A(E) — A(F))
(proposition (1.1) de [7]). On a, pour tout entier ¢ > 0, un isomorphisme
canonique

Ext'(E, F) ~ Ext>™*(F, E(-3))",
(dualité de Serre, proposition (1.2) de [7]), méme si rg(E) ou rg(F’) est nul.
On note Q le fibré quotient canonique de O ® H°(O(1))* sur Ps.

1.1.2. Faisceaux semi-stables.

Soit E un faisceau cohérent sur P5. On dit que E est semi-stable
(resp. stable) 'l est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre F de
E on a pu(F) < u(E), et en cas d’égalité

x(E) . x(F)

rg(E) ~ rg(F)
Cette notion de stabilité est celle de Gieseker ([11]) et Maruyama ([19]). Les

variétés de modules M(r, ¢1, c2) sont construites dans I’article précédemment
cité de Gieseker.

(resp. >).
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Si E est semi-stable, il existe une filtration de E, dite de Jordan-
Holder : 0=Ey C ... C E,, = E, telle que pour 1 < i < m, E;/E;_; soit
stable et de méme pente et discriminant que E. Une telle filtration n’est
pas toujours unique, mais la classe d’isomorphisme du gradué (c’est-a-dire
la somme directe des E;/E;_;) ne dépend que de celle de E. On notera
Gr(E) la classe d’isomorphisme de ®E;/E;_;.

Soit E un faisceau cohérent sans torsion sur Ps. Il existe une unique
filtrationde E: 0= Ey C ... C Ep,, telleque pour 1 <i < m-1, E;/E;_;
soit I'unique sous-faisceau G de E/E;_; possédant les propriétés suivantes :
pour tout sous-faisceau propre H de E/E;_1, on a p(H) < u(G), et si
uw(H) = p(G), on a A(H) > A(G), et si enfin A(H) = A(G), alors
rg(H) < rg(G). On Pappelle la filtration de Harder-Narasimhan de E.

1.1.3. Variétés de modules.
La variété de modules M (r,c;,cz) est une variété algébrique, unique
a isomorphisme prés, possédant les propriétés suivantes :

Soit F = F(r,c;,c2) le foncteur contravariant de la catégorie des
variétés algébriques complexes dans celle des ensembles associant & S
I’ensemble des classes d’équivalence de familles plates de faisceaux semi-

stables de rang r et de classes de Chern ¢;,c2 sur P2 paramétrées par S
(cf. Introduction). Alors

(i) 11 existe un morphisme de foncteurs
F — Hom(—, M).
(ii)) Si M’ est une variété algébrique et FF — Hom(—,M’) un

morphisme de foncteurs, il existe un unique morphisme f : M — M’
tel qu’on ait un diagramme commutatif

Hom(—, M)
/ o[ﬂHom(—,f)
\

Hom(—, M")

F

En particulier, d’apres (i), d’une famille E de faisceaux de M(r, c;, c2)
paramétrée par S on déduit un morphisme

fE: S — M(r,c1,¢2).

La variété M(r,c;,c2) est projective, normale et irréductible ([7],
[19]). Les points fermés de M(r,c;,co) sont les classes d’équivalence de
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faisceaux semi-stables de rang r et de classes de Chern ¢;,cs (deux tels
faisceaux E, E' étant équivalents si Gr(E) = Gr(E’)).

1.1.4. Groupe de Picard du foncteur F.

Un élément L de Pic(F) est la donnée, pour toute variété algébrique
lisse S et tout élément E de F(S), d’un élément L de Pic(S) dépendant
fonctoriellement de S, c’est-a-dire que pour tout morphisme f : T — S
de variétés algébriques lisses et tout E dans F(S), on a

f*LE ~ LftE.
La structure de groupe abélien de Pic(F') est définie par
(L.L'Yg =Lg® L.

L’élément neutre de Pic(F') est évidemment défini par Lg = Og, pour tous
S,E.

On définit maintenant un morphisme de groupes
o : Pic(M(r,¢1,c2)) — Pic(F).

Pour tout L dans Pic(M(r,c1,c2)), toute variété algébrique lisse S et tout
E dans F(S), on a

o(L)g = f3L.

Le morphisme o est injectif. Pour le voir il suffit de trouver un £ comme
précédemment tel que le morphisme fg : Pic(M(r,c1,c2)) — Pic(S)
soit injectif. D’aprés Gieseker ([11]) il existe une variété algébrique lisse
R sur laquelle opére un groupe PGL(N), et un élément E de F(R) tel que
fe : R — M(r,c1,c¢2) soit un bon quotient de R par PGL(N) (cf. §2).
Un fibré de Ker(f}) provient d’un caractere de PGL(N), et comme tout
caractere de PGL(N) est trivial, f; est injectif.
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1.2. Fibrés exceptionnels et variétés
de modules de hauteur nulle.

Soit M(7,¢1,c2) une variété de modules de hauteur nulle. Posons
p = c1/r. D’aprés [6], il existe un fibré exceptionnel G, unique & isomor-
phisme pres, tel que |u — u(G)| < g, ¢ désignant la solution inférieure
a 1 de I’équation
X% -3X +1/rg(G)? = 0.

Si p < pu(G), on a pour tout i« > 0 et tout faisceau semi-stable E
de rang 7 et de classes de Chern c;,c3,h*(G* ® E) = 0, et G est par
définition le fibré exceptionnel induit par M(r,c;,¢c2). Si p > u(G), on a
pour tout ¢ > 0 et tout faisceau semi-stable E de rang r et de classes
de Chern c¢;,c;,hi(G(3) ® E) = 0, et G*(—3) est par définition le fibré
exceptionnel induit par M(r,c;,cz). Les égalités précédentes découlent de
la semi-stabilité de E et de la relation

() = P(=|u(G) — ul) — A(G),

d’olt on déduit x(G* ® E) = 0 (resp. x(G(3) ® E) = 0) si p < u(G) (resp.
p > p(G) ). Pour plus de détails voir [6] et [7].

1.3. Groupe de Picard. Diviseurs de Weil.
Groupe de Grothendieck.

Soit S une variété algébrique intégre. On note Pic(S) le groupe de
Picard de S, c’est-a-dire le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés en
droites algébriques sur S.

Supposons que S soit normale. On note CI(S) le groupe des classes
d’équivalence linéaire de diviseurs de Weil de S. On peut définir un
morphisme canonique

as : Pic(S) — CI(S)

qui est injectif. C’est un isomorphisme si et seulement si S est localement
factorielle. Pour plus de détails, voir [13], prop. 1-12 et [20], p. 141.

Soit S une variété algébrique lisse. On note K(S) le groupe de
Grothendieck des classes d’équivalence de faisceaux cohérents sur S (voir
[3]). On notera [E] I'image dans K(S) d’un faisceau cohérent E sur S.



114 Jean-Marc DREZET

Si T est une autre variété lisse, et f : ' — S un morphisme propre,
on définit un morphisme de groupes f : K(T)) — K(S) en associant i [E]
I’élément Y (—1)![R!f.E] de K(S).

Il existe un unique morphisme de groupes det : K(S) — Pic(S)
tel que pour tout faisceau localement libre E sur S, det[E] soit la classe
d’isomorphisme du déterminant de E.

1.4. Familles complétes de faisceaux sur P,.

1.4.1. Dans ce qui suit T désigne une variété algébrique lisse irréduc-
tible et F' un faisceau cohérent sur T' x P, tel que pour tout point fermé ¢ de
T, F; soit sans torsion, de rang r et de classes de Chern c;,c;. On suppose
que dim(M(r,c1,c2)) > 0. On introduit dans [7] deux conditions

(K'S) Le morphisme de déformation infinitésimale de Kodaira-Spencer de
F au point ¢t de T est surjectif.

(L) On a Ext?(F;, F;) = 0.

Soit (Hy,- .., Hy) une suite de polynémes & une variable & coefficients
rationnels. On dit qu’un faisceau cohérent sans torsion E sur P, est de poids
(Hi,...,Hpy) sila filtration de Harder-Narasimhan de E est de longueur
m:0=EyC...CE, =E,etsipourl <i<m, Gry(E) = E;/E;_; a
pour polynémes de Hilbert H;.

Soit E un faisceau cohérent sur Po. On dit que E est p-semi-stable
(resp. p-stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre E’
de E on a p(E') < u(E) (resp. <). On a les implications suivantes :

E est p-stable ) E est stable

ﬂ ﬂ

E est p-semi-stable <——=—= F est semi-stable

Soit (Hi,...,Hpm) le poids d’un faisceau cohérent sans torsion E. Alors
on a pour 1 < i < m, Hi(X) = r;(P(u; + X) — Ay), ou 5, pi, A
désignent respectivement le rang, la pente et le discriminant du i¢ gradué
de la filtration de Harder-Narasimhan de E. Alors E est p-semi-stable si et
seulement si g3 = p(E), et on a aussi dans ce cas pg = ... = py = p(E).

ProposITION 1.1. — Supposons que ¢; = 0, que les conditions (L) et
(KS) soient satisfaites, que pour tout point t de T, F; soit p-semi-stable
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et que h°(F;) = 0. Soit T** 'ouvert de T des points t tels que F, soit
semi-stable. Alors on a codimp(T\T**) > 2.

Les poids des faisceaux F; sont en nombre fini d’aprés [7], et si
a = (Hy,...,Hy) est 'un d’eux, ’ensemble T, des points ¢ de T tels
que F; soit de poids a est une sous-variété localement fermée lisse de T' de
codimension
dy = ZT,”I‘]'(A{ + Aj - 1),
i<j
avec les notations précédentes (proposition (3.3) de [7]). Supposons que

m > 1. Soit ¢ un point de T'. On pose n; = co(Gr;(F;)) pour 1 > i > m.
Alors on a A; = n;/ri, et

do 2 11Tm(n1/T1 + [T — 1) = Ti(n1 — 11) + A1
Il faut montrer que d, > 2, et pour cela il suffit de prouver que n; > 7,
et n, > 2. Le faisceau Gr;(F;) est semi-stable de pente 0, donc on a
Hom(Gr, (F;), O(=3)) = 0, d’ott par dualité de Serre h%(Gry(F;)) = 0.
Puisque h°(F;) = 0, on a aussi h°(Gr; (F;)) = 0, donc
b (Gr1(Fy)) = —x(Gri(F)) =ny1 — 11 >0,

ce qui démontre la premiére inégalité. En ce qui concerne la seconde, notons
que par définition de la filtration de Harder-Narasimhan on a

H(X)  Hn(X)

T1 Tm

pour tout X assez grand,

ce qui équivaut & n; /71 < Ny /Tr. Puisque ny /71 > 1, on a ny, > 2. Ceci
acheéve la démonstration de la proposition 1.1.

1.4.2. On ne suppose plus & présent que ¢; = 0. Le résultat suivant
est démontré dans [6] (proposition 33) :

PRroPOSITION 1.2. — Supposons que F soit une famille de faisceaux de
M(r,c1,c2) vérifiant la condition (K S). Soit T*® 'ouvert de T des points t
tels que F; soit stable. Alors, si M(r, c1,c2) n’est pas une variété de modules
de hauteur nulle isomorphe & Ps, on a codim(T\T*®) > 2.

On en déduit le

COROLLAIRE 1.3. — Soit M,(r,¢1,c2) l'ouvert de M(r,c1,c2) cor-
respondant aux faisceaux stables. Alors, si M(r,c;,c2) n’est pas une variété
de modules de hauteur nulle isomorphe & Ps, on a

codim ps(r, ¢, ,c,) (M (7, c1, )\ M;(r,¢1,¢2)) > 2.



116 Jean-Marc DREZET

Les fibrés exceptionnels induits par les exceptions du corollaire 1.3
sont de rang 1.

1.4.3. Soit E un fibré vectoriel sur P,, £ une droite de P,. Alors il
existe une unique suite décroissante (kf)1<i<, d’entiers, telle que

Ep~ @ Oukh)
1<i<r
(Grothendieck [12]). Il existe une seule telle suite (k?)i<i<, telle que
’ensemble des droites £ telles que (kf)1<i<r = (k?)1<i<r S0it un ouvert non

vide de P3. On dit que (k?)1<i<r est le type de décomposition générique
de E.

Soit Ey un fibré vectoriel sur P;. On dit que E, est rigide si
Ext'(Ey,Eq) = 0. Si E = O(ky) ® ... ® O(k,), cela revient a dire que
Pensemble des k; est réduit & un entier ou & deux entiers consécutifs. On
dit que FE est de type de décomposition générique rigide si le fibré sur Py
somme directe des O(k?) est rigide.

ProposITION 1.4. — Supposons que F vérifie les conditions (L) et
(KS) et que pour tout point t de T le faisceau F; soit localement libre
et de type de décomposition générique rigide. Soit T*° 'ouvert de T des
points t tels que F; soit semi-stable. Alors on a, si M(r,c;,c2) n’est pas de
hauteur nulle, codimp(T\T%*%) > 2.

Ce résultat est dii & J. Le Potier.

D’apres [7], T\T** est la réunion d’un nombre fini de sous-variétés
lisses localement fermées disjointes. Soit ¢ un point de T\7¢, Y la sous-
variété lisse contenant ¢. Alors on a d’apres la proposition (3.3) de [7]

codimr(Y)=—- Y x(Gri(F)), Gr;(F)).
1<i<ji<m
Chacun des termes de cette somme est négatif ou nul d’aprés le lemme (4.8)
de [7]. Supposons que codim7(Y’) = 1. Alors on a x(Gry(F;), Grm(F;)) =0
ou —1. Si x(Gr1(F;), Grp(F)) = 0, d’aprés la démonstration du lemme
(4.8) de [7], Gr1(F;) ou Grp,(F}) est semi-exceptionnel, c’est-a-dire somme
directe de fibrés exceptionnels deux & deux isomorphes. Supposons que
Gr; (F;) soit semi-exceptionnel (’autre cas est analogue). Alors, on a

X(Gri(Fy), Fy) = x(Gra(Fy), Gra(Fy)) + Y X(Gr1(F), Gri( )
i>1
2 x(Gr1(Ft), Gri(F)) —1 > 0.
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Mais on a p(Gry(F)) > w(F:), et M(r,c1,c2) n’est pas de hauteur nulle.
Donc, conformément & la condition pour que dim(M(r,c1,c2)) > 0 (cf.
[7]), on a x(Gr1(F}), F;) < 0, ce qui est contradictoire. On ne peut donc
pas avoir x(Gri(F), Grp(Ft)) = 0.

Supposons maintenant que x(Gr; (F;), Grp,(F)) = —1, c’est-a-dire
1
(1) B+ Ap= + P(pm — p)-
T1Tm

On a vu que ni Gri(F;) ni Grp,(F;) ne peuvent &tre semi-exceptionnels,
donc on a (2A; —1)7? > 1 pour 4 = 1,m, car (2A; —1)r? = d; — 1, d; étant
la dimension de la variété de modules contenant Gr;(F;). On a d; > 1 car
Gr;(F;) n’est pas semi-exceptionnel, et en fait d; > 2 car il n’existe pas de
variété de modules de dimension 1 d’aprés [7]. Donc

1,1 1
Pl — 1) 21+ (= +=5),
ror  Plum =) 2 +2(rf+r3,,)
c’est-a-dire
1,1 142
1—P(u — -(—-—) <o.
(b1 = pm) + 2 (,’.1 ) =
Mais d’aprés le lemme (4.8) de [7), on a 0 < p; — pm < 1, donc
1— P(pu1 — pm) 2 0, d’ott
1,1 142
1= Pl —pm) = 5(— - =) =0,

T1 Tm

et g1 = P, 71 =Tm- On a

A; > %(l + %) pouri=1m,
et d’aprés (1) on a A; + A, = 1+ 1/72, donc A; = A,, et finale-
ment H, = H,,. Ceci contredit la définition de la filtration de Harder-
Narasimhan de F;. On a donc bien codim7(Y) # 1. La démonstration
du fait que codim7(Y) # 0 est analogue, en plus facile. On a donc bien
codimy(T\T%%) > 2. Ceci démontre la proposition 1.4.
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1.5. Variétés de modules normalisées.

Rappelons qu’un faisceau cohérent sur P2 de rang r > 0 et de premiére
classe de Chern c; est dit normalisé si —1 < ¢;/r < 0. Soit k un entier. Si
E est un faisceau cohérent de rang r et de classes de Chern ¢;, ¢, on note
¢}, ch les classes de Chern de E(k). C’est-a-dire

¢y = ¢ +rk,

-1
h=co+(r—Dck+ TL?'.2—)k2.

On définit un isomorphisme M(r,cy,¢c2) ~ M(r,c},ch) en associant au
point correspondant au faisceau semi-stable E le point correspondant &

E(k). Cet isomorphisme est compatible avec un isomorphisme évident de
foncteurs

©:F(r,c1,c2) ~ F(r,c},c5).
Le produit tensoriel par [O(—k)] définit un automorphisme
O : K(P3) — K(P2).
1l est immédiat que O induit un isomorphisme
H(r,c1,c2) ~ H(r,c}y,¢5),
qu’on a un diagramme commutatif

H(r,c1,6) ———— Pic(F(r,c1,02))

O o

H(r,¢j,¢}) ———— Pic(F(r,c},¢}))
et que
ek(ﬂ*(ﬂ 01,62)) = 77*(1', 61,6,2).

11 en découle que pour démontrer les théorémes A  F on peut supposer que
la variété de modules est normalisée (si —k est la partie entiere de ¢, /7, on
aen effet —1 < ¢} /r <0).






