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UNE MESURE D’INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

par Georges PHILIBERT

1. Introduction. Notations.

Soient  un réseau de R? d’invariants g, et g3 algébriques et w une
. o W'
période primitive de Q de sorte que Q = Zw + Zu', avec T = o €H,

demi-plan de Poincaré.

~

Le nombre 7 = n(w) est la pseudo-période associée a w .

Au paragraphe 2, nous énoncons le résultat obtenu : la mesure
d’indépendance algébrique de T et Q(—“Q . Signalons que ce résultat

w w
contient ’indépendance de ces nombres, indépendance démontrée en 1976
par G.V. Chudnovsky, [2].

La preuve de notre résultat se fera en deux parties : la premiere
consistera a construire des polynomes convenables, la seconde, a ’aide de
ces polynémes, utilisera un théoréme de P. Philippon [8] pour obtenir la
mesure. Dans la premiére partie, les outils essentiels sont un lemme de
Siegel, un lemme d’extrapolation et un lemme de zéros. Dans un dernier
paragraphe, nous rassemblerons les lemmes nécessaires a la démonstration.

La démonstration mettra en jeu des polynémes de K[X,Y] ou K =
Q (gg,'P (%)) ,P étant la fonction de Weierstrass associée & Q2 . Pour

mesurer de tels polynémes nous utilisons leur degré et leur hauteur loga-
rithmique absolue, h, définie par P. Philippon [9] de la facon suivante :

Mots-clés : Théorie des nombres - Transcendance - Indépendance algébrique - Fonctions
elliptiques : périodes, quasi-périodes.
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On désigne par Mk ’ensemble des valeurs absolues normalisées de

K et pour v € Mg, n, est le degré local, H |z|3> = 1) . On définit,
vEM;
pour v € Mk et P(X,Y) =) ay;X'Y7 € K[X,Y] :
.)j
Ma.x |aijlv si v est ultramétrique
M,(P) { M (P" ) si v est archimédienne et correspond
a un plongement o de K dans C

ou M(P) est la mesure de Mahler du polynéme P :

1 1
M(P) = eXp/ / LOng’(em:"m1 , eZi"“z)ldul duy .
0 Jo

Alors
1

"Mk

Z nyLog Max(l M,(P)) .

vEMEK

La taille d’un polyndéme P de K[X,Y] est alors définie par : t(P) =
d°(P)+h(P), ot d°(P) est le degré total de P (d% (P) et d% (P) désigneront
les degrés partiels de P en X et Y respectivement).

Par ailleurs, nous utiliserons aussi la hautt'eur‘ classique H et la
longueur L d’un polyndme : si P(X,Y) = a; XY € C[X,Y] :

i’j
H(P) =Max|a;| , L(P)= > lail -

i’j

De plus nous noterons e; = P (%) etd=[K:Q].

2. La mesure d’indépendance algébrique.

Le réseau 2, la période w et le corps K étant fixés comme dans
Pintroduction, on a le résultat suivant :

THEOREME. — Pour tout ¢ > 0, il existe deux constantes c et ¢’
dépendant de w ,Q et € telles que pour tout polynéme P de K[X,Y] de
taille supérieure 4 ¢’ et non constant on ait :

P(zm n(w))‘ > exp(—(ct(P))*+*) .

w
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La forme du théoréme de P. Philippon sur les mesures fait que le
résultat est exprimé en termes de taille, sans séparation du degré et de la
hauteur. De ce point de vue, on peut dire que le résultat obtenu est un peu
moins précis que celui de G.V. Chudnovsky [4].

3. Démonstration du théoréme.

On notera Ay, A;,...,A23 des constantes ne dépendant que de 2 ,w
et K.

3.1. Construction de polynémes.

Les outils utilisés dans cette premiére partie de la démonstration sont
un lemme de Siegel, un lemme d’extrapolation et un lemme de zéros; les
énoncés de ces lemmes sont donnés dans le paragraphe 4. La construction de
ces polynomes s’effectue en deux temps. Dans le premier, on construit une
fonction auxiliaire et dans le second on en déduit les polynémes souhaités.

ler temps : Construction de la fonction auxiliaire.
On se donne deux entiers positifs D, et D2 et I’on va construire une fonction
méromorphe de la forme :

%= 3 Pm n (25, 22) pa) (0 - ”“")) ,

ayant de nombreux zéros, les Py, étant des polynémes de Z[X,Y] &
préciser, et ¢ la fonction de Weierstrass associée a {2 . Dans la suite, nous

noterons D = Max(D;, Ds) et f(z) = {(2)— n(w )z De méme nous écrirons

7 pour 7(w) . Les zéros choisis pour ® sont les points z, = 5 +nw' .

De fagon précise, N et T étant des entiers positifs, nous imposerons
a ® d’avoir en 2, un zéro d’ordre au moins égal & T, pour tout n < N .

Soit Tgm(2) = P4(2)f™(2) -
On peut appliquer le lemme 1 (§4) avec (A\1,A2,A3) = (£,m,0),
a= —-Z—J, b=0:

42t m t m

(t)(z) Z Z Z 2 Z'Ylm(t I‘la/"27”’3aklak2)

#1=0 p2=0 pu3=0 k=0 k2=0

o~

w

(-I)" (2)" PP
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ou
'Ylm(ta M1, Y2, ﬂ'31k11k2) €Z
et
[Yem (2, 1, 2, p3, k1, k2)| < 10" (Max (€, m) +t)* .

Ona f(z+w')— f(2) = n(w')— n(w) W' —-27? (d’apreés la formule de

w 2w w
Legendre) et f (—2-) =0 . Ainsi f(zn) = ——w—-n . Be plus P(z,) =P (5)
est le nombre algébrique noté e; et P'(z,) =P’ (—2—) =0.

9%
Ainsi I‘%(zn) s’écrit comme valeur en (% g—) d’un polynéme de

K[X,Y] de degrés partiels au plus égaux a m .

Nous posons I‘g:,)z(zn) = Fomin (2—‘:-7[, g) avec :

FrnnX,Y) = Y D0 3 > vemlt pa, pi2, by, ko)

(1) u1<Dy+2t p2<D3 k1 <D3 k2<t
(__l)ln+ue (%) k2 (el)“‘n“zX“zY’“

ot Yem(t, 1, p2, k1, k2) = Yem(t, p1, p2,0, k1, k2), de sorte que Fymin €
K[X,Y] et que, si o est un plongement de K dans C :

L(Ffnn) < (D1 + 2t)tD3 (1 +1Z I) (1+ lef )P +2410°(D + t)*n "

d’ot L(FY,,,,) < exp[Ao(tLog(D +t) + D; + D;LogN)] .

On pose : Qun(X,Y)= Y Y Pim(X,Y)Femn(X,Y).
£< Dy m<D:

Ainsi ) (2,) = Qn (2z_7r 2) pour (t,n) € N2 .

Puisque Fyn,tn a des degrés partiels au plus égaux a m < Dz on choisit
pour Py, un polyndme de Z[X,Y] de degrés partiels au plus Dy — 1 :

Pm(X,Y)= 3 3 pe,m,a,B)X°Y" .
a<D2 <D,
Ainsi ® a un zéro en z, d’ordre au moins égal & T, si Qi, = 0 pour
t < T . L’annulation de tous les coefficients des Q:n(t < T ,n < N)
fournit un systéme linéaire d’au plus 4TND? équations dont les D, D3
inconnues sont les p(4,m,a,3) . D’apres le lemme de Siegel (§4, lemme
2), ce systétme admet une solution non-triviale dans Z pourvu que :
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D,D3 > [K : QM4TND2, cest a dire D;D; > 4dNT, et cette solution

est telle que Max{|p({,m,a,B)|,£ < Dy,m < Dy,a < D, 8 < D,} soit
majoré par :

4dTN
exp(Log3+ m—(Log2+Al (D1+DoLogN +TLog(D+T)))).

En imposant la contrainte 1égérement plus forte :D; D, > 8dNT on
aura :

Max{lp(l,m,a, ﬂ)l H £< Dlams asﬂ < D2}

< exp[Az2(D1 + D;LogN + TLog(D +T))] -
En conclusion, sous la condition Dy D, > 8dNT, il existe des polynémes
Py € Z)X,Y), £ < Dy, m < D, non tous nuls, tels que :

1) dg((P(m) < Dz,dg/ < Dz,H(.P[m) < exp[Ag(Dl + D;LogN +
TLog(D + T)))

9

ii) la fonction ®(z) = E E Py, (—"5, —11) PY(2)f™(2) ait un zéro

w'w
<Dy m<D;

d’ordre au moins égal 3 T en z,

2)

. 2i
iii) les polynémes Q:, = Z E Py Fypnsr, vérifient Qtn(izr—,ﬁ>
ww
£<D, m<D:
= Q(t)(zn) et sont nuls pour t < T, n < N, ol Fynin € K[X,Y], de
degrés partiels au plus égaux a D, est tel que pour tout plongement o
de K dans C :

L(F},.:n) < exp[Ao(tLog(D + t) + D;Log n + D,)] .

2éme temps : Lemme d’extrapolation, lemme de zéros.
Il s’agit d’abord de montrer que les polynémes Q:, qui sont nuls pour

t < T, n < N n’ont pas de zéro commun dans une boule suffisamment

2T
petite de centre (—-w—, %) pour t < U, n < N (U est un entier supérieur

aT).

Mais les zéros communs aux Q:,, t < U, n < N, sont de deux types
différents : les zéros communs aux Py, et les autres.

Par un lemme de zéros, nous montrerons que, pour des parametres
bien choisis, les seuls zéros communs sont les zéros communs aux Py, . Pour
nous en “débarrasser”, nous modifierons les polynémes P,,,, c’est & dire la
fonction auxiliaire. Cependant, cette modification a le défaut suivant : la
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nouvelle fonction n’a plus de zéros en z, ; nous montrerons toutefois qu’elle
reste petite en ces points et un lemme d’extrapolation nous permettra de

ip s R . 2w
montrer que les Q;, modifiés sont tout de méme petits en (———, 2) .
w ' w

9%
Dans la suite, le point (%, %) sera noté 4 .

1) Modification des polynémes Py, .
Comme les P, ne sont pas tous nuls, pour tout z € C?, z = (21, z2),
il existe ¢ = (¢1,92) € N? et ({,m) € {0,...,D; —1} x {0,...,Dy — 1} tels

. ontaz
que DEZPyn(z) # 0 ot Di= 8Xudye

Pour z € C?, soit ¢ € N?, ¢ = (q1,¢2), avec q; + g> minimal tel qu’il
existe (£,m) vérifiant DLP;,,(z) #0 .

Si pour un z de C2, plusieurs g conviennent, on choisit 'un quel-
conque. On définit ainsi une application g de C? dans {0,...,D2}? car
nécessairement ¢, et g2 sont inférieurs aux degrés partiels des Py, .

Soit alors J = g(B) ou B est la boule de C? de centre § de rayon
exp(—ATN?), ) étant une constante a préciser.

Pour g € J, nous désignerons par Pypgq le polynéme :

1
Pemg(X,Y) = —— DiPim(X,Y) .
= q01°q2*

@) PmgX,¥)= 3 3 p(tm,a,B) (;) ( Z ) Jr——

@1<a<D; ¢2<B<D2
d’ou
(4) L(Pemg) < D32*P* H(Pyn) < explAs(D1+D;LogN +TLog(D+T))] -
On considére alors, pourt < U, n < N, ¢ € J, lafamille de polynomes
Qt,n,q .

QungX,Y)= D Y Pung(X,Y)Femin(X,Y) .
£<Dy m<D,

Nous allons montrer que cette famille de polynémes Qing, t < U, n <
N, g € J, pour des parametres bien choisis, n’a pas de zéro dans la boule
B et que ces polynomes sont petits en § .

2) Majoration de |Qing(8) -
Qtng(ﬂ) = Z Z P, tml(Q)thtn(Q) .

£<Dy m<D,
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Puisque g € J, il existe z € B tel que g(z) = ¢ . L’inégalité triangulaire
donne :

|Qtng(.9_)‘ <| Z Z (Ptmg(Q) - Ptmg_(i))thtn(QN

<Dy m<D;

+| Z Z Pgmg(Q)thtn(Q)l .

¢<Dy m<D;

Les deux termes du second membre seront pour ¢t < U, n < N,
majorés séparément : le premier ne présente aucune difficulté, le second au
contraire nécessitera 1’utilisation d’un lemme d’extrapolation.

Pour simplifier 1’écriture, le premier sera noté B; et le second B, .
D’apres le lemme 3 du §4, 0n a :

|P€mg(Q) - leq_(i)l < dﬂ(leg_)L(Ptmg)

. d°(Pemgq) . \
2imw 4 2w n
Max (l,laal, |zal, |—1, IEI) (|m1 - —|+|z2— —I) .
- ww w w

Puisque z = (z;,%2) € B, on obtient, d’apres (3) et (4) :
|Pmg(8) — Pemg(2)| <exp[-ATN? + A4(D1+D;LogN + TLog(D +T))] -

A .\ D2 D
Par ailleurs |Fymtn(8)] < L(Fimin) (1+|2’7”|) (“'37') * . D’apres

(2) et la définition de B;, on obtient pour t < U,(T < U),
n<N:

(5)  Bj < exp[-ATN? + As(ULog(D + U) + D; + D;LogN)] .

La majoration de B; pour t < U, n < N se fera en deux étapes, nous allons
d’abord majorer B pour t < T, n < N .

Puisque pour t < T, n < N, Q:n, = 0, on a aussi D1Q;, = 0 cC’est &

Y. D DYPunFemen) =0.

£<D; m<D;

dire

Comme ¢ = (g1, ¢2) est tel que ¢; + g est minimal pour la propriété :
il existe (£,m) tel que DLP,,,(z) # 0,0n a :

Z > Pimg(z)Femin(z) =0 pour t <T, n < N .
€<Dy; m<D>

Donc pour t < T, n < N, Bo = | 3. Y Pemg()(Femen(0) —
<Dy m<Dy
Femin(2))] - Or | Pemg(2)| < L(Pemg)(1+]11)2(1+|22])P < exp[4e(D1+
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D,LogN + TLog(D + T))] et le lemme 3 du §4 donne :
lFlmtn(Q) - Flmtn(i)l < do(Flmtn)L(Flmtn)

. d°(F, .
2w ¢mtn) ur
Max (1,125, 2 el b (1o - 1 ko= 1)
w w w w
D’aprés (2), pour t < T, n < N, on obtient :
|thtn(Q) - thtn(ﬁ)l

< exp[-ATN? + A;(TLog(D + T) + D; + D;LogN)]
et
B: < exp[-ATN? + Ag(TLog(D + T) + D; + DsLogN)] .
La majoration de B; pour t < U, n < N, sera obtenue par le lemme
d’extrapolation (voir §4, lemme 5).

Posons 8,(z) = D Y Pumg(z)P'(2)f™(2)

€<D; m<D;
de sorte que :
Qg')(zﬂ) = Z Z leg(!)thtn(Q_) .
£<D; m<D,

D’aprés la majoration précédente, @g)(zn) est “petit” pour t < T,
1 ] .

n < N . Lafonction ¢(2) = o(z) exp (——2-%::2 + %z est un dénominateur
de f(z) et ¢%(z) un dénominateur de P(z) (o est la fonction “sigma” de
Weierstrass associée au réseau §2). Nous appliquons le lemme d’extrapo-
lation  la fonction 94(2) = ®4(2) - (¢(2))*P1*+P2 pour les disques de rayon
r1 = N(|w| + |'|) et 72 = 8r1, en tenant compte des valeurs de ¢, aux
pointsde E = {z = w/2+nw' + pw,0 < n < N, p€ Z,|2| <11} . Le
lemme 5 du §4 donne :

1 2TN? 4N?
W)g)ln < t!{2|¢g_|r2 (-)

2) T N(el+ 1)
33N (|w] + ')\ 2TV ¥$)(2)
( V26N ) zeEMggKTl s! I}’

6 = Min |wy]|,
w1 EN*
car le nombre de points de E est au moins égal 3 2N?2 .

Nous évaluons d’abord |¢_¢(,_3)(z)| pour z€ E ,s<T.
s
0na#)0) =3 (3) @208

j=o \J
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D’apres le calcul précédent, pour n < N, s< T :
|®{*=9)(2,)| < exp[~ATN? + As(TLog(T + D) + Dy + DzLogN)] .

1l reste & majorer (¢?21*+P2(2))() en z = z, pour j < T . Or
: 2D, +D.

(P21 +P2) () (3,) = It L’(”)dz

piYy Cn (Z - Zn)~7+l

ol Cn = {z/|2 — zn| =10}, 7o étant une constante positive.

, !
Dot |(p?P1+P2)0)(2,)| < ,%S"Pwec,.hpw 1#D2(w)| . Pour 2 € Cyp, 2z =
0

w ; .
7 + nw' + roe*®; comme ¢ est d’ordre de croissance 2

|p?P1+P2(w)| < exp Ag(Dy + D2)N?, pour w € Cy, .
Ainsi

. "
P21+ P2 (2) D], | < %exp Ag(Dy + D2)N? ,
: 0
et

%«/Jgs)(z,,n < exp[~ATN? + A;o(DN? + TLog(D + T))],s< T,n< N.

La fonction 1, est w-périodique, cette majoration est donc vraie pour tous
les points de E . Il reste & majorer ||, -

¢1(z) =
> > Pung(@)(@*(2)P(2)) (0(2) £(2))™ (p(2))?Pr -2+ D=

£<Dy m<D,

Puisque les fonctions ¢ ,P ,f sont d’ordre de croissance 2, pour |z| =
8N(|lw| + |'|) =r2,0na:

Max{|¢*(2)P(2)l, le(2)f(2)], lo(2)]} < exp A N?,
et |9q|r, < exp[A12(DN? + TLog(D +T))] -

Le lemme d’extrapolation donne :
19, < t!{2 exp[A12(DN? 4+ TLog(D + T)) — TN?]+

AN (33(|w| + M))”"’
|w] + || V26

exp[-ATN? + Ayo(N?D + TLog(T + D))]} .
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'
Comme |1/’_$!_t )|rl doit étre “petit”, on choisit A =1 + 2Log33(%d—|)
> 1, et on obtient :

(6) |¢<‘>|,1 < tlexp[~TN? + A;3(DN? 4+ TLog(D + T)] .

11 faut maintenant revenir & ®, . Plus précisément, il faut majorer |<I>( )(z)l
en z = 2, pourn<Nett<Ué.l’a.1dede¢q

Soit ry = -;—d (%,Q) ;pourt>0,0na:
<I>g(z)

q,(t)( n) = —— 2m mdz ;00 7, = {2 € C;|z — z| =75} -

1
Donc |<I’(t)(z,,)| < Sup |4(w)|. Or @g(w)= m'ﬁ_q_(w) et pour

w € Yy, 0n a |w| < rl, donc

(t) -
I(I) (z0)l £ = i I"/’q'n S“p . |p2D1+Da ()|

Pour 2 € v, , P(z) = P(z) ol z appartient au cercle de centre w/2 de
rayon rg donc P(z) est borné et par le lemme 4 du §4 on a [p?(w)| > A14 > 0
pour w € v, . D’ou

t!
120 (2n)| < Jltglr, exp(2D1 + D2)Log(1/A1a) -
= 0

Pour t < U, n < N, (6) permet d’écrire :
By = |8{)(2,)| < exp[-TN? + A;5(ULogU + DN? + TLog(D + T))] .
La majoration (5) pour B; et cette majoration de B, donnent pour

n<N,t<U g€J:
|Qtnq(8)| < exp[-TN? + A;6(ULog(U + D) + DN?)] .

3) Lemme de zéros.
Nous allons établir par un lemme de zéros que les Qtn! (t<U,n<N, g€
J) n’ont pas de zéro commun dans la boule B de centre § et de rayon e 2TV ?
pourvu que Dy, Do, N, T et U satisfassent une condition supplémentaire.
Soit (a,b) € B un zéro commun a tous les Qtnq - Soit g, = g(a,b) € J;

par construction, il existe £ < Dy, m < D, tels que P[mgo (a,b) #0 . Pour
n < N, on définit la fonction méromorphe

()= 3. D Pemg, (@ b)PA(2)(((2) = bz + &)™

£<D1 m<D
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ou les 6, sont des constantes que ’on va préciser. On va faire en sorte
que, pourt < U, n < N Q(t)n(zn) = qu (a,b) . Comme (a,b) joue

2
en quelque sorte le “role” de 8 = (%, %), il suffit pour cela que
o
{(2n) — bzp + 6, = —an car ((z5) — zzn =_27,.
w w
On choisit donc &, = —an + bz, — {(2,) . Avec ce choix, on a donc

N fonctions ng,n, (0 < m < N) vérifiant pour t < U :

(t) a(2zn) = Qtnq (a,b) =
Comme les Pgmgo (a,b) ne sont pas tous nuls, le lemme 6 du §4 montre que
NU <12DyD; +3ND; + 9D, ,

a condition que les ((zn) — bzp, + 6, = —an soient distincts. Il suffit
pour cela que a # 0; donc comme (a,b) € B il suffit que |21—7r| soit
supérieur au rayon e~>TN* de la boule B . Ainsi sous les deux contra.mtes
|—| > e -TN? , NU > 12D, D; + 3N Dy + 9D, les polynomes Qtnl(t <

U, n < N, g € J) n’ont pas de zéro commun dans la boule de centre 8 de
rayon e AN z.

4) Hauteur des Qtnq-
Comme Qing(X,Y)= D > Pimg(X,Y)Fomn(X,Y), 0n a:

£<Dy m<D;

h(Qtng_) [K Q] Z

vEMK

n, Max (O’Long (Z Z Ptmg(Xa Y)thtn(xa Y))) .

<Dy m<D,

Soit v une place infinie de K, v correspondant au plongement o.

M, (Z > szg(x,Y)Femm(X,Y))

£<D1 m<D,
=M (Z > Pung(X,Y)Fgpin(X, Y))

l<Dl m<D2
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car Ptmg € Z[X,Y] . Dou :

M( T T Png X1 Fimin(X,))

. M<D; m<D,
S L( Z Z Ptmg(X,Y) lamtn(X’ Y))

{<Dy m<D;

< Z Z L(legFtamtn)

L<D; m<D,

< Z Z L(leg_)L(F;mtn) .

{<Dy m<D;
Donc (2) et (4) donnent pourt<U ,n< N, g€ J:

M, (Z Y Png(X,Y)Femin(X, Y))

{<Dy m<D,

< exp[A;7(ULog(D + U) + D;LogN + D,)] .
D’ou :
1

T - O v M (OaLO Mv(Qn ))
ol & MO Los i Qg

< A;7(ULog(D + U) + D;LogN + D) ,
ou Ak désigne I’ensemble des places infinies de K .

Soit v une place finie de K ; on désigne par A; et A, des dénominateurs
de e; et %2 respectivement. D’aprés 1’expression de Fyn,:, explicitée en
(1), AP+ AL Fyys € Z[X, Y] . Donc

Mv (E Z leq(Xv Y)AlDH-?tA%Flmtn(Xv Y)) < 1 )
(<Dym<D;

car Pymg € Z[X,Y] . Ainsi
Mv(Qtng) < |A1|;DI_2tIA2|;t ’

et
1

K:Q]

ou Uy désigne ’ensemble des places finies de K .
Par suite, pour t<U, n <N, g€ J :

h(Qtng) < A13(ULog(D + U) + D;LogN + Dy) .

> ny Max(0, LogM,(Qing)) < tLogAz + (D1 + 2t)LogA,
vEUK
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En conclusion de ce premier temps de la démonstration, on peut énoncer :

ProprosiTION 1. — Le réseau (1, la période w et le corps K étant
fixés comme dans I’introduction, soient D, , D, , N, T , U des entiers
positifs vérifiant :

1) DDy > 8[K : Q]NT

) ii) NU > 12D1Ds + 3ND; + 9D,

o 2T 2y lwl 'Y o .

iii) |7|> exp(=ATN*), = 1+210g(33 5v2 ,6—wrln€1‘1%. |wa]-
Alors il existe des constantes A;¢ , A1s, un ensemble J et une famille de
polynomes Qinq € K[X,Y]),t<U, n<N, ¢q € J vérifiant :

- dg(('Qtng) <2D, ’ d(})’(Qtng) < 21)2

= h(Qtng) < A18(ULog(D + U) + D2LogN + D)

piYy

© 10 (Z1)| < epl-TN? + dio(ULog(D + ) + DN)

— Les ng n’ont pas de zéro commun dans la boule de centre

9
(ﬂ, 2) ,de rayon e TN
w'w

3.2. Un théoréme de Philippon.

Dans ce deuxiéme temps, nous appliquons le théoréeme de P. Philippon
sur les mesures d’indépendance algébrique ([7], théoréme 2) pour obtenir

. s piyd
une mesure d’indépendance de — et 1,
w w

Nous allons d’abord tenir compte des contraintes apparues jusque-la
pour réduire le nombre des parameétres.

1) Réduction des paramétres.
Sous les contraintes (7), les polynémes Q;n, vérifient en particulier :

|Qtng(8)| < exp[-TN? + A16(ULog(D +U) + DN?)] .

On peut alors remarquer que, pour appliquer le résultat de Philip-

pon, Qtng(Q) doit étre “petit”; nous imposerons donc les contraintes
supplémentaires suivantes :

V) AIGDN2 S T]V2

| =

9) )
vi) A;6ULog(D +U) < ZTNz .
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Les contraintes (7) et (9) entrainent max(D;,D;) << T < U et comme
I'on doit avoir Dy Dy >> NT, on a nécessairement N << min(D;, D) .
Nous prendrons donc D; = k®' N, Dy = k2N, T = kN, U = k*N ou
k, dy, da, t, u sont des constantes & préciser. Les contraintes s’écrivent
alors :

i) 4dkt < khi+d2
ii) 9k% + 3k N + 12kh+ N < kUN
i) — Log]-zgr-l < AkENS
iv) kt < k*
v) 44,6 Max(k® k%) < kt
vi) 44;6k*Log(D + U) < k*N? .

(10)

Nous imposerons donc t < dy + d2 < u, Max(d;,ds) < t, 1 < t . Nous
choisissons pour cela dy = dy = 2, t = 3, u = 5 . Les cinq premiéres
contraintes sont réalisées de maniere évidente pour

2m \/*
k > 24A,6d Max (1, —LOgl—w—l) .

Seule la contrainte vi) est un peu plus complexe. Elle s’écrit
4A,6k*Log(N(k* + k°)) < N2.
11 suffit pour cela que
4A;6k*Log(2Nk®) < N2 .

Mais pour N assez grand cette inégalité est réalisée.
9
En résumé, si ’on pose : A;g = [24A;6d Ma.x(l,—Log-gr—)l/3] +1
([] est la partie entiére), il existe un entier Ay tel que pour k = A;g et
N > Agg, avec D; = Dy = k2N, T = k3N, U = k®N, les contraintes (7)
et (9) sont réalisées. D’ou la proposition :

ProposITION 2. — Le réseau 0, la période w et le corps K
étant fixés comme dans l’introduction, il existe des constantes entiéres
positives Ayg, Aag, As1, Aso, telles que pour tout entier N > A, il
existe un ensemble J et une famille de polynémes dans K[X,Y], Qing(t <
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A3N, n < N, q € J) vérifiant :

(11)
1) ma-x(d())( (Qtnq_)a d())f(Qtnl)) < 2A%9N
2) h(Qtnq) < A3 NLogN

3) |Qtng (2;# 77) | < exp (——A 9N3)

4) Les Qtng n’ont pas de zéro commun dans la boule B de centre

2i
( il 77) de rayon e —AnN®
w'w

2) Le théoréme de Philippon.
Nous allons appliquer, pour obtenir la mesure cherchée, le théoréme sur les
mesures d’indépendance algébrique de Philippon ([8], théoréme 2).

Rappelons d’abord ’énoncé de ce théoréme, dans le cas particulier de
notre situation :

THEOREME (Philippon). — Soit K un corps de nombres, 8 =
(61,62) € C2; soient t; une fonction croissante de N dans R, et v une bi-
jection croissantede R, dansR.,. . Soite € R, 0 < ¢ < 1. On suppose qu’il
existe une suite d’idéaux (In)n>n, telle que pour tout N > Ny, I’ensemble
des zéros de Iy dans la boule B (8, exp(—t3(N)v(IN)'*%)) soit vide et telle
que I'idéal Iy soit engendré par des polynémes Qn.1,. .., QN,m(n)) de taille
majorée par t,(N) et vérifiant :

L Mex 10w 5(@)] < exp(~E(V + 1oV +1)

Alors il existe des nombres réels ¢ = ¢([K : Q]) et ¢’ tels que pour tout
polynéme P, non constant, de K[X,Y] de taille supérieure & ¢/, on ait, en
notant w la fonction réciproque de ¢ v!~¢ :

|P(8)] > exp(—(ct(P)) ™%  (w(t(P)))) -

Remarque. — Ce cas particulier correspond a n = 2, k =1, et J
idéal principal dans ’énoncé du théoréeme général de Philippon.

9
Nous appliquons ce théoreme pour K = Q(gq,€1), 8 = (_‘:_w’%) .

Nous choisissons pour Iy l'idéal engendré par les polyndomes Q:nq (t <
AjyN, n < N, q € J) construits dans §3.1 pour N > Ay . Il reste & p—réciser
t; et v de telle sorte que les hypotheéses du théoréme soient réalisées.

Choix de t; : Puisque d°(Q¢ng) < 443N et h(Qtng) < A21NLogN, on a
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t(Qtng) < A23NLogN . Or pour tout € > 0 il existe N1 (¢) tel que N > Ny (¢)
implique A23 NLogN < N*¢ . Nous choisissons donc ¢;(N) = N1*¢ qui

est bien une fonction croissante qui majore la taille des générateurs de
IN (N 2 NI(E)) .

Choix de v, e : L’idéal Iy ne doit pas avoir de zéro dans la boule de centre
de rayon exp(~t3(N)v(N)'*%) . Compte tenu des propriétés (11) des Qnq
le réel ¢ et la fonction v seront choisis tels que : AyaN® < t3(N)v(N)'*$
c’est a dire tels que :

(12) AgpaN'~% < y(N)*+5 |

Une autre condition est que :

Max|Qung(B)] < exp(~E1(N + (N +1))

Donc v sera choisie telle que : EA?9N3 > t3(N + 1)u(N + 1) cest & dire
telle que :

(13) %Aigm > (N + 1)2+2%9(N +1) .

On prend v(N) de la forme N1~ . Pour que (12) et (13) soient réalisées,
il faut que € €]0,1/2[ et a €]2¢, 2—?5—6-[, il existe alors Nz(g) tel que pour

N > N;(e), les conditions (12) et (13) soient réalisées. En résumé, en
posant Ny = Max(Azg, N1 (), N2(€)) si t;(N) = N+¢ et si v(N) = N1-@

avec € €]0,1/2[ et a €]2¢, 25 [, les conditions du théoréme de Philippon

sont remplies. Par suite, si w est la fonction réciproque de ¢~!v!~¢, pour
P € K[X,Y] non constant de taille supérieure a ¢/, on a :

|P(8)] > exp(—(ct(P))!/ =) (w(t(P)))*+*) .

Comme v(N) = N'~% on a w(N) = (cN)T=a== |

Donc |P(@)] > exp(—(ct(P))****), ol & = ?;1 +:(f _3 S

12€, 25 [, €1 tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

; puisque a €

4. Lemmes auxiliaires.

Les lemmes qui ont été nécessaires sont classiques et seuls les énoncés
seront rappelés.
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LEMME 1. — Soient Q0 un réseau d’invariants g, et gs, P et { les
fonctions de Weierstress associées a §Q .

SiT(z) = P (2)(¢(2)+az+b)*2P"3(2), oit (A1, A2, A3) € N3 et (a,b) € C?,
alors pour toutt € N, on a :

I‘(t)(z) = Z Z Z Z Z 7(t1 B, f2, 143, kls ,‘72)0'k‘l

p1SA+2t po <2 p3<Az+t k1 <o k2 <t

(22%) " (2)(C(2) + az + b)H2P'H3(2)
ou

Y(t, p1, p2, i3, k1, ko) € Z
et

l’Y(t’ K1, 12, 43, klr k2)| < [10(Ma.x(,\1, A27 A3) + t)]t .

La démonstration de ce lemme est standard et ne présente aucune
difficulté.

LEMME 2 (Lemme de Siegel). — Soient (ay,...,0q) des nombres
algébriques de degrés d,, .. .,d, respectivement. Soit d = [Q(a,...,a,) :
Q] . Pour¢ = 1,...,v et j = 1,...,p, soient P;; € Z[X;,...,X,] des
polynémes dont les degrés vérifient degx, < Nj . On pose

Lj — ZL(P’J) et VYij = ij(al,...,aq) .

=1

Alors si v > ud il existe z,,...,Z, € Z non tous nuls tels que :

v
. Z")’ijxi =0 pourtout j=1,...,pu
i=1
o Max |z;| <2+ (2¢(Vs... V)%=
1<iv
d Nin
ouV;=1Lj; HM(ah) .
h=1
A fortiori

Max |z;| <3(2- V)75 ott V = Max{1,MaxV;} .
i<ilv J

Ce lemme est démontré dans [6] (lemme 4).

LemME 3. — Soit P € C[Xi,...,Xm] un polynéme de degré total
au plus N et soient zy,...,Zm, Y1,.-..,Ym des nombres complexes. Alors
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ona:
m
|P(1,..,@m) = P(y1,-- - ym)| < NL(P)RN Y " |z — 5]
j=1
avec R = Max{1,|z1|,...,|Zm|, |0als-- -, lyml} -
Ce lemme est démontré dans [10] (lemme 2.5).
LEMME 4. — Soient T € C, Imr > 0, P, et o, les fonctions de
Weierstrass associées au réseau Z + Z7 . Alors si z ¢ Z + Zr:
1/4 16 6 5w
2 > - - - _ ==
lpz(2)] 2 A(T) +|P-(2)| P ( m2Im?r wlmr 2 Im'r)

N 2 w2 16 | 1755
ou p,(z) = 0,(z) exp (—m ('r)-? + zwz) et A(T) = T+fE SrImir

Le méthode de démonstration de ce lemme est celle du lemme 7 de
[6] (voir aussi [5], o-lemme).

, LeMME 5. — Soient 7, et v, deux nombres réels tels que 2 < 11 <
Zz . Soient f une fonction analytique dans le disque complexe |z| < 3 et
E un sous-ensemble du disque |z| < r; contenant M points & une distance

mutuelle supérieure 4 § < 1 . Alors, pour tout couple (t,T') d’entiers positifs
ou nuls,

4ar \MT oM ([ 33r T 9 ()
(t) | =1 4 — i max
[f]ry < t'{2|f|” ( T2 ) ) (&/M) zeE,OSssT—ll s! I}'

Ce lemme est démontré dans [10] (lemme 4.5).

LeEMME 6. — Soient P € C[X,Y], non nul, degxP = L, degy P =
L,; et pour n = 1,...,N des fonctions ®,(z) = P(P(z), {(z) + az + b,)
ot P et ( sont associées au réseau (2, et des points z, de C\ Q tels
que les t, = {(z,) + az, + b, soient distincts. Alors, si pour tout n =
1,...,N, ord, &, =k, > 1,
N

> kn <12L1Ly +3NLy + 9L, .
1

La méthode de démonstration de ce lemme est celle du théoréme
principal de [1] (on peut aussi voir [10], lemme 4.4).
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