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CARACTERISATION DU SPECTRE ESSENTIEL
DE L’OPERATEUR DE SCHRODINGER
AVEC UN CHAMP MAGNETIQUE

par B. HELFFER et A. MOHAMED

1. Enoncé des résultats.

On considére sur L2(R"), l'opérateur de Schrodinger avec un champ
magnétique H(Z) + V:

L) H@= ¥ O-a(): (D=i"to, et i=/=D).

1<j<n
Le potentiel magnétique ;(x) :
(1'2) a(x) = (al(x), ey an(x)) ’

est supposé réel et de classe CZ.

Le potentiel électrique ¥(x) est supposé réel, continu et semi-borné
inférieurement, i.e., il existe une constante C, telle que:

- (1.3) V(x) = — C,.

Il est connu (cf. [Sc] ou [AHeSi]) que H (Z) + V admet une unique
réalisation auto-adjointe sur L2(R"), contenant CZ(R") dans son domaine.
Le champ magnétique est identifié 4 la matrice antisymétrique d’ordre n :

(1.4) B(x) = (a,ja,‘(x) - axkaj(x))lsk.]<n'

Jusqu’a un passé récent, la plupart des auteurs donnant des critéres de

Mots-clés : Théorie spectrale - Schrodinger avec champ magnétique - Résolvante
compacte - Spectre essentiel.
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résolvante compacte pour H(a) + V cherchaient & considérer ce probléme
-

comme un probléme de perturbation du cas a = 0. On mettait donc

des hypothéses assurant le contréle de la dérivée de B par |B|

(cf. [AHeSi], [D]). Toutefois dans le cas ou a et V sont des polynémes,
la théorie développée dans [HeN] fournit toute une série d’exemples.
Nous montrons dans le théoréme (1.1) et son corollaire qu’on peut
donner une condition suffisante trés générale sur les dérivées successives
de V et de B pour obtenir que H(Z) + V est & résolvante compacte.
Mentionnons également les articles de [C], [F], [12] et [Si3].

La caractérisation du spectre essentiel de H(Z) n’a été étudiée que
dans des cas assez particuliers: perturbation d’un champ nul [Ku] et
[S], d’'un champ constant [I1] (cas n=2) et [M]. A. Mohamed donne
cependant dans [M] la borne inférieure du spectre essentiel de

o
H(a) + V dans le cas ou les dérivees de B et V tendent vers zéro a
Pinfini.

La caractérisation du spectre essentiel donnée au théoréme (1.5),

\

contient les résultats précédents et est a notre connaissance nouvelle
méme dans le cas sans champ magnétique.

Donnons maintenant les énoncés précis des principaux résultats de
cet article.

Dans la suite, le produit scalaire sur L2(R") sera noté, {.;.), et
la norme associée par,|.||. La norme euclidienne sur R" sera notée :
|.|. On prendra V(x) sous la forme

(1.5) Vx) = Vo) + ¥ Vi)

1<j<p

ou les V;(j=0,1,...,p) sont réels. On notera B(x) par:
B(x) = (bkj(x))lsk,j<n'
Soit qy(:;) la forme quadratique :
(1.6) av(@)w) = {(H@)+ V)u;u).

On note D(q,,(;)) le domaine de qV(Z) et D(H(Z)+ V) celui de
H@) + V.
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THEOREME (1.1). — Supposons que l'on ait (1.5) et qu'il existe un
entier r € N et une constante C, tels que l'on ait :

VjE Cr+2(R"); V] = 1, < D5
(1.7 {b;eCu R, Vketj 1<k<j<n;

Vo e Ci(R").

(1.8) Vo(x) =2 — C,
et

(1.9) Y 10:VoI+ Y Y 1RVl + Y Y 18:b;()l <

lal =1 1<j<plaj=r+2 i,jloal=r+1
Ci(m(x) + 1),

ou:

(1.10) m(x) = [Vo()l + Y ) 163V, + Y Y 10%b;(x)l.

1<j<p lalsr+1 i,jlal<r

Alors il existe une constante C, telle que :

(1.11)  [i(m(x))"

r+1

Ul < Cylay (@)@ + WP, Vue D(gy(a),

et
(1.12) [[V(x)+m()"7ull <
Clli(H(a) + V)ull+ull;  Yue D(H(a)+V).

CoroLLAIRE (1.2). — Sous les hypothéses du théoréme (1.1) si on a :

m(x) Fore T 0,
N
alors H(a) + V est a résolvante compacte.

Remarque (1.3). — Dans le cas ou a = 0 des théorémes de ce type
sont obtenus dans des cas particuliers dans [R] et [S1]. Dans le cas ou

- . r 2
a et les V; sont des polyndomes et V, = 0, le théoréme est une
conséquence des résultats de [HeN].

On s’intéresse maintenant au cas ou les hypothéses du corollaire
(1.2) ne sont plus satisfaites. Avant d’énoncer le théoréme, il nous faut
préciser les hypothéses en supposant outre (1.5), (1.7) et (1.8) que:

(1.13) b(x)e C"H3R"; 1<i<j<n.
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On suppose qu’il existe un poids ¢@(x) sur R", tempéré et vérifiant :

a) o(x) =2 1; Vx eR"

b) o(X) zz=2 + ®©

(1.14) c) Il existe p >0 et C; > 0 tels que:

Ix=yl < p.0(x) = C3'0(y) < ¢(x) < C30()).

On suppose également qu’il existe une constante C, telle que:

(1.15) <Z Vo)l + Y Y 1Vl +

lof=1 lel=r+2 1<j<p

5 I et |a;bi,-(x)|) < Co7l(x).

r+1<la|<r+3 1<i<j<n

On considére alors ’ensemble suivant :

DEFINITION (1.4). — &, : On dira que z,, est un élément de #,, si
et seulement si :

(1.16) Zo = (0o, ((v], - - - ’v;))|a|<r+l’(Ba)|ul<r)

avec vy, vi € R, B* matrice réelle anti-symétrique d’ordre n.

Il existe une suite de R", (3,),.n telle que
|y =2t 005 Vo) == Vo

(L17) 4 V,(0) s===2v%; V=1, ...,p et VoeN"; jaj<r+1
0xB()) sz B*; VoeN"; |a/<r.

v— + 0o

-
On associe, & tout z,, € #, le potentiel magnétique sur R", b, (x) :

(1.18) Ezw(x) = ¥ x*(B*.x)/(a!(2+]al)),

ol <r

et le potentiel électrique V; (x) :

2
(1.19) V, x) =0, + Y ( y x“v?/a!).

1<j<p \lo/<r+1
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Soit alors le sous-ensemble de R suivant:

(1.20) Se= U oHG.) +V.),

Zp €Wy

(Si P est un opérateur, o(P) désigne le spectre de P et o (P) le
spectre essentiel de P.)

THEOREME (1.5). — Sous les hypothéses (1.5), (1.7), (1.8), (1.13) et
(1.15), ona :

(1.21) o (H@)+V) = 3..

L’énoncé du théoréme (1.5) s’inspire des critéres d’hypoellipticité
(cf. [Ho], [HeN]). Plus précisément, comme dans les théorémes classiques
sur le spectre essentiel pour Schrodinger (cf. [P], [G], et le théoréme
HVZ de Hunziker-Van Winter-Zhislin rappelé par exemple dans le
survey de [S2]), la contribution importante est a I'infini et c’est le
comportement lorsque |y| —» oo de la famille d’opérateurs localisés

(cf. [Ho), [HeN]), H(b,) + V, avec:

(1.22) b = ¥ (¢*/(@!@+1a))(@BG).x),

lal<r

et

2
(123 V,0) =V, + X { ) (x“/a!)aiVj(,V)}

1<j<p \lo<r+1
qui permet de déterminer le spectre esentiel.

Non seulement au niveau des énoncés mais également au niveau des
démonstrations, I’analogie avec I’hypoellipticit¢ fournit la clef des
démonstrations. Pour le théoréme (1.1), c’est la démonstration de J. Kohn
[Ko] de 'hypoellipticité des opérateurs de Hormander, Y X7 ; pour le

J
théoréme (1.5), c’est la démonstration de I'hypoellipticité maximale pour
des polynomes de champs de vecteurs de Helffer-Nourrigat [HeN] dans
un cas relativement simple dit «cas tubulaire » combinée avec des
techniques de Avron-Herbst-Simon [AHeSi] qui donne le résultat.

Lorsque B(x) est une perturbation d’'un champ constant B, on
retrouve les résultats connus (cf. [M]) en calculant explicitement les

-
spectres des opérateurs H(b, ) + V, ~qui se décomposent en une
intégrale Hilbertienne d’oscillateurs harmoniques.
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Dans le cas général, ce mécanisme de décomposition s’interpréte
grace a la théorie de Kirillov pour les représentations irréductibles des
groupes nilpotents ; dans cet ordre d’idée, on peut établir en utilisant
les techniques de [HeN] et [Hel], que S, est un fermé quand V, est
nul, ceci sera démontré ailleurs. C’est ce point de vue de la théorie des
groupes que l’on trouve dans [JKI] et [He2].

Nous remercions J. Nourrigat pour d’utiles discussions.

2. Démonstration des résultats.

2.1. Démonstration du théoréme (1.1). "

Nous prendrons la convention suivante : toute constante ne dépendant
-
que des propriétés globales de a et de V sera notée C.

Dans la suite, nous aurons besoin de la partition de I'unité suivante :

.

LeEMME (2.1). — Pour tout T > 0, il existe une partition de l'unité
C® de R", (o), et une suite associée de points de R", (y,)., vérifiant :

) Yaex) = 1.

i) supp () = Q(¥; 0.
iii) Pour tout o€ N", il existe C,, indépendant de t, tel que, pour
tout k, on ait : 0% (x)| < Cya™'™.

On a noté supp (f), le support de f et Q(y;R) la boule centrée en
y et de rayon R: Q(y;R) = {xeR"%|x—y| < R}.

Soit T assez petit vérifiant 0 < T < 1 et soit (y), la partition de
I'unité du lemme (2.1) associée a t. On considére la fonction poids ¥ :

@21) P =Y m(y)+1)xi(x), (n(x) étant défini par (1.10)).
k

Y est C* et pour tout o€ N, il existe C, tel que:
2.2 15¥ (x)| < GY¥(x).
L’hypothése (1.9) permet de voir aisément qu’il existe C tel que:

2.3) C'"¥(x) < (m(x)+1) < C¥(x).

Pour établir (1.11), on va faire une démonstration a la Kohn (cf. [Ko]).
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Pour tout s > 0, on considére M*, ’ensemble des fonctions continues,
T(x) telles qu’il existe une constante C; de fagon a ce que I'on ait:

¥~ °Tull* < Cy(gy(@@)+iul?);  Vue CHRY.
Pour tout j =1, ...,n + p, notons L; 'opérateur :

L:=D;—a;j(x); si 1<j<n, et
(24) J J J .
Li=V;,_,(x); si n<j<n+p.

L’estimation (2.3) montre que:

2.5) VeM'2

On va établir les propriétés suivantes :

(2.6) [Li;L)e MY?,  Vketj<n+p

(on a noté [4;B] le commutateur: [4;B]=A.B— B.A).

Si Te M* n C*(R") et $’il existe une constante Cy telle que:
103T(x)| < Cr¥(x); YaeN"; 1 <o <2,
2.7 )
alors, si r > 1, on a:
[L,;TNeM*?*; Yk =1, ..., n+ p.

Si (2.6) et (2.7) sont vérifiés, on en déduit alors aisément, compte
tenu de (1.9) et (2.3), que:

() e M. VYoeN"; la| <ret Vketj<n;
xYkj

2.8 e _
28) BVix)e M*"; YaeN'; 1<|a|<r+1 et Vj=1,...,p.

Comme on a les injections : M"' = M°?, si s, < s,,0n déduit de (1.10),

(2.3), (2.5) et (2.8) que: We M2 "' ce qui signific qu’il existe une
constante C telle que:

29) W27 |2 < Clgy @@ +IIul?);  Vue CIRY.

On déduit alors (1.11) de (2.7), (2.9) et de la densit¢é de C§y dans le
domaine D(qV(Z)).
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Démonstration de (2.6). — Pour tout u dans CJ(R") et pour tout
couple d’indices (k,j) on écrit que :

¥~ 1/2[Lk;Lj]uH2 = (Lu; ¥~ YLy LiLu) — {(Lyu; ¥~ YL, L)Luy +
{Lju; [Liy ¥~ '[Ly Lillu) — {La;[Lz'¥~ YLy, Lijjuy.

Comme d’apres (1.9), (1.10), (2.2) et (2.3), ¥~ ![L,; L;] est borné ainsi
que son gradient, on en déduit, compte tenu de (1.5), (1.6), (1.8) et
(2.4) que:

I~ Y2 [Ly; Ljull* < C(ILewll >+ || Ll *+lull?)
et compte tenu de I'inégalité immédiate :
(2.10) ILawll? + I Laul? < Clgy @)+ ull?),
on vérifie que (2.6) est bien satisfaite.

Démonstration de (2.7). — Soit T vérifiant les hypothéses de (2.7).
Pour tout indice k, on écrit que:
1P Ly T2 = K71 Tuy ¥ L TILu ) —
(L, W™ L TIY ™ Tuy + QP71 Tuy W S [Lg W2 5[y TTu )
Compte tenu des hypothéses sur T et de (2.2), les fonctions

WAS[L; W2 [L,; T]) et ¥~ [L,; T] sont bornées ; on en déduit aisément
que :

™2 Ly; TTul® < CU¥Y ™ *Tull®+ | Ll ® + (lul?).
L’hypothése sur T permet alors de conclure comme précédemment.

Démonstration de (1.12). — Compte tenu de (1.11), la démonstration
est voisine ; on remplace dans (1.11) u par (| V(x)|+m(x)* " ‘u(x).

Démonstration du corollaire (1.2). — Le corollaire (1.2) résulte
de (2.9), de [AHeSi] (théorémes (2.5) et (2.6)) et du fait que
¥Y(X) gmz + ©.

2.2. Démonstration du théoréme (1.5).

On garde les conventions du §2.1.

De’monstra_tjm de Ew c o,ss(H(;)+ V). — 11 suffit de montrer
S, © O (H(a)+ V) car le spectre essentiel est un fermé. Soit donc
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Ae R\o,ss(H(Z)+ V) et soit 1, la distance de A a c,ss(H(;)+ V) qui est
strictement positive. On fait un raisonnement par I’absurde. Supposons
que A€ S, . Il existerait alors z, € &, tel que: A e c(H(gzw)+ V:.)» Ou
Bzm et V.  sont introduits en (1.18) et (1.19).

Soit (y,), une suite de R” vérifiant (1.17). Comme Cg (R") est dense
dans D(H(B> TV .), il existe une fonction f, e C*(R") telle que:

@11) (HG, )+ V. ~Wfol < T0/10; et fIfull = 1.
Notons : »
Q12) &= Vool + T T 10V00-0l+
lal<r+1 1<j<p Z |6:B(yv)_Bal’

lal<r

ou (vg, ((v7, .. .,v;))|a|<,+1,(B“),u|<,) =z, et ou (y,), est la suite associée
a z, dans la définition de z.

Notre démarche est d’essayer de construire a partir de f,, une famille
g, dans C%, ortho-normale sur L2, telle que:

2.13) IH@)+V—2)g.ll < T0/4.
Soit p, = 1 tel que:

(2.14) supp(f) = Q(0; po) 5
et soient :

(2.15) LX) = fo(x=y),

(2.16) Vix) =V, (x=p).

On déduit de (2.11), (2.1_5) et (2.16) que:
@17)  I(H G, (x— y)+V,_ (x— p)=VAI<T0/10; et IIfl=1.

Toute constante indépendante de la suite (y,) sera notée C.

Observons maintenant que d’aprés (1.15) et (1.23), on a:
(218) V()= V,(x=p| < [Vo(x)=Vo(p)| +

X

Y (Vim— Y (x= vy

1<j<p laj<r+1

Vi+ Y =y’

lal<r+1
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d’ou, pour tout x € Q(y,;po), ON a:

(2.19)  1V(x)=V,,(x=y)| < Cp5" 207 (3P +p5" 20 71 (1),

a condition de supposer, ce qui est toujours vrai pour v est assez grand
(cf. (1.14)., (1.14), et (1.17)), que:

(2.20) 1< po < po(n).

Pour remplacer V, (x—y,) par V(x) sur le support de f,, nous
avons encore, compte tenu de (2.19), a estimer (V, —V, )(x—y,) qui
se majore par:

@21 WV, (x=y) =V, (x=p)
< Cepj
De (2.17), (2.19) et (2.21), on déduit que:

222 H®b,, (x—y)+ V=l
< 10/10 + Clp¥ 4o~ (n) +&,p3*7].

2r+2

pour tout x € Q(yy, Po)-

On va maintenant remplacer dans (2.22) i;zm par i;,v. On a:

IH, (x— ) — HBIf) < Cepd+?

(ou on a utilisé (2.12), (2.14), (2.15), (2.20), (1.23) et (1.17)).
D’ou finalement :
@23)  HG, &=+ V=Sl
< 10/10 + Clpd **o~ ' (n) +&,p5 .

On change de jauge. Soit la fonction :

i
¥,(x)= Y J G (V1s s Vio1stsXpa1s - - -5 Xp)dl ;

1<k<n Jy,

on a: e”'v(")H(Z,) = H(Z)e”"("’, avec
a;(y;x) =0; et pour j=2,...,n

M, -y [*

bjk(yla e Ve b Xgr s - -, X dE L
1<k<j—1 Jdy, .
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On change de nouveau de jauge. Soit la fonction :

229 o= Y ¥ x0%0,9)/@!(a+1),

ll<r+1 1<j<n

considérée dans [HeN] (p. 261) ou il est montré que si

(2.25) ¢, (x) = I Noza(y;:y),
on a la formule : )

(2.26) e P H(c,) = H(b)e ™.
Posons :

.27) g.(x) = ™V ().

De (2.24)" et (2.26) on a pour tout f dans L2(R"):

228) IHE, (x—y)+ V-1
= (Hb,,(x~y)+ V=1l
Il reste & estimer : Z(y,x) - Zyv (x — y,) sur le support de g,.

Compte tenu de (1.13), (1.15), (2.20), (2.24) et (2.25), on vérifie
que:

(2.29) la(;x) = ¢, (x =yl
< Co™'(W)p5'?,  pour  xe€Q(;po),
et

230) L1, @(s%) = ¢, (x= )|
J < Co7'(npo’',  pour  xe€Q(y;po)-
On éérit, compte tenu de (2.27) et (2.28) que
@31)  (H@,)+V-Vgl=IHE,, (x=y)+7, =)+ V=D,

avec . N .
ry(x—y) = a(y;x) — c,(x—y).

i¥(yv;x)

Si (u,) est la suite de fonctions : u,(x) = e g.(x), regroupant (2.23),



106 B. HELFFER ET A. MOHAMED

(2.29), (2.30) et (2.31), on a finalement construit une suite (u,), telle
que

u - ]

(on a utilisé Pestimation : [b, (x—y)| < C(lx—y,|+1)*1).

Comme supp (u,) = Q(yy;po) €t que |y,] — o0, quitte a extraire

v—=+ 00

une sous-suite, on déduit de (2.32) que (2.13) est bien vérifi€, et donc:
Cus(H(@)+ V) A A=To/2h+7/2] # B

On obtient la contradiction avec I’hypothése faite au départ puisque 1,
est la distance de A & o, (H (Z)+ V).

Démonstration de : ocss(H(z)+ V) < g@. — Soit }.eR\gw. Notons

encore T, la distance de A & S,. Soit € a déterminer, 0 < e < 1, et

soit (y,). la partition de I'unité donnée au lemme (2.1) avec T = g™ *.

Pour tout u dans C3(R"), on a:

I(H @)+ V=1l =
Y I (H(@)+ V= Ayl +
k

YIAxgu+2i Y @updLy@ul? +
k 1<j<n

2Re Y C(H@+ V=M (A u+ 2 Y, (0 0L;(@u);
k

(amzoi)

Toute constante indépendante de ¢ et de la fonction générique u de
C¥(R") sera notée C.

(2.33)

Compte tenu des propriétés de la partition de 'unité ();),, on déduit
de (2.33) que:

2.34) ((H@+V—2ul> < (1+€) Y I(H(@)+ V=Ll +
k

£Cqo(@)(w) + £3Cllull?.
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Comme V est semi-borné inférieurement, on a:
go(@ W) < I(H(@)+V—Mul* + Cllul>.
On déduit alors de (2.34) que:

2.35) (H(@+V~Mull?>(1—£C) Y (H(@)+ V— Vel —eClull? .
k

Soit ¥(x) la fonction poids telle que
236 ¥ =Vix+ Y Y @)+
| ,

al<r 1<j<p

Y X @by

lel<r+1 1<I<j<n

Comme les hypothéses du théoréme (1.1) sont satisfaites, (1.11) montre
que:
@37) 7002 < Clay@@)+vl®); Vv e CERY.
Soient K,(g) et K;(¢) les régions suivantes :
Ko(e) = {xeRo(x)=e"""3}; et
(2.38) { ° : et
K, (e) = {xe Ko(e); ¥(x)>¢ 3.

Soient I, et I, les ensembles d’indices suivants :
Ip = {keN; Q(yse™ )< Ko(e)}; et
I, = {kel, Q(yse™ =K, (e)}.

Si € est choisi assez petit, on déduit aisément de (2.37), (2.38) et (2.39)
que:

2.40)  |(H@+V-Vypul > e *Clyal; Vkel,.

(2.39) {

Montrons maintenant la propriété suivante :

Il existe N, > O tel que pour tout ke Ip\l,, k > N,, on ait:
@41) (HEB,)+V, —Mwll = (to/Dllvol; VYo e H3QO;™Y)

(HF(Q) deésigne I'gspace de Sobolev sur Q d’ordre m et & traces nulles).

On fait une démonstration par I'absurde. On remarque d’abord que
(1.14), (1.15), (2.36), (2.38) et (2.39) montrent que:

(2.42) V(o < Ce™ 7 Vkel/l,.
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Par conséquent si (2.41) était faux, il existerait une sous-suite (yy.)).
de (y)), et une suite associée (i), d’éléments de H3(Q(0;e™'), véri-

fiant :
(2 43) H(H( yk(v))+ Vyk(") - A‘)uk(v)n s (10/2)”uk(v)n; VV € N ’
' el =15 et k(v) € Io\I; vveN.
Mais d’aprés (2.36), et (2.42), la famille

{(Vo()’k(v)), (G (J’k(v)), ey 0% Vj()’k(v)))lu|<r+ 15 (6;B(yk(v)))tu|$r}v

est bornée. On peut donc en extraire une sous-suite convergeant vers
un z, € 8, ; supposons que cette derniére sous-suite soit la sous-suite

-

initiale. La suite d’opérateurs elliptiques (H(b,, (v)) +Vy, (v))" a ses coefficients

qui convergent uniformément sur tout compact vers ceux de I'opérateur

elliptique H (Ezoo) + V., ; on en déduit alors facilement, compte tenu de
(2.43), que la suite (u,), est dans un borné de H3(Q(0;e™')).

N

Comme (H(b, )+V, —H( y,‘(V))~V,,k(v))‘, est une suite d’opérateurs
différentiels d’ordre un et convergeant vers zéro, on déduit aisément de
(2.43) qu’il existe Ny > 0 tel que:

44) (Hb, )+ V., ~ Wil < GA)olmglls W > Ny

Comme la distance de A a S, est 1,, on doit avoir:
I(HG, )+ V., ~Noll > Tollvl;  Voe DHG, )+V,,).

Les deux derniéres estimations et le fait que H3(Q(0;e™!)) est inclus
dans D(H (Ezm)+ V,,) montrent que: ) = 0;Vv > N,.

On a donc une contradiction avec (2.43). Par conséquent (2.41) est
bien vérifié.

On peut supposer sans restriction que N, est nul dans (2.41).

Pour tout k € I)\I;, on change de jauge et on écrit que:

(245) IH@+V =Nyl = [(H@,)+V=1)e
($, et ¥, étant ceux définis plus haut).

Notons que le vecteur ;y défini dans (2.31) vérifie, compte tenu de
(1.15), (2.24) et (2.25):

(2.46)! ()| < Clx—yI"" 207 (y),
(246)* 10,7, < Clx—yI™ 17 (y);  j=1,...,n,

ceci pour tout y e R* et pour tout x € Q(y; po(y)).
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On en déduit :
Q4D IR, ()| < 6C; Vxe Q™) et Vke L\l

@477 Y 10,7,(0 < eCi¥xe Qyie™h) et Vke L\l

1<j<n
On écrit, compte tenu de ce qui précéde que :
(2.48) H(a,) = H(c,(x—y)—2r,(x).L(c,(x—y)) +

I;y(x)lz +i Z axjry,j(x)

1<j<n
ot L(e) = (L1(e), ..., L,(e)) désigne I'opérateur: Li(e) = D; — e;(x).

On remarque que (1.9), (1.14), (1.15), (1.23), (2.18)", (2.38) et (2.39)
montrent qu’on a pour tout k € I,\I; :

(249) lVyk(x—y,,)- V(x)| < Ce?+el Vyk(x"}’k)|1/2);
Vx e Q(yse™ ).

On en déduit alors en utilisant (1.8), (1.9), (1.18), (2.28) des estimations
du type (2.29) et (2.30), puis (2.38), (2.39) et (2.45)-(2.49) que pour
tout u e C3(R") et tout ke Iy\I, on a:

I(H (@,)+ V=2)e " gu? >

(1= eO) | (H by, (x— y) + Vy (x— y) =N~ 070K Dy 2 —

—i®OE )+ o0k )
KO D) — €C Il ?

£Cay,, e-yolby, (= V) (e
En utilisant I'inégalité :

v, by = M) 0ur) <
81/2||(H(gyk(x =¥tV (x=y) =Ml 2+ CemYAgeoll?,

on déduit aisément que pour tout u e C3(R") et tout k € [,\I; on a:
250)  [[(Hay)+ V=D " pul? >

(1= &2C) [ (H(by, (x = y)) + Vy, (x =y — Ve oI 2 —
eV2AIyull?.
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Si € est assez petit, on déduit de (2.41), (2.45) et (2.50) que:
(2.51) I(H(@)+ V=Ml >
(to/DlInsull;  Vue CFR") et Vk e I\I, .

Par conséquent (1.14b), (2.35), (2.39), (2.40), (2.51) et le fait que
C3 (R™) soit dense dans D(H(a) + V) montrent que, si € est choisi assez
petit, il existe R(g) > 0 tel que 'on ait :

IH(a) + V=0ull = (to/8)lull;
Vu € D(H(@)+V); supp (u) < R\Q(0; R().
L’estimation ci-dessus montre classiquement (voir par exemple [M]) que :

A ¢ Cu(H(@) + V).
On a donc prouvé que: oess(H(Z) + V)c S,. C.Q.F.D.

2.3. Quelques exemples

Exemple 1. — On considére sur L?(R) 'opérateur A4 :

2
A= - ;? + (£2+ DY%(cos (12 + 1)1/4)2,

1
Le théoréme (1.5) montre que: O (4) = {(5 + j); j€E N}.

En effet si on pose: V,(t) = (t2+1)"*cos (t*+1)'%, on a:

2
L Vi) - 0.

dr? It~ + 0
Si (t,), est une suite de points tendant vers linfini et telle que la
suite (V,(t,)), soit convergente, alors on a :

d 1
cos 12+ —» 0; dou - Vi(t) - -
v—+ 0 dt v— + 0 2

N
Par conséquent les opérateurs H(b, ) + V, sont de la forme :

d2 0 1 2

d’ou le résultat annoncé.
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Exemple 2. — Soit sur L?(R?) lopérateur 4 :
A= = 32— (@,—iwxy)? + hoos (3 +x3)1,
A et p étant des constantes données, > 0.

Le théor¢me (1.5) montre que:
Oess(4) = U [-A+p(1+2)), p(1+2)+A].

jeN
En effet, le gradient du potentiel électrique tend vers zéro a Iinfini. Les
opérateurs H (B:w) + V,, sont de la forme :

- 03, — (0,,—inx;)* + hcos®, , O, parcourant [0,2n].

Exemple 3. — Soient sur L2(R?) les opérateurs suivants :
Al = - (axl_i,’l’xg)z - 632 - 6321:3 + x%x%,
et
AZ = - (6x1_ip'x§)2 - 052 - a§3 + xfx?i’

W étant une constante réelle.

Le corollaire (1.2) montre que A4, est a résolvante compacte si p # 0,
résultat déja obtenu dans [HeN] pour cet exemple; par contre le
théoréme (1.5) montre que 4, a du spectre essentiel.

Exemple 4. — Soit sur L*(R?®) l'opérateur 4 :
A= —(0,,—inx; x3 cos (r* +1)71)* = (3, — ipx, x} cos (r* + 1) 71)*— 02,

ol p est une constante réelle non nulle et, r> = x? + x% + x3.

Le corollaire (1.2) montre que A est a résolvante compacte.
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