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DIFFERENTIABILITE DES CONJUGAISONS
ENTRE SYSTEMES DYNAMIQUES
DE DIMENSION 1

par E. GHYS & T. TSUBOI

1. Introduction.

On connait de nombreux exemples de systémes dynamiques et
de feuilletages qui sont topologiquement conjugés mais pas différen-
tiablement conjugués (feuilletages d’Anosov, difféomorphismes du
cercle, fractions rationnelles, applications expansives...). Dans ce
travail, nous nous intéressons a la question générale suivante : si
deux systémes dynamiques de dimension 1 et de classe C™ sont C-
conjugués, dans quelles conditions sont-ils C"-conjugués?

Nous nous intéressons en fait & deux types de systémes dynami-
ques de dimension 1. Le premier est celui constitué des feuilletages de
codimension 1. Le fait que nous considérons ces feuilletages comme
des systémes dynamiques de dimension 1 est justifié par le réle es-
sentiel joué par leur pseudo-groupe transverse (voir [7]). Le second
type est constitué des applications (éventuellement non bijectives)
du cercle dans lui-méme. Il est clair que ce second type différe es-
sentiellement du premier a cause de ’existence de points critiques .

Mots-clés : Conjugaison - Feuilletage - Systémes dynamiques - Invariant de
Godbillon-Vey.
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Pour énoncer notre premier résultat, nous introduisons une
définition. Soient (M, F1) et (M2, F2) deux variétés feuilletées de
classe C™ (2 < r < w). Soit ¢ : My — M; une application de
classe C! envoyant les feuilles de F; dans celles de F;,. Nous dirons
que ¢ est transversalement de classe C" si, localement, ¢ induit une
application de classe C” entre les espaces des feuilles locaux. Dans
une telle situation, on peut approcher ¢ dans la C!-topologie par

une application % de classe C" qui envoie les feuilles de F; dans
celles de F; (voir proposition 3.6).

THEOREME A. — Soient (My,Fy) et (M,,F2) deux variétés
compactes feuilletées, de codimension 1 et de classe C™ (2 < r < w).
On suppose que I’holonomie de F; est non triviale et qu’il existe
un difféomorphisme ¢, de classe C!, envoyant F; sur F,. Alors, ¢
est transversalement de classe CT sur ouvert de M, constitué des
feuilles non compactes de F;.

Un cas trés particulier de ce théoréme avait déja été démontré
dans [5] dans le cadre des feuilletages d’Anosov.

Comme corollaire de ce théoréme, nous retrouvons un résultat
de G. Raby [14] qui est en fait la motivation initiale de ce travail.
Rappelons que si (M, F) est une variété feuilletée, de codimension
1 et de classe C?, on peut lui associer une classe de cohomologie de
H3(M;R) notée gv(F) et appelée invariant de Godbillon-Vey de F
(voir [6]). La définition de cet invariant ne peut pas s’étendre aux
feuilletages de classe C! car le classifiant des feuilletages de classe C!

et de codimension 1 est contractile ([21]). On a cependant le résultat
suivant :

COROLLAIRE B (G. Raby). — Soient (M;,F;) et (Ma,F,)
deux variétés compactes feuilletées, de codimension 1 et de classe
C2. Soit ¢ un difféomorphisme de classe C! envoyant F; sur F,.
Alorson a :

gv(F1) = ¢*(9v(F2))-

Pour simplifier I'’énoncé de nos résultats relatifs aux applica-
tions du cercle dans lui-méme, nous nous limiterons en fait aux ap-
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plications analytiques réelles.

THEOREME C. — Soient f; et f; deux applications analyti-
ques réelles de S* dans S! telles que le degré topologique deg(f,) de
f vérifie |deg(f1)| > 2. Supposons qu’il existe un difféomorphisme
du cercle ¢, de classe C?, tel que ¢ o f; = f, 0 ¢. Alors, ¢ est

analytique réel.

Pour traiter du cas ou |deg(f1)| < 1, nous sommes amenés
faire I’hypothése suivante sur f; :

i)  fi1 posséde au moins un point périodique

(%) ii) f1 n’est pas constante et aucun itéré positif f(n>0)
de fi ne coincide avec l'identité.

Evidemment, ’hypothése i) est automatiquement vérifiée si
deg(f1) # 1. Si deg(fi) = +1, un théoréme de [11) donne une
condition simple pour que i) soit vérifiée; il suffit que f; posséde au
moins un point critique au voisinage duquel la dérivée de f; change
de signe.

THEOREME C’. — Soient f, et f, deux applications analyti-
ques réelles de S dans S! vérifiant I’hypothése (*). Supposons qu’il
existe un difféomorphisme ¢, de classe C*, tel que ¢ o f; = f5 0 ¢.
Alors ¢ est analytique réel en dehors d’un ensemble fini K positive-
ment invariant par fi (i.e.f1(K) C K).

Enfin, nous mentionnons un théoréme (de démonstration plus
simple) relatif aux systémes dynamiques de dimension 1 complexe,

analogue au théoreme C. Ceci suggere qu’une version complexe du
théoréme A pourrait étre vraie.

THEOREME D. — Soient f1(2) et f2(z) deux fractions ration-
nelles de la variable complexe z, considérées comme applications
holomorphes de CP' dans CP'. On suppose que le degré de f; est
supérieur ou égal a 2 et qu’il existe un difféomorphisme ¢, de classe
C! (au sens réel) tel que ¢o fi = fa 0 ¢. Alors ¢ est en fait une
transformation homographique ou le composé d’une transformation
homographique et de la symétrie z — Zz.
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Cet article est organisé de la fagon suivante. Le paragraphe 2
est consacré a quelques rappels concernant les germes de difféomor-
phismes qui sont fondamentaux pour la suite. Dans le paragraphe
3, nous démontrons le théoréme A et le corollaire B. Dans le para-
graphe 4, nous démontrons successivement les théorémes D et C-C’.
Enfin, nous regroupons quelques exemples et contre-exemples dans
le paragraphe 5.

2. Germes de difféomorphismes.

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats qui se-
ront & la base de la démonstration des théorémes A et C. Notons
GT(R,0) (resp. G"(R*,0)) le groupe des germes en 0 de difféomor-
phismes locaux de R (resp. R*), de classe C" (1 < r < w), qui fixent
0 et respectent l'orientation. Un germe f de G"(R,0) ou G"(R*,0)
sera dit sans point fixe si I’'un de ses représentants ne fixe que 0.

Le premier résultat que nous rappelons est di a S. Sternberg
sous une forme un peu plus faible et & J.C. Yoccoz dans la forme
ci-dessous. Le cas r = w est dii a Schroder.

THEOREME 2.1 ([17],[22]). — Soit f € G"(R,0) un germe
hyperbolique, c’est-a-dire tel que f'(0) # 1. Si2 < r < w, alors f est
CT-conjugué a sa partie linéaire.

COROLLAIRE 2.2. — Soient f, et f, deux germes hyperboli-
ques de G"(R,0) (2 < r < w). Si ¢ est un germe de G'(R,0) qui
conjugue f; et f2, alors ¢ est de classe C".

Démonstration. — D’apres 2.1, on peut supposer que f; et fo
sont linéaires. Le germe ¢ vérifie alors une relation du type :

$(Az) = Ag(z).
¢($) _ ¢(’\n$) U
z Az n-+oo' ¢ (0)

si, par exemple 0 < A < 1. Le germe ¢ est alors linéaire et donc de
classe C". O

On en déduit
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La situation est bien plus compliquée lorsque le germe étudié
n’est pas hyperbolique. On a cependant le résultat suivant di a
G. Szekeres et amélioré par F. Sergeraert (voir aussi [22]).

THEOREME 2.3 ([18],[16]). — Soit f € G"(R*,0) un germe
sans point fixe (2 < r < w). Alors, il existe un unique germe de
champ de vecteurs &, défini au voisinage de 0 dans R*, de classe
C!, dont le flot associé £ vérifie ¢! = f. De plus, ce champ ¢ est de
classe C™1 en dehors de 0 (on convient évidemment que co—1 = oo
etw—1=uw).

Le théoréme suivant, di & N. Koppel, décrit le centralisateur
des germes f.

THEOREME 2.4([10]). — Soit f € G"(R*,0) (2 <r <w)
un germe sans point fixe et ¢ € G'(R¥,0) un germe commutant
avec f. Alors ¢ est un élément du flot £! associé & f.

Le corollaire suivant résume ce dont nous aurons besoin pour
le théoréme A :

COROLLAIRE 2.5. — Soient ay, b1, a}, b}, az, b2, aj, b}, des réels
tels que : a1 < 0 < byja2 <0< by;a] <0< by;a, <0< by. Soit fi
(resp.f2) un difféomorphisme de classe C" (2 < r < w) deay, by [ sur
la}, by [ (resp.]az, ba[ sur ]a}, by[) tel que f1(0) = O(resp.f2(0) = 0).
Soit ¢ :lai,bi[—]az,b:[ un difféomorphisme de classe C! tel que
faod = ¢o fi. Alors, ¢ est de classe C™ sur l'ouvert de Jay, b [
formé des points non fixes de fi.

Démonstration. — Soit ]a, 8[CJay, b | une composante con-
nexe de Jai, bi[—Fix(f1). L'une des deux extrémités de ]a, §[, par
exemple a, est un point fixe de f;. Le germe de f; & droite en « est
alors un germe sans point fixe. Il existe donc un germe a droite de
champ de vecteurs {; en a, de classe C?, tel que le germe a droite de
f1 en a soit I'intégrale du temps 1 de &;. On obtient de la méme fagon
un germe & droite de champ de vecteurs {; en az = ¢(a;). D’aprés
le théoréme 2.4, le difféomorphisme ¢ conjugue les flots associés &%
et ££. On observe alors le fait élémentaire suivant : si § est un champ
de vecteurs sans singularité de classe C™! sur Ja, a + €[, alors, le
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flot local de £ est de classe C. On en déduit que ¢ est de classe C"
sur un intervalle I du type |a,a + ¢[. La formule fi 04 = do f,
montre alors que, pour tout n, ¢ est également de classe C"sur
I. = fi(Ja,a + e[Ndom(f})). On vérifie alors facilement que ces
intervalles I, recouvrent ]a, 3[. Nous avons donc montré que ¢ est
de classe C" sur a, B[ et donc sur ]ay, by [—Fix(f;). a

Pour I’étude des applications de S dans S?, nous aurons besoin
de deux résultats supplémentaires. Le premier est bien connu; il
traite des points fixes critiques (voir, par exemple [1]).

THEOREME 2.6. — Soit f un germe d’application non con-

stante de classe C* en 0 telle que f(0) = 0 et f'(0) = 0. Alors,
il existe un entier k > 2

k

tel que f est analytiquement conjugué au
germe de ¢ — .

COROLLAIRE 2.7. — Soit f; un germe d’application non
constante de classe C¥ tel que f1(0) = fj(0) = 0. Soit fo un
germe d’application de classe C¥ tel que f,(0) = 0. S’il existe ¢
dans G*(R,0) qui conjugue f; et f, alors ¢ est de classe C¥.

Démonstration. — On a évidemment f}(0) = 0, de sorte que
f2 est analytiquement conjugué & = — z*'. L’entier k (resp. k') est
I'unique entier tel que

z—»O fxz(’:l‘) #0 (resp. hm f2(z) # 0).

Puisque ¢ est de classe C! et conjugue f1 et fz, on conclut aisément

que k = k'. Nous pouvons donc supposer que f; et f; sont les germes
de z + z*. On a alors :

6(z*) = ¢(2)"

k' (c%) - 2471 = kg(2)" 71 ¢'(2)
kPG ¢
TeEh T @)

¢'(z)

La quantité z (@) est donc constante sur les orbites de z — z*.

Lorsque z tend vers 0, cette quantité tend vers 1, de sorte que :
2@
o)

=1.
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Cette équation différentielle donne :

é(z) = Az.
Cette solution est donc bien analytique réelle. O

Enfin, nous utiliserons le résultat suivant de F. Takens.

THEOREME 2.8([19]). — Soit f € G*(R,0) un germe non
hyperbolique dont le jet d’ordre infini est non trivial. Alors f est
C*°-conjugué a I'intégrale de temps 1 d’un unique champ de vecteurs

0
du type (az* +b zzk_l)éz ouna==l,b€Retk>2. Lesintégrales

de temps 1 de deux champs de vecteurs de ce type ayant mémes a, k
sont C*~! conjugués.

COROLLAIRE 2.9. — Soient f; et f; deux éléments non tri-
viaux de G¥(R*,0) et ¢ un élément de G} (R*,0) qui conjugue f; et
fa. Alors, si ¢ n’est pas de classe C™, il posséde un développement
asymptotique du type :

#(z) =Mz + ...+ Ae—1257 4 Mz (Loglz| + O(z))  Ax #0.

Démonstration. — D’aprés 2.2, f; et f; ne sont pas hyp-
berboliques et nous pouvons donc utiliser le théoréme 2.8. Soient

. o
G = (alxk‘ +blz2k‘—l)£ et (o = (agzk’ +b21:2"’_1)5; les champs
associés a f et fo.

Puisque f; et fo sont Cl-conjugués, ils sont simultanément
contractants ou dilatants, c’est-a-dire que a; = a2 = a. De méme,

f1 et fo ont méme ordre de contact avec ’'identité; c’est-a-dire que
kl = kz = k

glocllogl_1 et f2=g20C%0g;1. Comme f, =do fro¢~ 1, ona:
(g7 0dog1)oli =3 o(g5" 0odoq).

Si lon avait b; = by, on aurait donc {; = (3 et le théoréme 2.4
montrerait donc que g; ! 0 ¢ o g; serait du type (} et donc de classe
C. Ceci contredit le fait que ¢ n’est pas de classe C*°. On a donc

by # by.

Soient g; et go deux éléments de G®°(R*,0) tels que f; =
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Posons 9 = g5 10 ¢ 0g;. Alors 1 conjugue (; et (2 et satisfait
donc a 'équation différentielle a variables séparées :

d_'(,b _ a¢k +b2¢2k—l _ ¢k +abz¢2k-—l
dz = azk 4 bjz2%-1 ~ zk 4 abyep2k-1”
Tous calculs faits, on trouve :
¥(z) = 2{1 + 27 {(k — 1)(abs Log|z| — abLog||)+
abyLog(1 + abeyp* 1) — ab; Log(1 + abyz* ™) + Cst}}ré_l.

Puisque nous savons que 3 est de classe C!, on a :

P(z) = z{1 + =¥~ (k — 1)(ady — ab;) Log|z| + z*"10(z)} ¥
= z — (ab; — aby)z* Log|z| + zFO(z).

Par conséquent, ¢ = g2 0% 0 g7} admet un développement asymp-
totique du type :

d(z)=Mz+...+ Mozt 4+ /\k:ck(Logl:cI +0(z)) M #0.
O

3. Feuilletages de codimension 1.

3.a. Démonstration du théoréme A.

Plagons-nous dans la situation du théoréme A, c’est-a-dire que
(M1, F1) et (M3,F2) sont deux variétés feuilletées compactes, de
codimension 1 et de classe C". On suppose que F; et F, ont une
holonomie non triviale et qu’il existe un difféomorphisme ¢ de classe
C?! de M, sur M, qui envoie F; sur Fo.

Notons 2 l'ouvert de M; formé des points z; tels que ¢ est
transversalement de classe C” au voisinage de z;. Nous devons
montrer que { contient toutes les feuilles non compactes de F;. En
passant a un revétement a deux feuillets, nous pouvons évidemment
supposer que F; et F; sont transversalement orientés et que ¢
préserve 'orientation transverse.

Il sera commode d’introduire les pseudo-groupes transverses de
JFi1 et F, (voir [7]). Considérons un recouvrement Y = (U}, U}, ...,
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Ul) de M, par des ouverts tels que la restriction de F; & U} soit
définie par une submersion f} de classe C™ de U; sur un intervalle
T}. Le pseudo-groupe transverse I'' de F; opére alors sur la réunion
disjointe T? des T}. Dans ces conditions les ouverts U? = $(U})
sont aussi trivialisants pour F; et la restriction de F2 & U? peut étre
définie par une submersion f? de classe C™ de U? sur T?. Le pseudo-
groupe transverse I'? de F, opére alors sur la réunion disjointe T2
des T?. Le difféomorphisme ¢ de classe C! permet alors de construire
un difféomorphisme ¢ de T! sur T? et un isomorphisme ¢, de I'!

sur I'? tels que, pour tout 7; de I'! et tout z; de T! appartenant au
domaine de I'; :

(1) $(n(t1)) = du(m)(¢(t1))-

On notera 2 'ouvert de T formé des points au voisinage desquels
& est de classe C". Il est clair qu’un point z; de U} est dans Q si et
seulement si f}(z;) est dans .

LEMME 3.1. — Q est saturé par F,, i.e. Q est invariant par
r.

Démonstration. — Si ¢ est de classe C™ au voisinage de t;,
la formule (1) montre que ¢ est aussi de classe C™ au voisinage de
71(t1) car 71 et ¢.(71) sont de classe C". O

LEMME 3.2. —  est non vide, i.e. 0 est non vide.

Démonstration. — Puisque nous supposons que ’holonomie

de F; est non triviale, il existe 73 € I'! et t; € Dom(7y;) tels que
71(t1) = t1 et 71 n’est pas l'identité au voisinage de ¢;. Dans ces
conditions, @ est un C!-difféomorphisme qui conjugue v; et ¢.(71)
au voisinage de t; et @(t;) respectivement. Le corollaire 2.5 permet
alors de conclure que @ est de classe C” sur un ouvert non vide. [

Rappelons qu’un compact K C M; est dit minimal s’il est
saturé par F;, non vide et minimal pour ces propriétés. Tout compact
saturé contient un minimal. Un minimal ne peut étre que de trois
types : la variété M; toute entiére, une feuille compacte ou un
“minimal exceptionnel” (voir par exemple [8]).

LEMME 3.3. — Les seuls minimaux contenus dans M; — Q
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sont des feuilles compactes.

Démonstration. — Puisque M; — Q ne peut étre égal & My, il
suffit de montrer que M; —( ne contient pas de minimal exceptionnel.
Le théoréme de R. Sacksteder ([15]) affirme que tout minimal excep-
tionnel d’un feuilletage de classe C? contient un lacet d’holonomie
hyperbolique. Si donc M; — Q contenait un minimal exceptionnel,
on pourrait trouver un point ¢; de T? — Q2 et un élément v, de I'!
tel que 71(t1) = t1 et 4j(t1) # 1. Dans ce cas, ¢ au voisinage de
t; conjuguerait les deux germes hyperboliques v; en ¢; et ¢.(71) en
#(t1) qui sont de classe C". D’aprés 2.2, ceci montrerait que ¢ est
de classe C" au voisinage de t; et donc que t; € ). Mais ceci est
impossible car nous avons supposé que t; € T — Q. O

LEMME 3.4. — Soit F une feuille compacte de F;. Alors, il
existe un voisinage V de F dans M, tel que toutes les feuilles passant
par les points de V — Q2 NV sont compactes.

Démonstration. — Soit T un arc de classe C" transverse a F
en un point z de F. Soit {a1,az2,...,ar} un systéme de générateurs
de m1(F,z). On peut alors trouver un voisinage J de z dans T tel
que les propriétés suivantes soient vérifiées : '

i) L’holonomie de aj,az,...,ar est définie sur J et & valeurs
dans T.
ii) Un point de J fixe par les holonomies de aj,az,...,ak

appartient a une feuille compacte de F;.

En utilisant la méme méthode que précédemment et le corollaire
2.5, on voit que tous les points de J qui ne sont pas fixes par
I’holonomie de 1'un des «; sont dans 2 . 1l est alors facile de
conclure. O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théo-
réme A.

THFOREME 3.5. —  contient toutes les feuilles non com-
pactes de Fy.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une feuille L conte-
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nue dans M; — Q. L’adhérence L de L contient alors un minimal
de F1 qui est nécessairement une feuille compacte d’aprés 3.3. Le
lemme 3.4 montre alors que L est compacte. O

Nous esquissons maintenant la démonstration du fait bien
connu suivant qui a été mentionné dans l'introduction.

PROPOSITION 3.6. — Le difféomorphisme ¢ peut étre ap-
proché dans la C*'-topologie par un difféomorphisme v qui envoie
F1 sur F, et qui est de classe C" sur l'ouvert des feuilles non com-
pactes de Fi.

Démonstration. — Soit i : M < R un plongement de classe
CT. Si 6 est un réel positif suffisamment petit et si I’application 8 :
M; = R", de classe C7, est suffisamment proche de i0¢ dans la C1-
topologie, alors la propriété suivante est réalisée. Pour tout « de M,
il existe un unique point 3(x) de M; tel que la droite joignant 6(z)
a i((z)) est orthogonale a la boule de centre i(¢(z)) et de rayon §
dans la feuille passant par i(¢(z)). L’application 3 répond a la ques-
tion. O

Remarque 3.7. — Nous ne savons pas si I’hypothése suivant
laquelle I'holonomie de F; est non triviale est nécessaire pour ob-
tenir le théoréme A. Il est facile de vérifier que cette question est
équivalente au probléme suivant qui nous semble intéressant :

Probléme. — Existe-t-il deux difféomorphismes du cercle, de
classe C™ (2 € r £ w), de nombres de rotation irrationnels, qui sont
C!-conjugués sans étre C™-conjugués? Remarquons que le théoréme
de M. Herman ([9]) montre que pour la plupart des nombres de
rotations, la C°-conjugaison entraine la C™~! conjugaison.

Remarque 3.8. — 1l existe des exemples de conjugaisons de
classe C! entre deux feuilletages de classe C™ et de codimension
1 qui ne sont pas transversalement de classe C2? sur les feuilles
compactes. L’exemple le plus évident d’une telle situation est donné
par un feuilletage produit. Si ’holonomie d’une feuille compacte d’'un
feuilletage F de classe C* est infiniment tangente a I'identité (par
exemple le feuilletage de Reeb), il existe un C*-difféomorphisme ¢
qui n’est pas C? et tel que ¢*F est de classe C*. Ceci résulte de
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’observation suivante : Soit ¢ un élément de G'(R,0) qui est de
classe C* sur [0, ¢[ et ] —¢, 0]. Alors, pour tout germe g de G*®(R, 0)
qui est infiniment tangent a 'identité, #ogo ¢~ est encore de classe
C*.

Il résulte de [20] que si F est un germe de feuilletage de
classe C*™ au voisinage d’une feuille compacte F, alors F est
topologiquement conjugué a un germe de feuilletage de classe C* au
voisinage de F' pour lequel ’holonomie de F est infiniment tangente
a I’identité. Ceci montre qu’il n’y a pas de restriction topologique sur
les feuilletages dans un voisinage d’une feuille compacte ol ¢ n’est
que de classe C!.

3.b. Démonstration du corollaire B.

Nous rappelons tout d’abord la définition de l’invariant de
Godbillon-Vey (voir [6]). Ici encore, nous nous limiterons au cas
transversalement orientable.

Si un feuilletage F de codimension 1 est défini par une 1-forme
non singuliére w de classe C2, la condition d’intégrabilité montre
qu'il existe une 1-forme a, de classe C?, telle que :

dw=wAa.

On vérifie alors que la 3-forme a A da est fermée (éventuellement
comme courant) et que sa classe de cohomologie ne dépend que de
F (voir plus bas). Cette classe est 'invariant de Godbillon-Vey de
F. Par ailleurs, pour toute feuille L de F, la restriction de a & L
est fermée. L’intégrale de a sur un lacet de L est le logarithme de la
partie linéaire de I’holonomie de ce lacet. Si M est une variété & bord
et si F est tangent au bord, a Ada définit une classe de cohomologie
relative dans H3(M, M) qui ne dépend en fait que de F.

Nous pouvons maintenant démontrer le corollaire B. Si F; et
F2 sont sans holonomie, leur invariant de Godbillon-Vey est trivial
d’apreés [12] et il n’y a rien & démontrer. Nous pouvons donc supposer
que nous sommes dans les hypothéses du théoréme A. L’argument
de la proposition 3.6 montre alors que I’on peut approcher ¢ par
un difféomorphisme ¥ : M; — M, qui est de classe C? en dehors
du fermé K constitué de feuilles compactes de F;. On peut méme
supposer que la restriction de 1 a chaque feuille de F; est de classe






