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POINTS REGULIERS
D^UN SOUS-ANALYTIQUE

par Krzysztof KURDYKA

Nous allons donner une nouvelle démonstration du fait que
l'ensemble des points réguliers d'un ensemble sous-analytique est
sous-analytique. Ce théorème a été prouvé par Tamm [T] qui a
utilisé essentiellement le théorème de désingularisation de Hironaka.
Notre preuve est basée sur la théorie des ensembles sous-analytiques
développée par Prof. Lojasiewicz et son groupe à Cracovie (voir
[D.L.S.l] et [D.L.S.2] pour les résultats fondamentaux). Une brève
exposition de cette théorie se trouve dans [D]. La théorie n'utilise
pas la désingularisation ; elle peut être vue comme un prolongement
naturel de la théorie des ensembles semi-analytiques (voir [Ll], [L2]).

J'exprime ma reconnaissance à S. Lojasiewicz pour sa disponi-
bilité et sa collaboration fructueuse. Je suis très reconnaissant à B.
Malgrange qui a consacré de son temps à lire cet article. J'adresse
mes remerciements à W. Pawlucki pour les très nombreuses discus-
sions que nous avons eues ensemble et les remarques qui m'ont per-
mis de raccourcir cet article. Je remercie vivement Z. Denkowska
pour son amicale aide à la rédaction de ce texte.

Mots-clés : Stratifications sous-analytiques - Fonctions sous-analytiques - Déve-
loppement de Puiseux - Différentielle de Gâteaux - Fonction distance.
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Dans cet article M et N désignent des variétés analytiques
réelles de dimension finie. Rappelons que A C M est sous-analytique
dans M , si et seulement si pour chaque x ç. M , il existe un voisinage
U , un espace vectoriel Z et F semi-analytique et relativement
compact dans M x Z tel que

A H U = TT(F)

où TT : M x Z —> M est la projection canonique.

Désignons par SUB (M) la famille de tous les ensembles sous-
analytiques de M . Soit f : X —> Y une fonction, pour A C X , on
désigne la restriction de / à A par f\^ .

DÉFINITION. — Un sous-ensemble A C M est dit une feuille
sous-analytique s^il est à la fois un ensemble sous-analytique de M
et une sous-variété analytique de M (nous n^exigeons pas qu'une
sous-variété soit fermée dans M).

1. Stratifications sous-analytiques.

Par une stratification sous-analytique de Î^I on entend une
décomposition localement finie

M=UI\

où les I\ sont des feuilles sous-analytiques, connexes, disjointes,
telles que si 1̂  H (î\ \ I\) ^ 0 , alors 1̂  C T^ \ I\ et diml^ <
dimr,/ .
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On appelle les I\ les strates de la stratification.

On dit qu'une stratification est compatible avec une famille
{Ei]içi de sous-ensembles de M , si pour chaque F y et chaque Ei
on a I\ C Ei ou bien I\ n Ei = 0 .

Dans la suite, on dira tout court stratification au lieu de dire
stratification sous-analytique.

Rappelons les propriétés élémentaires des ensembles sous-analy-
tiques (voir [DLS1], [DLS2], [DS]).

(1.1) THÉORÈME. — i) La famille SUE (M) est fermée par
rapport à Punion, l^intersection localement finie, et la différence des
ensembles.

ii) Si E C SUE (M) et F ç SUE (N) , aJors E x F ç
SUE (M x N) .

iii) Si E € SUE (M) , aJors Int E , ~E ç SUE(A4r) ; de plus,
chaque composante connexe de E appartient à SUE (M) .

iv) Pour chaque famille {Ei}içi localement finie d^ensembles
sous-analytiques, il existe une stratification sous-analytique, compa-
tible avec la famille {Ei}içi .

v) Soit y : M —> N une application analytique, et soit
E C SUE (M) tel que y\^ soit propre; alors y(E) 6 SUE (N) .
Evidemment, (^CF) e SUE (M) pour chaque F G SUE (7V) .

Maintenant on va donner quelques lemmes sur les stratifications
sous- analytiques.

(1.2) DÉFINITION. — Soit A une famille de feuilles sous-
analytiques de M . Nous dirons que A. est une famille stratifiante si
et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) si F G A et T est une feuille sous-analytique contenue dans
F , aJors T 6 A ;

/ 3 ) pour chaque feuille sous-analytique A de M , il existe une
feuille F ç À. , tel que F est ouvert et dense dans A ; autrement dit
A \ F est fermé dans A et dim(A \ F) < dimA .
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La dimension d'un ensemble sous-analytique E est définie
comme le maximum des dimensions des sous-variétés analytiques
contenues dans E .

(1.3) LEMME. — Soit A une famille stratifiante d^ensembles
sous-analytiques de M , et {£,},çj une famille localement finie cTen-
sembles sous-analytiques dans M ; alors iJ existe une stratification
T C. A (tous les strates de T appartiennent a A) de M compatible
avec la famille {Ei}içi .

Comme la preuve de ce lemme est analogue à la construc-
tion d'une stratification semi-analytique (voir [L]) ou sous-analytique
(voir [DS]), nous allons seulement l'esquisser. Prenons une stratifica-
tion Tî, compatible avec la famille. Nous allons construire la stratifi-
cation T par récurrence. Posons Tm = Tï- , rn == dim M . Supposons
que les stratifications T m - , . . . , Tk sont déjà construites, et de plus si
T e Ti et dim T > i , alors T 6 A .

Pour chaque strate T ç Tk de dimension k , il existe un AT ç. A
ouvert et dense dans T . Pour obtenir Tk-\ il suffit de prendre une
stratification compatible avec Tk et {AT '' T ç T^dimT == k] . Il
est clair que T = TQ est notre stratification cherchée, puisque les
ensembles qui ne contiennent qu'un point appartiennent à A .

Dans la suite, nous aurons besoin d'un résultat de Hardt sur la
stratification d'une application analytique.

(1.4) DÉFINITION. — S'oie f : M -^ N une application
analytique, T une stratification de la variété M , C une stratification
de la variété N . On dit que la paire de stratifications (T^C) est
compatible avec Inapplication f , si et seulement si

i) pour chaque T ê T , /(T) ç C ;

ii) pour chaque T e T , t ç. T , rangj|r = dim/(T) ;

iii) si f\T est une immersion (rang f\r = dim/[r) , alors f\r
est une injection.

(1.5) THÉORÈME (Hardt). — Soit f : M -^ N une ap-
plication analytique. Etant donné deux familles localement finies
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B C SUB(M) et Ce SUB(TV) et un ensemble ouvert K ç. SUB(Af) ,
tel que f\-^ soit propre, il existe une stratification C compatible avec
C et une stratification T compatible avec B et K telles que la paire
(TK,C) soit compatible avec f\K , où TK = [T ç. T,T C K] .

La preuve de ce résultat dans [Ha] est basée sur les propriétés
des ensembles semi-analytiques.

(1.5A) COROLLAIRE. — Soit TT : M x R -^ M la projection
canonique et soit K ç. SVBÇM x R) ouvert dans AI x R , tel que
TTJ-^ soit propre. Supposons que B C SUB(M x R) et C C SUB(M)
soient des familles localement finies. Alors, il existe une stratification
T de la variété M x R compatible avec B et K est une stratification
C de la variété M compatible avec C vérifiant la propriété suivante :

k k-i
si L ç C , aJors 7r~\L) H X = (J G, U [j P, , G. et P. sont

t=0 i=0
des strates de la stratification T de la forme suivante :

Gi est le graphe d'une fonction analytique gi : L —^ R ,
i = 0,..., k . Les fonctions gi sont ordonnées de façon croissante.
Les strates P, sont de la forme

P i = { { x , t ) e L x 1 î , : g i ( x ) < t < g i ^ ( x ) } i = 0,..., k - 1 . •

(1.6) DÉFINITION. — Soit T une stratification de M x N et C
une stratification de M ; on dit que la paire (T, C) vérifie la condition
(+), si pour chaque L ç C , il existe un ensemble WL ^ 0 ouvert
dans N et une strate T ç. T , teJs que L x WL C T .

(1.7) PROPOSITION. — Soit T une stratification de M x N
et C une stratification de M ; aJors il existe une stratification £' de
M compatible avec L , telle que la paire ( T ^ C ' ) vérifie la condition
(+)•

Preuve. — Observons d^abord que si N ' est un ouvert sous-
analytique dans N et si la condition (+) est vérifiée par (T\£)
(T' = composantes connexes de T H N ' , T ç T) alors la paire
(T,£) vérifie la condition (+) aussi. Donc, il suffit de prouver cette
proposition pour N = R" sous la forme suivante :
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(1.7A) PROPOSITION. — Soient M,T et C comme ci-dessus,
N = R" . Alors il existe une stratification. C1 de M compatible avec
C telle que pour chaque L ç. C1 il existe un ouvert VL i=- 0 dans
JO,!^ tel que

L x VL C T pour un T ç T .

Preuve de la Proposition (1.7a). — On va procéder par récur-
rence sur n . Selon le théorème 1.5, on peut admettre que la paire
(7^fx]o,i[î^) est compatible avec la projection

7r:Mx]0,l[—^ M .

En effet, si la proposition 1.7a est vraie pour une stratification
T ' compatible avec T , alors elle est vraie pour T . Dans la suite, on
va appliquer le lemme 1.3. La famille de feuilles A C SUB(M) est
définie de la manière suivante :

L ç. A ^==^ pour chaque composante connexe S de la feuille
L , il existe un ouvert non vide Vs C]0, ![" tel que S x Vs C T
pour un T ç. T .

Pour se convaincre que A est une famille stratifiante, il suffit
de vérifier la condition (/?) de la Définition 1.2, car (a) est évident.

Soit donc L une feuille sous-analytique. Il faut prouver qu^il
existe un ensemble EL € SUB(Af) fermé et rare dans L , tel que
(L \ EL) ç. A . Evidemment, il suffit de le prouver pour des feuilles
connexes. En plus, on peut admettre que la feuille L est contenue
dans une feuille de la stratification C ; en effet, il suffit de se limiter
aux composantes connexes de Fensemble

(Jz/nr: {re£:dimrnL=dimL}
parce que le complémentaire de cet ensemble dans L est fermé et
rare. Il résulte de ceci qu'on peut admettre, à cause de la condition
(a), que L ç. C . On a donc, selon le corollaire 1.5a,

k k-i
Lx[0^]=\jGiU\JPii ^ ^J l

1=0 i=o
où toutes 6?i,Pi sont des strates de stratification T . Rappelons les
notations : Gi est le graphe d^une fonction analytique Q{ : L —> R et
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•P» = {(^ î^ ) € -L x R : ̂ i(:r) < t < <7,-n(:r)} ; enfin, les fonctions gi
sont ordonnées de façon croissante, donc ÇQ = 0 et gk = 1 .

Maintenant on va partager l'intervalle (0,1) en k intervalles

TV, =]——, - . [ , i === 1,..., k . Observons que pour chaque x ç L il
K K

existe un i ç. [1, k] tel que

gj(x) ^ Wi pour chaque j = 1,..., k — 1 .

Posons Gi = {x ç L : gj(x) ^ Wi pour chaque j = 1,..., k — 1} , i =
1,..., k . Les Gi sont sous-analytiques et on a

£ = uc?-••
1=1

*:
Posons £'L = l,J(^A^t) • Soit 5 une composante connexe de L\EL ,

i=i
alors 5 C Gi pour un î'. ç. [1, k] , donc

5 x Wi C Pj pour un j ç [0, fc - 1]

ce qui termine la démonstration de la proposition 1.7a pour n = 1 .

Supposons que la proposition 1.7a soit vraie pour n .

Soient T une stratification de M x R"4'1 et C une stratification
de M . Posons M' = M x R . Selon Fhypothèse de récurrence, il
existe une stratification S de M' , telle que la paire (T,<5) vérifie la
condition (+); par suite, il existe C' , une stratification de M , telle
que la paire (<?,/^) vérifie la condition (+); on peut choisir C1 de
telle façon qu'elle soit compatible avec C . La paire (T,^C') vérifie
(+).

2. Les fonctions sous-analytiques.

(2.1) DÉFINITION. — Soie f : U —^ N une fonction, où U
est un sons-ensemble de M . On dit que f est sous-analytique si et
seulement si f C SUB(M x N) . ̂

^ Dans cet article on considère les fonctions comme des sous-ensembles des
produits correspondants.
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La composée de deux fonctions sous-analytiques n'est pas tou-
jours sous- analytique, mais on a le lemme suivant (voir [DLSl]).

(2.2) LEMME. — Soient U C L et V C M , f : U -^ M
et g : V -^ N des fonctions sous-analytiques. Supposons que pour

chaque K relativement compact dans N , l'ensemble g-\K) H f(U)
est relativement compact dans M , alors la fonction g o f est sous-
analytique.

Preuve. — Considérons l'ensemble

E = {(3-,y,z) G LxMxN : y = f(x), z = g(y)} = (fxN)n(Lxg-).

Evidemment E ç SUB(L x M x N) . Notons par TT la projection
naturelle L x M x N -^ L x N . Du théorème 1.1, il résulte que

TT(E) = g o f 6 SUB(£ x N) .

Notons r : R 9 ( -. R.((, 1) e pi le plongement de R dans son
adhérence projective. On va étudier la classe suivante de fonctions
qui a été considérée par Bierstone et Schwarz [Bi-Sc].

(2.3) DÉFINITION. — Soit f : U -. R une fonction, U C M
On dit que f 6 SUBB(M) (f est de la classe SVBB) si et seulement
s^ r o f : U -+ P1 est sous-analytique. Ceci équivaut à dire que f et

j (défini sur U \ f-^O)) sont sous-analytiques.

Remarque. — Cette classe a été considérée aussi par Tamm
[T], mais sa définition est ambiguë, car si on remplace r par un
autre plongement R -̂  pi qui n'a pas un graphe sous-analytique,
on obtient une classe différente de SUBB (M) .

Voici des propriétés élémentaires des fonctions de la classe
SUBB .

(2.4) THÉORÈME. — Soit U un sous-ensemble d'une variété
M .

i) Si / : U -^ R , / 6 SUBB (M) , aJors U 6 SUB (M) ; de
plus, il existe une stratification T de M , compatible avec U telle
que pour T 6 T , T C U , la fonction f\r est analytique.
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ii) Si f ç SUBB (M) , alors rensemble des points de continuité
de f est sous-analytique dans M .

iii) Supposons que f : U —> R soie sous-analytique et que pour
chaque x G M , il existe un voisinage Q tel que f\çtnu soit bornée;
alors f ç SUBB(M) .

iv) Si /,<7 : U ^ R ; f,g e SUBB(M) , aJors (/ + g\(fg) ç
SUBB(M) .

v) Soie / : V -^ R , f ç SUBB(M x R) , où V est un voisinage
ouvert de U x {0} dans U x R , U étant un sous- ensemble de M .
AJors F ensemble

^
Vk ={(^) € V CU x R : -^(t-^ f{x,s+t)) existe pour t = 0}

est sous-analytique pour chaque k ç. N ; de plus, la fonction
Qk f jk
^ : v, 3 (r^) -^ [^(f^ /(^ . + im] e R

est de classe SUBB(M x R) .

vi) Soit U un ouvert de R71 , / : U -^ R , f ç SUBBfR") •
Q^f ^ v / '

pour chaque a ç. N" (définie sur son domaine dJexistence)est
de la classe SUBB(R71) .

Démonstration. — (i) - (iii) s'obtiennent facilement à partir
des théorèmes 1.1 et 1.5. Montrons (iv). Posons

(+) : R x R 3 (x, y) —> (x + y) ç R .
Observons que

T o (+) o (r-1 x r-1) : (P1 \ oo) x (P1 \ oo ) —> P1

est sous-analytique (et même semi-analytique), où oo = R • (1,0) .
Il nous faut vérifier qu'on a (/ + g) = (+) o (f,g) ç SUBB(M)

r o (+) o (/, g) = [r o (+) o (r-1 x r-1)] o [(r o /), (r o g)} .

Les fonctions dans les crochets sont sous-analytiques ; alors, en vertu
du lemme 2.2, on obtient (/ + g) ç SUBB(A^) . De la même façon,
on montre que (/ • g) ç SUBB (M) .

(iv) implique (v). En effet, la fonction

^ :V 3 (,.,..) ̂ ^.'+')-A^)^
s
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y 6 SUBB(M x Rx R) , où V = {(x,t,s) ç (M x R x R) : (x,t) 6

Y ,,s ^ 0 ,(a;,< + 5) G Y} . Supposons que ' existe; alors
ai

| ^ = < ? n ( y x { o } x R )
on a aussi

û f
To-^=T^yn(Vx{0}xP1 ç SUBB(M x R x P1) ,
0 r

donc -^ e SUBB(M x R) . En procédant de manière analogue,
on montre le résultat pour chaque À; ç N . De (v) on déduit
immédiatement (vi).

(2.5) LEMME. — Soit L une feuille sous-analytique relative-
ment compacte dans M . Soit g, : L -^ R , i ç I une famille de fonc-
tions analytiques et sous-analytiques. Alors, il existe i l , . . . ,? , ç I
tels que

n^O}^ ̂ (0)0... 0^(0).
ici

Preuve. — La feuille L possède un nombre fini des compo-
santes connexes. Il suffit donc de prouver ce lemme pour L connexe.
On va procéder par récurrence sur la dimension de L . Pour dim L =
0 le lemme est trivial.

Supposons que dimL = n . Si g, = 0 pour chaque i ç I ,
le lemme est vérifié. Si non, gk ^ 0 pour un k ç I . Observons
que g^ÇO) est rare et fermé, car ̂  est analytique dans l'ensemble
connexe L . D'où dim^^O) < n (^'(O) est évidemment sous-
analytique). Prenons une stratification compatible avec ̂ (0) , alors

S^W = U rl/ la réunion c^nt finie.
Toutes les feuilles F», sont de dimension plus petite que n . Il suffit
alors d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour chacune de ces
feuilles.

Rappelons maintenant le théorème de Puiseux et quelques
corollaires qui en résultent.

(2.6) LEMME. — Soit f : [0,6) ^ R une fonction sous-
analytique et continue. Alors, il existe e > 0 , k ç N et h(t) =
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oo

Y^ ai - <1 une fonction analytique dans un voisinage de 0 ç R tels
o

que
f^^h^^) pour <ç [0 ,e ) .

Par conséquent, on a une développement de / en série de
Puiseux

00

fÇt) == ^^ a i t ' convergent uniformément.
o

On appelle ce lemme, le théorème de Puiseux "réel". On le déduit
du théorème de Puiseux "complexe" et du fait que chaque ensemble
sous-analytique de dimension 1 est semi-analytique (voir [Ll] p. 127).
Le théorème de Puiseux "complexe" est un résultat classique : pour
sa preuve, voir par exemple [W] p. 31. Dans [Pa] se trouve une
généralisation du lemme 2.6 que l'on va appliquer dans la suite.

Du lemme 2.6, on déduit

(2.7) COROLLAIRE. — Si f : Ç-6,6) -^ R est une fonction
sous-analytique et continue, alors il existe e > 0 , k ç N et des

00 00

fonctions h^Çt) = ̂ ^ i • f 1 et h^Çt) = ̂ .fti ' t1 analytiques dans un
o o

voisinage de 0 G R tels que

fÇt^h^^^f^ai't^ pour tç[0^e)
o

00

m=h2({-ty/k)=^/3,.{-t)i/k PO^ <6(-£,0]
0

d'où on obtient

(2.8) COROLLAIRE. — Avec les notations ci-dessus, f est de
classe C9 dans (—£,e) si et seulement si le système des équations
suivantes est vérifié :

(a, = /3i = 0 pour {i G N : i < k • s, i/k ^ N}
(P,) ai - f3i = 0 pour {i ç N : i < k • 5, i/k ç 2N}

a, + /?i = 0 pour {i ç N : i <-k ' s, i/k ç 2N + 1}
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où par 2N et 2N + 1 on a désigné les nombres pairs et impairs.

(2.9) COROLLAIRE. — Soie / comme ci-dessus; alors f est
de classe C°° dans (—e.e) si et seulement si f est analytique dans
(^).

3. Théorème de Bochnak et Siciak.

Rappelons la définition de la différentielle de Gâteaux.

(3.1) DÉFINITION. — Soit f : U -^ R une fonction définie
dans un ouvert U de R" . Supposons que, pour chaque x ç R71 , la
fonction t —> f(a + tx) possède une dérivée k-ième en t = 0 . Par
6^f , on désigne Papplication suivante :

S^f : R- 3 „ -^ ̂ ^ ^ ̂ ç^ ç ̂

si 6^f est un polynôme homogène du degré k , on appelle 6^f la
k-ième différentielle de Gâteaux de la fonction f au point a . On dit
que f est de classe C?^/ € ^((7)) si f possède des différentielles
de Gâteaux pour k = !,...,? en chaque point a ç U . On écrit
f e G°°(;7) lorsque f ç GP(U) pour chaque p e N .

(3.2) THÉORÈME (Bochnak, Siciak [B.S]). — Supposons que
/ 6 G°°(U) , où U est un ouvert de R" et que de plus f soit
analytique dans chaque intervalle contenu dans U ; alors / est
analytique dans U .

4. Propriétés différentielles des fonctions de classe SUBB.

Dans cette partie, on va donner des résultats concernant les
fonctions de classe SUBB . Les preuves de ces résultats se trouvent
dans les paragraphes 5 et 6.

Les corollaires obtenus en 5 et 6 seront utilisés dans la preuve
du théorème sur les points réguliers d'un sous-analytique.



POINTS REGULIERS D'UN SOUS-ANALYTIQUE 145

(4.1) THÉORÈME. — Soient U un ouvert borné de R71 , et
f : U -^ R , avec f ç 81 (̂1 )̂ . Alors, il existe un entier r ç N
tel que si f est de classe Gr au voisinage de x ç. U , alors f est
analytique au point x .

Ce théorème est un renforcement du résultat de Tamm (théo-
rème 2.3.3 dans [T]) qui, après reformulation, s'énonce ainsi :

(4.2) THÉORÈME. — Soient U et f comme ci-dessus; alors il
existe un entier k ç. N possédant la propriété suivante :

Si f est de classe Ck dans un voisinage de x ç. U , alors f est
analytique au point x .

Observons d'abord qu'en vue du théorème 2.4 (ii), on peut
admettre que dans le théorème 4.1, / est continue. Il résulte du
théorème 3.2 (Bochnak, Siciak) que pour prouver le théorème 4.1 il
nous suffit de démontrer les propositions suivantes.

(4.3) PROPOSITION. — Soie / : U -^ R , / e SUBB(Rn)
une fonction continue; U étant un ouvert, borné de R^ ; alors il
existe un entier m 6 N possédant la propriété suivante :

Si 1 est un intervalle ouvert de U et si f est de classe C^ sur
1 , aJors / est analytique sur 1 .

(4.4) PROPOSITION. — Soient f et U comme ci-dessus, alors
il existe un entier i ç. N possédant la propriété suivante :

Si V est un ouvert de U et si f\y ç. G'ÇV) , aJors f\y ç. G°°(y) .

5. Démonstration de la Proposition 4.3.

Considérons l'application suivante :

C : R" x S""1 x R 3 (x,p,t) —>(x+tp) € R"

où par iS'""1 on a désigné la sphère {y ç. R" : \y\ = 1} . Observons
que l'ensemble

S-^^nÇUxS^xR)
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est un voisinage dans U x S'71"1 x R de U x S11"1 x {0} , alors
l'ensemble

E = £~\U) H (U x 5n-l x {t > 0})

est un voisinage dans U x •S'""1 x {t >_ 0}) de U x S " " 1 x {0} .
Posons / = / o e\E . Bien sûr, / ç SUBB(Rn x R" x R) , car
E ç 81̂ (11" x R" x R) et £ est analytique dans la sous-variété
fermée R" x S'71"1 x R .

On a le lemme suivant :

(5.1) LEMME. — 12 existe une stratification T de R'1 x R'1 ,
compatible avec U x •S^"1 et un entier k ç. 2N tels que pour chaque
T ç T , F C U x S^ la fonction

ET 3 (^,p,t) —^ fÇx.p.t^ = f(x + ̂ p) ç R
où ET = {(x,p,t) (E R71 x R71 x R : Çx,p) e r,(;r,p,|t|) ç £} est
analytique dans un voisinage dans T x R de T x {0} .

Preuve du Jemme 5.1. — En utilisant le théorème 1.5 et le
théorème 2.4 (i), on obtient une stratification S de R" x R" x R et
une stratification Tf de R" telles que :

• T ' est compatible avec U x S'71"1 ;

• S est compatible avec E et R" x R71 x (-1,1) ;

• pour chaque 5 ç. S , S C E la fonction f\s est analytique;

• la paire (<?,T') est compatible avec la projection TT : R" x
R71 x(-l,l)-^R7 1 xR" .

Pour obtenir la stratification désirée T dans le lemme 5.1, on
va appliquer le lemme 1.3. On va définir la famille A de la manière
suivante :

Une feuille F ç. A ^====^ pour chaque composante connexe T de
Intrrn(î7 x 5n~l) il existe un entier r(T) € 2N , tel que la fonction
{(x,p,t) ç T x R : (rr,p, \t\) ç E] 3 (x,p,t) —^/(^fW) ç R

est analytique dans un voisinage dans T X R de T X {0} .

On obtient donc une stratification T C A de R" x R" qui vérifie
la conclusion du lemme 5.1. L'entier k égale le plus petit commun
multiple des r(T) ; T ç T , T C U x .î'1-1 .
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Dans le lemme 1.3, il nous suffit de montrer que la famille A
vérifie les conditions (a) et (/3) de la définition (1.2). La condition
(a) est remplie trivialement. Considérons la condition (/3). Il nous
faut démontrer que pour chaque feuille F G SUB(Rn x R") il existe
un Ar e SUB(Rn x R") fermé et rare dans F tel que F \ Ar G A .

Remarquons qu'il suffit de traiter le cas où F ç T ' , F C U x 5" ,
car [j{T ç T ' : T C ÎT'xT1"'1 ,dimT < dimF} est fermé et
rare dans F . Supposons que T ç V et T C U x S'""1 . Selon
le corollaire 1.5a, il existe une fonction analytique dans T , g ç
SUBB(Rn x R71 x R) telle que

P(0,<7) = {(x,p,t) : (x,p) e T , 0 < t < g{x,p)} ç S
en plus P(0, g) C E . L'application

h : T x R 3 (^) —. (;r,^(;c,p) • < ) ç T x R

est un difféomorphisme analytique et sous-analytique.

Il résulte du lemme 2.2 que

^ = /o ^|rx(o,i) € SUBB(Rn x R" x R) .
La fonction ^ est analytique. Posons

, : pi 3 R .., -̂  (a-^ ,j = 1,2) ç R4

le plongement du P1 dans R4 . On appelle r le plongement R 3 < —»-
R-(U)eP 1 .

La fonction

^ o r o ^ : r x ( 0 , l ) - ^ R 4

est analytique, bornée et sous-analytique. L'ensemble cherché AT ,
s'obtient à partir du théorème de Puiseux pour les applications sous-
analytiques [Pa]. Ce théorème s'énonce ainsi :

Soient X et Y des espaces vectoriels réels, F ç SUBB(X) une
feuille relativement compacte, et <^ : F x (0,1) —» Y une application
analytique, bornée et sous-analytique; alors il existe un ensemble
fermé Ar G SUB(-Y) , avec dimAr < dilnF (donc Ar est rare dans
F), et un entier r 6 N , tels que pour chaque a ç r\Ar l'application
(:r,f) —^ (^(.c,^) possède une extension analytique dans un voisinage
de (a, 0) dans F x R .
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L'exposant r ç N peut être remplacé par un multiple. Il
convient de prendre r ç 2N pair.

Nous avons donc AT rare et fermé dans T tel que :

(T\Ar) x (-1,1) 3 (x,p,t) —^ .oTo^p.rW) ç R
est analytique. D'où T \ AT € A , car i et r sont des plongements
et h est un difféomorphisme. Ceci termine la preuve du lemme 5.1.

Remarque. — La stratification T dans le lemme 5.1 peut être
choisie de telle façon que la fonction

{(x,p,t) ç Tx : (x,p, \t\) ç E] 3 (x,p,t) ̂

/o^,p,^)=/(.r-^p)çR

soit aussi analytique dans un voisinage de T x {0} dans T x R pour
chaque T ç T , T C U x 571-1 . On a noté par s l'application

s : R71 x .y1 x R 9 (:c,p^) -^ (:c,--p^) ç R" x 5n-l x R .

Les fonctions

gi(x,p,t) = /(.r + ̂ p) et g2Çx,p,t) = /(a; - ̂ p)

^1^2 : {(^P,^) : (a-,p,H) €£;} -^R

appartiennent à la classe SUBB(Rn x R" x R) . Il résulte du théorème
2.4 (v) que

i îîi
o'.(a-,p) = ^-^-Cc^O) £ SUBB(R" x R") , ^ e N

i î
/3t(>rîp) = ̂ 'W^^ 6 ̂ ^(^ x Rn). ^ e N

et aussi (a. ± ^.) e SUBB(Rn x R") pour i ç N .

A présent, on va prouver la proposition 4.3. Fixons x ç R" et
p e S'1"1 . Notons par / = x+Rp la droite affine correspondante. La
fonction /|/ est de classe C9 dans un voisinage de x si et seulement
si la fonction t -^ f(x + tp) est de classe C3 dans un voisinage de
0 ç R ce qui équivaut au fait que a,(a-,p) , f3i(x,p) , i = 1,..., k - s
vérifient le système d'équations P, (voir le corollaire 2.8). Observons
que toutes les fonctions dans le système Ps sont analytiques et sous-
analytiques dans chaque strate T € T , T C U x .S -̂1 (il n'y a qu'un
nombre fini de ces strates car U est relativement compact).
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Appliquons pour le système infini d'équations P, , s ç N dans
chaque T ç T , T C U x S'""1 le lemme 2.5. On obtient pour chaque
T ç T , T C U x S^ un entier m(T) ç N tel que pour chaque
(a*,p) G T on a la propriété suivante :

Si ai(x,p),/3i(x,p) vérifient le système Pm(r) , alors a,(a-,p),
/?i(a*,p) vérifient le système P, pour chaque s G N .

Désignons par m le plus grand des nombres m(T) , T ç T , T C
U x Sn^l . Selon les corollaires 2.8 et 2.9 m vérifient la conclusion
de la proposition 4.3.

Avec les mêmes notations qu'au théorème 4.1, on a :

COROLLAIRE 5.2. — II existe un ensemble sous-analytique
ouvert U\ C U tel que :

• Si 1 est un intervalle ouvert de Ui , alors /|j est analytique.

• Si f est analytique en x , alors x ç U\ .

Preuve. — Posons

U[ = {(^p) € U x 571-1 : on(x,p),/3i(x,p) vérifient le système
PS pour chaque s ç. N} .

En vue de ce qu'on a déjà démontré, on a :

U[ = {(x,p) e U x 5n-l : Qi(x,p),/3i(x,p) vérifient le système
PS pour s <, m} . Il en résulte que U[ est sous-analytique.

Observons que : si / est analytique dans un ouvert V , alors
V x 571-1 C U[ .

L'ensemble

Uz =U\7^(UxSn~l\U[)

est aussi sous-analytique, avec TT : R^ x S11"1 —> R/1 la projection
canonique.

On pose alors
Ui = Int Î7i .
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6. Démonstration de la Proposition 4.4.

D'abord on va énoncer un lemme qui implique la proposition
4.4.

(6.1) LEMME. — Soit f:V\ -^ R la restriction de la fonction
f à l'ensemble Ui défini dans le corollaire 5.2. Alors il existe une
stratification Tî, compatible avec Ui x 5'n•~l et des fonctions

Wi : Uz x 5n-l ̂  R , iç N

sous-analytiques et analytiques dans chaque strate de la stratifica-
tion H contenue dans Ui x .S''1-1 telles que f possède au point z ç U^
une i-ème différentielle de Gâteaux si et seulement si w, = 0 dans
{z} x 5n-l .

Appliquons le lemme 2.5 pour la famille des fonctions w,
i e N , dans chaque strate R ç K , R c Uz x 571-1 (il y en a
un nombre fini). On obtient donc un entier / ç N tel que / > m (*)
et

oo /
F|{w,=0}=Q{w,=0}.
«=1 t==l

Bien sûr l'entier / vérifie la conclusion de la proposition 4.4. Il nous
reste à démontrer le lemme 6.1.

On commence la preuve du lemme 6.1 par une simple remarque
sur des polynômes homogènes. Notons par P^R") l'espace des
polynômes homogènes du degré d sur R" . Soit ^{d} = dimP^R") .

(6.2) Remarque. — Soit 0 ^ 0 un ouvert de .S'"-1 ; pour
cAaque d ç. N il existe des points PI,...,?^) e 0 possédant la
propriété suivante :

Pour chaque suite de nombres ^ i , . . . , t^) € R il existe exac-
tement un polynôme v ç P^R") tel que

v(pi)=ti pour i= l , . . . , / / ( rf) .

De plus, les coefficients de v dépendent linéairement de t ^ , . . . , t^y

^ rentier m est celui de la proposition 4.3.
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Maintenant, on va prouver le lemme 6.1.

Soient T une stratification compatible avec U x S'71"1 et k ç 2N
un entier pair vérifiant les conclusions du lemme 5.1.

La stratification cherchée 7Î , compatible avec U\ x Sn'^l , est
construite de la manière suivante :

1) Selon la proposition 1.6, il existe une stratification C1 de R"
compatible avec Î7i telle que la paire (T^C1) vérifie la condition (+)
(voir la définition 1.6).

2) II résulte du théorème 1.4 qu'il existe une stratification
Tî. de R^ x R" compatible avec T et une stratification C de R"
compatible avec C' telles que la paire (7Î5n-i, jC) est compatible avec
la restriction de la projection

TT : R" x R71 9 {x, y) -^ x ç R" sur R" x S71"1

où TZsn-i = {R 6 7Z : R C R" x 5n--l} .

Rappelons que les fonctions de classe SUBB(Rn x R")
aik : U x 571-1 —^ R

définies au paragraphe 5 sont analytiques dans chaque T ç. T ,
T C U x ^î""1 . La fonction / est analytique dans chaque intervalle
contenu dans U\ ; de plus, on a :

^(f^/^+tp))(0)=t!a.^,p)

pour chaque (rc,p) ç Î7i x ^S'71"1 .

A présent, on va définir les fonctions w, , i ç N . Fixons i ç N .
L'ensemble U\ est une réunion de strates de la stratification C . On
va définir la fonction w, sur chaque strate L x i?71"1 séparément,
L e C , LCU^ .

Fixons donc la strate L ç £ , L C l^i . La strate L est contenue
dans une V ç. C1 . Il résulte de la condition (+) qu'il existe un ouvert
Wu + 0 de S'"-1 tel que

V x ÎVi/ C T pour un T e T ,

donc L x WL' C T .

Choisissons des points pi , . . . ,p^( t ) € TVz/ selon la remarque
6.2. Alors il existe des fonctions linéaires ai, . . . ,o^(i) (avec des
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coefficients ne dépendant que des pi,... ̂ (i)) sur R^1) possédant
la propriété suivante :

Le polynôme unique v ç P^R^) qui vérifie les équations :
v(pj) = tj

^(0
est le polynôme ^ a j ( ^ i , . . . î^( i ) )€j où les ej sont les monômes de

j=i
degré i . Posons
vf.LxS^ 3(x,p)—>

y(0
^ ûj(û^(;r,pi),..., aa.(.r,p^)))e,(p) ç R .
j=i

En vue du théorème 2.4, ^ ç SUBB(Rn x R") .

D'après la définition, / possède une i-ème différentielle de
Gâteaux dans x ç. U\ si et seulement si 6^f est un polynôme
homogène du degré i . On a déjà remarqué que :

yxf\Sn-l = i^i•k\{z]xSn-l •

Alors, / possède une i-ème différentielle de Gâteaux dans x si et
seulement si <yi•k\{x]xSn^l es^ I3- restriction d'un polynôme homogène
du degré i sur S'""1 ce qui équivaut à dire que

Oii.k(x.p) = Vi(x,p) dans {x} x S'""1 .
On définit w, sur L x .S^"1 de la façon suivante :

Wi(x,p) = Qi.k(x,p) - Vi(x,p) .
L'ensemble L X S'"""1 est une réunion de strates de la stratification
Tî. . La fonction w, est analytique dans chacune de ces strates.
Selon le théorème 2.4, w. ç SUBB(R71 x R") , ce qui termine la
démonstration du lemme 6.1.

Remarque. — Observons que, des raisonnements qu'on a faits
dans les paragraphes 5 et 6, on peut déduire le corollaire suivant :

(6.3) COROLLAIRE. — Soit f C SUBB(Rn) et U un ouvert
de R" , aJors pour chaque k ç. N Fensemble

{x € U : /possède une k-ième différentielle de Gâteaux en a;}
est sous'analytique.
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7. Points réguliers d'un ensemble sous-analytique.

Soit A un sous-ensemble de M . Posons

R(A) = {x ç A : le germe A^ est le germe d'une sous-variété
analytique de M} .

Pour une fonction / : (7 -^ R , U C M on pose

-R(/) = {a; ç U : / est analytique en x} .

Maintenant on va montrer le résultat principal.

(7.1) THÉORÈME (Tamm [T]). — Soit A ç SUB(Af) , alors
R(A) e SUB(Af) .

D'abord, on va prouver le fait suivant :

(7.2) THÉORÈME (Tamm [T]). — Soit f : U ^ R une
fonction sur un ouvert U de M , avec / ç SUBB(Arf) ; aJors
R(f) ç SUB(M) .

Preuve. — On peut admettre que M = R" et U est borné. En
éliminant l'ensemble des points où / n'est pas continue, on peut
admettre que / est continue. Dans ce cas, / : U —^ R vérifie
l'hypothèse de la proposition 4.3, donc selon le corollaire 5.2, on
obtient un U\ ç. SUB(Rn) tel que / soit analytique dans chaque
intervalle contenue dans U\ , et que de plus, on ait R(f) C Ui .

Il résulte du lemme 6.1 qu'il existe une stratification K de
R" x R'1 , compatible avec U\ x iS '̂"1 et des fonctions

w. : £/i x 571"1 -^ R , i e N

sous-analytiques et analytiques dans chaque strate R ç. Tî, , R C
U\ x S'""1 . Les fonctions w, possèdent les propriétés suivantes :

/ possède au point z ç. U\ une i-ème différentielle de Gâteaux
si et seulement si w, = 0 sur {z} x S'""1 .

Considérons l'ensemble

W[=^}{wi=0}.
»=i
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D'après le lemme 2.5, on obtient un / 6 N tel que
/

T^=F|{w,=0}.
t=i

D'où on déduit que W[ ç. SUB(Rn xRn). Soit TT : R^ xS"-1 -^
Rn la projection naturelle. L'ensemble

Wï = l/i \ 7r(l7i xS^W)
est sous-analytique, car TT est propre. Alors l'ensemble

TVi = Int TVi
est aussi sous-analytique. On va démontrer que

R(f) = TVi .
L'inclusion -R(/) C W\ résulte de la construction de W\ . L'inclusion
réciproque se déduit du théorème de Bochnak-Siciak (théorème 4.1),
car f\w^ est de classe G°° et / est analytique dans chaque intervalle
contenu dans W\ . Ceci achève la preuve du théorème 7.2.

Pour montrer le théorème 7.1, il nous faut deux lemmes.

(7.3) LEMME. — Soit E e SUB(Rn) , alors la fonction
pÇx) = ïnfyçE \^ — y\ de distance à l'ensemble E est sous-analytique.

La preuve de ce fait est analogue à la preuve du théorème qui
dit que la fonction distance à un ensemble semi-algébrique est semi-
algébrique (voir [Ll]); elle peut être trouvée par exemple dans [B.R].

(7.4) LEMME (Poly et Raby [P.R]). — Soit A un sous-
ensemble localement fermé de R" . Soie 6(x) == inf |.z* — y\2 le carréyçA
de la fonction distance à l'ensemble A . Soie x ç A , aJors le germe
Ai; est le germe d'une variété sous-analytique si et seulement si la
fonction 6 est analytique en x .

Revenons à la preuve du théorème 7.1. On peut adniettre que
M = R" . L'ensemble

A'=A\(TVA)
est localement fermé dans R" , et de plus R(A) C A' . Considérons
la fonction

^r)=inf|:r-z/|2, x € R" .
yEA'
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Du lemme 7.3, on déduit que 6 ç. SUBB(Rn) , car 6 = p2 et p est
localement bornée. Diaprés le lemme 7.4, on a

R(A) = R(6) H A' .

Selon le théorème 7.2, R(6) ç SUB(Rn) , donc E(A) ç SUB(Rn) .
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