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MONOGENEITE DE L’ANNEAU
DES ENTIERS DE CERTAINS CORPS
DE CLASSES DE RAYON

par Vincent FLECKINGER

Introduction.

Si k est un corps de nombres, on note A; son anneau d’entiers.

Pour tout idéal A de Ax on note k(.A) le corps de classes de rayon
A.

Etant donné une extension abélienne finie L d’un corps de
nombres K, le théoréme de I’élément primitif affirme I’existence d’un
élément = de L, tel que L = K[z], ce qui permet de décrire la K-
algebre L. L’analogue de ce résultat pour les anneaux d’entiers est
cn général faux. Cependant, lorsqu’il existe un ¢lément = de Ap
tel que A, = Ag[z], on dit que AL est monogéne sur Ax. On sait
que les anneaux d’entiers des corps de classes de rayons sur Q, sont
monogenes sur Z.

M.N. Gras [G 3] et J. Cougnard [C] ont donné respectivement
des conditions nécessaires de monogénéité pour les anneaux d’entiers
des extensions abéliennes de Q, et de corps quadratiques imaginaires,
qui montrent que ce phénomeéne est trés particulier.

D’autre part Ph. Cassou-Nogues et M.J. Taylor, a I'aide de la
théorie de la multiplication complexe et du modéle de Fueter pour

Mots-clés : Corps de Classes — Anneaux d’entiers — Fonctions elliptiques.
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les courbes elliptiques, ont démontré des théorémes de monogénéité,
et exhibé des générateurs pour les anneaux d’entiers des extensions
de la forme k(4.A)/k(4) ou k(4)k(A)/k(4), ou k(A) désigne le corps
des classes de rayon du corps k, relatif & I'idéal A, lorsque k est
quadratique imaginaire dans lequel 2 est totalement décomposé, et
A un idéal premier avec 2, [C-N, T1].

Ils en ont récemment déduit des théorémes de monogénéité pour
les extensions k(A)/H, ou H désigne le corps des classes de Hilbert
de k, [C-N, T2]. On peut alors se demander si ce dernier résultat se
généralise sous la forme suivante :

Les anneaux d’entiers des corps des classes de rayon d’un corps
k quadratique imaginaire sont monogénes sur l’anneau des entiers
du corps des classes de Hilbert H de k.

Cet article donne un analogue des résultats de monogénéité de
[C-N, T1] : utilisant cette fois le modele de Deuring, y% +azy+y = z*
([D], 85, p. 231), et considérant de nouvelles fonctions elliptiques Fg,
définies au §4, on obtient les résultats suivants :

HYPOTHESES. — k est un corps quadratique imaginaire, d’anneau
des entiers Ay, dans lequel 3 est décomposé : 3 = pyp'.

NoTAaTiONs. — H désigne le corps des classes de Hilbert de
k,K = k(9),I' = k(3) et E le sous-corps de K, contenant k(3)
et distinct de k(3p), k(3p’) et de H((y). Si M est un idéal premier
de k, on note vm la valuation correspondante, ou plus simplement
v, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

THEOREME 1. — Soit A un idéal entier de k, premier avec 3.
On note :
L =Fk(9A) et M = Kk(A).
Soit A (resp. @) un point primitif de A division, (resp. de 9-division),
de C/Ay on pose f = X+ . Alors :
(i) AL = Ak[F(B))-

(ii) Am = Ak[F())] dés que v(A) > v(2) pour les places au-dessus
de 2 qui divisent A.
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On obtient méme un raffinement de ce résultat :

THEOREME 2. — Soit A un idéal entier de k, premier avec 3.
On note :

L = k(9A), M" = Ek(A), et M' = K'k(A).

Soit A (resp. @) un point primitif de A division, (resp. de 9-division),
de C/Ay on pose } = A+ ¢, alors :

(i") AL = Ag[F(B)].
(it') Am» = Ag[F())]
(ii") il existe une racine cubique § de (a® — 27)? telle que App =

A/ [6F(X)] dés que v(A) > v(2) pour les places au-dessus de 2 qui
divisent A.

Plan de D’article.

Le paragraphe 1 donne une paramétrisation analytique du
modele de Deuring,.

Le paragraphe 2 concerne ’étude du coefficient a. On montre
en particulier que a peut étre exprimé comme valeur d’une forme
modulaire pour I'¢(9).

Les paragraphes 3 et 4 concernent I’étude des valeurs aux points
de division de C/S, de la premiére coordonnée z du modéle de
Deuring.

Le paragraphe 5 contient les démonstrations des théoremes

;' ’ ’ ’
énoncés précédemment.

Dans le paragraphe 6, on traite le cas des corps quadratiques
imaginaires dont ’anneau des entiers est principal, et dans lesquel 3
est décomposé.
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1. Le modéle de Deuring.

Soient 2 un réseau de C, et Py la fonction de Weierstrass
associée. A tout point f non nul de 3-division de C/f2, on associe la
fonction :

Pa(2) — Pa(f)

.’IJQ(z;f)= P;'z(f)2/3

ou P4(f)!/? désigne une racine cubique de P4(f) fixée une fois pour
toute. Sachant que les zéros de P}, sont les points de 2-division, on
a P{(f) # 0. Lorsque Q et f sont fixés sans ambiguité, on note x
cette fonction et P la fonction Pq.

On déduit des propriétés de la fonction P que z est une fonction
elliptique pour §2, paire, de diviseur :

(z) = () +(=f)—2(0).
On désigne maintenant par z; la dérivée normalisée de z :

()

2= oy

Enfin on pose :

_ 12P3() - 0a(®)

0= o p (s

ProrosITION 1.1. — On a I’équation :

z? = 42® + a®2? + 20z + 1.

Démonstration. — Posons ¢ = P(f) et A = P'(f)~%/3. On
déduit de la définition de z; et de I’équation de Weierstrass, I’égalité :

(12) 23(z) = N(4P*(2) — 22 P(2) - ga).
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Soit h(z) = 4z°% + o?z? + 2az + 1. On déduit de la définition de z
Pégalité :

h(z) = 4X*P3 4 ()% — 120%¢) P?
—i—(12/\3e2 —2a%)\% + 2a))P — 4)\3¢3
(1.3) + a?\?%e? — 2ade + 1.

Il suffit donc de vérifier :

(1.4)  a® =12Xe; 2a = A?(12e® — g3); A*(4e® — gae —g3) = 1.

Les deux derniéres équations sont vérifiées par définition de
et A. Le systéme est compaitible si et seulement si :

48)e = \4(12¢% — go)? ,
soit encore :
(1.5) 48e* — 24e’g, — 48g3e — g2 = 0.

Or on sait, (cf. [L 2], chap. 2, §1, égalité (6)), que les racines du
polynoéme

48X* — 249, X? — 4893 X — g2

forment I’ensemble {P(f), f non nul de 3-division dans C/Q}, ce

qui acheve la démonstration.

COROLLAIRE 1.6. — On a les égalités suivantes :

) ' _ 2838P%(f)
(1) o*(f) = _——12P2(f) "
. 3 P(z) - P(f)

On écrit d’abord a® = (a?)?/a.
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Les égalités (i) et (ii) sont alors les conséquences immédiates de (1.4).

Remarque. — On appelle modéle de Deuring de la courbe
elliptique E définie par C/Q, I’équation (1.1).

On passe du modéle de Deuring habituel (voir par exemple [D])
y2 + azy + y = z° & équation (1.1) en faisant le changement de
variable :

1 =2y+az + 1.

ProposITION 1.7. — Soit D le discriminant du modéle de
Deuring de la courbe elliptique E, on a :

(i) D =a®-27

(ii) D est racine du polynéme X* + 36X° +270X? + (756 — j) X + 3°
ou j désigne l'invariant modulaire de E.

En utilisant les formules dues & John Tate ([L 1], App. 1, § 1, p.
299), on obtient

D =a®-27et (a® —27)j = a®(a® — 24)%.
On en déduit immédiatement (i) et (ii).
Remarque 1.8 — L’égalité

L 120(Q)  ad(f)eb(f) = 247
IM="3e) = au-=

joue un role important dans le paragraphe suivant.

PRroPOSITION 1.9. — On a les relations :
(1) z(2)z(z + flz(z +2f) = -1,
(1) z1(2)z1(z 4+ r)z1(2 + s)z1(2+7r +8) =D,

ou {r,s,r + s} sont les points non nuls de 2-division de C/2.
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Démonstration. — La fonction z(z)z(z + f)z(z + 2f) est de
diviseur nul, elle est donc constante. Faisons tendre z vers 0, on
obtient les limites suivantes :

22z(2) tend vers P’(f)-—z/:z,

z(z + f)/z tend vers z'(f) = P'(f)/3, et

z(z + 2f)/z tend vers z'(2f) = z'(—f) = —P'(f)*/3.
Ce qui donne le résultat (i).

Le diviseur de la fonction z;(z)z;(z + r)z1(z + s)z1(z +r + 3) est
nul, cette fonction est donc constante. Faisons tendre z vers 0, on
obtient les limites suivantes :

23z1(z) tend vers —2/P'(f)

z1(z +r)/z tend vers z}(r),

z1(2z + s)/z tend vers zi(s),

z1(z +r + 3)/z tend vers z}(r + s).
En dérivant 'égalité (1.1) on obtient :

ziz) = (62% + o’z + a)z’
soit encore :
z| = (6z? + o®z + a)P'(f)'/3.

Le produit z}(r)z}(s)z}(r +s) est donc égal au 16-ieme du résultant
des polynémes :

(62 + oz + a)P'(f)Y? et 42® + a?z? + 20z + 1,
soit :
P'(f)(27 - a%)
2
finalement on obtient :
=2z (r)zy(s)zi(r+s)
P'(f) )

D-

Ce qui démontre (ii).
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I1. Etude du coefficient a.

Le but de ce paragraphe est d’exprimer aq(f) comme valeur de
certaines formes modulaires de niveau 9.

En utilisant les propriétés d’homogénéité des fonctions Pq(z)
et g2(£2), on déduit de ((1.6),(i)) que a}(f) est homogene de degré
0, c’est-a-dire :

ada(Af) = ady(f)
pour tout A élément de C*.

Si Q2 =wZ®wyZ ou T = w;/wy appartient au demi-plan de
Poincaré, noté §, on en déduit :

a}(f) = ad, (ur +v)

ot (u,v) est élément de ((1/3Z)/Z)?, (u,v) # (0,0) et Q, = 7Z D Z.

Puisque ad(f) = ad(—f) il nous suffit donc d’étudier les fonctions
A(u,v) définies sur b par :

Ay (1) = ady, (ur +v)
avec (u,v) dans T = {(0,1/3), (1/3,0), (1/3,1/3), (1/3,-1/3)}.
Pour tout entier n on note ¢, une racine primitive n-ieme de 1.

ProprosITION 2.1. - Les fonctions A(y,) sont des fonctions
modulaires pour I'(3) et I'on a :

A(31)
A —27)? =312 —=
(A@©a/3) ) A(T)

A (r + 1)
(A(l/s 1/3) — 27)2 = — 3
. ’ A(T)

T—1
(Aa/a—1/3 _27)2=é_(__L)
(1/1_/) A(T)
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~ ,_AG3)
(A(l/s,o) - 27) = T(f)—

ou A désigne la fonction delta usuelle.

Démonstration. — Puisque SLy(Z) opére sur ((1/3)Z/Z)? on en
déduit une action naturelle de ce groupe sur ’ensemble des fonctions
Au,) ¢

(8, AGu,0) = Au,v)s-t -

On vérifie aisément ’égalité :
(2.2) A(u,,,)(s"lr) = A(u’v),—l(‘r) .

Soient :

(0 -1 (0 -1 (0 -1
o=\1 o) *T\1 1) *2T\1 1)
On déduit de (2.2) :

A@,1/3)(s07) = A(1/3,0)(7)
(2.3) A/ (1) = Aqys,/s)(T)

A,1/3)(s27) = A(1/3,-1/3)(7)-
Donc SLy(Z) opere transitivement sur l'ensemble {A(, )} et le
stabilisateur de A(g,1/3) est T'o(3). Pour démontrer (2.1) il suffit donc,

grice a (2.3) de vérifier que A(g,1/3) est une fonction modulaire pour
To(3) et satisfait I'égalité :

(2.4 (apr) — 20 =32 T
Montrons, pour commencer, que A(g,1/3) est modulaire pour I'¢(3).
Par (1.6) nous obtenons :
288P3% (1/3)
12P3,(1/3) - 92(Qr) -

D’autre part d’apres la définition de a, A(g,1/3) est sans pole sur
h. On déduit alors des propriétés des fonctions P et g; et de

(2.5) Aw,1/3)(7) =
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(2.5) que Ag,1/3) est une fonction holomorphe sur §. Etudions son
comportement aux pointes {00,0} de Ty (3). On pose ¢ = %" ct
— plinz
g, = e¥"%,
D’apres ([L 1], chap. 4, prop. 3 et 4) on a, pour la pointe infinie,
les développements de Fourier suivants :

Fo. (z) - (2“r)2 (12 mel (1 q ‘Iz)z —ZZ 1-¢" ) .

=1

92(Qr) = (2”’) (1+2402
. (2.6)

De (2.5) et (2.6) on obtient :

(2.7) A@,173)(T) = 27+ 729q + o(q).

On remarque en outre que les coefficients de Fourier du dévelop-
pement (2.7) appartiennent a Q.

Puisque sg(00) = 0 pour obtenir le développement de Fourier
de A(o,1/3) en la pointe 0, il suffit de déterminer le développement
de Fourier de A(;/3,0) en la pointe co. Grace a (2.5) et (2.6) on a :

(2.8) Az (r) = 9-1/3 + 0(‘11/3)-
On conclut de (2.7) et (2.8) que A(o,1/3) est une fonction modulaire
pour I'y(3) et holomorphe sur .
On considere la fonction :
A —27)?
B(T) — ( l(20,1/3)(7-) ) .
37 (A@n)/A(T)

On sait que les fonctions A(7) et A(37) sont holomorphes et sans
zéro sur B. A(o,1/3)(T) — 27 est holomorphe sur b, et est égal au
discriminant associé & un modéle de Deuring de C/f2,, donc ne
s’annule pas sur §. B est donc une fonction modulaire pour I'¢(3)
holomorphe et sans zéros sur f.

Par [L 1], Chap. 18, §4, (8) on obtient :
(2.9) 312A(37)/A(T) = 3%¢% + o(¢?).
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De (2.7) et (2.9) on déduit que B est holomorphe et sans zéro
en la pointe co. Comme B ne peut avoir a la fois un zéro, et un
pole en la pointe 0, B est holomorphe sur ) et aux pointes. B est
donc constante et sa valeur se déduit du développement de Fourier
a l'infini, soit B = 1. Ce qui achéve la démonstration du théoréeme
(2.1).

De (1.8) on déduit Pégalité :

Ay 27
010) ) =12 B0 22D,
. A(T)(Au,v) — 24)
On introduit alors la fonction éta de Dedekind définie par :

(.11) o) = Tl -a)

n=1

et on rappelle ’égalité :
(2.12) (2im) 20?4 (1) = A(7).

I1 est alors facile de déduire de (2.1), (2.10) et (2.12) une racine
cubique de A(y,y)- Soit (u,v) € ((1/3)Z/Z)? on pose :

( ] (r) = 108 g2(T)n*(37)
O @i 2 (r)( Ao /m)(r) - 24)
(2.13) < 12 g2(T)n*(ur 4+ v)
I(u,v)(T) =
(2im)* ' (1) (A, (T) — 24)
| si (u,v) # (0,0),(0,1/3).

COROLLAIRE 2.14.

(1) {(0,1/3) est une fonction modulaire pour I'¢(9), rationnelle sur
Q(¢y) telle que 1%0,1/3) = Ao,1/3)-
(ii) !(u,v) pour (u,v) # (0,0) et (0,1/3) est une fonction modulaire
pour I'(9) rationnelle sur Q((y), telle que l?u,v) = A(u,v)-
Démonstration. — Les démonstrations de (i) et (ii) sont
semblables. On se limite & la démonstration de (i). On pose I(7) =
1(0,1/3)(7')-



28 V. FLECKINGER

D’apres (2.1) et (2.13) ona I(7)* = £ A(9,1/3)(7), dont | n’admet
pas de pole sur h. On déduit alors des propriétés de la fonction n que
[ est holomorphe sur §. On connait ’action de SLz(Z) sur la fonction
éta de Dedekind, voir [R)]

et +d

¢

n(t)

n(a’r-i-b

oy d) = &(a, b, ¢, d)

avec ¢(a,b,c,d) = (g)i(i'°)/2e(i"/12)(bd(l'°2)+°(“+d))

pour ¢ impair
et 6(0, b) C, d) = (‘(‘ci‘) e"id/4e(i"/12)(ac(l —dz)+d(b-c))

pour d impair,

ou ( 5) désigne le symbole de Jacobi.

On obtient alors si s est un élément de I'¢(3), défini par
s(r)=(ar +b)/(3cr + d) :

7](3 ar +b ) = ,7(‘137'_"'31’) = ¢(a, 3b,¢,d)n(37)

3er +d c3t+d
d’ou
¢(a, 3b,¢c,d)*
l = 899569
(0,1/3)(s(7)) 2(a,b,3c,d)? ©,1/3)(7)

puis, si ¢ est impair, on a :
e(a,3b,c,d)*  iA=0)mildbd(1=c)tc(atd))/3

&(a, b, 3¢, d)'? - ;(1=30) o wi(bd(1-9¢*)+3c(a+d))
= e-—8m'c(a+d)/3 = e—21n'c(a+d)/3

et si d est impair :

e(a’ 3b, c, d)4 3 e‘n’idc‘rri(ac(l—d’)-’-d(:ib—c))/:}

= — e—81ri(ac(l—d7)—cd)/3
e(a, b, 3c, d)12 e3mid mi(3ac(1 —d?)+d(b—3c))

ou plus simplement, sachant que ad = 1 mod 3, donc a = d mod 3 :

I(s(7)) = e*™e/3](7).
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On vérifie immeédiatement que /(g 1 /3) est invariante pour I'g(9). Donc
l(0,1/3) est modulaire pour I'g(9). Il est immédiat d’apres (2.7) et
(2.11) que les développements de Fourier en €27/ de [ 1/3) ont
leurs coefficients dans ({s). On en déduit grace a la proposition 6.9
de [Sh] que [(g,1/3) est rationnelle sur Q((o). D’apreés I'égalité (2.10)
ona:

(r)’ =£A0,/3)
la comparaison des coefficients de Fourier en la pointe oo, donne
Pégalité :

i(r)* = A7) -

COROLLAIRE 2.15. - l(g,1/3)(T) appartient a Q(j(7),7(97)).

Cela résulte de (2.14), et des théorémes 5 et 7 de [L 1], Chap.
6, §4.

II1. Formules de multiplication.

On fixe un réseau § et un point f, non nul de 3-division de
C/Q. Les fonctions z, z; et a considérées sont définies par ce choix.

Puisque (2 — z(nz)) est une fonction elliptique paire pour 2,
il existe Np(X) et D,(X) dans C[X] tels que :

En effet la fonction = étant une fonction affine de la fonction P
de Weierstrass, le corps des fonctions elliptiques paires, relatives au
réseau 2, est C(z(z)). On s’intéresse alors aux polynomes N,(X) et
D,(X).

La formule d’addition de la fonction P nous donne :

— _op( 4 L(EI()\
(3.1) P(22) = —2P( )+4( P,(z))

On a alors :
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ProposiTION 3.2.

z4(2) — az?(2) — 2z(2) .

o(22) = )

Démonstration. — D’apres la définition de z, on a :

P(z) = z(2)P'(f)*® + P(f); P'(2) = z'(2)P'(f)¥;

P'(z) = 2" (:)P(F/°

soit encore en utilisant la fonction z; et la proposition 1.1 :

P(z) = o(2)P'(f)** + P(f); P'(2) = z1(2)P'(f);

P"(z) = (62% + o®z + o) P'(f)*/3.

Puis en utilisant (3.1) et I'égalité :

2 12P()
Pl(f)2/3

on obtient :

o? (62 + oz + a)?
22) = -2 - —
=(22) =() 4 + 42 + a®2? + 20z + 1

le résultat s’en déduit.

Soit n > 0. On définit les polyndmes :

(3.3)

Q1(X) =1=Qa(X)

Q2n+1(X) = (2n + DII'(X — z(u)), si n > 1, ot u parcourt
un demi-systéme de représentants des points non nuls de
(2n + 1)-division de C/, (c’est-a-dire que {—u,u} parcourt
un systéme complet).

Q2n(X) = 2nIl'(X — z(z)), si n > 1, ol u parcourt un demi-
systeme de représentants des points non nuls de 2n-division,

non annulés par 2, de C/QR(X) = (4X3® +a?X?2+2aX +1)2.

Pour tout entier n > 0 (resp. > 1) on pose :

(3-4)  fan+1(2) = Qant1(2(2)), (resp. fan(2) = 21(2)Q2n(2(2)))-



MONOGENEITE DE L’ANNEAU DES ENTIERS 31

Apres une transformation affine des formules de multiplication pour
la fonction P de Weierstrass ([L 2], chap. 2, § 1), on obtient :

(3.5) z(nz) = :c(z) _ fna (Jf'z,)(fz")_l(z), sin>2

et

fa = 21(22)z1(2)*
(3.6) fang1 = fog2fi— fiiifa-1,sin>2
fanfz = fn(fn+2f3—1 _fr2;+1fn—2)> sin > 3.
De (3.2), (3.4) et (3.5) on déduit :
(3.7 Q3(X) =3X* +a®X?® + 3aX? +3X
et de (3.2), (3.4) et (3.6) :
(3.8) Qa(X) =2X% +a?X® +5aX* +10X* —aX —1.

A partir de (3.4) et de (3.6) on obtient les relations de récurrence
suivantes :

Qin = Q2a(Q2n+2Q%,-1 — Q20-203, 1,
(3.9) Qan+1 = RQ2n42Q3, — g%m Q2n-1 \

Q4n+2 = Q2n+1(Q2n+3Q2n - Q2n-l Q2n+2)

Q4n+3 = Q2n+3an+1 - Ran+2Q2n-

THEOREME 3.10.

(i) Qn(X) est un polynéme de Z[a][X], de coeflicient dominant
égal a n/(n,2), ou (n,2) désigne le pged de n et 2,

(i) Qn(0) =1 sin est congru a1 ou 2 modulo 6,
(iii)) Qn(0) = —1 sin est congru a 4 ou 5 modulo 6,
‘iv) Qn(0) =0 et Q,(0) = n si n est congru a 3 modulo 6,

(v) @n(0) =0 et Q',(0) = —n si n est congru a 0 modulo 6.

Puisque les polynémes R(X) et Qi(X) sont éléments de
Z[a][X], pour 1 < k < 4, on démontre (i) par récurrence sur n a
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partir de (3 9). De méme la démonstration de (ii), (iii), (iv) et (v) se
fait par récurrence sur n.

COROLLAIRE 3.11. — Pour tout entier n > 2 on a I’égalité :
Na(a(2))
Da(z(2))

ot N,.(X) est un polynéme unitaire de degré n? de Z[a][X], et D,(X)
est un polynéme degré n? — 1 de Z[a][X].

z(nz) =

Démonstration. — D’apres la définition des @, on vérifie que
le degré de Q2 est (2n? — 2) et que celui de Q2 41 est 2n? + 2n.

Grace a (3.5) on obtient :
Nan(X) = X(4X3 + a2X? + 2aX + 1)QZ,(X)
(3.12)

—Q2n-—l(X)Q2n+l(X)
Dyn(X) =(4X3+a’X? + 22X +1)Q3,.(X).

On en déduit immédiatement le résultat dans ce cas.

De méme :

N2n+1(X) =XQ§n+1(X)—'(4X3+012X2 +2(1X+1)

QZn(X)Q2n+2(X)
Dant1 (X) = Q§n+l (X)

Et le résultat est encore immédiat.

Remarque. — On déduit de (3.10) (iv) et (v) que si (n,3) =1
alors N,(0) =0

IV. Multiplication complexe.

On suppose dorénavant que 2 est un idéal du corps quadratique
imaginaire k de discriminant inférieur & —4. Le tore C/2 est alors a
multiplication complexe par 'anneau des entiers Ay de k.

On fixe un point f de 3-division de C/SQ.

Puisque j(§2) est un entier algébrique on sait par (1.7) (ii) que
a est un entier algébrique.
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Enfin H désigne le corps des classes de Hilbert de k.
ProprosITION 4.1. — On a les égalités suivantes :
Si f est primitif de 3-division, alors k(a3(f)) = k(3).

Si 3 est décomposé dans k,3 = pp' et si f est primitif de p ou p'-
division, alors k(a®*(f)) = H.

Démonstration. — Soit h la premiére fonction de Weber :

h(z) = —2738 28 p(),

A
De (1.6) (i), on déduit 'expression de o :
a’(f) = 288h21({)10 32 24’121(2f)9 3 29
12m(f) - T () - T
mais on a :
. : N
j= 123gz2 et A = g3 —27g2, d'ou 2751:3 = 19~ 1,

on cn déduit :
24h%(f
aa(f) = T2 . ( ) 3N
h*(f) =35 —127)
On constate que c’est une fonction homographique de h? & coefficient
dans Q(j). De 'égalité (1.5), et de I’expression de h(f) en fonction
de P(f), on déduit :

3 2 3 4 6 4
g
48h4(f) _ 9l7311 92923 IzZ(f) + 925316 92A.(§3 h(f) — 928320 9243 -0

puis
RY(f) = 65(5 — 12°)h2(f) + 85(j — 12*)?h(f) — 35%(j — 12°)* = 0.

Sij =0, alors k = Q((3) de discriminant -3, et si j = 123 alors
k = Q((4) de discriminant -4. Donc sous I'’hypothese faite sur le
discriminant de k, j(j —12%) est non nul, et k(j, h(f)) = k(j, h2(f)).

D’apres (1.7) (ii), j appartient & Q(a3(f)). On en conclut que A%(f)
appartient & Q(a*(1)), done k(a*(f)) = k(j, A(f)).
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Si f est primitif de 3-division, d’aprés ([L 1], chap. 10, § 3) on a
k(4, h(f)) = k(3).
Si f est primitif de p (ou p’)-division, alors k(j, h(f)) = k(p) (ou

k(p')), mais ces deux corps coincident avec le corps de classes de
Hilbert H de k.

Dans la suite, on désigne par a une racine cubique de o,
engendrant le corps de rupture du polynéme X3 — o® sur k(a?®).

COROLLAIRE 4.2. — Supposons que I’idéal 3 est décomposé dans
k, 3 = pp alors :

(i) Si f est primitif de 3-division, k(a) est le sous-corps E de K,
contenant k(3) et distinct de k(3p), k(3p') et de H(ng). De plus
a® — 27 est une unité.

(i1) Si f est primitif de p (resp. p')-division, alors k(a) = H. De
plus on a : (a® — 27) = p® (resp. (a® — 27) = p'o).

Démonstration. — D’apres 2.14, et ([L 1], Chap. 10, § 2, corol-
laire du théoréme 2) les quantités I(, »)(7), out (u,v) € ((1/3)Z/Z)?
sont dans k(9).

(i) Soit f un point primitif de 3-division. D’apres 4.1, k(a®) = k(3),
et puisque 3 est décomposé dans k, k(3) = H((3).

Supposons d’abord que f = 1/3, puisque k(a?) contient 73, on peut
alors choisir

a(f) = 1(0,1/3)(7) .

Soient :

u l'idele unité de k défini par up = 4, up =4, et u, = 1 pour
les autres places.

u' I'idéle unité de k défini par u, = 4, u)y =7, et u, = 1 pour
les autres places.

. Le groupe k* < u > Uy correspond alors au sous-corps E de I,
et k* <u' > Uy a H(().
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L’action dc l'automorphisme (u, k) sur l(,1/3)(7) est donné par la
matrice diagonalc :
4 0
0 4)°

Celle-ci laisse {(9,13)(7) fixe, donc k(l(o,1/3)(7)) cst contenu dans E.

De méme l'action de (u', k) sur l(g,3/3)(7) cst donnée par la matrice
dc déterminant 28 :

1 (4T1 - 71“2 3T17'2 >

T — T2 '—3 (77'1 - 47'2

_ 1 4T1 - 7T2 31‘11'2/28 1 0

- T — T2 -3 (77'1 - 41'2)/28 0 28
ou (71,72) désigne lc plongement de 7 dans Q2 = k,ky, donné par

les racines du polynéme minimal de 7 sur Q. En cffet on peut écrire
dans Q2, I'action dc u' sur le réscau (7q,72)Z; + (1,1)Z; :

(47’1,71’2) = Tl l T2 ((4T1 - 77‘2)(1’1,1’2) + 3T1T2(1,1))
47 =i (3 m) + (T = 4n)(1,1)).

Commec 3 cst totalement décomposé dans &, 73 —72 cst inversible dans
Z;, ct on déduit alors de P'action de Slp(Z) sur l(g,173) que (o,1/3)(T)
n’cst pas invariant par (u', k). On conclut alors que k(l(,1/3)(7)) =
L.

On dé¢duit le résultat dans le cas général, en utilisant le fait
quc E/k cst galoisicnne, et que le groupe Gal(k(3)/H) pcrmute
transitivement les a®(f), ol f cst primitif de 3-division.

La dcuxicmc partic de (i) résultc de [L 1], Chap. 12, § 2,
Théoreme 6 ct de son corollaire, ct de I'cxpression (2.1) de o — 27.

(ii) Si f cst primitif de p ou p’-division, on sait que a® apparticnt &
H. D’autrc part extension k(a)/H cst abélicnne, puisquc contenue
dans %(9). Comme 3 cst non ramifi¢ dans H, H nc conticnt pas de
racinc primitive 3-ime de I'unité. On cn conclut que a® cst un cube
dans H, ct a désigne alors uniquc racine cubique dec a® dans H (les
deux autres sont dans H({3) = &(3)).
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La deuxieme partie de (ii) résulte aussi de [L 1], Chap. 12, § 2,
Théoréme 6 et de son corollaire, et de ’expression (2.1) de a® — 27.

Dans la suite, on se fixe un point f primitif de 3-division dans
C/ Ay, et on choisit une racine cubique a correspondante.

ProprosITION 4.3. — Soit § un élément d’ordre n de C/Q2 avec
B # xf. Alors :
(i) Si (n,3) = 1,1/x(B) est un entier algébrique et une unité en
dehors de n.

(1) Si(n,3) # 1,1/z(B) est un nombre algébrique et un entier en
dehors de n.

C’est une conséquence du théoreme 3.10 et des formules (3.12),
sachant que a est un entier algébrique.
Soit 8 un point d’ordre n de C/Q2 ou # # % f. La proposition
4.3 nous conduit a considérer la nouvelle fonction elliptique pour
définie par :
1
za(z f)

Lorsque et f sont fixés, on note encore F' cette fonction.

(4.4) Fa(z f) =

Soit A un idéal de A premier avec 3. Nous posons :
Sa(X) =I(X - F(B)),

ou 3 parcourt un demi-systéme des points primitifs de A-division de

c/.

ProrosITION 4.5. — Soit A un idéal entier de Ay premier avec
3. Alors S4(X) est & coeficients dans Ag[a].
Démonstration. — On a, par (1.6), 'égalité :
12h(f)
a*(h(z) = h(f))
On pose R4(X) = II(Y — o®*F(B)).
Soit # un point primitif de A-division de C/<2.

(4.6) F(z) =
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Par un théoréme classique de la multiplication complexe dii a Fueter,
on sait que k(j, h(B)) = k(A) dés que B est primitif de A-division,
([L 1], chap. 10, Th. 7 et son corollaire). a®?F(8) est donc dans
k(3)k(J). D’autre part si u est un idéle unité de k, congru & 1 modulo
3, alors d’apres la loi de réciprocité de Shimura on a ’égalité :

(a?F(8))* ™9 = o?F(up)

ot (u~1, k) désigne 'automorphisme d’Artin.
D’apres I'expression de a? F(8) en fonction de h(B), il est clair
que si u et u' sont deux idéles unités congrus & +1 mod 3,

o®F(uf) = o*F(u'B) si et seulement si ho(uf) = h%(u'p).

Or deés que k est distinct de Q(2) et de Q((3), ce qui est réalisé ici, les
seuls isomorphismes de la courbe mise sous la forme de Weierstrass
classique sont l'identité et (P, P') — (P, —P'), et ils laissent h(uf)
invariant.

L’égalité h(uf) = —h(u'f) implique que la transformation
(P,P') — (=P,iP")
est un isomorphisme de la courbe, ce qui est contradictoire, d’ou
h%(upB) = h*(u'B) équivaut a h(uB) = h(u'B).

On en déduit que le groupe de Galois de (k(3)k(.A)/k(3)) opere
transitivement et sans point fixe sur ces éléments. Ceci démontre
que RA(Y) est un polynéme minimal de a?F(f3) sur k(3).

Soit ¢ l'indicateur d’Euler défini sur les idéaux de Ay.
On a légalité :

'd 1 'd
Sa(X) = WRA(GZA)
ou ¢ =1 (resp. 2) si A ne divise pas 24 (resp. A divise 24y).

Puisque k(3) = k[a®], ceci démontre que S4(X) est dans k(a)[X].
Comme les éléments F(f) sont des entiers algébriques quand (A4,3) =
1, on en conclut que S4(X) est dans Ap(q)[X].
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Remarque. — On a aussi démontré que si A est un idéal entier
de k premier avec 3, alors k(3)k(A) = k(3)(a® F(B)).

On montre de méme :
Ka)k(A) (@ F()); KO)K(A) = k(9)(o* F(8))

et k(9A) = k(3)(F(8')),
ou (' est primitif de 9.A-division dans C/Q2.

PROPOSITION 4.7. — Soit w un élément de Ay tel que w = %1
mod 3. Alors :

F(wz) = cHF(z -7)
¥
ou v parcourt l’ensemble des points de w-division de C/Q et ¢® =
(_I)N(w)—l-

Démonstration. — Les deux membres de I'égalité admettent le
méme diviseur :

> @) - (v + ) = (v +21)).

Ces deux fonctions sont donc proportionnelles.

I1 existe donc ¢ # 0 tel que :

Flwz) = cH F(z—~).

On en déduit 'égalité :

F(wz) - F(w(z + f)) - F(w(z +2f))
= [[F(z=7) - F(z+f-v)-F(z +2f =)

d’olt en utilisant (1.9) on obtient 'égalité ¢ = (—1)N)-1,

COROLLAIRE 4.8. — Soit A un idéal de Ay premier avec 3. Soient
A et ' deux points primitifs de A-division de C/Q2. Alors :

(i) F(X) et F(X') sont associés.
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(i) Si q est un diviseur premier de A, tel que A = A'q", alors
(F(X)) divise q?". En particulier, si A n’est pas égal a la puissance
d’un idéal premier de Ay, F()\) est une unité.

Démonstration. — Puisque F()) et F()\') sont deux entiers
algébriques, il suffit de démontrer que F(A) divise F(\'), et que
F()') divise F()). Puisque A et A’ sont primitifs de A-division, il
existe w premier avec A tel que A' = w mod Q. Puisque (A4,3) =1
on peut supposer w = £1 mod 3. Grace a (4.7) on a :

FON)=FN[[FO-7)

7#0

les éléments F(A — v) sont aussi des entiers algébriques, car A\ — v
est d’ordre premier a 3. Donc F()) divise F(\').

Pour démontrer (ii) il est commode de démontrer le lemme
suivant.

LEMME 4.9. — Soit w un élément de Aj vérifiant w = +1 mod
3. Alors :
Wwi=c H F(y)

Y#0

ou v parcourt l’ensemble des points non nuls de w-division de C/S2.

Démonstration. — 1l suffit de faire tendre z vers 0 dans I'¢galité

F(wz
7o el rey
» “ 7#0
déduite de (4.7).
Soit ¢ un diviscur premier A. On pose A = q"A', avec

(A", q") =1 et on choisit w dans Ay tel que :
w =1 mod 3q"
w=0mod A'.

Le point wA de C/N est donc nul de q"-division. Par (4.7) on sait
que F()) divise F(wA). On choisit des générateurs w; et wp de ¢,
congrus a 1 modulo 3.



40 V. FLECKINGER

On sait que wy(wA) = wz2(wA) = 0. Donc F(w)) divise w? et w2, puis
q2r'

On conclut que F()) divise q?". Ce qui acheve la démonstration du
corollaire 4.8.

On pose :
(4.10) Za(X) =[](X - F(B))
B

ou f parcourt un demi-systéme des points de A-division de C/SQ.

ProprosITION 4.11. — Soit A un idéal entier de k, premier avec
(3). Alors le polynéme Z a(X) est a coefficients dans Ayq) et I'on a
Pégalité :
(Z4(0)) = A(A,2).

Démonstration. — Le polynome Z4(X) est égal au produit
I1S4(X) ou q parcourt les diviseurs de A.

On déduit alors de (4.5) que Z4(X) appartient a Agq]-

Pour déterminer le terme constant, on commence par montrer
le lemme suivant. '

LEMME 4.12. - Soit 6 un point non nul de 2-division de C/fQ.
Alors :

(i) Si2 est décomposé dans k/Q, avec 2 = q¢,
| (F(6)) = q? si 8 est de q-division

(F(8)) = q'% si 8 est de q'-division
F(0) est une unité dans les autres cas.

(i) Si2 est ramifié dans k/Q, avec 24x = g7,
(F(8)) = ¢° si 8 est de g-division.
(F(9)) = q sinon.

(iii) Si2 est inerte dans k/Q,
(F(8)) = (24P
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Démonstration. — Soient {r,s,r+ s} I’ensemble des points non
nuls de 2-division. D’aprés 1.1, en utilisant la définition de F), on
obtient 1’égalité :

(4.13) 4 =F(r)F(s)F(r + s).

Sous les hypothéses de (i) et (iii) on déduit le résultat de (4.8) et
(4.13).

On suppose 2 = q? ramifié dans k/Q.

Soit, par exemple r le point primitif de ¢-division alors, d’apres
(4.13), F(r) divise q*. Puisque s et 7+ s sont de ¢%-division, il existe
w dans Ag, congru a 1 modulo 3 et tel que ws = r et donc d’apres
(4.7), il existe une racine sixiéme de 'unité c, telle que :

F(r)y=c H F(s —7).
wy=0

L’idéal (w) est de la forme q®, avec (q,D) = 1, donc si v est un
point de w-division, la valuation en q de lannulateur dc s — v est
donc comprise entre 1 et 2.
Si cet annulateur est g, alors s —y = r, ce qui donne v = r + s, mais
cela est impossible car r + s est de ¢%-division.
L’annulateur de s — v est donc :
soit g2 c’est-a-dire s —y=sour+s, puis y=0ou r,
soit gD’ ol D' est un idéal entier distinct de Ay et divisant D,
et F(s — ) est une unité. On en déduit que F(r) est associé a
F(s)F(r + s). Comme d’autre part on sait que F(s) et F(r + s)
sont associés I'égalité (4.13) ne laisse alors plus le choix, d’ou (ii), ce

qui achéve la démonstration du lemme.

On déduit du lemme que la proposition cst vraie des que A
divise 2. Supposons pour commencer que A est principal engendré
par w = %1 mod 3. On pose (A4,2) = A'. D’apres (4.9) on a :

(a7 47 = (TTF®) (240
B

ou f parcourt un demi-systeme de représentants des points de A-
division non annulés par 2.
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Puisque la proposition est vraie pour A’, on en déduit :
(ITF®) = a4
B

et donc :
(4.14) (ZA(0)) = AA'.

La proposition est donc démontrée dans ce cas.
On traite maintenant le cas général :

D’apres le lemme d’approximation il existe A dans A, congru
a 1 modulo 3, tcl que q = AA™! soit un idéal entier de Ay premier
avec A. Il est clair que Z4(X) divise Z(,y(X). Soit G(X) le quotient
de ces deux polynomes, G(X) appartient donc a Ay(q4)[X] et, puisque
A =1 mod 3, on déduit de (4.14) :

(4.15) (AM((A);2) = (Z(3(0)) = (2.4(0))(G(0)).

Puisque (g, A) =1ona:
(4.16) (A((A),2) = A(A,2)4(a,2).

Soit alors F(o) une racine de Z 4(X) (resp. G(X)); 'annulateur de o
est soit un idéal premier avec q (resp. premier avec A), soit divisible
par au moins deux idéaux premiers distincts. On déduit de (4.8) que
(Z2.4(0)) (resp. G(0)) est premier avec q (resp. A).

De (4.16) on déduit :
(Z24(0)) = A(A,2).
Ce qui acheve la démonstration de la proposition 4.11.

COROLLAIRE 4.17. — Soient q un idéal premier de k, ne divisant
pas 3 et A un point primitif de q™-division, ou n est un entier non
nul. Dans la cléture algébrique de k choisie, on a I’égalité suivante,
entre idéaux :

(PN = g,
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Démonstration. — On remarque que :
(4.18) Zq'l(X) = Sqn(X) an—l(X).

Si q**! ne divise pas 2, 1’égalité (4.18) et la proposition (4.11),
donnent :

(Sqn41(0)) = 4,

puis le corollaire 4.8 donne le résultat car deg Sqn(X) = ¢(q™)/2.
Si g™ divise 2, (4.18) et (4.11), donnent :

(S4(0)) = q2’
et le corollaire (4.8) donne le résultat car deg Sq¢n (X) = ¢(q").

COROLLAIRE 4.19.
(i) SinX = Lf, avec n # £1, alors F()) est I'inverse d’un entier.

(ii) Si A est un point non nul de torsion, dont I’annulateur est
premier avec 3 et si pu désigne un point de torsion, distinct de
+ f, d’ordre une puissance de 3, alors F(\ 4+ p1) est une unité.

Démonstration. — (i) provient du fait que z()) est racine de
N,(X) qui est un polyndme unitaire a coeflicients entiers.

Posons # = A + pu. Soit n 'ordre de A, nf est donc un point
d’ordre une puissance de 3, et z(nf) est une 3-unité.

D’autre part N,(z(8)) — z(nfB)Dn(z(B)) = 0. Or N, (X) —
z(nfB)D,(X) est un polyndéme unitaire, dont les coefficients sont des
3-entiers et dont le terme constant 2(n8)D,,(0) est non nul et associé
a z(nf). Donc z(f) est une 3-unité.

Soit m Pordre de p, mf est un point d’ordre premier a 3, donc
z(mf) est une unité pour les places divisant 3.

D’autre part Ny (z(f8)) — 2(mB)Dm(z(f)) = 0, et Np(X) —
z(mp)D,,(X) est un polynéme unitaire, dont les coefficients sont
des entiers aux places divisant 3, et dont le terme constant NV,,(0)
vaut 1. Donc z() est une unité pour les places divisant 3. z(3) est
alors une unité, ainsi que F(§). Ce qui démontre (ii).
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Remarque 4.20. — Conservons les notations de (4.19). Dés que
z(p) est entier, z1(f) 'est aussi. De plus on a :

z1(B)z1(B+r)z1(B + s)z1(B+ 71 +5) = a® —2T.

De méme z;(8 + ), z1(B + s) et 1(8 + r + s) sont des entiers
algébriques dés que A n’est pas d’ordre 2, et ils sont alors des unités
en dehors des places divisant a® — 27.

Si A est d’ordre 2, par exemple A = r, alors z1(8), z;(8 + s) et
z1(B + r + s) sont des entiers, et z1(8 +r) = z1(u) est un 3-entier,
on en conclut que z;(f) est un entier et une 3-unité.

V. Etude de la structure algébrique
des anneaux d’entiers.

L’étude des propriétés arithmétiques des F'(A) ou A est un point
de torsion, va nous permettre d’établir des résultats de monogénéités
des anneaux d’entiers de certains corps de rayon du corps de base.

HYPOTHESES :

(i) Le corps k est une extension quadratique imaginaire de Q. Dans
ce cas, si Ay = 7Z + Z, la courbe elliptique correspondante est
a multiplication complexe par 'anneau Ay.

(ii) On suppose que 3 se décompose dans k : 3 = pp'.

(ii1)) On choisit ¢ primitif de 9-division, f = 3, il existe (u,v)
élément de ((1/3Z/Z)? tel que f = ur + v. On pose alors
a = I(u,v)(T).

NOTATIONS :

Si A est un idéal entier de k,U4 désigne le groupe des ideles
unités de k, a = (ay), telles que v(a, — 1) > v(A) pour toute place
v divisant A.
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On note ~ la relation d’équivalence sur les éléments non nuls
de la cloture algébrique de k définie par : a ~ b si et seulement si
a/b est une unité.

Sous ces hypotheses, d’aprés (4.2) le modéle de Deuring est
défini sur H(a) = E, et admet une bonne réduction partout (a® —27
est une unité).

Remarque. — On obtient en utilisant (4.2), (1.7) (i) et (1.8),
que j est une unité pour les places divisant 3, cas particulier d’un
résultat plus général, qui dit que j est une unité pour toutes les
places décomposées de k/Q (cf. [G, Z]).

Démonstration du théoréme 1. — On sait déja d’apres (4.4) et
(4.19), que F(p) est une unité de L, donc A contient Ax[F(B)].
Pour démontrer 1'égalité, il suffit de montrer que leur discriminant
sur Ag sont égaux.

1) Calcul du discriminant d; de Ap, sur Ag.

On utilise la théorie du corps de classes, et la formule de Hasse
pour le discriminant.

Les seuls idéaux premiers de K qui divisent d; divisent A. De
plus d; est ambige relativement & ’extension K/k, donc on peut le
considérer comme un idéal de k. Si d désigne le discriminant de
L/k, on a vg(dy) = vp(dy)/[I : k] pour tout idéal premier q de K
au-dessus d’un idéal p de k, non ramifié dans K/k. Soit donc p un
idéal premier de k divisant A, et r la valuationde A en p: r = v,(A).
On peut écrire : A = Ip” avec (p,l) = 1.

Notons ¢ la norme de p sur Q.

Pour 1 < s < 0, il y a exactement [k(91p®) : k] — [k(91p°~?) : k]
caracteres du Gal (L/k) dont le conducteur est de valuation s en p.
Ona:
sis>1, [k(91p*): k] — [k(9Ip*~1) : k]

= [k(90) : k)(¢" (g - 1) = ¢*"*(g - 1)),

si s = 1,[k(9Ip) : k] — [k(91) : k] = [k(91) : k](q — 2).
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Le discriminant de L/k admet donc pour valuation en p:

k(90 : k(g =2+ > sla (g = 1) = ¢" (g = )]

s—2
= [k(91) : K)(rg” = (r + 1)g" )
mais p est non ramifié dans K/k, donc :
vg(di) = [K(91) : K])(rq" — (r +1)¢" ")

pour tout idéal q de I{ au-dessus de p.
2) Calcul du discriminant d; :
On utilise la formule d’Euler :
(5.1) d, = Nuye( [T (F(B) - F(B)%)).
o#id

Commengons par démontrer le lemme :

LEMME 5.2. — Soit a un élément non trivial de Uy /Uy 4, alors :
(F(B) — F(ap))? ~ F((a - 1)B).

Démonstration. — A T'aide de la formule de la différence pour
la fonction P de Weierstrass ([L 2], Chap. II, § 1), on obtient celle
correspondante a la fonction z, puis pour la fonction F' Iégalité :

(F(u) = F())*(F(u +v) = F(u —v))

(5-3) = F(u + v)F(u — 0)F(u)!F(v) 21 (u)21(v).

Remarquons alors que F(8), F(af) sont des unités (prop. 4.19).

— Soit A est distinct de r, s, et r + s, alors z;(8), z;(aB) sont
aussi des unités (cf. (4.20)).

- Soit A appartient & {r, s, r + s}, par exemple A = r, alors
F(B+r) = F(y) est une unité car F(p)F(p+f)F(p+2f) = -1,
et les éléments F(p), F(¢ + f), F(¢ + 2f) sont des inverses
d’entiers (prop. (4.19)).
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F(B +s) et F(B+r + s) étant aussi des unités, on en déduit
encore que z(3) est une unité, de méme pour z,(af). En remplagant
u par f et v par af dans (5.3), on obtient :

(54)  (F(B) — F(aB))*(F((a+1)8) — F((a — 1)8)) ~ F((a +
1)B)F((a — 1)B).
1¢" cas a = —1 mod A.

Alors on a les égalités (a + 1) =2¢p et (a — 1) =2\

F(2¢) est une unité (mémes raisons que pour F(¢)), et F(2)) est
un entier si A n’appartient pas a {r, s, r+s}. F(2¢) — F(2)) est un
entier, premier avec F((2)), qui divise F((2)), c’est donc une unité.

Si A appartient {r, s, r+s}, alors af = 3, et A divise (2), donc
a est trivial dans Uy /Uy 4.

2¢ cas a # —1 mod A.

Alors on a Pégalité : (a +1)8 = w + 2¢p, ol w est non nul et
admet un annulateur premier avec 3. On sait que F((a +1)8) ~ 1
et que F(((a — 1)f) est un entier algébrique et une unité en dehors
de A. On déduit alors de (5.3) que F((a+1)8) — F((a—1)B) est un
entier algébrique premier avec F'((a — 1)3).

Conclusion F((a+1)8)—F((a—1)B) est une unité, ce qui acheve
la démonstration du lemme.

Le groupe de Galois de k(9.4)/k(9) est isomorphe & Uy /Uy 4 ; de
la formule d’Euler, et de la loi de réciprocité de Shimura, on déduit :

d, = Nuyc ([T (F(B) - F(aB)))

ou le produit porte sur un systéme de représentants des classes non
triviales de Uy /Ug 4.

Le lemme (5.2) permet d’écrire :
& = Ny ([T F((a = 1)8)) Ax = Noyuc ([T F((a = 10)) A

Il reste & calculer la valuation de d3 en une place q.

D’apres (4.8), cette valuation est nulle sauf peut-étre pour les
places de I divisant A.
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Soit donc p une place de k, divisant A, q au-dessus de p dans
K, et r la valuation de A en p, A =p"l.

Si S, = Npj(F((a—1)A)), on a d’apres (4.17) :
vq(Sa) = 0 si (a — 1)\ n’est pas p-primaire,
vq(Sa) = 2 [k(9A) : K]/p(p”) = 2k[(90) : K]q"=*
si (a — 1)A est primitif d’ordre p°.
D’autre part (a —1)g est primitif d’ordre p® si et seulement si a

appartient & (Ugipr-s /Usitpr) — Ugipr-s+1 /Ugtpr. Cet ensemble a pour
cardinal :

¢ Ng=1)sir>s>1 et g N g—2)sis=r

D’ou
r—1
vo(dd) = 2(k(00) : K](¢ (g - 2) + > a7 (¢" — 7))
s=1
soit :

va(d3) = 2[k(90) : K)(rq" — (r + 1)g" ™).
On obtient donc I’égalité des deux discriminants. C.Q.F.D.
La démonstration de (ii) est un peu plus technique :
Soit z 4 I'idele défini par : (z4)y = —1 si v divise A, (z4), = 1 sinon,

et X Dextension abélienne de k correspondante au sous-groupe
k* < z 4 > Uy du groupe des idéles de k.

X est donc contenue dans K(9A4), et contient k(9) = K, k(A), et
donc Kk(A).

De plus z 4 est d’ordre 2 dans Uy /Uy 4, d’ou :
[K(9A): X]=2=[K(9A4) : Kk(A)].
On en déduit que X = Kk(A).
LEMME 5.5. — Soit q un idéal premier de k ne divisant pas 3, n un
entier tel que q™ ne divise pas 2, et A un point primitif de q™-division

dans C/Q. Sia est un élément non trivial de Ug/ < zqn > Uggn, alors
(F(X) — F(aX) est une unité en dehors des places divisant q.
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Démonstration. — En effet d’aprés la formule de la différence
(5.3), en posant u = A et v = a), on obtient :

[F(X) = F(a\)P*[F((a + 1)X) = F((a = 1)M)]

= F((a+ D)N)F((a = DA)F(A\) F(ar)?z;(N)z1(a)).
On sait déja que F((a + 1)A), F((a —1)A), F()) et F(a)) sont des
entiers algébriques divisant une puissance de P.

Considérons alors les égalités :
i N)zy(A+ )z A+ r+ )z A +r+s)=a® -27
F3(N)zi(A) = 4+ a®?F()) + 2aF%(\) + F3())
déduite de (1.9) (ii) de (1.1) et de la définition de F.

Or d’apres ’hypothése sur net A, A+r, A+set A+r+s
ont leur annulateur divisible par deux idéaux premiers distincts, les
quantités (A + 1), z;(A + s) et z;(\ +r + s) sont des entiers (cf.
4.20). z1(\) est alors l'inverse d’un entier divisant F3()\); c’est une
unité en dehors de P. Il en est de méme pour z;(a)). Le lemme est
donc démontré.

Si q est un idéal premier de k, ne divisant pas 3, alors d’apres
le corollaire (4.17), S¢n(X) est un polynéome d’Eisenstein en toute
place de K divisant q, dés que q™ ne divise pas 2.

Sous cette hypothese sur n, (ii) est vérifié localement pour toute
place de K divisant q. Mais comme les discriminants intervenants
sont des unités en dehors de ces places, le résultat est vrai globale-
ment.

Supposons maintenant A divisible par au moins deux idéaux
premiers distincts. On démontre alors le lemme suivant :

LEMME 5.6. — Soit A un idéal premier avec 3, vérifiant :
— A est divisible par deux idéaux premiers distincts,
- v(A) > v(2) pour toutes les places divisant 2.

Si A est primitif de A-division, et si a est un élément non trivial de
Ug/ < x4 > Ugq, alors on a :

(F()) = F(a\))? ~ F((a+ 1)A)F((a — 1)A).
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Démonstration. — Un raisonnement analogue a celui fait dans
la démonstration du lemme (5.2), permet d’établir

(F(A)=F(a))*(F((a+1)A)=F((a=1)A)) ~ F((a+1)A)F((a=1)).

D’autre part si un idéal premier q de M divise la quantité
F((a + 1)A) — F((a — 1)) il divise F((a + 1)) et F((a — 1)X),
soit alors p une place de k au-dessous de q,(a — 1)\ et (a + 1)\
ont alors pour annulatcurs respectifs des puissances de p. Mais alors
Pannulateur de 2A est une puissance de p, ce qui contredit 'une des
deux hypotheéses faites sur A. D’ou le résultat.

La fin de la démonstration du théoréme 1 (ii) est alors analogue
a celle de (i) :

Soit p un idéal premier de k, divisant A, A = [p” avec (I,p) =1,
alors si (@ — 1)\ est primitif de p°-division, (az4 + 1)\ est aussi
primitif de p®-division.

Comme a et ar4 sont dans la méme classe, il suffit donc de

s’intéresser a la contribution des F'((a — 1)), quitte & multiplier par
2 la valuation obtenue.

Comme lintersection de Ugipr-s et de < x4 > Ugpr-s41 est
Ugipr-++1, il y a donc exactement

[U9’p"" : U9Ip’] - [UQIp"““ : Ugipr]

classes d’ideles a distinctes tels que (a — 1)A soit primitif de p°-
division, soit :

(¢ —¢ Dsir>s>1, et (¢"—2¢"Ysis=r

La valuation du discriminant A [F()\)] sur Ax en une place q de
K au-dessus de p est donc le double de celle obtenue a l'aide des

F((a=1))A):

r—1

ve(df) = 2[Kk(1): K](¢"(a—-2)+ )_q"*(¢° —s"™"))

s=1

donc
val(dy) = [KK() : K)(ra" = (r + 1)").
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D’autre part I’extension K/k n’est pas ramifiée au-dessus de A, la
valuation du discriminant de I{k(.A) sur K en une place divisant A,
st donc la méme que celle du discriminant de k(A) sur k. On peut
donc utiliser la premiere partie de la démonstration pour calculer
cette valuation; on constate alors que cette valuation est bien celle

de dj.

COROLLAIRE 5.7. — Soit A un idéal entier de k, premier avec
3. On note K = k(9) et M = Kk(.A). Alors :

Apm est monogéne sur Ag dés que A n’est pas de la forme 2A', ot
A' est premier avec 6.

Démonstration. — Supposons 2 inerte dans k/Q, alors la con-
dition sur A dans le théoréme 1, est équivalente a cclle de (5.7).

Supposons 2 ramifié dans £/Q, (2) = 2 alors si A = qA’', avec
(A',6) =1, k(A) = k(A") et le théoréeme 1 permet de conclure.

Supposons enfin 2 décomposé dans k/Q,(2) = qq'.

Si A= gA avec (A',q) =1, ou A = q' A" avec (A', ¢') =1, alors
k(A) = k(A") et le théoréme 1 permet de conclure. On remarque
que dans ce cas les résultats de [C-N, T 2] sont plus forts lorsque A’
est impair, puisque dans ce cas il y a monogénéité sur ’anneau des
entiers de H.

En fait puisque I'on sait que k(a) = E, et k(a®) = H((3), il est
possible de raffiner les résultats :

DEMONSTRATION DU THEOREME 2 :

LEMME 5.8.

(i) Le discriminant de I'extension E de K' = k(3) est 27.
(ii) L’extension K/E est non ramifiée.

Démonstration. — On calcule d’abord le discriminant de Ag
sur Aj en utilisant la formule de Hasse :

Si x est un caractére de Gal (E/k) vérifiant x(1 + p) = 1, alors
x(u) =1, ol u est 'idéle défini précédemment, donc x(1 + p') = 1.
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Le nombre de caractéres de Gal (E/k) de p composante de conduc-
teur p? est égal & :

[N/k] = [k(3) : k] = 4[H : k).

Le nombre de caractéres de Gal (E/k) de p composante de conduc-
teur p est égal a : '

(k(3) : k] — [k(p') : k] = [H : k].
On en conclut que la valuation en p du discriminant de E sur k est
9[H : k.
On obtient donc que le discriminant A(E/k) de E' sur k est 3°:],
De méme le discriminant A(K'/k) de K’ sur k est 3[H : k].

On en déduit que celui de E sur K' est 27, par utilisation de la
formule de composition des discriminants ([Se], III, § 4, prop. 8) :

A(E/[k) = Ngo o (A(E/K")AK k) EI),

Soit A(E/K') = 21.

De méme le discriminant de k(9) = I, sur k est 327UH:k],
L’extension I/FE est donc de discriminant 1, elle est non ramifiée,
ce qui démontre le lemme.

L’extension K/E est de degré 3, non ramifiée et de groupe de
Galois :

<u>U9/U9,

ou u est l'idele défini précédemment, cf. (4.2).

Oruaf = aA+4yp, (va—1)8 = (a—1)A+3p, (va+1)f = (a+1)A+5¢.
En utilisant la proposition (4.19) on obtient :

F(B), F(uaB), z1(f) et z1(uaf) sont des unités

F((ua + 1)f) est une unité,

F((ua — 1)p) est 'inverse d’un entier,
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donc [F((ua — 1)8) — F((ua + 1)8)]/F((ua — 1)B) est un entier, et

méme une unité ainsi que [F(8) — F(uaf)}*. On a donc :

Noya (TTTIF ) - Fla's)) A

i=0 a

= Ng/E (NL/K (H(F(ﬂ) - F(“ﬁ)))AE-

D’aprés le théoréme 1 et la formule de transitivité des discrimi-
nants, le second membre de 1’égalité ci-dessus est le discriminant
de I'extension L/E ce qui démontre (1’).

Puisque les extensions K/ E et Ek(A)/E sont arithmétiquement
disjointes, et que F()\) appartient en fait a Ek(A), il est clair que :
Agka) = Ag[F())] ce qui démontre (ii’).

LEMME 5.9. — Soit K' = k(3).

(i) K'(a) = K'((a® - 27)1/3),

(ii) il existe une racine cubique é de (a® —27)?, telle que 6a~?
appartienne a I'.

Démonstration. — On sait ([7]), Chap. 18, § 5) et (Chap.
10, corollaire du théoréme 2) que j/3
rationnelle sur @, de niveau 3, donc que j(7)!/3 est élément de
k(3) = K'. L’égalité de la remarque (1.8) et la proposition (4.1),
permet alors d’affirmer que a®/(a® — 27) est un cube dans k(3). (i)
sc déduit alors de la théorie de Kummer, et (ii) est immédiat.

est une forme modulaire

Pour démontrer (ii"”) on remarque que E = K'(a) = K'($).
D’aprés (4.6) et (5.8), 6F(\) est dans K'k(A).
Puisque § est une unité de E, on déduit de (ii’)
Apyn = AEk(.A) = AE[5F(/\)].
P’autre part on a le lemme suivant :

LEMME 5.10. - A = Ay [5]

Démonstration. — En effet puisque § est une unité de E, Ag
contient Ak [6], et le discriminant de A i [6] sur A+, que 'on calcule
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en utilisant la formule d’Euler, est 27. Le résultat se déduit alors du
lemme 5.8.

On déduit du lemme et de I'égalité Agpra)y = Ag[6F())],
Pégalité :

Agka) = Ag[6F(X)] = Ak 5[0 F(N)]-

On obtient alors I'égalité Ayr(a) = Ak [6F())] en utilisant le fait
que le groupe de Galois de I’extension Ek(A)/K'k(A) est isomorphe
par restriction & celui de I’extension E/K'.

Ce qui achéve la démonstration de (ii").

VI. Exemples.

Le but de ce paragraphe est de calculer les valeurs de a cor-
respondantes aux courbes C/A; lorsque k est quadratique imagi-
naire, d’anneau des entiers A principal, dans lequel 3 est totalement
décomposé.

On sait que Q(v/-2) et Q(v/—11) sont les seuls corps vérifiant
ces hypothéses, mais nous retrouverons en fait ce résultat, ainsi que
les invariants modulaires correspondants au cours du calcul.

Si Ag est principal, alors H = k, et d’apreés la proposition (4.1)
le polynome

X* +36X3 4 270X? 4 (756 — j) X + 3°

est produit d’un polyndme irréductible de degré 2, dont les racines
sont des unités, et d’un autre polynéme, de degré 2, dont les racines
sont dans k.

Soit f un point primitif de 3-division, alors a®(f) — 27 est une
unité, donc sa norme sur k est une unité € de k, soit 1 (car 3 ne se
décompose pas dans Q(7) et Q(p) avec p® = 1).

On peut donc écrire 1’égalité suivante :
X4436X34270 X2 4(756—7) X +3% = (X2 —aX +€)(XZ-bX+e713°%)

ou a et b sont dans k.
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On obtient alors le systéeme :

a+b=-36
(6.2) €+¢€713% + ab =270
—ae™13% — be = 756 — ;.

Supposons d’abord que € = —1, alors le systeme (6.2) devient :

a+b=-36
(6.3) ab = 1000
729a + b = 756 — j

et a et b sont les racines du polynéme X2 4 36X + 1000, soit :
{a,b} = {18 + 26¢, —18 — 26i}, ce qui conduit & k = Q(z). Or ceci

est impossible.

Donc € = +1, et le systéme (6.2) devient :

a+b=-36
(6.4) ab = —460
—T729a — b =756 —j

et a et b sont les racines du polynéme X? — 36X — 460, soit :
{a, b} = {10, —46}.
1) a =10 et b = —46, alors j = 8000.

Alors o®(f) — 27 est racine de X% — 10X + 1.
a3(f) — 27 = 5+ /6 puis o®(f) = 32 + 2V/6.
a(f) est une racine cubique de 32 + 2v/6.

Or d’aprés la proposition 4.1, k(3) = k(a3(f)), donc ici k(3)
est une extension de degré 4 sur Q, contenant Q((3) = Q(v/=3), et
Q(v/6). Donc k(3) = Q(v=3, vV=2).

Le sous-corps k est donc le sous-corps quadratique imaginaire
de Q(v/=3, v/=2), distinct de Q(v/=3), soit k = Q(v/=2). L'anneau
des entiers de Q(v/—2) est Z[/=2), et I'invariant modulaire associé
est donc j = 8000.
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Dans k on a la décomposition suivante :
3=(1-v-2)(1+v-2).

Soit f un point primitif de (1 ++/—2)-division, alors a(f) — 27
est la racine de ’équation : X2+4+46X +729 = 0, associée & (1++/—2)5.

Or ces racines sont —23 4+ 10v/—2, ce qui donne pour a® les
valeurs suivantes : 2(2 £ 5/—2) ces deux valeurs sont bien des cubes
dans k :

(=24 V=2)* = 2(2 - 5v/=2) et (-2 — V=2)* = 2(2 + 5V/=2),
d’ou les valeurs de a :
si f est primitif de (1 — v/=2)-division a(f) = -2 + v/=2,
si f est primitif de (1 + v/=2)-division a(f) = =2 — V/=2.
2) a = —46 et b = 10, alors j = —32768 = —215.
Alors a®(f) — 27 est racine de X2 + 46X + 1.
o®(f) — 27 = —23 4 4V/33 puis o®(f) = 4+ 4V/33.

Un raisonnement analogue & celui du 1) donne :
k(3) = Q(vV=3,V33).

Le sous-corps k est donc le sous-corps quadratique imaginaire
de Q(v/-3, Vv33) distinct de Q(+/—3), soit k = Q(/—11).

L’invariant modulaire associ¢ a l'anneau des entiers de k,
Z[(1 + v/-11)/2] est donc j = —21°.

Soit f un point primitif de (14&+/—11)/2-division, alors a®(f) —
27 est la racine de I’équation : X2 — 10X + 729 = 0, associée &

(1 £ v/-11)/2)8.
Soit a®(f) — 27 = 5 & 8y/—11, puis a®(f) = 8(4 + v/—11).

Or (-1 — V-11) = 8(4 + Vv-11) et (-1 + v-11)® =
8(4 — v-11), donc

si f est primitif de (1 + v/—11)/2-division, a(f) = =1 — v/—11,
si f est primitif de (1 — /—11)/2-division, a(f) = -1 + V/—11.
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