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SYSTEMES DYNAMIQUES CONTRAINTS :
L’APPROCHE HOMOLOGIQUE

par Michel DUBOIS-VIOLETTE

1. Introduction.

Le contenu de cet exposé provient d’une tentative que j’ai faite
I'automne dernier pour comprendre la nature géométrique et algébrique
des méthodes a la B.R.S. pour traiter la théorie quantique de systémes
correspondant 4 des systémes classiques dégénérés [1], [2]. Je vais me
restreindre ici au cas des systémes a un nombre fini de degrés de liberté
dans I’espace des phases. On peut faire quelque chose de similaire pour
les systémes lagrangiens mais il faut alors démarrer avec I’espace des
trajectoires. Dans ces méthodes on rajoute aux variables du systéme
des variables qui anti-commutent, les fantomes et les fantomes conjugués
(ou les anti-fantémes pour les systémes lagrangiens), puis on définit un
opérateur nilpotent, I'opérateur de B.R.S., sur l'algébre engendrée par
toutes ces variables.

Pour les systémes dans I’espace des phases ces méthodes ont été
développées initialement par Batalin, Fradkin, Vilkovisky et leurs
collaborateurs dans une série d’articles [2]. Ces articles contiennent une
sériec de recettes dont l'interprétation n’est pas évidente. Un excellent
expos¢ de ces travaux est contenu dans le Physics Report de
M. Henneaux [3], ou la construction des recettes est faite dans un super-
espace des phases et apparait comme quelque chose de « classique » (au
sens non-quantique). Les fantOmes s’interprétent assez naturellement
comme des formes (une base de 1-forme) dans les directions de
dégénérescence. La clef de Pinterprétation des fantdmes conjugués est
due a D. McMullan [4], [5], [6] qui a mis en €vidence le fait qu’ils

Mots-clés : Systeme contraint - Complexe de Kaszul - Suite spectrale - Variété
symplectique graduée.
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engendrent une résolution de Koszul des fonctions sur la surface des
contraintes. Autrement dit, les fantémes conjugués sont reliés a la
restriction a la surface’ des contraintes tandis que les fantdmes sont
reliés au passage au quotient par les transformations de jauge; ces
deux opérations étant réalisées algébriquement en introduisant une
différentielle, ’opérateur de B.R.S., dont la cohomologie en degré zéro
s’identifie aux observables du systéme. ‘

Des mathématiciens se sont récemment intéressés a cette formulation
des systémes contraints dans I’espace des phases. Signalons, en particulier,
un exposé de J. Stasheff [7] et pour le cas des contraintes de premiére
classe provenant d’une action d’un groupe de Lie les références [8]
et [9].

Dans I'approche lagrangienne en théorie des champs, on introduit
des champs auxiliaires pour lever la dégénérescence puis des anti-
fantdmes et des fantdomes, les anti-fantémes étant destinés a « faire » la
restriction a la «surface » (dans I’espace des champs) ou des champs
auxiliaires sont nuls tandis que les fantGmes sont destinés a « faire » le
quotient par les transformations de jauge.

Dans ce qui suit, on va généraliser, simplifier et présenter de maniére
un peu différente ces constructions pour les systémes dans ’espace des
phases.

On se placera dans le cadre classique des variétés symplectiques [7].
Toutes les variétés considérées seront C*, connexes, sans bord et
paracompactes. Rappelons qu’une variété symplectique est une variété
M munie d’une 2-forme fermée @ partout non dégénérée. A toute
fonction f de C*(M), on associe un champ de vecteur Ham (f) deéfini
par o(X, Ham (f)) = Xf pour tout champ de vecteur X sur M.

A deux fonctions f, g de C*(M) on en associe une troisiéme {f,g}
définie par {f,g} = o (Ham (f), Ham (g)); le crochet de Poisson {o,o}
est antisymétrique et vérifie I'identité de Jacobi, et f+— Ham (f) est un
homomorphisme d’algébres de Lie de C*°(M) muni d’un crochet de
Poisson dans lalgébre de Lie des champs de vecteurs sur M. Si V est
une sous-variété de M, la notation |V désignera la restriction a V.
Le module des sections d’un fibré vectoriel E sera noté I'E.
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2. Espace des phases réduit.

2.1. Soit (M,®) une variété symplectique, V une sous-variété fermée
de M et oy la 2-forme fermée sur V induite par ©. En général, (V,wmy)
n’est pas une variété symplectique car ®, peut étre dégénérée; soit
E(V) = {X € T(V)lixwy =0} la distribution caractéristique de oy . L’espace
T'E(V) des champs de vecteurs sur V a valeurs dans E(V) est un
C®(V)-module ; c’est un sous-module du module des champs de vecteurs
sur V. Le fait que oy est fermée implique que le crochet de deux
champs de vecteurs de I'E(V) est aussi un champ de vecteurs de I'E(V);
autrement dit, I'E(V) est aussi une sous-algébre de Lie de I'algébre de
Lie des champs de vecteurs sur V.

2.2. Supposons que ®y soit de rang constant. Dans ce cas, E(V)
est un sous-fibré de T(V) vérifiant la condition de Frobenius, i.e. E(V)
est intégrable et on a, par conséquent, un feuilletage % de V
correspondant. Par la suite, nous supposerons toujours que wy est de
rang constant, que le quotient V/# = M, est une variété et que la
projection canonique p : V — M, est une submersion. Avec ces hypothéses
de régularité (on va trés vite en prendre de plus fortes), ®, se projette
en une 2-forme o, sur My(p*0w,=®y) qui est fermée et non-dégénérée
par construction (ixwy=0 et Lyoy,=0, VX e TE(V)). (Mg, ®,) est donc
une variété symplectique que 'on appelle [’espace des phases réduit et
qui est I’espace des phases naturel pour un systéme hamiltonien sur M
contraint a évoluer sur V (il est bien entendu que la donnée de V
correspond a toutes les contraintes, en particulier que V est stable par
_le flot hamiltonien correspondant), i: V - M étant I'inclusion, on a la
situation suivante

i ,M,0)
v
(Mo, a0)

avec i*o = p*o, = oy.

La connaissance de (M, w,) est équivalente & la connaissance de
l'algébre C”(M,) munie de la structure de Poisson correspondant a «,.
C*(M,g) est un objet naturel physiquement puisque c’est ’algébre des
observables des systémes contraints sur V.
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2.3. Formes longitudinales. On construit de maniére usuelle I’algébre
differentielle graduée commutative Q(V,%) des formes longitudinales
sur la variété feuilletée (V,#):Q"(V,&#) est le module dual du
C*(V)-module A"TE(V), le produit est induit par le produit extérieur
et la différentielle est la différentielle extérieure ds le long des feuilles.
La cohomologie associée H(V,%) est une algébre graduée commutative
et, on a canoniquement H°(V,%#) = C*(M,). H°(V,#) est lalgébre
des observables qui nous intéresse, cependant, H(V,%) tout entier est
une donnée intrinséque de l'inclusion V <« M qui a un certain intérét
physique (en liaison avec les problémes d’anomalies par exemple). Nous
allons calculer H(V,%) par des moyens purement algébriques (sous
certaines hypothéses de régularité), dans la section 3.

2.4. LeMME. — Soit 1(V) l'idéal de C*(M) des fonctions nulles sur
V e LKV)={feIVM{I(V)}cI(V)}. On a canoniquement
C*(V) = C*°(M)/1(V) et 1,(V) est un idéal de C®(M) qui est aussi une
sous-algébre de Lie pour le crochet de Poisson.

Démonstration. — C*(V) = C*(M)/I(V) est induit par la restriction
i* et découle du fait que V est fermée dans M. Soit fel, (V) et
ceC®°M)alorscf e I(V)etVge I(V) ona{cf,g} = {c,g}f + c{f,g} e I(V),
donc ¢f €1,(V). Soit fel,(V) et gel,(V), alors {f,g}eI(V) puisque
Li(V) = I(V) et, Vhe I(V), on a {f, g}, h} = {fh}g} + {f{gh} e (V),
donc {f,g} eI, (V). O

On remarquera que (I(V))? < I, (V) et que toute fonction de C*(M)
ayant son support dans M\V appartient a I,(V).

2.5. LeMME. — On a Ham (I,(V)) }V = TE(V) (dans TT(M)} V).
Démonstration. — a) Soit f €I,(V) alors on a
Ham (N)I(V) = @ (Ham (f), Ham (I(V))) = {{1(V)} = I(V),
ce qui implique Ham (f) } Ve I'T(V). D’autre part, on a
VY e T, (V) o,(Ham(f),Y) = - Y(f), =0

puisque fel(V) donc, iymH®y =0 et par conséquent
Ham (I,(V)) }V < TE(V).
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b) Soit Xel'E(V); on a o/(X,Y) =0, VxeV et VY eT,(M)
satisfaisant o, (Ham (I(V)),Y) = 0 (i.e. VY € T,(V)). 1l en résulte que
X est localement dans Ham (I(V))} V. Soit (0,) une famille d’ouverts
de M recouvrant V et (h,) une famille d’éléments de T(V) tels que
X0,V =Ham(h)} 0,0V ; (x,(x)) étant une partition de I’unité
subordonnée au recouvrement ouvert (M\V,(0,) de M, on a
X =) xHam(h)}V = Q %uhs) IV (car h, =0 sur V). Comme
h=Y x.h,eI(V) on a X e Ham (I(V)) } V. X est d’autre part tangent
a Vv, ie XI(V)IV=0 dou Ham (BWI(V) = I(V) ce qui implique
hel, (V). On a donc I'E(V) « Ham (I,(V)) |V et par conséquent
TIE(V) = Ham I, (V) } V. 0

L’application ainsi définie de I,(V) sur TE(V) est évidemment un
homomorphisme d’algebres de Lie et on remarquera que c’est aussi un
homomorphisme de C*(M)-modules si on munit 'E(V) de la structure
de C*(M)-module induite par la restriction i* : C*(M) — C®(V).

3. 1¢ étape : construction d’une algebre différentielle.

3.1. Hypothéses de régularité. On se place, avec les mémes notations,
dans le cadre décrit dans la section2. On va imposer aux données
(M,0,V) les conditions de régularite (R,) et (R;) suivantes:

(Ro) (*) — L’idéal I(V) des fonctions de C*(M) s’annulant sur V
est engendré¢ par m fonctions u,, ae€{l,2,...,m}, indépendantes dans
le sens suivant: du; A --- A du,(x) # 0, YxeV.

On remarquera que cette condition est moins forte que la condition
usuelle du; A --- A du, # 0 sur M satisfaite par les systéemes physiques
considérés habituellement.

(R,) — E(V) est un fibré vectoriel trivial de rang [ sur V (i.e. TE(V)
est un C*(V)-module libre de rang [).

Dans le cas de contraintes de premiére espece, i.e. lorsque
{I(Y), I(V)} =« I(V), (i.e. V est co-isotrope), R, implique R, ; en effet,
dans ce cas, la restriction 2 V des champs hamiltoniens Ham (u,) est
une base de I'E(V).

3.2. Résolution de Koszul de C*(V). Soit (w,) la base canonique
du C*(M)-module libre R™ ® C*(M), (i.e. (r,) est la base canonique
de R™), et soit u la forme linéaire sur R™ ® C°(M) définie par

(*) Javais initialement introduit une condition plus forte ; je remercie le referec de
m’avoir fait remarquer que cette condition suffit pour la suite (i.e. assure I'acyclicité en
degrés > 0 du complexe de Koszul K(u) considéré plus loin).
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u(m,) = u, pour a€{l, ..., m}. u se prolonge de maniére unique en

une antidérivation 8, de I'algébre extérieure AR™ ® C*(M); &, étant de

degré — 1 et AR™ ® C*(M) étant engendrée par des éléments de degré

inférieur ou égal a1, on a (8,)> = 0. Le complexe correspondant est

un complexe de Koszul habituellement not¢ K(u), (Ku) = @ K,(u)
. neN

avec K,(u) = A"R"™ ® C*(M)) [11]. L’homologie Hy(K (1)) s’identific a
C2(V) = C*(M)/I(V) et le lemme 3.3 suivant montre que K(u) - C*(V)
est une résolution.

3.3. LemME. — On a H,(Ku) = 0, Vn > 1.

Démonstration. — 8, étant C*(M)-linéaire, on peut raisonner
localement. Dans I'ouvert M\V, les u, ne s’annulent nulle part
simultanément, on peut donc trouver des v* tels que Zun® = 1 dans
M\V; le produit extérieur par v*x, réalise une homotopie pour 3, dans
M\V. Considérons 'ouvert O = {x € M|du; A ...A du,(x) # 0} ; comme
M = M\V)u 0, il suffit de montrer que I’homologie de &, en degrés
strictement positifs est nulle dans @ pour achever la démonstration du
lemme. Cela résulte classiquement, du fait que la suite (u,) est réguliére
pour C®(0) ie. que I'homothétie de rapportu, est injective dans
C*(O)/(u,C*®) + --- + u,-,C*(0)) pour tout ae{l, ..., m}. O

3.4. L’algébre graduée filtrée ¢ .
Posons A7 = A'R" @ C* M) @ AR, et & = @ A". A est une

r,seN

algébre bigraduée et on considérera les éléments des bases canoniques
(n,) de R™ et (x*) de R' comme les générateurs de X en temps que
C®(M)-algébre (r étant le degré en x et s étant le degré en m). K(u)
est une sous-algébre de A (A =K(u)®AR') et on prolongera 3, en
une antidérivation de 2, encore notée 8,, en posant dox* =

Introduisons une Z-graduation sur 4 en posant X' "= @ A7 et
une filtration F en posant FP¢" = @® 2. Munie de cette graduation
, ¢
et de cette filtration # est une algebre graduée filtrée [12] et §, est
une différentielle d’algébre graduée filtrée.

Le lemme 3.3 implique que la cohomologie H(3,) de o pour §,
est égale a C*(V) ® A R'; plus précisément on a

0(8o) = H"°(By) = C*(V) @ AR' et H;(8,) = H"°(8,) = 0
sis#0.
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3.5. Identification de H(8,) avec Q(V,#).

Puisque TE(V) = Ham (I,(V)) } V est un module libre de rang!, on
peut choisir [ éléments h, de 1,(V) tels que (Ham (h,) } V) soit une base
de TE(V).Q'(V,#) est le C*(V)-module dual de TE(V); soit (o*) la
base duale de (Ham (h,)} V). En identifiant (0*) a la base canonique
de R', lalgébre Q(V,%) des formes longitudinales s’identifie a
C*(V)® A'R' et donc & H(By). On a dsf =) ({ha,f}}V)o* pour

A

feC*(V) et dyo? = ) T'jc 0PAw® ol les I'fc sont des éléments de
C*(V). B.C

Nous allons maintenant définir une antidérivation 8, sur X~
anticommutant avec 8, qui induit dgy sur H(3y) = Q(V,¥ ). Posons
8. = Y {haf* pour feC*M) et d;x* =Y Ihcx®AxS, o

A B,C
[jc € C*(M) est une extension 4 M de

TgceC*(V),

(ie. T}V =T%o). 8, s’étend uniquement en une antidérivation de
- la  sous-algébre graduée C*(M)® AR' de . Considérons
S,u, = {ha,u*}x™; puisque h,el, (V) et u,el(V) on a {h,,u,}el(V)
donc  8,u, = dou, pour p,eXi. Posons dm,= —p,. b,
s’étend alors en une antidérivation de " et on a §y8; + 8,85 = O sur
C*(M) et sur les m,,x* par construction, donc la dérivation 8,8, + 8,8,
est nulle sur & . Comme &, anti-commute avec 8,, elle induit une
antidérivation sur H(8,) qui n’est autre, par construction, que la
différentielle dy de Q(V, %) identifit¢e & H(3,). On prendra garde que
8, n’est généralement pas une différentielle (i.e. (8,)* # 0).

3.6. Différentielle d’algébre graduée filtrée sur S . Rappelons qu’a
une différentielle & d’algébre graduée filtrée sur ° (i.e. & est une
antidérivation de degré un de carré nul satisfaisant
S(FP ") < FP 4 ,Vp)[12], on associe une suite spectrale (E,.d,), cn-
E, = @ E./ est une algébre bigraduée, d, est une différentielle sur E,
satisfaisant

d(E¥) c Ei*%*1; E,,, = H(E,d). Eo = @ FP A /F?* 1A .
p

do: FPA[FP I — FPHI4 /JFP* 1A est induit par & et

E5* = FATSFrsqms = 47,
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Comme F°X = ", une telle suite spectrale converge vers la
cohomologie H(8) de #" pour & ; E%* s’identifiant 4 F'H"**(8)/F"* 1H"**(5),
F'H(3) étant I'image dans H(3) des &-cocycles de F.1 .

3.7. TutorEME. — Il existe sur A" une différentielle d’algébre graduée
filtrée & telle que E7* =0 si s # 0 et telle que (E,,d,) = (® E}°, d,)
s'identifie a (Q(V,% ),ds) en tant qu'algébre différentielle graduée.

Démonstration. — Une différentielle & sur ¢ telle que 8(FP¢") < FPot
est de la forme
=338 avec §: AL HN_

r2>0

les 3, étant des antidérivations de " satisfaisant ) 8,8, = 0, Yne N.
r+s=n

Tout le probléme est de construire les 8, de maniére a ce que

E, = H(X',3,) s’identifie & Q(V,#) et que &, induise ds sur Q(V,F).

Pour 3,, on prendra évidlemment la différentielle 3, déja définie dans

3.4 et pour 3, on prendra lantidérivation 8, définie dans 3.5. Pour

démontrer le théoréme il suffit de montrer que I'on peut construire des

8, pour r > 2 tels que les dérivations ), 8,8, soient nulles. Supposons
. rts=n
que l'on ait des antidérivations$, pour n<r, r<1, tels que

n
Y. 8,-mOm = 0 et que 3,(A#%) = AIn_ et cherchons a construire une
m=0 m=r
antidérivation 3, telle que 808,+; + 8,+180 + ), 8,+1-mOm = O €t que
m=1
8,(X%) = A%,y . Lhypothése de récurrence implique que l'on a:
r r

80 Z 87+1-n5n = Z 8r+l—n8n80‘
1

n=1 n=
r

Comme 8,x*=0 et 8,g=0, VgeC®(M), on a & 3, 8,+1-0.x =0

n=1
r

et By Y 8,41-,0,¢ =0 mais, les images de Y 8,.,_8x* et

n=1 n=1

Y. 8,+1-n0,g sont nulles dans H(3,) car si r > 2

n=1

H:tf(so) = H:ti(so) =0,

et si r = 1, I'image de (3,)* n’est autre que (ds)?> = 0 (voir 3.5). On
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a donc des 8, x* et 3,,,g pour ge C*(M) de bidegrés appropriés tels
que

r

805r+1xA + Z 8r'f'l—nanxA = 0 et 8057+1g + Z 8r'f*l—nang = 0
1

n= n=1

r
Comme Y §,4;-,0, sur C°(M) est une dérivation a valeur dans

n=1

AN7TIR™ ® C*(M) ® A" 'R (i.e. un champ de vecteurs sur M.a valeurs
vectorielles dans A" 'R™ ® A™*'RY) on peut choisir §,,; sur C*(M) de
maniére a ce que ce soit également une dérivation (un champ de
vecteurs d valeurs vectorielles) ; il suffit de résoudre le probléme dans
des cartes locales et de recoller les champs de vecteurs locaux a I'aide
d’une partition de l'unité. Il reste a définir §,,, sur les m,; pour cela
on remarque que

8r+160‘”"n + Z 8r-¥'l—118117‘:t=t = 6r+1uu + Z 6r+1—r|5nﬂ:u

n=1 n=1

est un d,-cocycle (en utilisant la construction de §,,, sur les fonctions)
et que comme H!*' (3,) =0, Vr > 1, on a des §,,,n, de bidegrés
appropriés tels que

606r+17tt1 + 5r+luat + Z 8r+1—r|6n"tcl = 0>

n=1

8,+, se prolonge uniquement en une antidérivation de ¢ satisfaisant
ce que nous voulions. 0

Comme on le voit dans la construction explicite de la démonstration,
il y a un grand arbitraire pour les différentielles de " satisfaisant les
conditions du théoréme 3.7 ; on a cependant le résultat suivant:

3.8. THEOREME. — Soit & une différentielle de A satisfaisant les
conditions du théoréme 3.7. La cohomologie H(8) de A" pour § s’identifie
(en tant qu’algébre graduée) a la cohomologie H(V,%) des formes
longitudinales sur V. En particulier, on a H°(8) = C*(M,).

Démonstration. — Puisque (E,,d;) s’identifie a (Q(VF),ds) avec
E*=0 pour s#0, E,=H(E,,d,) sidentific a H(V,#) avec E}*=0
pour s # 0. Comme d,(E}®) = E5'**"' on a nécessairement d, = 0,
donc E, = E, et @ (FPFH(3)/F""'H(3)) s’identifie a H(V,#). On a,
par conséquent F'H"*S@)/F"*'H"**3) =0 pour s#0 et
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FH"(8)/F"*'H"(8) = H"(V,#) (en faisant [Iidentification). Comme
FA"= @ A5 = A", onaFH (@S = H(3). Montrons que F"*'H"(5)

520
est nul, ce qui achévera la démonstration du théoréme. F"*'H"(8) est
Iimage des cocycles qui sont dans @ #%**. Soit Q = Z QI** un tel
s>1
s$=n

cocycle. On a, en décomposant Q=0 en bidegrés : 8,-,Q**=0,
VYn = 1. En particulier §,Q}"! = 0 donc s=1

Q;H = 8oerﬂa d’ou 8oQ;_” + 6150erH = 6O(Q?Z - lerzﬂ) =0

ce qui implique Q3% = §,L5"! + §,L%5"2 et ainsi de suite. On voit donc
que H(®,) =0 pour s> 1, implique que Q =08L et donc que
FHIH(3) = 0. O

3.9. Remarque. — On a m > | puisque I,(V) < I(V). D’autre part,
m + | est pair puisque m + | = dim (M) — dim (M) et que M et M,
étant symplectiques sont de dimension paire.

4. 2° étape : le super-espace des phases.

4.1. Le cas ou V est co-isotrope. Supposons que V est co-isotrope
i.e. que les contraintes sont de 1™ classe. Ce cas, qui est le plus
intéressant, est caractéris¢ par I,(V) = I(V). Comme nous I’avons
signalé, R, implique R, et on peut prendre comme base de Q!(V,#)
la base duale de la base (Ham (u,) }V) de T E(V). On a évidemment
m = | de sorte que o = AR™ ® C*(M) ® AR™ et on indexera par le
méme indice ae€{, ...,m} les bases m et y des deux espaces R™;
toutefois, nous considérerons ces deux espaces comme dual 'un de
'autre, on notera donc (r,) la base du premier, comme précédemment,
et (x*) la base du second. On peut interpréter o~ comme l’algebre des
« super-fonctions » d’une variété graduée [13] de dimension impaire 2m ;
les m, et les x* s’interprétent comme des coordonnées impaires globales.
On va considérer cette variété graduée comme une variété symplectique
graduée (i.e. un super-espace des phases) en munissant #° d’un crochet
de Lie gradué prolongeant le crochet de Poisson. Ce crochet, encore
noté {o,o} est défini par : {n,,x*} = 8¢, {n,.f} = 0, {x%f} = 0, Vfe C°(M)
et L—{Q,L} est une dérivation de A pour Qe @ X 2" et une
antidérivation pour Qe @ X 2"*!. Ce crochet vérifie 'identité de Jacobi
graduée.
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4.2. LEMME. — Soit D: A — A [lapplication linéaire définie par
D(A) = nA si Ae A", D est une dérivation de degré zéro de s donnée
par D(A) = {Z x°n,,A}.

La démonstration est évidente et résulte de
(Tl = — M, {Zx°Tx? = %% et {Zx°m, C°(M)} = 0.

L’intérét de ce lemme trivial est le suivant: si A est une k-dérivation
de I'algébre de Lie graduée (X ',{o,0}), i.e. si A est linéaire de ¢ dans
A, tel que A(X™) < AH"* et A{A,B} = {AA,B} + (—1)"{A,AB},
VAeX" et VBeX , alors

A{Zy’m,, A} = {A(ZX 1), A} + {Zx ", AA}
ce qui implique — kAA = {A(Zy°m,),A} autrement dit si k # 0, A est
un superchamp hamiltonien, A = Ham (— %A(Ex“n&)-

Montrons que I'on peut choisir & ainsi, i.e. que 8A = {Q,A} ou
Q=Y Q*tex’ (avec Q' eH*"). Sl en est ainsi, on doit avoir,

r=0
d’aprés ce qui précéde, Q = — §(Zyem,) ce qui implique en particulier
Q= — 8,(Zx°ny) = Zu,x* avec 8, comme dans 3.4.

4.3. TuEOREME. — Il existe Qe X', Q=X QI*?! avec

r

Q:+l Ef:+l,

tel que Q) = Zux* et {Q,Q} = 0. Alors, A = {Q,A} VA eX, définit
une différentielle de A" satisfaisant les conditions du théoréeme 3.7.

’ <&

Démonstration. — La démonstration du premier point est un peu
analogue a la démonstration du théoréme 3.7 ; on construit successivement
des Q!*! par récurrence en utilisant H;(3,) = 0 pour s # 0. On se
référera a [3].

Pour le second point, il est évident, que 3A = {Q,A} définit une
différentielle de o, car {Q,Q} = 0 = 8% = 0, et que C’est une différentielle
d’algébre graduée filtrée car Qe ¥ = @ 7*'. On a en décomposant

Send=Y5, 0.0 =1lu, et

X" = r\avXB/\Xy = {Qf,x"} avec Q= nargyxﬁ/\XV |
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en écrivant {Q,Q}3 = 0, on obtient {ug,u,} = — 2Iju, d’ou

deo® = (T V)P A

si (%) est la base duale de la base (Ham (u,)}V) du C*(V)-module
I'E(V). Ceci implique que 9, induit ds sur H(3,) identifié a Q(V,%)
comme précédemment, i.e. on a (E,,d;) = (Q(V,%),ds). O

Q est la charge de B.R.S. classique.

Dans le cas ou V n’est pas co-isotrope, il y a moyen de faire des
choses analogues soit en utilisant les crochets de Dirac, soit en rajoutant
des variables auxiliaires pour se ramener au cas co-isotrope. Cependant,
on a besoin de prendre des conditions de régularité plus fortes pour
pouvoir séparer les contraintes de 17 et de 2° espéces.
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