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CONDITIONS DE RÉGULARITÉ
ET ÉCLATEMENTS

par
J.-P. HENRY et M. MERLE

I. INTRODUCTION

Soit X un germe d'espace analytique complexe, plongé dans
C" . On cherche à stratifier X, c'est-à-dire à le décomposer en une
réunion disjointe et localement finie de sous-variétés lisses ou strates
X^ , vérifiant la condition de frontière et satisfaisant des conditions
de régularité pour les couples de strates adjacentes.

Dans la littérature on trouve au moins trois grands types de
condition de régularité :

1. Différentielles (à la Thom-Whitney).

1.1. Condition a et b de Whitney, condition w de Verdier,
condition de Kuo . . .

1.2. Condition a. de Thom pour un morphisme / de X dans
S, et ses variantes w. . . .

Lorsque une stratification (*) de / vérifie a. et induit sur X et
S des stratifications de Whitney, / est localement trivial le long de
chaque strate ; on obtient un champ de vecteurs trivialisant en étendant
un champ V non nul sur X^ à toutes les strates XQ adjacentes
à X, ;

(*) Un morphisme / de X dans S est dit stratifié [18] s'il existe une
stratification de X et une stratification de S , telles que / envoie submersivement
chaque strate de X sur une strate de S .

Mots-clés : Stratifications - Modification de Nash - Cycles de Schubert -
Dirimants - Variétés polaires — Equisingularité - Conditions de
Whitney — Condition de Thom — Equimultip licite — Espace conormal.
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On commence par étendre le champ à l'espace ambiant ce qui
définit un champ de vecteurs sur Xg que l'on projette sur l'espace
tangent à X^ .

Les conditions à la Thom-Whitney assurent qu'un tel champ est
intégrable (contrôlé [14] ou rugueux [19]).

2. Algébriques (à la Hironaka).

Au voisinage d'un point de X^ , et pour chaque couple de strates
adjacentes X^ et X^ telles que X^ soit contenue dans l'adhérence
Z de X^g, on construit au-dessus de Z un espace Î2(/,X^) dans
lequel l'image inverse de X^ est un diviseur D. On dira que X.
est îî-régulière le long de X^ si D est relativement ouvert au-dessus
de X,.

2.1. R emarque. — Ainsi définie, une condition de régularité
est évidemment stratifiante, i.e. pour tout fermé analytique F dans
Z, il existe un ouvert analytique U de F, tel que Z soit
îî-régulière le long de U.

2.2. Exemples. —
2.2.1. On peut prendre pour ^2(Z,W) l'éclaté de W dans Z.
2.2.2. Si / de C" dans C a W pour lieu critique, on prend

pour Î2 (/, W), en suivant Hironaka, l'éclaté du produit de l'idéal
jacobien de / par l'idéal de W.

2.2.3. Soit / de Z dans S un morphisme analytique complexe.
On peut définir Î2 (/, W) comme l'éclaté de l'idéal de W dans le
conormal relatif de / ([6]).

3. Numériques.

On impose la constance d'un ou plusieurs invariants numériques
locaux de Z (ou de /) le long de W lisse.

3.1. Exemples. -
3.1.1. La multiplicité de Z en un point w de W.
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3.1.2. Dans la situation de 2.2.2 le nombre de Milnor de la
restriction d e / à une section linéaire transverse à W en w.

3.1.3. Si l'on est dans la situation 2.2.3, les multiplicités des
variétés polaires relatives de Z le long de W ([17]) ou les multiplicités
des dirimants relatifs le long de projections de W.

3.2. Remarque. — La traduction entre les conditions de type 2
et 3 relève de la théorie de l'intersection, elle résulte essentiellement
de la formule de projection (voir Théorème 6.3).

4. Théorèmes de comparaison.

Ils établissent des implications entre des conditions du premier
et du second type. Donnons quelques exemples :

4.1. THEOREME (Hironaka, Dade). — Soit X , x un germe
d'espace analytique complexe et Y ,x un espace lisse. L'espace X
est équimultiple le long de Y si et seulement si X contient Y et
si le morphisme

e^ : CY (X) -^ Y

du cône normal à Y dans X sur Y est ouvert.

4.2. THEOREME ([17] et [5]). -Soit (X,x) un germe d'espace
analytique complexe réduit et (Y ,x) un sous-espace lisse. On construit
l'espace conormal C (X) et l'éclaté Ey C (X) de l'idéal de Y dans
C(X). On note Dy l'image inverse de Y dans Ey C(X). La partie
lisse X° vérifie les conditions deWhitney le long de Y si et seulement
si le morphisme

^ : DY —> Y

est ouvert. Ces conditions sont équivalentes à l'équimultiplicité des
variétés polaires de X le long de Y (ou des dirimants le long de
projections de Y).

Note. —L'énoncé initial donné dans [16] utilisait le transformé
de Nash de X. Nous avons montré, dans [5], que l'espace conormal
fournit d'une part le cadre où les équivalences sont vraies et permet
d'autre part des récurrences sur les dirimants de X.
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Dans le paragraphe 10 nous traiterons des conditions liées au
transformé de Nash.

4.3. THEOREME [6]. —Soit f un germe de morphisme analytique
complexe de (X,x) dans (S, s ) , lisse sur un ouvert X° de X
et (Y ,x) un sous-espace lisse de X dont l'image par f est égale à s .
On construit l'espace conormal relatif C (f) et l'éclaté Ey C (/)
de l'idéal de Y dans C(/). On suppose que C (/) est ouvert au-
dessus de S . On note Dy l'image inverse de Y dans Ey C (/).

La partie lisse X° vérifie la condition de Thom stricte le long
de Y relativement à /, si et seulement si le morphisme

?Y : DY —> Y

est ouvert.
Ces conditions sont équivalentes à Véquimultiplicité le long

de Y , des variétés polaires relatives de f\ d'autre part à l'équimul-
tiplicité des dirimants relatifs de f le long des projections de Y.

4.3.1. Remarque. —Contrairement au cas précédent, multiplicités
des dirimants et multiplicités des variétés polaires ne sont pas toujours
égales ([6]).

Nous allons donner ici un cadre général dans lequel les
correspondances entre les diverses conditions de régularité s'expri-
meront de façon "naturelle". Ceci nous permettra de donner de
nouvelles équivalences ou caractérisations et en même temps de décrire
une classe de conditions de régularité permettant de stratifier un
morphisme.

En particulier, nous obtenons un théorème de comparaison
étendant 4.3 quand /(Y) est de codimension 0 ou 1 dans S
(Théorème 9.1.2) et nous donnons une condition différentielle liée au
transformé de Nash relatif de / lorsque /"(Y) = S (Théorème 10.1.4.).
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II. RAPPELS

5. Transversalité.

Nous retranscrivons ici, pour la commodité du lecteur, un résultat
de transversalité à la Bertini, démontré dans [10]. Nous en ferons par
la suite un usage essentiel.

5.1. LEMME (Bertini-Kleiman). — Soit G un groupe algébrique
connexe ; on suppose que G agit transitivement sur une variété
algébrique complexe A. On se donne aussi deux morphismes
b : B —> A et c : C —> A des variétés B et C dans A. Pour
chaque élément g de G on note V la variété B munie du
morphisme g o b : B —> A de B dans A. Sous ces hypothèses,

1) il existe un ouvert non vide G° C G tel que pour tout g
dans G° , B^ x^ C soit ou vide ou de dimension pure

dim (B) 4- dim (C) - dim (A)

2) si A et B sont non singuliers, il existe un ouvert non vide
G° C G tel que pour tout g dans G° , V x^ C soit non singulier.

6. Equimultiplicité.

On redonne ici des résultats bien connus sur Féquimultiplicité
disséminés dans divers ouvrages ([7], [13], [17], [2 ] , . . . ) .

6.1. DEFINITION : normalement pseudo-plat (Hironaka). — Soit W
un germe, au voisinage d'un point P, d'espace analytique complexe
de dimension pure d , et soit Y un germe d'espace lisse au voisinage
de P, de dimension t . On dit que W est normalement pseudo-plat
le long de Y, au voisinage de P, si le morphisme

(CyOV))^ -^Y

du cône normal à Y dans W vers Y a ses fibres vides ou de
dimension d — t au voisinage de P.
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6.1.1. Remarque. — Si W est normalement pseudo-plat le long
de Y, il est vide ou il contient Y.

6.2. DEFINITION : équisécable. - Soit W et Y comme dans la
définition précédente; on suppose W plongé dans C" où on a
identifié Y à C^; nous dirons que W est équisécable le long de
Y au voisinage d'un point P si pour d — t hyperplans

HI » H^ , . . . , H ^ _ ^ ,
passant par Y , en position générale, l'intersection de W avec ces
d — t hyperplans est réduite à Y au voisinage du point P.

Cette définition est justifiée par le théorème suivant :

6.3. THEOREME. —Avec les hypothèses et les notations de la
définition précédente les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1) W est normalement pseudo-plat le long de Y au voisinage
de 0.

2) W est équisécable le long de Y au voisinage de 0 .
3) La multiplicité de W est constante le long de Y au

voisinage de 0.

Démonstration. —
6.3.2. Montrons 1 =^ 2 :
Dire que le cône normal à Y dans W, Cy (W), est équidi-

mensionnel(*) au-dessus de Y, au voisinage de 0, équivaut, à dire
que la dimension de la fibre de P (Cy (W)) au-dessus de 0 est
d - t- 1 .

Ceci entraîne évidemment que d — t variétés linéaires, en
position générale, coupées avec P (Cy (W)^) donnent une intersection
vide. Soient donc h ^ h ^ , . . . , h ^ _ ^ , d — t variétés linéaires dans
P""1"', telles que:

h, n A, n ... n h^_, n p (CY (W),) = 0 ,

(*) Nous dirons qu'un morphisme g : Z —> T est équidimensionnel
ou que Z est équidimensionnel au-dessus de T, si le réduit des fibres de g est
de dimension constante.
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alors si Hi , H ^ , . . ., ÏL,_^, sont des hypersurfaces lisses de C"
contenant Y et telles que les projectifiés des cônes normaux de Y
dans ces hypersurfaces soient h ^ , h^,. .., h^_

H, nïL n . . . n H ^ _ , n w = Y ;
en effet, si cette intersection n'était pas réduite à Y, elle contiendrait
au moins une courbe distincte de Y, et la limite de sécantes suivant
cette courbe fournirait un point de h^ n .. . n /; n P (C (W) ).

6.3.3. Montrons 2 ==*• 1 :
Dans ce sens, la démonstration est moins triviale. Soient

H! , • • • , Hd-r des hyperplans de C" contenant Y, et
h,, 1 < / < d - t

le projectifié du cône normal de Y dans H,, II faut montrer que
s'il y a des limites de sécantes à Y dans W, au voisinage de 0,
dans ^ i ^ . . . r i / 2 , , _ , , W est nécessairement intersecté par
H, n ... n H,_, en dehors de Y.

On éclate Y dans W; on obtient ainsi un morphisme
ey : Ey W —> W, et un diviseur Dy = <?y 1 (Y) dont la fibre au-
dessus de 0 est notée D,,.

On stratifié pour les conditions de Whitney, le triplet
(Ey W,Dy ,Dg). Nous avons besoin d'utiliser le lemme de transver-
salité de Kleiman (5.1) dans les cas suivants :

A est l'espace p" -1 - ̂  le groupe qui agit est Gl (C" /Y),
B est le sous-espace linéaire de A : /;, n .. . n A
C est une strate de Dg.

Le lemme de Kleiman nous dit qu'il existe un ouvert de Zariski
dense G° de G tel que pour g G G° :

Le translaté de h, n . .. n h^_, par g coupe transversalement
toute strate de Dg ; donc (comme la stratification est une stratification
de Whitney) le translaté de A, n . .. n h^_, par g coupe
transversalement toutes les strates de Ey W ; en particulier
l'intersection de Ey W et des Af est soit vide soit de dimension :

dim(EyW)+ din^P"-'-1 n A, n .. . n h^_,) - dim (P"-'-1)

= dim (EY W) - (d - t) = d - (d - t) = t.
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Si nous supposons maintenant que le cône normal à Y dans W,
CY (W), n'est pas équidimensionnel au-dessus de Y, au voisinage
de 0, la dimension de la fibre de Cy (W) au-dessus de 0 est au
moins d — t .

Ceci entraîne que d — t variétés linéaires, en position générale,
coupent P(Cy(W)o). Dans ce cas l'intersection de Ey W avec
h\ H . . . H h^_^ est non vide, non contenue dans Dy et de
dimension r.

Ceci implique que dans l'intersection de W avec
H ^ n . . . n H â _ , ,

il y a des points en dehors de Y.
6.3.4. Montrons 2 <^ 3 :
On peut d'abord se ramener au cas où d = t , c'est-à-dire au

cas où W est de la dimension de Y.
Il existe en effet d — t hyperplans de C" , H^ ,îi^, . .. , H^_^

contenant Y = = O x C r , transverses à W, ceci par un simple
argument de dimension :

Dans P'1"1 ,P(Co(W)) est de dimension d — 1, le projectif
des droites de Y, P (Y), est de dimension t — 1 ; si d > t ,
presque tout hyperplan de prl~t~l contenant P (Y) ne contient
aucune composante de P (C^ (W)) ; on peut donc couper W par
des hyperplans transverses, contenant Y, jusqu'à obtenir une variété
de même dimension que Y, et ayant même multiplicité que W,
au point spécial 0 et au point générique de Y.

On s'est donc ramené à montrer la même équivalence quand W
a la dimension de Y : Dire que W est équisécable, c'est dire que
W est réduit à Y. Si P est un point de Y et si les W .̂ sont les
composantes irréductibles de W au point P, on a, en notant
s(P,W) la classe de Segre de P dans W,

(**) ^(P,W)= S m^œ.W/)
i

avec mf la multiplicité géométrique de W .̂ dans W, (cf. le lemme 4.2
de [2]). Au point spécial 0, il y a au moins la composante Y , et
éventuellement d'autres composantes W .̂ de W ; en un point
générique M de Y, il n'y a que la composante Y. Notons my
la multiplicité géométrique de W en Y (i.e. le nombre de fois qu'il
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faut compter Y dans W). La multiplicité de W enP, mp(W),
est le coefficient de [P] dans la classede Segre ^ (P ,W) de P dans
W (cf. [2] 4.3).

On a donc, en calculant le coefficient de [0] dans chacun des
deux membres de la formule (**) appliquée en 0, l'égalité :

m^ (W) = WY - m^ (Y) + S m, . m^ (W,)
i

d'où comme Y est lisse et que m^ (Y) vaut 1

mo(W)=mY + E m,.mo(W,).
/

En opérant de même avec le coefficient de [M] dans la classe de
Segre de M dans W, on obtient l'égalité :

^M (w) = ^Y •

Pour que ces multiplicités soient égales, on voit maintenant qu'il faut
et qu'il suffit que Y soit la seule composante de W en 0.

7. Rappels sur la cohomologie de la grassmannienne.

Nous énonçons ici, sous une forme qui nous sera utile, des
résultats classiques (voir [2], [3], [ 11 ]).

Soit ÛE) un drapeau de sous-espaces vectoriels dans C'1 :

S : 0 C Vi C V^ . . . C V^ = C" , avec dim (V,) = i.

Pour toute suite décroissante n — r > a ^ > a ^ > . . . a ^ > 0 , on note
°a a a » 1e ^^ de Schubert de la grassmannienne GrassO-,^)
des r-plans de C" , défini par

.̂..a^ (TeGrass(r ,^) ; dim T H V^_ ,+ ,_^> ; , 1 < i < r}.

7.1. Lorsque û^ + a^ 4- . . . + a,y = k , les classes de ces cycles
forment une base du groupe de Chow : Ak (Grass (r , n)).

7.2. Cycles questeurs.
Une conséquence de la formule de Pieri est l'égalité suivante :

o\ = ^ \ ai
in=î



168 J.-P. HENRY et M. MERLE

où la somme est étendue à tous les diagrammes de Young de poids
; et où Xj est le nombre de tableaux standards de forme 1.

Retenons simplement que la classe de a1 est une somme
à coefficients strictement positifs des éléments de la base de
A^ (Grass (r , n)) représentés par des cycles de Schubert (il y a toujours
au moins un tableau standard de forme I).

7.2.1. DEFINITION. — Un système de cycles de codimension k
dans une variété Z algébrique lisse o?^ , . . . , a? y est dit questeur
s ' i l vérifie la propriété suivante :

Un cycle effectif D est de dimension strictement inférieure
à k dès que les nombres d'intersection de D avec les ùj^ ,. . . , a? y
sont tous nuls

7.2.2. Remarque. —Dans la grassmannienne Grass (r,n) la
base de Ak (Grass ( r , n)) formée des cycles de Schubert est telle que
sa base duale pour la forme intersection est formée des cycles de
Schubert de codimension r (n — r) — k , la dualité s'exprimant par :

^ai,^,.-.,^ • ^i,^,...,^ = 1

si bj = n — r — ây_^ ^ pour tout / entre 1 et r et par

^i,^,...,^ • ^i,^,...,^ = °
sinon.

Il s'ensuit, à cause du lemme de Kleiman (5.1), que tout cycle
effectif D de dimension k s'écrit comme une combinaison linéaire
à coefficients positifs ou nuls des cycles de Schubert de dimension k.

De plus, si a est une combinaison linéaire à coefficients
strictement positifs des cycles de Schubert de codimension k
l'intersection <D • a) sera nulle si et seulement si D a une classe
nulle dans Ar()î~r)~k (Grsiss(r ,n)), c'est-à-dire si et seulement si
D est de dimension strictement inférieure à k .

Un tel cycle a est donc questeur en codimension k (*).
7.3. Un représentant de [a1 ] .
Donnons un représentant de [a[] lorsque z < r : un système

de coordonnées adaptées au drapeau ûE) étant choisi, un élément

(*) Nous remercions le rapporteur de nous avoir signalé une formulation
trop optimiste de cette remarque.
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T de Grass (r,^z) est déterminé par les (n — r) x (n — r)
mineurs d'une matrice (n — r) x n qui constituent les coordonnées
plùckeriennes de T ; notons a, le mineur construit sur les colonnes
d'indice / G I , ( | I | = ^ — r). L'idéal engendré par :

a\ ,2 ,...,n—r » ^2 ,3 ,...,M—r-l- 1 ? • • • » ai,i+ 1 , . . . , /+M—r— 1

définit dans Grass (r,^) un représentant de [a[] que nous noterons
désormais a[ . Les o[ sont questeurs.

III. CONDITIONS DE REGULARITE

8. Application à l'étude d'un morphisme / : X — > S.

Soit / : X —> S un morphisme entre germes d'espaces
analytiques réduits. On supposera dans la suite qu'il existe un ouvert
partout dense X° de X sur lequel le morphisme / est de corang
égal à dim (X) — dim (S) ; nous noterons d ce corang.

Soit Y un germe d'espace lisse sur lequel / est de corang
constant t . Nous supposerons désormais que S est égal à C 5 , que
X est plongé dans le produit C" x C 5 , que / est induite par la
projection TT sur C5 et que Y est un sous-espace vectoriel de
C" x C\ De plus /(Y) est supposé de codimension c dans S.

Soit r un entier.
Considérons un espace R^ (/) dominant X et défini de la

manière suivante :
On dispose sur le complémentaire X° du lieu critique de /

d'un sous-fibre de X° x Grass (r, n) donné par :
(si r < d )

{(x ,T) €= (X° x Grass (r ,n)) ; T C T, f}
et par :

(si r > d )
{(x , T) G (X° x Grass (r ,n)) ; T D T^ /}.

On note N (r) la dimension des fibres ; N (r) = r (d — r) si
r < d , N (r) = Çn - r) (r - d) si r > d .
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On appelle R^ (/) l'adhérence de ce sous-fibre dans
X x GrassO-,^).

Exemples. —
8.1. Morphisme associé au transformé de Nash :
Dans le cas r = d , on a construit l'espace des couples d'un

point de X et d'une limite de plans tangents relatifs en ce point,
R^ (/) ^t le transformé de Nash relatif de /.

8.2. Morphisme associé à l'espace conormal :
Dans le cas r = n — 1 , on a construit l'espace des couples d'un

point de X et d'une limite d'hyperplans tangents relatifs en ce point,
R"~1 (/) est l'espace conormal relatif de /.

On effectue alors l'éclatement (*) de Y dans V (/) pour
obtenir un espace Ey (R^ (/)) et un morphisme

^rE^R^/)) -^ X.

L'image inverse de Y par ^y est un diviseur de Ey (R^ (/)) noté
D^ .

Le diviseur D^ est contenu dans le produit
Y x pn-t-l+c x Grasse, n).

On considérera dans la suite le groupe G, sous-groupe du groupe
linéaire formé des éléments g de Gl (n + s , C) qui sont compatibles
avec la projection C)î+s —> C5 et qui conservent globalement Y.

8.3. Remarques. —
8.3.1. Majoration de la dimension de la fibre de ^y •
Pour que DÇ soit équidimensionnel au-dessus de Y il faut

et il suffit que la fibre Dç au-dessus de 0 soit de dimension au plus
N (r) + d — t — 1 4- c , en effet la dimension des fibres générales
de R'' (/) au-dessus de X est N (r), et celle de X est d 4- s .

{ * ) Au lieu de l'éclatement de Y dans X , on pourrait également
considérer l'éclatement dual de Y dans X, défini comme suit : on construit sur
X\Y le fibre projectif dont la fibre au-dessus d'un point x est l'espace projectif
des hyperplans contenant Y et la droite Ox . On prend ensuite son adhérence
dans XXP^-1-^.
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EY (R''(/)) a même dimension que R''(/), et le diviseur DÇ a
cette dimension diminuée de 1 soit N (r) + d 4- s — 1 ; l'espace
Y est de dimension t + s — c .

8.3.2. Minoration de la dimension des fibres de q.
}^ (/) peut être obtenu à partir du transformé de Nash relatif

de la manière suivante: on projette dans X x Grass (r,^) le fibre
universel en grassmanniennes au-dessus de N (/) = Rd (/). Cette
construction montre que les fibres du morphisme

Ey (R'(/)) -^ EY (X)
sont de dimension au moins N (r).

8.3.3. Pour que le morphisme DÇ —> Y soit ouvert, il faut
donc, d'après la remarque précédente, que la fibre spéciale du
morphisme P (Cy (X)) —^ Y soit de dimension strictement inférieure
à d - t + c.

8.4. Equimultiplicité des variétés polaires.

8.4.1. DEFINITION. —Pour chaque cycle a de Grass (r ,n) on
construit la variété polaire relative locale P (a) définie dans X
comme suit:

On projette R^ (/) H (X° x a) dans X° et on prend l'adhérence
dans X de cette projection.

On construit deux drapeaux, le premier (D dans C^Y^
6E):0 C V, C V^ C . .. C V^_,

le deuxième dans C^^/Y
w.cw^c. . .cw,_^.

On note PW^. le sous-espace projectif associé de pn~î~l+c et on
considère l'action du produit G x G sur Grass (r, n) x pn~t~1 +c .

8.5. PROPOSITION . — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Le diviseur D^r est équidimensionnel au-dessus de Y.
2) Le nombre d'intersection dans p ^ ï ~ t ~ l ^ c x Grass (r,n)

de Dp avec les cycles:
n^^ x PW ^NOO-H p^r N(r)+c?-r+c ., pu/
Ol ^ ' ^ - r f » ^ x ' ^ n - d + l » • • • ? ° l ^ ' ^ n - t + c

est nul.
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3) L'intersection dans pn~t~l+c x Grass (r , n) de D^ avec
un translaté général par G x G des cycles :
^N(r) p^r N0 - )+ l p^r N( r )+d- r+c p^rOi x rw^_^ , o^ x r\v^_^.^ , . . . , a^ x rW^_^_^

est vide.

4) Les variétés polaires associées à des translatés généraux des
cyclesf*)

N(r) N ( r ) + l N( r )+d- r+c
^l ? u! î • • * ? u!

5'o/î^ équimultiples le long de Y.

Démonstration. — D'après 7.2 les cycles
^N(r)+fc p^y
^l ;N - ^ / î - d + f c ?

pour
sup (- N(r) , - ^ 4 - 6 / 4 - l ) < Â ; < r f - ^ + c

forment un système questeur dans GrsissÇr ,n) x Pîï~t~l+c en
codimension N (r) + d — t + c.

D'après la remarque 8.2.2 il suffit de considérer k>Q. Ceci
montre l'équivalence de (1) et (2). L'équivalence de (2) et (3) résulte
du lemme de Bertini—Kleiman et du fait que les cycles considérés
ont même codimension dans chaque orbite de G x G dans
Grasse, n) x p"-^-i+^

Enfin (3) et (4) sont équivalents à cause du théorème 6.3.
D

8.6. Equimultiplicité des dirimants.
Dans ce paragraphe, nous supposerons que c est inférieur ou

égal à 1, pour pouvoir appliquer le lemme 8.6.2.
Etant donné un drapeau (D dans C"/YQ

û) :0 C Vi C V^ C . .. C V^_,

et un drapeau dans C5 / /(Y)

0 C S, C S^ C . . . C S, ,

(*) On les appellera désormais variétés polaires générales du morphisme /.
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on construit un drapeau

o c w , c w , c . . . c w , _ ^
dans C^'/Y de telle sorte que /(W,) soit ^ si i<c et pour
i > c , W, H (C"/Y) = V/_^ . On note PW/ le sous-espace projectif
associé de P" r - l + <' . Qn considère cette fois Faction diagonale
de G sur GrassO-, n) x p^-^-i-^

8.6.1. DEFINITION. - Lorsque r = n — 1 , R"~ l (f) est le
conormal relatif au morphisme f, les variétés polaires associées aux
^k ,n ~ d — \ < k sont les seules que Uon doit considérer. L'image
(une fois réduite) de la polaire P (V^) par la projection de noyau
V^ est si elle n'est pas vide, une hypersurface de C""^5 que nous
appelons dirimant associé au cycle V,. .

8.7. LEMME DE TRANSVERSALITE (voir [4], [15]). -

Soit f: X —> S un morphisme tel que l'image de Y soit
de codimension 1 dans S. Supvosons de plus que D^~1 soit
équidimensionnel au-dessus de Y.

Alors la variété d'incidence de p"-^-1 x pn-t-l ne contient
aucune composante de DQ .

Démonstration. - Lorsque /(Y) est un point, la démonstration
reprend celle de [4] en remarquant que l'équidimensionnalité de
D^~1 au-dessus de Y entraîne la condition w^ (cf. [6]).

Pour le cas général on procède comme suit :
Soit h : C —> S un chemin tracé dans S. On peut construire

l'image réciproque de / par h, que nous noterons /^ ; on construit
alors R""1 (fh) puis son éclaté le long de l'image réciproque Vh

de Y par h, on obtient un diviseur exceptionnel h Dy de fibre
"Do.

Comme c est inférieur ou égal à 1 , par un calcul facile sur les
dimensions, Féquidimensionnalité de Dy au-dessus de Y entraîne
celle de ^Dy au-dessus de Y71 , mieux, "DQ est de même dimension
que DQ , c'est une réunion de composantes de D^ .

Pour toute composante Z de DQ , il existe un chemin h tel
que cette composante soit réalisée comme composante de hD .




