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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
11 (1961), 89-136.

SILOVSCHER RAND UND DIRICHLETSCHES PROBLEM
von Heinz BAUER (Hamburg).

EINLEITUNO

Aus der Theorie der Banach-Algebren kennt man Begriff
und Bedeutung des Silovschen Randes : Ist .t eine Algebra von
stetigen, komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten
Raum X, welche die konstanten Funktionen enthält und
die Punkte von X trennt, so existiert nach SILOV [25] unter
allen abgeschlossenen Teilmengen S von X mit der Eigenschaft,
daß jede der Funktionen \f\ mit f e A) eine in S gelegene
Maximalstelle besitzt, eine kleinste Menge. Diese wird mit
öj^X bezeichnet und heißt der Silovsche Rand von X bezüglich
A). Ist z.B. X die kompakte Kreisscheibe z ^ l in der kom-
plexen z-Ebene und A die Algebra aller auf X stetigen, in
der offenen Kreisscheibe holomorphen Funktionen, so folgt
aus dem Maximum-Prinzip der Funktionentheorie, daß ö^X
der topologische Rand von X, also die Kreislinie \z'\ == l ist.

Eine analoge Situation liegt vor, wenn man die Algebra <L
ersetzt durch einen Vektorraum 36 von auf einem kompakten
Raum X definierten, stetigen, reellwertigen Funktionen,
welcher die konstanten reellen Funktionen enthält und die
Punkte von X trennt. Dann existiert nach MILMAN [33]
und ARENS-SINGER [l] eine kleinste abgeschlossene Menge
ö^X von X mit der Eigenschaft, daß jede Funktion aus 3-6
eine in ö^X gelegene Maximalstelle besitzt. Man nennt auch
hier ö^X den Silovschen Rand von X bezüglich 96.

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit war die Frage
nach der Bedeutung dieser Begriffsbildung für die Theorie
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des Dirichletschen Problems, oder genauer : Es sei ß eine offene,
relativ kompakte Menge im R". Welches ist der Silovsche
Rand der abgeschlossenen Hülle ß von ü bezüglich des
Vektorraumes 96^ aller in ü stetigen, in Q harmonischen,
reellen Funktionen? In § 6 dieser Arbeit wird gezeigt, daß
der gesuchte Silovsche Rand die abgeschlossene Hülle der
Menge der sog. regulären Randpunkte von ß ist.

Darüber hinaus hat aber diese spezielle Frage zu einer
allgemeineren Fragestellung geführt, nämlich zu einem abstrak-
ten Dirichletschen Problem, das sich vom klassischen grob
gesagt dadurch unterscheidet, daß der Raum ü durch einen
beliebigen kompakten Raum X, der Vektorraum 96^ durch
einen Vektorraum Wo stetiger reeller Funktionen auf X und der
euklidische Rand ü* von Q durch den Silovschen Rand
X* == ö^X ersetzt wird. Von Wo wird zunächst nur vorausge-
setzt, daß die konstanten Funktionen zu 96 gehören und daß
die Punkte von X durch 96 getrennt werden. Durch einen
sich in natürlicher Weise anbietenden Prozeß wird sodann 96
zu einem Vektorraum 96 stetiger reeller Funktionen erweitert,
der mit 96^ eine wichtige Eigenschaft gemeinsam hat: Es
gibt eine bezüglich gleichmäßiger Konvergenz abgeschlossene
Menge @ stetiger reeller Funktionen auf X, welche mit je zwei
Funktionen auch deren untere Einhüllende enthält; ferner
gilt 96 = S n (— §). Bezüglich 96^ hat die Menge aller auf ß
stetigen, in Q superharmonischen Funktionen diese Eigenschaft.
Daher ist erst 96 das genaue Analogen zu 96^ Das abstrakte
Dirichletsche Problem besteht dann in der Aufgabe, notwen-
dige und hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daß
jede auf X* stetige reelle Funktion zu einer Funktion aus
96 fortgesetzt werden kann. Gewisse Ansatzpunkte zu einem
abstrakten, wenn auch andersartigen Dirichletschen Problem
finden sich bereits bei ARENS-SINGER [l].

Innerhalb dieser allgemeinen Theorie spielt eine in X*
dicht liegende Punktmenge, nämlich die Menge der sog.
96-extremalen Punkte von X eine wichtige Rolle. Die regu-
lären Randpunkte von ß erweisen sich hinterher als identisch
mit den <?6Q-extremalen Punkten von ü. Daher werden in § l
zunächst diese ausgezeichneten Punkte eingeführt und mit
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ihrer Hilfe ein neuer Beweis für die Existenz des Silovschen
Randes gegeben. In den Paragraphen 2 und 3 wird dann das
abstrakte Dirichletsche Problem entwickelt.

Der Rest der Arbeit ist im wesentlichen Anwendungen
gewidmet. Es zeigt sich nämlich, daß die allgemeine Theorie
auch nützliche Anwendungen außerhalb des Fragenkreises
des klassischen Dirichletschen Problems besitzt. In § 4 wird X
als konvexe kompakte Menge in einem lokal-konvexen Raum E
angenommen und für 96 der Vektorraum der auf X einge-
schränkten, stetigen, affin-linearen Funktionen auf E gewählt.
Dann erweist sich 96 als der Vektorraum aller auf X stetigen,
affin-linearen Funktionen. Die S-ß-extremalen Punkte fallen
mit den (geometrischen) Extremalpunkten von X zusammen.
Das abstrakte Dirichletsche Problem reduziert sich also hier
auf die Frage, wann jede stetige reelle Funktion auf der abge-
schlossenen Hülle aller Extrema Ipunkte zu einer in X stetigen,
affin-linearen Funktion fortgesetzt werden kann. Hierfür
erweist es sich als notwendig und hinreichend, daß X ein
Simplex im Sinne von CHOQUET [21] mit abgeschlossener
Extremalpunktmenge ist. Die allgemeine Theorie liefert
Kennzeichnungen dieser Klasse von Simplexen durch innere
Eigens chaften.

Diese Anwendung wurde derjenigen über das klassische
Dirichletsche Problem vorangestellt, da sie mit der allgemeinen
Theorie in innigem Zusammenhang steht. Man kann nämlich
im Rahmen der allgemeinen Theorie den kompakten Raum X
homöomorph in den schwach topologisierten, topologischen
Dualraum E von 96 einbetten und z.B. zeigen, daß das abstrakte
Dirichletsche Problem genau dann lösbar ist, wenn die abge-
schlossene konvexe Hülle des Bildes von X in E ein Simplex
mit kompakter Extremalpunktmenge ist. Der § 5 dient der
Klärung dieser Beziehungen zwischen der allgemeinen Theorie
und der soeben beschriebenen speziellen Anwendung des § 4.

Erst der § 6 bringt dann die Anwendung auf das klassische
Dirichletsche Problem. Die allgemeine Theorie liefert hierbei
neuartige Einsichten in diesen Problemkreis. Hervorzuheben
ist besonders die bereits erwähnte Tatsache, daß die regulären
Randpunkte einer offenen, relativ kompakten Menge im R"
als Extremalpimkte gedeutet werden können.
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Der § 7 bringt eine Anwendung auf das Dirichletsche
Problem für diskrete harmonische Funktionen, die neuerdings
wieder im Zusammenhang mit der Theorie der Markovschen
Ketten an Bedeutung gewonnen haben [29]. Der abschließende
§ 8 weist im wesentlichen auf offene Fragen im Zusammenhang
mit Funktionenalgebren hin.

Die wichtigsten Resultate dieser Arbeit wurden ohne Beweis
in einer Note in den Comptes rendus de PAcademie des Sciences
(Paris) [3] angekündigt. In gedrängter Form habe ich einen
im Pariser Seminar über Potentialtheorie gehaltenen Vortrag
über dieses Thema in [4] ausgearbeitet.



BEZEICHNUNGEN

Im folgenden schließen wir uns weitgehend der Terminologie
von N. BOURBAKIan.

Mit R bzw. C soll stets der topologische Körper der reellen
bzw. komplexen Zahlen (Zahlengerade bzw. komplexe Zahlen-
ebene) bezeichnet werden. Jede Abbildung f: A —> R einer
Menge A in die Zahlengerade heiße reelle oder reellwertige
Funktion auf A. Jede Abbildung f: A -> R von A in die durch
Adjunktion von d= oo kompaktifizierte Zahlengerade R heiße
numerische Funktion auf A.

Für jede Abbildung /*: A—>-B und jede Menge S c A bezeichne
/*s die Restriktion der Abbildung f auf S. Eine Menge 9 von
Abbildungen einer Menge A in eine Menge B heißt punkte-
trennend, wenn zu je zwei Punkten x, y e A mit x=/=-y eine
Abbildung feS existiert mit f{x) =^ f(y).

Ist .X ein kompakter (und daher Hausdorffscher) Raum, so
bezeichnen wir mit C(X) = ß(X, R) bzw. C(X, C) die Menge
aller stetigen, reellen bzw. komplexen Funktionen auf X.
Bezüglich der üblichen (punktweise definierten) Operationen
ist C(X, R) bzw. C(X, C) eine Algebra, insbesondere also ein
Vektorraum über R bzw. C. Beide Algebren sollen stets mit der
Topologie der gleichmäßigen Konvergenz versehen sein. Außer-
dem trägt C(X, R) die übliche, mit der Vektorraumstruktur
verträgliche Ordnungsrelation ^.

Für einen kompakten Raum X soll ferner cllfk(X) stets die
Menge aller positiven (Radonschen) Maße auf X bezeichnen.
Jllb(X) ist bezüglich der üblichen Operationen ein konvexer
Kegel. Es sei stets mit der vagen Topologie versehen. Für
einen beliebigen Punkt x e X bezeichne £3; das durch die Einheits-
masse im Punkte x definierte positive Maß auf X.
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§ l. — Extremalpunkte und Silovscher Rand.

l. l. Definition des Silo^schen Randes. — Es sei X ein
kompakter topologischer Raum und 8 eine nicht leere Menge
von auf X definierten, nach unten halbstetigen, numerischen
Funktionen. Dann nimmt bekanntlich jede Funktion u e g
ihr (globales) Minimum auf X an, d.h. es gibt mindestens ein
XQ e X mit

u(xo) = inf u(x).
xex

Jeden derartigen Punkt XQ nennen wir eine Minimalstelle
von u.

Wir betrachten nun das System @ = ®(@) aller kompakten
Teilmengen S von X mit der Eigenschaft, daß jede Funktion
u e 8 mindestens eine in S gelegene Minimalstelle besitzt.
Es gilt dann X e @; also ist @ nicht leer.

Ferner ist @ induktiv geordnet bezüglich der Relation D .
Es sei nämlich ^ eine bezüglich D total-geordnete Teilmenge
von @. Dann genügt es zu zeigen, daß T = [ | S ein Element

se^
von @ ist. Zunächst ist T kompakt und nicht leer, da X kom-
pakt und ^ eine Filterbasis kompakter Teilmengen von X ist.
Weiter sei u e 8 und Mu die Menge aller Minimalstellen von u.
Da u nach unten halbstetig ist, so ist Mu abgeschlossen. Aus
Mu n S -=f=^ 0 für alle S e= @, also insbesondere für alle S e= ̂ ,
folgt dann M„ n T ̂  0, da j M , n S : S e ^ eine Filterbasis
kompakter Teilmengen von X ist. Daher gilt: T e @.

Nach dem Zornschen Lemma ist also in jeder Menge S s @
mindestens ein minimales Element von @ enthalten. Die
Existenz genau eines mimmalen Elementes in @ ist daher
gleichwertig mit der Existenz eines kleinsten Elementes in @.

DEFINITION l. — Existiert im System @(8) eine kleinste
Menge So, so heiße So der Silo^sche Rand von X bezüglich
8; in Zeichen: So = ögX.

l. 2. S-extremale Punkte.—Im folgenden sollen hinreichende
Bedingungen für die Existenz von ögX angegeben werden.
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Die Anwendungen, auf die wir in den Paragraphen 4 und 6 zu
sprechen kommen, werden zeigen, daß ögX im allgemeinen
« unnatürliche » Punkte enthält. Der folgende Beweis für die
Existenz von ögX (unter gewissen Zusatzvoraussetzungen)
soll daher die Definition der « natürlichen Punkte von ögX » zum
Ausgangspunkt haben.

Hierzu bezeichne M)^ == ^lb^(§) für jeden Punkt r ceX die
Menge aller Maße pi e jlfb(X) mit folgenden zwei Eigenschaften :

(1 .1) J^=l$
(l. 2) j udy. ̂  u(x) für alle ae8.

/**
Hierbei bezeichnet j ud[^ das (A-Oberintegral von u (vgl.
BOURBAKI [14], pp. 172-173, exercices 5,6). Wenn eine Funktion
u e 8 nach unten beschränkt ist, wie das im folgenden fast
immer der Fall sein wird, ist f udy. = l udy. unter derVoraus-

. r*Setzung der Integrierbarkeit von u und sonst f udy. = 4" °°
(vgl. [14], p. 150).

Die Menge M)^ ist für kein x e X leer, da offenbar stets
£3; zu M)^ gehört.

DEFINITION 2. — Ein Punkt ^ e X heiße S-extremal,
wenn gilt:

0-3) A^)= |£.!.
Die Menge aller S-extremalen Punkte von X werde mit
X^ == Xg (8) bezeichnet und heiße (1) der Choquetsche Rand
von X bezüglich 8.

Ohne Zusatzvoraussetzungen über 8 kann die Menge Xg
leer sein, wie die beiden folgenden Beispiele zeigen:

Beispiel l. — Der Raum X enthalte mindestens zwei
Punkte; @ sei die Menge aller auf X konstanten reellen Funk-
tionen.

Beispiel 2. — Der Raum X sei die mit der diskreten
Topologie versehene zweipunktige Menge [a, b\. 8 enthalte

(1) Nach einein Vorschlag von BISHOP und DE LEEUW [8].
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als einziges Element die folgende Funktion u: u{a) = — oo,
u{b) = 0.

Die durch diese Beispiele nahegelegten Zusatzvorausset-
zungen genügen, um die Existenz 8-extremaler Punkte zu
beweisen:

SATZ l. — Die Menge 8 besitze folgende zusätzliche Eigen-
schaften :

(1.4) 8 trennt die Punkte von X;
(l. 5) es ist u{x) > — oo für alle x e X und u e 8.

Dann besitzt jede Funktion aus 8 mindestens eine S-extremale
Minimalstelle. Insbesondere ist der Choquetsche Rand X<,(§)
nicht leer.

Der Beweis dieses Satzes wurde in [5] (Satz 2) als Folgerung
aus einem allgemeinen Minimumprinzip erbracht.

l. 3. ^-exponierte Punkte. — Spezielle 8-extremale Punkte
lernen wir im folgenden Beispiel kennen:

Beispiel 3. — Ein Punkt x e X heiße S-exponiert, wenn
eine Funktion u e= 8 existiert derart, daß gilt:

(l. 6) — oo <; u[x) < u{y) für alle y e X mit y =/= x.

Es sei x ein solcher Punkt und u eine Funktion aus § mit der
Eigenschaft (1.6). Für jedes Maß (JL e Mo^(fb) ist dann u auf
dem Träger T^. von [JL konstant gleich u(x) (nach [5], Hilfssatz 3).
Wegen (1.6) folgt hieraus: Tp. == \x\; wegen (1.1) ist dann
y. = t^ also Möy, = |s^. Daher ist jeder 8-exponierte Punkt
auch 8-extremal. Die Umkehrung hiervon gilt jedoch nicht,
wie schon Beispiel 4 zeigen wird (2).

Aus der Definition der 8-exponierten Punkte folgt ferner,
daß jeder derartige Punkt in jeder Menge S e @(§) und damit
auch in ögX liegt, sofern der Silovsche Rand existiert.

l. 4. Existenz des Silo^schen Randes. — Die bisherigen
Voraussetzungen über 8 (einschließlich (1.4) und (1.5)) haben
nach Satz l zur Folge, daß die abgeschlossene Hülle X^ des

(2) Vgl. auch die Bemerkung 3 in Nr. 4.3.
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Choquetschen Randes zum System @(8) gehört. Sie lassen
aber nicht den Schluß zu, daß der Silovsche Rand existiert; aus
der Existenz von ögX folgt ferner nicht die Gleichheit mit X,,.
Dies zeigen die beiden nächsten Beispiele:

Beispiel 4. — Der Raum X sei die diskret topologisierte,
aus drei Punkten bestehende Menge \x^ x^ x^\. Die (stetigen)
reellen Funktionen auf X entsprechen dann eineindeutig den
Vektoren des R3. Die Funktionenmenge 8 bestehe aus den
durch den Vektoren (l, 0, 0), (0, l, 0), (0, 0, l) definierten
Funktionen. Es ist offenbar: X<,(8) = X. Der Silovsche Rand
existiert nicht, da alle zweipunktigen Teilmengen von X mini-
male Elemente von @(8) sind.

Beispiel 5. — Der Raum X sei wie im Beispiel 4 definiert.
Jedoch sei 8 jetzt die durch die Vektoren (l, 0, 0), (0, l, 0),
(0, 0, 1), (0, l, l) und (l, O, l) definierte Funktionenmenge.
Wiederum ist X^(8) == X. Jedoch existiert jetzt der Silovsche
Rand: ögX = \x^ x^\,

Es gilt nun aber der folgende.

SATZ 2. — Die Menge S besitze neben (l. 4) und (l. 5) noch
folgende Eigenschaft:

(l. 7) ü,^e8-=^u+^e8.

Dann existiert der Silovsche Rand ögX und er ist gleich der
abgeschlossenen Hülle des Choquetschen Randes X<,(8).

Beweis. Wir setzen So == X^. Dann folgt aus Satz l, daß
So zum System @ gehört. Es sei nun S ein beliebiges Element
aus @; dann ist noch So c S oder die gleichwertige Relation
Xg c S zu beweisen. Wir betrachten hierzu einen beliebigen
Punkt x e X und konstruieren ein spezielles Maß ui e t'l'b^ß),
welches von S getragen wird. Für jeden Punkt x e ( S ist
dann dieses Maß von £y verschieden, also | S c | X„ und
somit Xg c S.

Zur Konstruktion von u. bezeichnen wir mit §1 die Menge
aller Funktionen u + a mit u es 8 und a e R einschließlich
aller auf X konstanten reellen Funktionen. Dann überträgt
sich die Eigenschaft (1.7) auf @i; ferner besitzt auch jede

7
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Funktion aus §1 eine in S gelegene Minimalstelle, es ist also
S e @(8i). Für jede Funktion /eC(S) setzen wir

(l. 8) p{f) = inf ^),
f^Vs, v 60,

wobei wie auf p. 93 vereinbart, PS die Restriktion von v auf S
bezeichnet. Dann gilt für alle fe6(S):

(i.9) !p (n i<+^ .
Es ist nämlich p{f) < + oo, da z.B. konstante Funktionen
v e @i existieren mit /* ̂  ^s; ist weiter a e R eine untere
Schranke von /*, so gilt p{f) ̂  a wegen S e @(@i). Diese Über-
legung zeigt ferner, daß

(l. 10) p(a) = a

ist für jede auf S konstante reelle Funktion a. Aus §1 + §1 c 8^
folgt noch:

(l. 11) ?(/•+ g) <P(/1) + P(g) für beliebige /•, g e 6(S).

Nun wird durch ^o{<x.) = p(a) == a eln Homomorphismus der
additiven Gruppe aller auf S konstanten reellen Funktionen
in die additive Gruppe R definiert. (Vo ist natürlich sogar 'ein
Isomorphismus auf R.) Nach AUMANN [2] (Satz 2) kann dann
YO fortgesetzt werden zu einem Homomorphismus v : C(S)->R
der additiven Gruppe 6(S) in R, und zwar derart, daß

(l. 12) v(/') < p{f) für alle /•e 6(S)

gilt (3). Dann ist v ein positives Maß auf S. In der Tat: aus
/•e6(S) und /•>0 folgt — / * < 0 und somit p(— f) < 0.
Nach (1.12) ist daher —v^)^—/'^^—/')^, also
v(/') :> 0. Nach einem bekannten Satz ([14], p. 35, prop. l)
ist dann aber v eine positive Linearform auf dem Vektorraum
(3(S), also veJlb(S).

Das Bildmaß pi = /(v) von v bei der kanonischen Injek-
tion / : S —> X leistet dann das Verlangte. Zunächst ist

(3) Wir verwenden den zitierten Satz von AUMANN nur in der folgenden speziel-
len Form, die sich leicht aus [2] ableiten läßt: Es sei H eine abelsche (additiv ge-
schriebene) Gruppe und E eine Untergruppe von H; ferner sei p eine reelle Funktion
auf H mit: p(0) == 0 und p(f + g) < p(f) + p(g) für alle /, geH. Dann existiert
zu jedem Homomorphismus VQ : E —> R mit Vy)/) <^ p(f) für alle /eE ein Homomor-
phismus v : H —> R mit folgenden Eigenschaften: v setzt VQ fort und es ist v(/) .< p(f)
für alle feil.
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definitionsgemäß [JL ein positives Maß auf X mit [x( ^ S) = 0
und fgdy.= fgs^ für alle geß(X). Speziell ist also:
r rj d^= j d^ == Vo(l) == l- ^ÜT J^6 Funktion u e= 8, welche

gemäß (l. 5) nach unten beschränkt ist, gilt:

(i.i3) r * u r f m = sup fg^-.J g^a.geemJ
Für jedes ge6(X) mit g ^ u ist gs <S u% und nach
(l. 12) : fgdu. = fg^d» = v(gs) < p(gs). Nun ist aber 8 c §1,
also auch ueg^; aus (1.8) folgt daher noch: p(gs) <; u{x).
Zusammen mit (l. 13) ergibt dies die für alle u e 8 gültige
Ungleichung \ udy. <; u(rc). Damit ist p. wie behauptet ein
auf S konzentriertes Maß aus ^(8), unser Satz also bewiesen.

Bemerkung. — Der Satz 2 überschneidet sich hinsichtlich
der Aussage über die Existenz des Silovschen Randes mit
einem Resultat von ARENS-SINGER [l] (Theorem 2. 4). Unter
der Voraussetzung, daß 8 nur stetige Funktionen enthält
und die Eigenschaften (l. 4), (l. 5) und (l. 7) besitzt, genügt
nämlich die Menge H = |e~": u e 8 ^ den Annahmen in [l],
Dort werden allerdings 8-extremale Punkte und ihr Zusam-
menhang mit ögX nicht diskutiert.

§ 2. — 56-harmonische Funktionen.

2. l. Der Vektorraum 36. — Die Situation, mit der wir uns
hier und im folgenden beschäftigen werden, wird spezieller
sein als die im Paragraphen l.

Gegeben sei jetzt nämlich ein kompakter Raum X und eine
Menge 96 von auf X definierten Funktionen mit folgenden
Eigenschaften :

(2. l) 3-6 ist ein linearer Unterraum von C(X);
(2. 2) 3€ enthält alle konstanten Funktionen aus C(X);
(2. 3) 96 trennt die Punkte von X.

Dann ist für jedes x e X die Menge ^{36) von Maßen defi-
niert. Wegen der speziellen Eigenschaften von 96 vereinfachen
sich die an A^) gestellten Forderungen (l. l) und (l. 2) :



100 HEINZ BAUER

Jll^(36) ist für jedes x e X die Menge aller Maße (JL e ..KI)(X) mit :

(2. 4) fhdy. = h{x) für alle h e 38.

Nach dem Satz 2 existiert der Silovsche Rand ö ,̂ X und ist
gleich der abgeschlossenen Hülle des Choquetschen Randes
X^) aller 36-extremalen Punkte. Das System @(36) besteht
somit aus allen kompakten Mengen S mit ö^X c S c X. Wegen
(2. l) besitzt jede Funktion aus 3f> eine in einem beliebigen
S e @(3@) gelegene Minimal- und Maximalstelle.

2. 2. Die Mengen «AI?8.. — Für eine beliebige Menge S e @(36)
verallgemeinern wir nun die Mengen ^^(3€) wie folgt: Für
jeden Punkt x e X bezeichne M)^ = .?^(3^) die Menge aller
Maße [x e .ilib(S) mit:

(2. 5) FM^ = h{x) für alle h e 3g.

Offenbar ist ^(36) = ̂ (36) für jedes x e X. Aus (2. 2) folgt:
Cd^ = l für alle (Jisjll)^). Aus ^ e S folgt £^ e .̂  und

für jeden 3iß-extremalen Punkt x ist sogar ^11^=== \^x\' Wir
werden später sehen, daß diese letzte Eigenschaft die 36-extre-
malen Punkte sogar kennzeichnet (Satz 14).

Daß auch für Punkte x e S die Menge M)^ nicht leer ist,
folgt aus der folgenden Betrachtung :

Für jeden Punkt x e X und jede Funktion f e C(S) werde
gesetzt:

(2.6) W= inf h{x);
f^hs.heW

(2.7) ^(/-)=_^(_y).

Durch elementare Schlüsse, die dem Leser überlassen
werden können, beweist man dann:

HILFSSATZ l . — F ü r alle a;eX gilt:

(2.8) - oo <Ql(f) <%(/•)< +00 (fee(S));
(2. 9) /•< g-^(/) <%(g) (A g ̂  <°(S));
(2. 10) %(/•+ g) < W) + W (f, g e (°(S));
(2.11) %(X/-) = XQ^n (f ^ C(S); X > 0);
(2.12) (^(As) = %(As) = A(a;) (A e 38).
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Hieraus folgern wir nunmehr:

SATZ 3. — (a) Bei beliebiger Wahl von x e X, (JL e Jllfc^ undf^e(S)giit:
(2.13) WXffd^^W).

(6) 5iW umgekehrt x e X, /o <= C(S) und y e R derart gewählt,
^daß

(2. 14) Q^o) < Y < Wo)

gilt, so gibt es mindestens ein Maß (x e jlfb^ mi(: y= f^oda.

Beweis. Zu (a): Für jedes A € E ( % mit f <; As gilt nach
(2. 5): J7d[x </As da = A(a;); somit ist ffd^ < %(/•). Bei
Beachtung von (2. 7) folgt hieraus die Behauptung.

Zu (V): Es sei ^o == |Vo ̂  e K| der von fo in C(S) erzeugte
lineare Unterraum. Dann ist \fe —> Xy eine auf ä^ definierte
Linearform (JL() $ im Falle fo == 0 hat man hierbei zu berücksich-
tigen, daß 7 = 0 ist. Für jedes fe^ gilt: ^{f) < ^(/>)
nach (2. 11) und (2. 14). Wegen der Eigenschaften (2. 10) und
(2. 11) der Funktion /'->%(/') existiert nach dem Satz von
HAHN-BANACH (vgl. [24], p. 9) eine uio auf (3(S) fortsetzende
Linearform [x mit y.{f) ̂  ^(/t), also mit

(2. 15) Ql(f) < [x(y) < W) für alle f^ 6(S).

Aus /•> 0 folgt gemäß Hilfssatz 1 :0= (^(0) < Q^{f), also
V-(f) ̂  0. Somit ist (x ein positives Maß auf C(S). Nach Kon-
struktion gilt: f^d;jL= pio(^) = y; aus (2. 15) folgt schließlich
bei Beachtung von (2. 12), daß pi zu M)^ gehört. Damit besitzt
a alle gewünschten Eigenschaften.

Zusammen mit (2. 8) zeigt der Satz 3 insbesondere, daß
keine der Mengen M)^ leer ist.

2. 3. 96-harmonische Funktionen. — Bei gegebenem S e @(38)
fragen wir nun weiter nach der Menge aller Funktionen
h e C(X), welche der Gleichung (2. 5) für alle x e X und UL e jlb^
genügen.
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SATZ 4. — Bei beliebig gegebenem S es @(36) ^nrf für /erfe
Funktton / 'eC(X) folgende Bedingungen gleichwertig:

(a) f{x) = ffsd^ für alle x e X unrf alle ^ e jl̂ (36).
W Ä^) = <^(Ä) = Ws) /ür a^ ^eX.
(c) Zu /erfew s. >0 gibt es endlich viele Funktionen h[, . . ., h^ $

AI', . . ., ^ in 38 derart daß für die Einhüllenden

h = sup (^, . . ., A,) um^ = inf^:, . . ., A;)
g^fo : h < /• < /i und h — h < £.

Beweis. (a)===^(6): Dies ist eine unmittelbare Folgerung
aus Satz 3.

(&)==^(c ) : Es seien £ > 0 und x ^ X beliebig gewählt.
Aus den Definitionsgleichungen (2. 6) und (2. 7) sowie aus (6)
folgt dann die Existenz von Funktionen h^ h^ e Wo mit folgenden
Eigenschaften:

(2.16) (^)s<Ä<(^)s;
(2. 17) h^x) — h^x) < e.

Aus (2. 16) folgt wegen der Isotonie der Funktion Q^ bei
Beachtung von (2. 12) und ( & ) : h^(y) < f(y) <^(y) für alle
y e X, also % < f < /^. Wegen der Stetigkeit aller Funktionen
aus 96 folgt aus (2. 17) die Existenz einer offenen Umgebung U^
von x mit: h^(y) — h^y) < £ für alle y <= U^. Da der Raum X
kompakt ist, genügen endlich viele der Mengen Ua; zu seiner
Überdeckung : X = U.,, u ... u U^ (x, e X). Es ist dann klar,
daß die Funktionen h[== h^ und h![ = h\ {i = l, .. ., n) das
Verlangte leisten.

(c) =^ (a) : Zu gegebenem £ > 0 wählen wir die Funktionen
^o • • • ? ^m; ^/? • • • ? h'n gemäß der Bedingung (c). Durch
Integration einer jeden Ungleichung h\ < f ̂  AJ folgt dann
W<ffsd^^h](x) (i= l, .. ., w; /= 4, .... n) und somit
h{x) <jys^-<^) für jedes x ^ X und alle (JL e jlb^. Wegen
h < /* < ~H und % — A < t folgt weiter : |r/'srf(x — Ä^) |< £

für alle £ > 0, x e X und p. <= jl^. Also genügt /* der Bedingung
(a).

Die Tatsache, daß die Menge S nicht in der Bedingung (c)
auftritt, gibt Anlaß zur folgenden Definition:
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DEFINITION 3. — Eine Funktion /*eC(X) heiße 96-har-
monisch, wenn sie den äquivalenten Bedingungen (a)-(c) in
Satz 4 für eine Menge S e @(38) (und dann auch für jede
derartige Menge) genügt.

Wir bezeichnen die Menge aller ^-harmonischen Funktionen
mit 96. Aus der Definition (z. B. durch die Bedingung (a) von
^Satz 4) folgt sofort, daß 96 ein abgeschlossener, linearer Unter-
raum von C(X) ist. Nach (2. 5) gilt: 96 c 96. Der Übergang
von 96 zu 96 ist ein gewisser Prozess der Vervollständigung,
der, wie sich sofort zeigen wird, auf 96 angewendet zu nichts
Neuem führt.

2. 4. Beziehungen zwischen 96 und 96. — Soeben wurde
gezeigt, daß auch 96 die Eigenschaften (2. l)-(2. 3) von 96
besitzt. Also sind definiert die Mengen: X^(3'6), ö^X, @(36),
M>^{96) und <%. Aus der Definition von 96 durch die Bedingung
(a) von Satz 4 für S = X folgt: M>^) = M^{96) für alle x e X.
Hieraus ergibt sich:

(2. 18) X,{96) = X,(96).
Nach Satz 2 ist daher

(2.19) ^X=ö^X.
Dann aber ist auch

(2. 20) @(96) = Q{96)
und aus der Definition von 96 folgt:

(2. 21) ^(96) = ^l{96) für alle S e @{96) und x e X.

Schließlich folgt hieraus
(2. 22) % == 9&.
Die Gleichungen (2. 18)-(2. 22) rechtfertigen die Verwendung

der kürzeren Bezeichnungen X^, @, JIU^ und Jlb^ bei gegebe-
nem 96.

Die naheliegende Vermutung, daß 96 gleich der abgeschlos-
senen Hülle von 96 in C(X) ist, wird durch das folgende Beispiel
widerlegt.
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Beispiel 6. — Es sei X das kompakte Intervall [0,1] auf der
Zahlengeraden und 96 die Menge aller auf X eingeschränkten,
reellen, quadratischen Polynome x—> a -|- ^x + y^a, ß, y e R).
Dann besitzt 96 die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3); ferner ist Wo in

A

C(X) abgeschlossen. Es gilt jedoch : 36 == 6(X). Man zeigt dies
entweder direkt mit Hilfe der Definition von 36 durch die
Bedingung (c) von Satz 4 oder einfacher wie folgt: Für jedes
XQ e X liegt die durch x—> (x—x^f definierte Funktion h in 96
und es ist h(xo) < h{x) für alle x-=f=^x^ Also ist jeder Punkt
aus X 3'6-exponiert, also nach 1.3 3-6-extremal. Dann aber
ergibt sich 36 = C(X) nach dem folgenden Satz.

SATZ 5. — Dann und nur dann ist jeder Punkt aus X 96-extre-
mal, wenn 36 == 6(X) ist.

Beweis. Aus 96=C{X) folgt X == X,{9^) unmittelbar, also
X === XeW nach (2. 18). Umgekehrt folgt aus X == X,
zunächst Jl^c == \tx\ für jedes x e X. Die Definition der
3^-harmonischen Funktionen liefert dann: 36 == 6(X).

Unter einer Zusatzvoraussetzung über 96, die uns noch in
§ 3 beschäftigen wird, gilt jedoch :

SATZ 6. — Wenn 96 bezüglich der üblichen Ordnungsrelation
<^ ein Verband ist, so ist 36 die abgeschlossene Hülle von 96
in C(X) (4).

Beweis. Zu jeder Funktion f e 96 und jedem £>0 gibt
es nach Satz 4 Funktionen A I , . . . , h'm\ A'i,..., h'n in 96 mit:

h = sup (h[, .... A,) < /•< h - inf (A;, ..., A:)

und h—h ̂  s. Nach Voraussetzung besitzen h\, ..., hm
eine kleinste gemeinsame Majorante ho in 38, für die offenbar
gilt: h ̂  ho ̂  /i. Man erhält daher: \f— ho\ ̂  £. Damit ist
gezeigt, daß /* in der abgeschlossenen Hülle 9d> von 36 liegt;
es ist also: ?6c%. Da andererseits 96 in 6(X) abgeschlossen
ist und 96 als Teilmenge enthält, gilt sogar % == 3^6.

(4) Die Voraussetzung über ^6 besagt, daß zu je zwei Funktionen h^ h^ in ̂
eine kleinste gemeinsame Majorante und eine größte gemeinsame Minorante in ^
existiert. 3^ ist dann bezüglich der Relation ^ sogar ein Rieszscher Raum (Vektor-
verband).
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Beispiel 7. — Es sei X das kompakte Intervall [0,1] auf
der Zahlengeraden und 96 die Menge aller auf X eingeschränk-
ten, affin-linearen, reellen Funktionen x —>• a + ß^. Dann
besitzt 36 die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). 36 ist in C(X)
abgeschlossen und ein Verband. Also gilt 96 = 96. Übrigens
ist hier X, = |0,1|.

2. 5. Kennzeichnungen von 96 mittels {TA-stabiler Teilmen-
gen. — Zunächst vereinbaren wir folgende Sprechweise : Eine
Teilmenge ^ von 6(X) heiße ini-stabil, wenn sie mit je endlich
vielen Funktionen auch deren untere Einhüllende enthält.
Offenbar existiert zu 96 (allgemeiner zu jeder Teilmenge von
C(X)) eine kleinste abgeschlossene, int-stabile Teilmenge von
6(X), die 36 enthält. Diese Menge soll mit @^ bezeichnet werden.

Es gilt nun folgende Verallgemeinerung von Satz 4:

SATZ 7. — Für jede Funktion /*eC(X) sind folgende Bedin-
gungen gleichwertig:

(a) /te8^;
(&) j fdy- ̂  f{x) für alle x e X und p. e <M^(36);
(c) Q^=/^) ßr alle x^X,
{d) Zu jedem £ > 0 gibt es endlich viele Funktionen

AI, ..., h^96 mit / '<inf(Ai, ..., ^Xf+s.

Beweis. (a)=^(fc): Es sei ») die Menge aller Funktionen
ue=(°(X) mit fud[i.^u{x) für alle x e X und a e Jll^. Dann
prüft man sofort nach, daß ^ in (3(X) abgeschlossen und int-
stabil ist. Da ferner 36 c if ist, so folgt 8^ c ̂  und damit (&).

(fe)==^(c): Aus (fc) folgt zunächst 1^{f)^f{x) für jedes
rceX, da nach Satz 3 speziell ein Maß pi s M>^ existiert mit
(^(/t) =ffd^. Nach der Definitionsgleichung (2. 6) (für S == X)
ist aber auch f{x) ̂  %(/*) für alle x e X.

(c) ==^ (rf) : Zu £ > 0 und zu jedem x e X gibt es nach (2. 6)
eine Funktion h^ e 96 mit f ̂  h,c und

A,̂ ) < f{x) +£=^( / - )+£.

Der Rest des Beweises verläuft dann analog zum Schritt
« (&)==^(c) » des Beweises von Satz 4.

(d)==^(a): Da 6^ definitionsgemäß eine abgeschlossene,
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inf-stabile Teilmenge von ß(X) ist mit 36 c 8 ,̂ zeigt die Bedin-
gung (d), daß f in 8^ liegt.

Nunmehr ergeben sich eine Reihe von Folgerungen:

KOROLLAR l. — Es gilt 96 = 8^ n (— 8^). Dann und
nur dann ist Wo = 96, wenn es eine in 6(X) abgeschlossene,
ini-stabile Menge 8 gibt mit 96 = 8 n (— 8).

Beweis. Nach Satz 7 ist 8^ n (—8^) die Menge aller
fe8(X) mit ffdy.=f{x) für alle xeX und (J.eJl^. Nach
Definition 3 ist dies die Menge 36. — Ist 96 = 5^, so ist
nach dem bereits Bewiesenen 8 == 8^ eine in 6(X) abgeschlos-
sene, inf-stabile Menge mit 96 == 8 n (— 8). Ist 8 irgendeine
Menge mit diesen Eigenschaften, so folgt 96 = 36 aus der
Gleichheit 96 = 8^ n (— 8^) und aus 8^ c 8.

KOROLLAR 2. — Die Menge 8^ ist ein konvexer Kegel in 6(X)
mit der Spitze 0 (5).

Beweis. Zu zeigen ist: §^+^c^ und X8^c8^ für
jede reelle Zahl X .̂ 0. Dies aber folgt aus Satz 7, (6).

KOROLLAR 3. — Jede Funktion aus 8^ besitzt eine 96-extre-
male Minimalstelle.

Beweis. Wegen 3^c8^cC(X) ist Satz l auf 8 ==8^
anwendbar. Jede Funktion aus 8^ besitzt also eine 8^-extre-
male Minimalstelle. Nach Satz 7 gilt ^(§^) == ÄrW für
alle x e X. Daher ist X^(?6) == X^(8^), woraus die Behauptung
folgt.

Wegen 36 c 8^ folgt aus dem letzten Korollar noch, daß
Ö^X = ög^X ist.

§ 3. —Das abstrakte Dirichletsche Problem.

3. l. 36-harmonische Maße und 36-resolutive Funktionen. —
Für eine beliebige Menge S e @(^6) folgt aus der Gleichung
(2. 20), daß jede ^6-harmonische Funktion h eindeutig durch

(6) Vgl. hierzu auch CHOQUET-DENY [23].
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ihre Restriktion As auf S bestimmt ist. Für jede Funktion
g e 9S) mit g§ = hs gilt nämlich (g — A)s == 0. Hieraus folgt
g == /^ da g — h sowohl eine Maximal- als auch eine Minimal-
stelle in S besitzt. Wir stoßen daher auf das folgende « abstraktem
Dirichletsche Problem: Man gebe notwendige und hinreichende
Bedingungen dafür an, daß eine Funktion /'eC(S) oder jede
Funktion aus C(S) zu einer 36-harmonischen Funktion auf X
fortgesetzt werden kann.

Eine Antwort auf die erste Frage gibt folgender Satz :

SATZ 8. — Für jede Menge S e @(3^) und jede Funktion
fee(S) sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) f kann zu einer 36-harmonischen Funktion auf X fort-
gesetzt werden.

(b) Für jeden Punkt x e X und je zwei Maße [AI, (JLg e M)^(3€)
gilt:

ffd^^ffd^

{c)Ql(f)='Q.l(f) für jedes x^X.

Beweis, {a) =^ {b): Es gibt eine Funktion he 36 mit
f= As. Daher gilt h{x) = j h s dy. = J f d\i. für alle xe X und
pi ejllk^. Hieraus folgt (6).

(ft) ==^ (^): Dies folgt aus Satz 3.
(c)-==^(a) : Wir definieren eine reelle Funktion h auf X durch :

h(x) =Ql(f) = %(/*). Nach (2. 6) und (2. 7) ist sie nach oben
und unten halbstetig, also stetig. Nach Satz 3 gilt h(x) = j fdy.
für alle x e X und (JL e M)^. Da für jeden Punkt x e S das Maß
£3; zu tjll)^ gehört, ergibt sich: h(x)= j fde.,c== f(x). Also ist h
eine Fortsetzung von /*. Die für alle x es X und (A e jlfb^ gültige
Gleichung A(rc) = f/*rf^ == j hsdy. besagt dann, daß h ̂ 6-harmo-
nisch ist.

Bei der Behandlung der zweiten Frage, die uns im folgenden
ausschließlich beschäftigen wird, können wir uns auf den
Fall S = ö^ X beschränken. In der Tat: Kann jede Funktion
aus (°(S) zu einer 3^-harmonischen Funktion fortgesetzt
werden, so kann auch jede Funktion aus C(ö^X) zunächst
zu einer Funktion aus (°(S) und diese zu einer Funktion aus 96
fortgesetzt werden. Wegen ö^X e ©(38) kann also jede Funk-
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tion aus 6(ö^X) auf genau eine Weise zu einer Funktion aus
C(S) fortgesetzt werden. Wegen der Normalität kompakter
Räume ist dies nur möglich, wenn S == ö^X ist.

Wir setzen daher im folgenden zur Abkürzung:
(3. l) X* == ö^X und X = M^\36) tür jedes x e X.

Die Elemente von M)^ sollen die zum Punkt x e X gehörigen
36-harmonischen Maße genannt werden. Ferner werde eine
Funktion /*e6(X*) als 96-resolutiv bezeichnet, wenn sie zu
einer Funktion aus 3^ fortgesetzt werden kann.

Aus dem Satz 8 erhalten wir nun sofort eine erste Antwort
auf unsere zweite Frage:

SATZ 9. — Jede der beiden folgenden Bedingungen ist not-
wendig und hinreichend dafür ̂  daß jede Funktion aus C(X*)
36-resoluti^ ist:

(a) Zu jedem Punkt x e X gehört genau ein 36-harmonisches
Maß.

(b) Für alle x e X und f e ß(X*) gilt: Q^(f) = ̂ {f}.

3. 2. Verbandsstruktur wn 38. — Es soll jetzt ein Kriterium
anderer Art für die 36-Resolutivität aller Funktionen aus
C(X*) angegeben werden.

Wir betrachten hierzu die Abbildung h -> hy von 36 in
C(X*), welche jedem he 36 seine Restriktion Ax* auf X* zu-
ordnet. Es handelt sich offenbar um einen Monomorphismus
bezüglich der Ordnungsstruktur: aus g ̂  h folgt gx* <$ hy
und umgekehrt. Wenn speziell jede Funktion aus 6(X*)
38-resolutiv ist, liegt ein Isomorphismus der geordneten Mengen
36 und (°(X*) vor. Mit (°(X*) ist dann also auch 36 ein Verband,
wegen der Verträglichkeit der Relation ̂  mit der Vektorraum-
struktur also sogar ein Rieszscher Raum.

Das angekündigte Kriterium lautet nun:

SATZ 10. — Dann und nur dann ist jede Funktion aus C(X*)
96-resoluti^y wenn 36 bezüglich der üblichen Ordnungsrelation ̂
ein Verband ist.

Zu beweisen ist nur noch, daß die angegebene Bedingung
auch hinreichend ist. Der Beweis soll erst in den beiden
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nächsten Nummern erbracht werden. Hier sollen zunächst
einige Folgerungen aus Satz 10 besprochen werden.

Im Verband 36 bezeichnen wir die Verbandsoperationen
mit Sup und Inf. Offenbar gilt für je zwei Funktionen Ai, Ag e 36:

(3. 2) Inf (A„ h,) < inf (h^ h,) < sup (Ai, h,) < Sup (h^ h^).

Im allgemeinen ist Sup (Ai, Ag) =^ sup (h^ h^) wie Beispiel 7
zeigt, welches zudem eine erste Illustration unseres Satzes
10 liefert.

Mit Hilfe der Menge 8^ aus Nr. 2. 5 kann der Satz 10 auch
wie folgt formuliert werden:

KOROLLAR l. — Dann und nur dann ist jede Funktion
aus (3(X*) 96-resoluti^, wenn jede Funktion u e 8^ eine größte
96-harmonische Minorante hu besitzt.

Beweis. Es sei jede Funktion aus (S(X*) 36-resolutiv.
Speziell ist dann für jedes ue=8^ die Restriktion ux* auf X*
36-resolutiv, also existiert ein hu e 96 mit hu{x) = u(x) für alle
x e X*. Wegen 96 c 8^ ist u — hu eine Funktion aus 8 .̂
Aus u{x) — hu{x) == 0 für alle x e X* folgt u — ha ̂  0 nach
dem Korollar 3 zu Satz 7. Also ist hu eine ^-harmonische
Minorante von u. Sie ist sogar die größte : Aus h e 96 und h ̂  u
folgt h{x) <s ^u(^) tu1' ^e x e X* und hieraus A ̂  Au.

Nunmehr werde umgekehrt die Existenz von hu für j edes u e 83^
vorausgesetzt. Für jede Funktion he 96 gehört u = inf (Ä, 0)
zu 8 .̂ Die zugehörige Funktion hu ist dann eine ̂ 6-harmonische
Minorante von h und 0. Für jede andere Minorante h' e 96
von h und 0 gilt h' ^ u und somit A' ̂  Au. Also ist hu die
größte ^6-harmonische Minorante von h und 0 : es existiert
Int (A, 0) = hu. Hieraus folgt, daß 96 ein Verband ist. Die
Behauptung folgt daher aus Satz 10.

KOROLLAR 2. — Dann und nur dann kann jede Funktion
aus e(Xitt) zu einer Funktion aus dem Vektorraum 96 selbst
fortgesetzt werden^ wenn 96 in C(X) abgeschlossen und ein Ver-
band ist.

Beweis. Kann jede Funktion aus 6(X*) zu einer Funktion
aus 96 tortgesetzt werden, so ist offenbar 96 == 96 und jede
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Funktion aus C(X*) ^-resolutiv. Nach Nr. 2. 3 ist daher 38
in C(X) abgeschlossen, nach Satz 10 ein Verband. — Besitzt
umgekehrt 96 diese Eigenschaften, so ist 96 == 96 nach Satz 6
und die Behauptung folgt abermals nach Satz 10.

Bemerkung. — Wenn 96 ein Verband ist, so ist 96 bezüg-
lich der Norm \\h\\ = sup[A(a:)| sogar ein M-Raum im Sinne von

KAKUTANI [27], d.h. es gilt

||Sup(^, ^)||=sup (1)^11, |M)

für je zwei Funktionen A; e 96 mit h^ ̂  0. Nach dem Haupt-
resultat von [27] ist jeder M-Raum isomorph zum Rieszschen
Raum aller stetigen reellen Funktionen auf einem
kompakten Raum Y. Der Satz 10 zeigt, daß der zu 96 gehörige
Raum Y zu X* homöomorph ist.

3. 3. Hilfssätze über Rieszsche Räume. — Wir erinnern zu-
nächst an einige bekannte Begriffsbildungen über Rieszsche
Räume (6). Es sei hierzu R ein Rieszscher Raum; mit Sup und
Inf sollen die Verbandsoperationen bezeichnet werden. Ein
linearer Unterraum N von R heißt gesättigt, wenn jedes Element
f e N von der Form f == ^ — ^ ist mit f, e N, f, > 0 {i = l, 2)
und wenn aus 0 <^ g <; /, /* e N, g <= R stets g e N folgt. Mit
diesen Forderungen gleichwertig ist die Bedingung: aus f e N,
g e R und Sup (g, — g) < Sup(/', — f) folgt g e N.

Zu jedem linearen Unterraum N von R gehört der Quotien-
tenraum R/N und die kanonische Abbildung y : R -> R/N.
Ist N gesättigt und R4" die Menge aller Elemente ,> 0 in R,
so gibt es in R/N genau eine mit der Vektorraumstruktur
verträgliche Ordnungsrelation, bezüglich welcher 9(R'1") die
Menge aller Elemente ̂ . 0 in R/N ist. R/N ist dann sogar ein
Rieszscher Raum, und es gilt:

(3. 3) 9(Sup(/^, h,)) = Sup(9(/^), ̂ )} (A„ h,} e R.

Ein gesättigter linearer Unterraum N von R heißt maximal,
wenn N =^ R ist und für jeden gesättigten linearen Unterraum
N' mit N c N' c R gilt: N = N' oder N' = R.

(e) ^^' hierzu und für das Folgende BOUBBAKI [14], chap. n, insbesondere p. 27,
exercice 4, sowie [II], p. 23, exercice 4.
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Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 10 benötigen wir
einige Hilfssätze:

HILFSSATZ 2. — Es sei N ein maximaler gesättigter linearer
Unterraum eines Rieszschen Raumes R. Dann ist N eine Hyper'
ebene in R und es gibt eine positive Linearform y^ auf R mit
N = y"1^). Jede solche positive Linear form y^ genügt den folgen-
den Bedingungen:

(3.4) x(Sup(^,^))=sup(y^),y^)) (/^eR);
(3. 5) y,(Inf (Ai, h,}) = inf (y^), yj^)) (h^ h, e R);
(3. 6) Inf(^,^)==0=^y,(^)=Oo^ry^)=0(A„^ e R).

Diese sind für jede positive Linearform y^ auf R äquivalent.

Beweis. Es sei y : R->R/N die kanonische Abbildung
von R auf den Rieszschen Raum R/N. Aus der Maximalei-
genschaft von N folgt, daß ^ O j der einzige maximale gesättigte
lineare Unterraum von R/N ist. Daher existiert ein Isomor-
phismus ^ :R/N —> R auf den Rieszschen Raum R der reellen
Zahlen (7). Dann ist yo == ^ ° ? elne P^tive Linearform auf R
mit y^O) = y-^O) = N, welche nach (3. 3) die Eigenschaft (3. 4)
besitzt. Insbesondere ist dann N eine Hyperebene in R. Jede
andere positive Linearform y auf R mit y^O) == N ist von der
Form y^ == Xy^ mit X > 0, X e R, und besitzt daher ebenfalls
die Eigenschaft (3. 4). Schließlich rechnet man leicht nach, daß
die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) für jede positive Linearform y^
auf R äquivalent sind (8).

HILFSSATZ 3. — Für jede positive Linearform y^ =/= 0 auf
einem Rieszschen Raum R, welche die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6)
besitzt, ist N == ^"^(O) ein maximaler gesättigter linearer Unter-
raum.

Beweis. Für jedes Element f e R gilt bekanntlich f=f^—f~
und Inf (/>+, /*"") == 0, wenn man setzt: f4" = Sup(/*, 0) und
f- = (— /•)+. Aus (3. 6) folgt daher y(/'+) =0 oder y{f-) = 0.
Wegen y^) - y^+) — y,(/^ folgt hieraus: y(^)==yjy-)=0
für jedes fe N; also liegen mit f auch f+ und /'" in N. Somit ist
jedes fe N die Differenz von Elementen ^ 0 aus N. Aus

(7) Vgl. BIRKHOFF [7], p. 239; gesättigte lineare ünterräume werden dort (-Ideale
genannt. Vgl. ferner BOURBAKI [II], p. 23, exercice 4.

(8) Vgl. auch KAKUTANI [27], p. 1001.
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0 < g </, / '<=N, g e R und der Positivität von y folgt:
y^(g) == 0, also g e N. Somit ist N ein gesättigter linearer
Unterraum von R. N ist maximal, da N als Hyperebene sogar
ein maximales Element in der Menge aller echten linearen
Unterräume von R ist.

HILFSSATZ 4. — Es sei Y ein kompakter Raum und 3{ ein
die Punkte von Y trennender^ die konstanten reellen Funktionen
enthaltender, linearer Unterraum von ß(Y). Ferner sei Si ein
Verband bezüglich der üblichen Relation ̂  (und damit ein
Rieszscher Raum). Dann existiert zu jedem maximalen gesät-
tigten linearen Unterraum % von ^ genau ein Punkt i/o e Y
derart^ daß % die Menge aller fe^ ist mit /*(i/o) == 0.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen über äl gibt es zu
je zwei verschiedenen Punkten 1/1, 1/2 e Y eine Funktion /*e S{
mit f(y^) = 0 und f(y^)-=^0. Daher kann zu U höchstens ein
Punkt i/o mit den genannten Eigenschaften existieren. Den
Existenzbeweis führen wir indirekt: Angenommen zu jedem
y e Y gibt es eine Funktion fy e % mit fy{y) ^=- 0. Da sich jede
Funktion aus % als Differenz nicht-negativer Funktionen
aus U darstellen läßt, kann o.B.d.A. fy ^> 0 angenommen
werden. Daher gibt es zu y e= Y eine offene Umgebung Uy von
y mit: fy{z) > 0 für alle z e Uy. Da Y kompakt ist, gibt es
endlich viele Punkte 1/1, ..., y^ e Y mit Y == Uy^ u • - • u Uy^.
Die Funktion ^o == ̂  + • • • + fy^ liegt in % und ist auf Y strikt
positiv. Zu jedem fe3{ mit f ^ O gibt es daher eine Zahl
a ;> 0 mit 0 ̂  /"^ a/o, woraus fe% folgt. Hieraus ergibt
sich aber % = Ä, was falsch ist. Damit ist die Existenz eines
i/o e Y bewiesen mit /"(i/o) == 0 für alle fe%. Es ist % sogar
gleich der Menge W aller f e 3{ mit /'(i/o) = 0. Es ist nämlich %
eine Hyperebene in 3{ nach Hilfssatz 2; W ist eine Hyperebene
in A nach Definition. Aus % c %' folgt daher ü == W.

Der Hilfssatz 4 kann unter Heranziehung der vorausge-
henden Hilfssätze auch wie folgt ausgesprochen werden:
Zu jeder positiven Linear form y auf S^ mit y(l) = l und den
gleichwertigen Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) gibt es genau einen
Punkt VQ e Y mit y^{f) = /'(i/o) für alle f e äl.

Wir fragen daher jetzt nach allen Punkten y e Y, für welche
die Linearform f—^f(y) auf 3{ die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6)
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besitzt. Hiermit gleichbedeutend ist die Frage nach allen
Punkten y e Y, für welche die Menge %y = [f e ̂ : f(y) =Qi
ein (notwendig maximaler) gesättigter linearer Unterraum ist.

HILFSSATZ 5. — Unter den in Hilfssatz 4 über Y und rfl
gemachten Voraussetzungen gilt: Die Menge Yo aller Punkte
y e Y, für welche die Linear form f -> f{y) auf ̂  die Eigenschaf-
ten (3. 4)-(3. 6) besitzt, ist gleich dem Silo^schen Rand ö^Y.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Yo abgeschlossen und
damit kompakt ist. Hierzu sei y e f Yo. Dann gibt es Funk-
tionen^,/g eÄ mit Inf (^i, /2 )=0 sowie mit fz(y)>0 und
^(y) > 0. Aus Stetigkeitsgründen sind ^ und f^ sogar noch in
einer Umgebung U vony strikt positiv. Also ist U zu Yo fremd.
Damit ist die Offenheit von [ Yo, also die Abgeschlossenheit
von Yo bewiesen.

Weiter besitzt jede Funktion f^ e 91 eine in Yo gelegene
Minimalstelle. Hierzu sei a == inf fo(y) und M die Menge aller

Minimalstellen von f^ Wir betrachten die Menge %o aller
Funktionen f e 91, die sich in der Form f = fi — fz darstellen
lassen, wobei f, e 91, f, > 0 und f,{x) = 0 ist für alle r ceM
(i = l, 2). Offenbar ist %Q ein gesättigter linearer Unterraum,
der fe — a aber nicht die konstante Funktion l als Element
enthält. Eine einfache Anwendung des Zornschen Lemmas
ergibt dann die Existenz eines maximalen gesättigten linearen
Unterraumes Tfc mit %o c %' Nach Hilfssatz 4 entspricht diesem
genau ein Punkt i/o e Y mit: % = ̂ e Ä : f{y^ =0}. Nach der
diesem Hilfssatz vorangestellten Bemerkung liegt yo in Yo;
wegen /o — a e %o c ̂  gilt ^o(t/o) = a. Also ist i/o eine in Yo
gelegene Minimalstelle von ^o-

Schließlich haben wir noch zu zeigen, daß Yo in Y* = ö®Y
enthalten und damit gleich Y* ist. Hierzu betrachten wir die
Abbildung f — f^ von 9{ auf den Vektorraum 9ly» aller Re-
striktionen /v* mit /'eäl; diese ist ein Isomorphismus bezüg-
lich der Vektorraumstruktur und der Ordnungsstruktur.
Insbesondere ist also mit 91 auch 9ly* ein Verband. Ferner
folgt, daß für jeden Punkt i/o e Yo die auf 9ly* definierte positive
Linearform /r» -> f(yo) = yj/y*) die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6)
besitzt. Aus dem Hilfssatz 4 ergibt sich daher die Existenz
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eines Punktes ZQ e Y* mit /y*(2o) == y^(/y*), also mit f{zo) = f{yo)
für alle feS{. Hieraus folgt Zo = Vo e Y*. Also gilt Yo c Y*,
was noch zu zeigen war.

3. 4. Beweis des Satzes 10. — Es werde nun 96 als Verband
vorausgesetzt. Zu zeigen ist die ^6-Resolutivität aller Funk-
tionen aus (°(X*).

Nach dem Hilfssatz 5 (angewandt auf Y == X und Si •== 96) ist
X* die Menge aller Punkte x e X, für welche die positive
Linearform h —> h{x) die Eigenschaften (3. 4) -(3. 6) besitzt.
Nach (3. 4) gilt dann also :

(3. 7) [Sup (g, A)]x» == sup (gx», h^.)

für je zwei Funktionen g, he 96. Daher genügt der lineare
Unterraum 96^ von G(K*) aller Restriktionen Ax» mit h e 96 den
Voraussetzungen des Approximationssatzes von M. H. STONE.
Nach diesem Satz ist 96^* in C(X*) dicht. Nun ist aber 96
in 6(X) abgeschlossen; aus den fundamentalen Eigenschaften
des Silovschen Randes folgt dann auch die Abgeschlossenheit
von 96y in e(X*). Also ist ̂  == C(X*) und damit der Beweis
für Satz 10 erbracht.

3. 5. Aussagen über den Choquetschen Rand. — Abschlies-
send untersuchen wir die Frage, in welcher Weise die 38-Resolu-
tivität jeder Funktion aus C(X*) den Choquetschen Rand X^
einschränkt.

SATZ 11. — Ist jede Funktion aus (3(X*) 96-resoluti^y so ist
der Choquetsche Rand X^3@) gleich dem Silovschen Rand ö^X.

Beweis. Zu zeigen ist offenbar nur: X* c X<,. Nach Satz 9
gehört zu jedem Punkt x e X genau ein 56-harmonisches Maß
pLp; speziell ist ̂  = t^ für x e X*. Die durch 9 (a?) == ̂  definierte
Abbildung (p : X —> Jl(k(X*) ist stetig. Es sei nämlich ^ ein
gegen XQ e X konvergenter Filter in X; dann gilt aus Stetigkeits-
gründen : h(xo) == lim^ h{x), d. h. \ hy d^ = lim^ j h^d^sc für

A *' *•

alle he 96. Da nach Voraussetzung jede Funktion fe (°(X*) von
der Form f = Ax» mit h e 96 ist, bedeutet dies : (A^ == lim^ ̂
also die Stetigkeit von y. Es sei jetzt XQ ein beliebiger Punkt aus
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X* und (JieJllb(X) ein Maß mit fhdy.=h{xo) für alle he 96.
Wegen der Stetigkeit von y existiert j<fd^ und es ist
(^ = f^dy. = fv-xd^x) ein Maß aus Jllk(X*); es gilt

JÄX» ̂ 9 == f(fh^ d^) du.{x) = fh{x) dy.{x) = h{xo)

für alle he 96. Also ist (Xy das zu XQ gehörige 36-harmonische
Maß, d.h. p.y = £a?o- Aus E^= j^d^{x) und fdpi = l folgt
aber p. = £^. In der Tat: für die in X* offene Menge
U = X*n [ {x^ gilt ([15], p. 19, corollaire)

0=^(U)=/V,(U)^(rr),

woraus p..c(U) = 0 für (Ji-fast alle x e X folgt. Nun ist aber
(^(U) = 0 und jdy. = l gleichbedeutend mit ^ = ̂  Daher
ist ^(U) > 0 für alle x -=f^ XQ aus X. Wir erhalten somit
[^( [ {xQ\ )= 0, was zusammen mit fdy. = l die Gleichheit
(A == ̂  liefert. Also ist damit gezeigt, daß jeder Punkt
XQ e X* ?6-extremal ist.

Wenn der Raum X (oder auch nur X*) metrisierbar ist,
läßt sich dieses Resultat verschärfen zu:

SATZ 12. — Ist jede Funktion aus C(X*) 96-resolutiv und
ist X* metrisierbar, so ist jeder Punkt des Siloyschen Randes X*
96-exponiert.

Beweis. Es sei XQ in X* beliebig gewählt. Nach Vorausset-
zung gibt es eine Funktion f e 6(X*) mit f(x) > f(xo) = 0 für
alle x ̂  XQ aus X*. Wir behaupten, daß dann für die Funktion
h e 36 mit h^ = f gilt: h{x) > h(xo} = f(xo) = 0 für alle
x ^=- XQ aus X. Wegen f^O gilt zunächst h >. 0. Es sei
x e X mit h{x) = 0. Wir zeigen, daß dies x = XQ zur Folge
hat. Für das zu x gehörige 36-harmonische Maß pLp gilt :
ffd^=0=f{xo). Hieraus folgt ([5], Hilfssatz 3), daß f auf
dem Träger T^ von p^ gleich Null ist. Da XQ die einzige
Nullstelle von f ist, impliziert dies T^c ^j. Zusammen mit
fd^s = l ergibt dies : ^ == e^. Da 96 die Punkte von X
trennt, muß dann schließlich x = XQ sein.
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§ 4. — Anwendung;: Kennzeichnung gewisser Simplexe
von 0.CHOQÜET.

4. l. Lineare und konkave Funktionen. — Der bislang belie-
bige kompakte Grundraum X sei in diesem Paragraphen
eine konvexe, kompakte Teilmenge eines lokal-konvexen topolo-
gischen Vektorraumes E (über R) (9). Mit ä = ä(X) bezeich-
nen wir die Menge aller auf X eingeschränkten, stetigen,
affin-linearen Funktionen auf E. Affin-linear auf E heißt dabei
jede Funktion f= l + a auf E, wobei ; eine Linearform auf E
und a eine konstante reelle Funktion ist. Im folgenden überneh-
me ^ die Rolle des Vektorraumes 3fo der allgemeinen Theorie.
Dies ist möglich, da ^ die Eigenschaften (2. l)" (2. 3) besitzt.
Die Eigenschaft (2. 3) ergibt sich dabei wie folgt: Sind x, y
verschiedene Punkte aus X, so liegt y nicht in der abgeschlos-
senen Hülle N von ̂  in E, da X Hausdorffsch ist. Aus einem
bekannten Trennungssatz ([12], p. 73, prop. 4) folgt dann die
Existenz einer stetigen Linearform auf E, die N und \x\,
also erst recht x und y trennt.

Wir interpretieren nun die wichtigsten Begriffe der allge-
meinen Theorie in unserem Spezialfall. Wir beginnen mit der
in 2. 5 definierten Menge ß^.

HILFSSATZ 6. — 8^ ist die Menge aller auf X definierten.
konkaven, stetigen, reellen Funktionen.

Beweis (10). Die Menge 3i aller auf X konkaven, stetigen,
reellen Funktionen ist eine abgeschlossene, inf-stabile Teil-
menge von 6(X) mit ä c 3t. Daher gilt §^ c 3t. Für eine beliebige
Funktion u e 3t zeigen wir, daß sie die untere Einhüllende
aller h e ̂  mit h > u ist. Dann ist Q^(u) == u{x) für alle x e X,

(9) Es ist also X, aber nicht notwendig E Hausdorffsch. Jedoch könnte man im
folgenden E auch als Hausdorffsch voraussetzen, ohne dabei die Allgemeinheit
wesentlich einzuschränken. Es bezeichne nämlich N die abgeschlossene Hülle von
j 0 j in E und Eg == E/N den zu E assoziierten Hausdorffschen lokal-konvexen
Raum. Dann bildet die kanonische Abbildung 9: E ->• EQ den Raum X homöo-
morph auf y(X) ab. Durchläuft l alle stetigen Linearformen auf E^, so durchläuft
l o y alle stetigen Linearformen auf E.

(10) Vgl. auch KLEE [30], p. 99.
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also u e 8^ nach Satz 7. Somit ergibt sich die behauptete
Gleichheit: 8^ == 3£.

Es sei u s 3t, a;o <= X und y e R mit u(^o) < Y. Zu zeigen ist
die Existenz eines h e ̂  mit u ̂  h und A(rco) < T- Hierzu
betrachten wir im lokal-konvexen Raum Ei = E X R die
Menge

A= ̂ , $): a;eX, ^<u(^.

Dann sind A und A konvex in Ei, da u konkav ist. Der Punkt
(xo, y) liegt nicht in A. Zu jeder Zahl / mit u(xo) < 7' < y
gibt es nämlich eine Umgebung V von XQ in E mit u(x) <; y'
für alle . r e V n X ; setzen wir noch W == | X e R : X > y ' { , s o
ist V X W eine zu A fremde Umgebung von (a;o, y) in Er
Nach dem bereits zitierten Trennungssatz gibt es eine stetige
Linearform /i auf Ei mit:

(4. l) Y] == sup_^(^, S) < fi{x^ y).
(^)eA

Nun ist offenbar: f^{x, ^) = f(x) + T^' für alle (a;, ^) e Ei,
wobei f eine stetige Linearform auf E und T = ^i(0, l)
ist. Wegen (xo, u(a;o)) e A ist f^{xo, u{xe)) < fi(xo, y), wegen
y — u(^o) > 0 also T > 0. Bezeichnen wir mit h die Restrik-
tion von T'^Y)—/*) auf X, so ist h e ̂ . Aus (4. l) folgt u^/i
und A(a;o) < y.

Aus diesem Hilfssatz und dem Korollar l zu Satz 7 folgt
nun die Interpretation der Menge ^ der ^-harmonischen Funk-
tionen :

KOROLLAR. — ä ist die Menge aller auf X stetigen, affin-
linearen Funktionen, d.h. die Menge der auf X stetigen, zugleich
konkaven und konvexen Funktionen.

Bemerkung. — Im allgemeinen ist S =/= ä'; dies folgt aus
einer Bemerkung von CHOQUET [2l], p. 15.

4. 2. Geometrische Extremalpunkte. —- Für jeden Punkt XQ e X
und jede Menge S e @(^) wurde in Nr. 2. 5 die Menge M)^ = ̂ /^)
von Maßen auf S definiert. Nach BOURBAKI [14], p. 87 und
CHOQUET [22], p. 236 ergibt sich im vorliegenden Spezialfall
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folgende Interpretation : 1̂  ist die Menge aller Maße (JL > 0
auf S mit der Gesamtmasse l und mit XQ als Schwerpunkt:

(4. 2) f dy. = l und rco = fx dy..

Umgekehrt existiert hier zu jedem Maß [x > 0 auf S der
Gesamtmasse l genau ein XQ es X mit pi e «jM^.

Nun soll gezeigt werden, daß die ^-extremalen Punkte von X
mit den Extremalpunkten von X identisch sind. Ein Punkt
XQ e X heißt bekanntlich ein Extremalpunkt oder, wie wir
hier genauer sagen wollen, ein geometrischer Extremalpunkt
von X, wenn die Menge X n [ \XQ\ konvex ist.

HILFSSATZ 7. — Für jeden Punkt XQ e X und jede Menge
Se(3(ä;) sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) XQ ist ein geometrischer Extremalpunkt von X.
W ^)=^J.
Beweis. (a)=^(fc): Es genügt offenbar den Fall S == X

zu behandeln, wenn man Satz 3 beachtet, wonach .11̂  nicht
leer ist. Dann aber hat man weiter nur zu zeigen, daß der
Träger Tp, eines Maßes (J. e M>^ keinen von XQ verschiedenen
Punkt enthalten kann. Wegen fdy. == i folgt hieraus nämlich
(x = ^o; also lst ^a-o == {^} • Angenommen für ein Maß
(x e M>^ existiert ein Punkt x^ 1=- XQ im Träger T^. Da ^ die
Punkte von X trennt, gibt es dann eine konvexe, kompakte
Umgebung V von x^ in X mit XQ « V. Dann ist q = pi(V) > 0,
da V Umgebung eines Punktes aus T^. ist. Ferner ist
C2= ^ — (^(V) > 0, da V konvex und kompakt ist und aus
^(V) = l somit XQ = fxdu,eV folgen würde. Bezeichnet y^
die charakteristische Funktion einer Menge A c X bezüglich
X, so sind ^ = cT' (/v^) und ^ = ci-^l — /v)^. positive
Maße auf X der Gesamtmasse l. Für die zugehörigen Schwer-
punkte x\ aus X gilt:

XQ = c,x[ + C2< Ci > 0, ^ > 0, q + ̂  = l.

Hieraus folgt x[ = x^ = XQ, da x^ ein geometrischer Extre-
malpunkt ist. Dies aber kann nicht sein, da ̂  von V getragen
wird und somit ̂  zu V gehört. Der Punkt XQ liegt aber nicht
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in V. Wir stoßen somit auf einen Widerspruch zu unserer
Annahme : T» n ( [x \ =/= 0.

Non (a) ==^ non (V): Ist XQ kein geometrischer Extremal-
punkt, so gibt es verschiedene Punkte a^, x^ e X und ein
X e R mit XQ = ̂ i + (l—\)x^ und 0<X<1. Nach Satz 3
gibt es Maße ^ <= M>^ {i = l, 2). Das Maß pi = Xp4 + (l — X)^
liegt dann in Jl^ und ist ungleich e^. In der Tat: aus (JL == £3;
folgt, daß ta;o j der Träger von 14 und p^? also P4 == P^ =: ̂ olst-
Dies kann aber wegen x^ =/= x^ nicht sein.

Setzt man speziell S = X, so erhält man das angekündigte
Resultat:

KOROLLAR. — Die ^-extremalen Punkte von X sind iden-
tisch mit den geometrischen Extremalpunkten von X.

Folglich ist ö^X die abgeschlossene Hülle X^ in X der Menge
X^ = X^(^) aller geometrischen Extremalpunkte von X. Dies
ist ein bekanntes Resultat (vgl. MILMAN [33], ARENS-SIN-
GER [l]).

3. 4. Simplexe von Choquet. — Nach den Resultaten der
beiden letzten Nummern spezialisiert sich unser allgemeines
Dirichletsches Problem hier auf die Aufgabe, notwendige und
hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daß jede Funktion
aus C(X„) zu einer in X stetigen, affin-linearen Funktion tortge-
setzt werden kann. Im folgenden kennzeichnen wir die kon-
vexen kompakten Mengen X mit dieser Eigenschaft.

Hierzu erinnern wir zunächst an die von CHOQUET [21]
gegebene Definition eines Simplex in einem Vektorraum F
(über R) : Simplex in F heißt jede konvexe Menge S in F mit
der Eigenschaft, daß für je zwei positiv-homothetische Bilder
S; = Oi + ^;S (äi e F, \ e R, ^ ̂  0) die folgende Alternative
besteht: Entweder ist der Durchschnitt Si n Sg die leere
Menge oder selbst ein positiv-homothetisches Bild von S.

Die affine Natur dieser Begriffsbildung wird deutlich durch
die folgende Behauptung, deren elementarer Beweis dem Leser
überlassen werden kann. Im Vektorraum F sei V eine affin-
lineare Mannigfaltigkeit und XQ ein Punkt aus V; ferner sei S
eine konvexe Teilmenge von V. Dann und nur dann ist S ein
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Simplex in F, wenn der Durchschnitt je zweier Mengen
S^ == äi + ^i(S — Xo) mit a, e= V und \ ̂ . 0(i === l, 2) entweder
leer oder von der gleichen Gestalt a + ^(S — x^) mit a e V
und X ;> 0 ist.

Nunmehr behaupten wir :

SATZ 13. — Für jede konvexe^ kompakte Teilmenge X eines
lokal-konvexen Raumes E sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) Jede Funktion feG(\^) ist ^-resolutiv.
(6) Jeder Punkt aus X î  der Schwerpunkt genau eines

Maßes aus «AI^Xe) mit Gesamtmasse l.
(c) Z)ie Menge ä a^r au/* X stetigen^ affin-linearen^ reellen

Funktionen ist ein Verband bezüglich der üblichen ̂  -Rela-
tion.

(d) Zu jeder auf X stetigen^ konkaven^ reellen Funktion
existiert eine größte stetige^ affin-lineare Minorante.

(e) X ist ein Simplex und \e ist abgeschlossen in X.

Beweis. Die Äquivalenz der Aussagen (a)-(d) folgt unmit-
telbar aus den allgemeinen Sätzen 9 und 10 sowie dem Korol-
lar l zu Satz 10 bei Beachtung der Resultate von 4. l.
und 4. 2. Zu beweisen ist also noch die Äquivalenz von (e)
mit z. B. (6).

(e)===^(fe) : Dies folgt einerseits aus einem Eindeutigkeits-
satz von CHOQUET [2l], wonach sich jeder Punkt x eines
kompakten Simplex X in E nur auf höchstens eine Weise als
Schwerpunkt eines auf X^ konzentrierten Maßes ^ e cl!l?(X)
mit |dv == l darstellen läßt. Da Xg in X abgeschlossen und
somit gleich ö^X ist, sichert andererseits Satz 3 die Existenz
mindestens eines solchen Maßes v.

(b)=^{e): Wegen der bereits bewiesenen Äquivalenz von
(6) und (a) besagt Satz 11, daß die Menge Xg abgeschlossen in
X ist. Daß X ein Simplex ist, sieht man folgendermaßen ein:
Es sei F der Vektorraum aller Radonschen Maße auf dem
kompakten Raum Xg und V die affin-lineare Mannigfaltig-
keit aller Maße p. e F mit fd^=l. Jedem Maß p i e V ordne
manalsBildy(pi)inEzudenPunkt9((JL) == \ x d y ^ — x d ^ ~ e E,
wenn hierbei (x4" bzw. UL~ den Positiv- bzw. Negativteil von (JL
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bezeichnet (11). Die so definierte Abbildung 9 : V -> E ist affin-
linear; man hat hierbei nur zu beachten, daß

pQ^) = fx d^ —j^x dag

ist für jedes Paar von Maßen ^ ̂  0, ^^-O auf Xg mit
[x == LX.I — 14. Aus (6) folgt die Eineindeutigkeit von y, wie
man sofort nachrechnet. Daher ist 9 ein affiner Isomorphismus
von V auf die affin-lineare Mannigfaltigkeit 9(V) in E. Es gilt
offenbar (?(Y) = X, wenn Y die Menge aller positiven Maße
aus V bezeichnet. Nun ist bekanntlich Y ein Simplex in F
(vgl. CHOQUET [2l], p. 14) (12). Aus der dem Satz vorangestellten
Hilfsbehauptung und den festgestellten Eigenschaften von 9
folgt dann, daß X ein Simplex in E ist.

Bemerkungen. — l. Die Aussage « (e)==^(a) » findet sich
bereits bei CHOQUET [21].

2. Es wäre interessant zu wissen, ob ein beliebiges kompak-
tes Simplex in einem lokal-konvexen Raum durch zu (a)-{d)
analoge Eigenschaften gekennzeichnet werden kann.

3. Aus den Sätzen 12 und 13 folgt, daß in einem kompakten,
metrisierbaren Simplex X in E mit in X abgeschlossenem
Choquetschen Rand X^ jeder geometrische Extremalpunkt
auch ä-exponiert ist. Im Hinblick auf ein analoges Resultat
von BISHOP [9] über Funktionenalgebren wäre es interessant zu
wissen, ob diese Eigenschaft jedes kompakte, metrisierbare
Simplex besitzt. Eine beliebige konvexe, kompakte, metri-
sierbare Menge X in einem lokal-konvexen Raum E besitzt
diese Eigenschaft im allgemeinen nicht, wie folgendes Gegen-
beispiel zeigt: X === konvexe Hülle des Torus T2 im R3.

§ 5. — Ergänzungen zur allgemeinen Theorie.

5.1. Einbettung von X in den Raum W.—Wir kehren
zurück zu der in den Paragraphen 2 und 3 betrachteten allge-
meinen Situation. Gegeben sei also ein beliebiger kompakter

(n) Für ein Maß ^^>0 auf Xg ist ( xdy. deflnitionsgemäß gleich 0, wenn p. == 0

ist, und gleich a^, wenn a === l C?[JL > 0 und a^eX der Schwerpunkt von a—1^ ist.
• rIst E ein Hausdorff-Raum, so ist dies der einzige Punkt o^eE mit l(xo) == ( I d y . für

jede stetige Linearform l auf E. *-
(12) Man hat nur zu beachten, daß F ein Rieszscher Raum und Y eine Basis des

Kegels aller Elemente ^> 0 aus F ist.
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Raum X und eine Menge 96 reeller Funktionen auf X mit den
Eigenschaften (2.1.)-(2. 3). Wir versehen W>\ mit der Topo-
logie der gleichmäßigen Konvergenz auf X und bezeichnen
mit E = W den mit der schwachen Topologie ausgestatteten
topologischen Dualraum von 36. Die Menge Y = Y^ aller
positiven Linearformen I auf 36 mit 1(1) = l ist dann eine
konvexe, kompakte Teilmenge von E (vgl. BOURBAKI [13],
chap. iv, § 5). Für jeden Punkt x e X ist h -> h{x) ein Element
L von Y, durch die Zuordnung x -> 1̂  ist also eine kanonische
Abbildung 9 : X -> Y definiert. Wir behaupten :

HILFSSATZ S.—Die Abbildung 9 : X -> Y besitzt folgende
Eigenschaften:

(a) Der Raum X wird durch 9 homöomorph auf 9(X) abge-
bildet.

(6) Die Menge X<, der 96-extremalen Punkte von X wird auf
die Menge Yg der geometrischen Extremalpunkte mn Y abse-
bildet: Y,=9(X,).

(c) Ein positives Maß ^ auf X* = ö^X ist dann und nur
dann ein zu einem Punkte XQ e X gehöriges 96-harmonische Maß
wenn das Bildmaß 9(p.) die Gesamtmasse l und 9(^0) zum Schwer-
punkt hat.

Beweis. Zu (a) : Da 56 die Punkte von X trennt, ist die
Abbildung 9 eineindeutig. Aus der Konvergenz eines Filters §
in X gegen einen Punkt XQ e X folgt lim^ h(x) = h{xo) also
limg? HA) = I^(A) für alle h e 36. Also gilt lim^ (f{x) = <p(^) nach
Definition der Topologie von E, was die Stetigkeit von 9
beweist. Da X kompakt und E Hausdorffsch ist, so ist 9 sogar
eine Homöomorphie von X auf 9(X).

Zu (&) : Für jedes h e Wo ist I ->• I(A) eine stetige Linearform
auf E; nach einem bekannten Satz (BOURBAKI [13], p. 50,
prop. l) ist umgekehrt jede stetige Linearform von dieser Form.
Hieraus folgt zunächst: Y<,c9(X). Die Existenz eines geome-
trischen Extremalpunktes Io e Y„ der nicht in 9(X) liegt, führt
nämlich wie folgt auf einen Widerspruch : Zunächst kann Io
nicht in der abgeschlossenen konvexen Hülle Q von 9(X) in E
liegen. Sonst wäre nämlich Io ein geometrischer Extremal-
punkt von Q, müßte also nach BOURBAKI [12], p. 84, prop. 4
bereits in der kompakten Menge 9(X) liegen. Folglich existiert
nach einem bereits früher verwendeten Trennungssatz ([12],
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p. 73, prop. 4) eine in E abgeschlossene Hyperebene, welche
Q und ^ l o j streng trennt. Nach der einleitenden Bemerkung
bedeutet dies die Existenz einer Funktion HQ e= 36 mit
I(^o) < Io(^o) für alle I e Q, also speziell für alle I e <p(X).
Somit gilt ho{x) < Io(/io) für alle x e X. Setzen wir a = sup h^x),

x €SX
so ergibt sich: a < Io(Ao)- Andererseits folgt aber aus Ao < a
und Io e Y die Relation: Io(Ao) < Io(a) = a. Dies ist der
angekündigte Widerspruch zu unserer Annahme. Damit ist
gezeigt worden, daß Y<, in y(X) enthalten ist. — Hieraus folgt
nun (&). In der Tat: Vermöge der Abbildung pi -> ^([JL) ent-
sprechen sich umkehrbar eindeutig die Maße (^^>0 auf X der
Gesamtmasse l und die Maße v>0 auf 9(X) der Gesamt-
masse l. Nach der einleitenden Bemerkung durchläuft
I ->• I{h) =/'(!) alle stetigen Linearformen f auf E, wenn h
alle Funktionen aus 56 durchläuft. Somit gilt für jedes Maß
p. ̂  0 der Gesamtmasse l auf X:

ff W = ffo y dy. = ffW} d^x) = ff{^) d^(x)
=fWdy.{x) = fhd^

Aus j hd^= h{xo) = I^(A) = 9(^0) (A) für alle h e 96 folgt
daher j fdf{u.) ==/*((p(^)) für alle stetigen Linearformen f auf
E und umgekehrt. Die Behauptung (&) ergibt sich daher jetzt
aus Hilfssatz 7, wenn man dort S = <p(X) setzt.

Zu (c): Man beweist dies durch eine Überlegung, die zu
derjenigen völlig analog ist, die wir soeben im zweiten Teil
des Beweises von (&) durchgeführt haben. Man hat nur zu
beachten, daß <p(X*) nach (a) und (&) gleich der abgeschlossenen
Hülle von Y(, in Y ist.

Bemerkungen. — l. Der in Hilfssatz 8 festgestellte
Sachverhalt kann umgekehrt zu einem Beweis der Sätze l
und 2 für 8 = 36 verwendet werden. Vgl. hierzu BISHOP-
DE LEEUW [8].

2. Aus der Behauptung (fc) von Hilfssatz 8 und dem Satz
von Krein-Milman folgt, daß Y gleich der abgeschlossenen
konvexen Hülle Q von y(X) ist.

5. 2. Ergänzungen zu § 2 und § 3. — Nunmehr ergibt sich
die Antwort auf eine bereits in Nr. 2. l angeschnittene Frage:
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SATZ 14. — Ein Punkt XQ e X ist genau dann 96-extremal,
wenn £^ das einzige zu XQ gehörige 96-harmonische Maß ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 8 ist e^ genau dann das einzige
zu XQ gehörige 36-harmonische Maß, wenn £^ das einzige
positive Maß auf 9(X*) der Gesamtmasse l mit yo == ?(^o) als
Schwerpunkt ist. Da nach dem gleichen Hilfssatz Y<, c 9(X*)
gilt, ist dies nach Hilfssatz 7 (mit S = <p(X*)) gleichbedeutend
mit der Aussage, daß 9(^0) ein geometrischer Extremalpunkt
von Y ist. Abermals nach Hilfssatz 8 ist hiermit gleichwertig
die Aussage, daß XQ 38-extremal ist.

Ersetzt man in 5. l den Vektorraum 38 durch 96, so gelangt
man zum Raum E = 36', zur konvexen kompakten Menge
Y = Y^ in fi und zur kanonischen Abbildung y : X -> ̂ .
Wir behaupten:

SATZ 15. — Dann und nur dann ist jede Funktion aus C(X*)
36'resoluti^, wenn Y ein Simplex in fi und die Menge ̂  seiner
geometrischen Extremalpunkte abgeschlossen ist.

Beweis. Es sei jede Funktion aus C(X*) 5^-resolutiv. Dann
ist 36 nach Satz 10 ein Rieszscher Raum, also (vgl. [14],
p. 35) der konvexe Kegel P aller positiven Linearformen
I e E ein Verband bezüglich der durch P in fi definierten
Ordnungsrelation. Durch die Gleichung 1(1) = l wird in fi
eine abgeschlossene Hyperebene definiert, welche jede Erzeu-
gende von P in genau einem Punkt -=f=. 0 trifft. Der Durch-
schnitt von P mit dieser Hyperebene ist ^. Somit ist Y eine
Basis von P, also ^ ein Simplex in fi nach CHOQUET [21].
Nach Satz 11 ist X, in X, nach Hilfssatz 8 also Y, = y(X,)
in Y abgeschlossen. (Bei der Anwendung von Hilfssatz 8 tritt
36 an die Stelle von 36 und man hat (2. 18) zu beachten,
wonach X,(36) = X,(36) ist.)

Umgekehrt besitze ^ die genannten Eigenschaften. Nach
Satz 13 existiert dann zu jedem Punkt 2/0 e ̂  genau ein posi-
tives Maß auf Y^ der Gesamtmasse l mit y^ als Schwerpunkt.
Da mit Y, auch X, = y-^Y,) abgeschlossen, also X, = X*
ist, folgt aus Hilfssatz 8, daß zu jedem Punkt XQ e X nur genau
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ein 38-harmonisches Maß gehört. Dann ist aber jede Funktion
aus C(X*) ^-resolutiv nach Satz 9.

Bemerkung. — Ein direkter Beweis von Satz 14, der
also nicht die kanonische Einbettung <? : X -> Y verwendet,
wäre wünschenswert. Übrigens folgt aus Satz 14 leicht ein
neuer Beweis von Satz 11.

5. 3. Beziehungen zwischen Y und Y. — Über die Bezieh-
ungen zwischen fi, ^, © einerseits und E, Y, 9 andererseits
behaupten wir abschließend :

HILFSSATZ 9. — Die Abbildung <!>:£-> E, welche jeder
Linearform aus fi ihre Restriktion auf 96 zuordnet, besitzt
folgende Eigenschaften:

(a) ^ ist eine stetige, lineare Abbildung von fi auf E.
(fc) (I)(f) === Y und 9 = ̂  o y.
(c) (]? 6^rie( y(X) homöomorph auf y(X) a6.

Beweis. Zu (a) : Daß <D linear und stetig ist, rechnet man
sofort nach. Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt, daß <t>
eine Abbildung auf E ist.

Zu (b) : Da die konstante Funktion l in 36 liegt und ein
innerer Punkt des Kegels aller nicht-negativen Funktionen
aus 3-6 (bezüglich der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz)
ist, folgt die Gleichheit <I>(^) == Y aus dem Fortsetzungssatz
von M. G. KREIN ([12], p. 75, prop. 6). Aus der Definition der
Abbildungen 9, y, <t> folgt: 9 == <])oy.

Zu (c): Nach Hilfssatz 8 ist (? eine homöomorphe Abbildung
von X auf 9(X) und y eine homöomorphe Abbildung von X
auf 9(X). Hieraus und aus o == 0 o © folgt dann (c).

Bemerkung. — Im allgemeinen wird Y durch <t> nicht
eineindeutig auf Y abgebildet. Dies zeigt das Beispiel 6. Wegen
3€ = C(X) sind dort das Lebesguesche Maß X auf[0, l] und das

1 4 1diskrete Maß ^ = , &o + — £ i + — ̂  zwei verschiedene Ele-
o b 7 b

mente aus Y mit ^(X) = 0(p.).
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§ 6. — Anwendung: Das klassische Dirichletsche Problem.

6. l. Reguläre Punkte. — Wir betrachten im euklidischen
Raum R1^ von N .̂ 2 Dimensionen eine relativ kompakte,
offene Menge Q; F sei der euklidische Rand von Q im R^
Der der allgemeinen Theorie zugrunde liegende kompakte
Grundraum X sei jetzt speziell die abgeschlossene Hülle von ü
im R^, also : X == ß = Q u F. Der Funktionenraum 96 der
allgemeinen Theorie sei jetzt die Menge aller Funktionen
/ieC(X), deren Restriktion /IQ auf ü im üblichen Sinne har-
monisch, also in Q eine Lösung der Laplaceschen Differen-
tialgleichung A/IQ = 0 ist. Dann besitzt offenbar Wo die Eigen-
schaften (2. 1)-(2. 3); die allgemeine Theorie ist also anwend-
bar. Die Eigenschaft (2. 3) folgt aus der Bemerkung, daß die
im V^ harmonischen Funktionen die Punkte des ̂  trennen
und eine in Wo gelegene Restriktion auf X besitzen.

Zunächst bestimmen wir den Raum 96 aller ^-harmoni-
schen Funktionen. Hierzu bezeichne 8 die Menge aller Funk-
tionen ueC(X), deren Restriktion auf ß superharmonisch ist.
Offenbar ist 8 in C(X) abgeschlossen und inf-stabil. Da ferner
Wo = g n (— 8) ist, folgt aus dem Korollar l zu Satz 7 :

(6. l) Vo = 38.

Also fällt hier 96 mit 36 zusammen.
Zur Bestimmung aller 38-extremalen Punkte von X erinnern

wir an die Definition der verallgemeinerten Lösung Hy des
Dirichletschen Problems für Randfunktionen /'ee(F) (13).
Man betrachtet hierzu für jede stetige, reelle Funktion f auf
F die Menge Oy aller in ß definierten superharmonischen
Funktionen v mit der Eigenschaft:

(6. 2) lim inf v{x) >/*(rCo) für alle XQ es F.
X->-XQ, «cGÜS

Man betrachtet ferner die Menge Uf=—O-/ und zeigt, daß
die untere Einhüllende von O/ gleich der oberen Einhüllenden
von U/ ist. Die somit durch

(6.3) Hy==infO^==supU/

(ls) Wegen der Einzelheiten sei auf BRELOT [16] verwiesen.
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für alle /'eß(F) in ü definierte Funktion Hy ist harmonisch
und heißt die verallgemeinerte Lösung des Dirichletschen
Problems (nach PERRON-WIENER).

Ein Punkt XQ e F wird regulär genannt, wenn gilt:
(6. 4) lim H/o;) = f{xo) für alle /•e (°(F).

x^xo,xeQ

Besitzt für eine Funktion f e= 6(F) das klassische Dirichlet-
sehe Problem eine Lösung üy, ist also Uj- eine in 96 gelegene
Fortsetzung von /*, so stimmt Uj- auf ß mit der verallgemei-
nerten Lösung H^ überein. Daher besitzt das klassische Di-
richletsche Problem für jede Funktion feG(F) genau dann
eine Lösung, wenn alle Punkte aus F regulär sind. In diesem
Falle folgt aus einer Bemerkung in 3. i und Satz 11, daß die
regulären Punkte mit den 38-extremalen Punkten zusammen-
fallen. Wir behaupten dies nun allgemein:

SATZ 16. — Die 96-extremalen Punkte von X == H fallen mit
den regulären Punkten des euklidischen Randes F von Q zusam-
men.

Beweis. Wir bemerken zunächst, daß der Choquetsche
Rand X^ = X^^S) in F enthalten ist. Dies folgt entweder aus
dem Randmaximum-Prinzip der Potentialtheorie oder aus der
Bemerkung, daß zu jedem Punkt XQ e ß ein Maß ^=/=- £a.„ auf X
existiert mit (JieA^^). Wegen der Mittelwerteigenschaft
der harmonischen Funktionen genügt es für pi die auf einer
in 0 .enthaltenen Vollkugel mit Mittelpunkt XQ ((gleichmäßig
verteilte Masse l » zu wählen.

Es sei nun XQ ein 38-extremaler Punkt von X. Wegen X<, c F
gilt dann ^llü^(36) == \^xo\ nach 2. 2. Hieraus folgt nach Satz 3:

^(/•) =%(/•) für jedes/-ee(F).

Zu jeder Funktion f e (°(F) und jeder Zahl e > 0 gibt es daher
Funktionen A', A2 e 96 mit folgenden Eigenschaften:

(6. 5) h\x) < f(x) < h^x) für alle xs F;
(6. 6) h\x^) — A'Cco) < e.

Für die Restriktionen HQ von h1 auf Q ergibt sich nach (6. 5) ;
Ä^ e U/, AQ e Qf. Hieraus folgt nach (6. 3)

^ Ü < H / < Ä Q
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und somit
(6. 7) h\xo) < lim int H/a;) < limsup H^)< h\x^.

X'>-XQ.XGQ X-^-XQ, a;€0

Nach (6. 5)-(6. 7) weichen also der obere und der untere
Limes von W.j(x) für x —> XQ {x e ü) von f(xo) um höchstens £ afc.
Da £ >0 beliebig gewählt war, erhält man : f(xo) = lim Hy{^)

a?^-^o, a;eß
für alle fe C(F). Also ist der Punkt XQ regulär.

Umgekehrt sei XQ ein regulärer Randpunkt von ß. Nach
einem Lemma von KELDYCH [28] ist dann XQ 38-exponiert,
also XQ auch 3^-extremal nach l. 3.

Aus den Sätzen 2 und 16 folgt nun, daß der Silovsche Rand
X* = ö^X gleich der abgeschlossenen Hülle der Menge aller
regulären Randpunkte von Q ist. Im Anschluß an diese Bemer-
kung wäre es leicht möglich, X* unter Heranziehung klassi-
scher Resultate von VASILESCO [34] und BOULIGAND [10] mit
Hilfe potentialtheoretischer Begriffsbildungen zu kennzeichnen.
Wenn ü speziell ein Gebiet ist, folgt z.B. aus den Resultaten
der beiden zitierten Arbeiten, daß X* die Menge aller Punkte
x e F ist, in welchen F lokal von positiver Kapazität ist. In der
Terminologie von [34] ist daher X* mit dem reduzierten Teil
von F identisch. Auf diese feineren Gesichtspunkte soll jedoch
hier nicht eingegangen werden.

Bemerkungen. — l. Für das am Schluß des Beweises
von Satz 16 verwendete Lemma von KELDYCH hat BRELOT [19]
kürzlich einen einfachen Beweis gegeben. In der gleichen Arbeit
wird das Lemma in geeigneter Form auch in Greenschen
Räumen und allgemeiner im Rahmen der von BRELOT [17],
[18] entwickelten Axiomatik für das Dirichletsche Problem
bewiesen. Diese Resultate und die Tatsache, daß der erste
Teil des Beweises von Satz 16 nur einfache Schlüsse verwendet,
gestatten es, Satz 16 auf allgemeineren Räumen zu beweisen.
Wir kommen hierauf sowie auf die Beziehungen dieses Satzes
zu Resultaten von MATSUSHITA [3l], [32] an anderer Stelle
zurück.

2. Die Aussage, daß jeder 36-extremale Pankt regulär ist,
bleibt richtig, wenn man die Laplacesche Differentialgleichung
durch die Wärmeleitungsgleichung oder allgemeinere para-
bolische Differentialgleichungen ersetzt (vgl. hierzu BAUER [6]).
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6. 2. Minimal begrenztes Q. — Von besonderem Interesse
ist der Fall, daß X* mit dem euklidischen Rand F zusammen-
fällt. Dann liefern nämlich die Resultate von § 3 neuartige
Kriterien für die uneingeschränkte Lösbarkeit des klassischen
Dirichletschen Problems. Die Formulierung der Sätze in
diesem Spezialfall kann dem Leser überlassen werden.

Notwendig und hinreichend für die Gleichheit F = X* ist
nach Satz 16 die Bedingung, daß die regulären Punkte in F
dicht liegen. Ein anderes Kriterium folgt aus den obenzitierten
Resultaten von Bouligand-Vasilesco. Hier soll durch eine
einfache Schlußweise gezeigt werden, daß F mit X* sicher
dann zusammenfällt, wenn ß minimal begrenzt ist, d.h. wenn
für das Innere X von X gilt: X == ü.

Wir erinnern hierzu an die Definition des Newtonschen
Kernst auf R^ X 1 :̂

f6 S} K(x ^-il^-yll2"" ^>^(b. ä) K(a;, y) - j_^g^_^ p^ = 2.

(l.,.|| bezeichnet dabei die euklidische Norm.

HILFSSATZ 10. — Es sei A eine kompakte Teilmenge des RN

und {Xn)n=i,2,... ^n^ SeSen ^nen Punkt XQ e ^ A konvergente
Folge von Punkten des R^ Bezeichnet dann f^ die Restriktion
auf A der Funktion x—^K{x, x^) (i=0, l, ...), so konvergiert
die Folge {fn)n==i,2,... auf A gleichmäßig gegen /o-

Beweis. Wir erbringen den Beweis nur für N = 2. Analoge
Überlegungen führen für N ^> 3 zum Ziel. Da {x^) gegen
XQ e | A konvergiert und | A offen ist, kann o.B.d.A. ange-
nommen werden, daß kein x^ zu A gehört. Die Menge B aller
Punkte XQ, x^ ..., ist dann kompakt und zu A fremd, also der
Abstand § von A und B positiv. Für jedes x e A und je zwei
Zahlen i, / == 0, l, ... gilt:

H/y. ^ . 1 1 / ||^ ____^.|| \
M i \ n t \ i iA' ——— iJL}\ ^ i / / l l \w\. " n \W-W =log ^ <log(i+ • ' )

\\X——Xi\\ \ \\X îll /

^og^+S-1^--^!)-
Hieraus folgt: \f,(x) — f,{x)\ < log (l + S-\lk — ^oll) tür
alle . reA und n = l, 2, . . . , also die gleichmäßige Konvergenz
auf A von (/„) gegen fo.

9
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SATZ 17. — Für den Silo^schen Rand X* = ö^X gii!( Ä^ete :

F n [ X c X*.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt

xo e F n f X n f X*.
b l»

Wegen XQ e= ^ X hat dann jede Umgebung von XQ im W^ mit
| X einen Punkt gemeinsam. Also existiert eine gegen XQ
konvergente Folge von Punkten x^ e ( X. Wir bezeichnen mit
1zf bzw. hi die Restriktion auf X* bzw. X der Funktion
x—> K(x, x,) für i == 0, l, .... Wegen x^^X. ist dann jede
der Funktionen h^ {n ==1, 2, ...) ein Element von 38. Wegen
XQ ^ X* konvergiert die Folge (/^) auf X* gleichmäßig gegen
h^ gemäß Hilfssatz 10. Da X* der Silovsche Rand Ö^X ist,
folgt hieraus die gleichmäßige Konvergenz von (AJ gegen ho
auf X. Somit liegt auch ho in 96. Dies kann aber nicht sein,
da XQ in F liegt und ho(xo) = K(n;o, Xo) == + oo ist. Unsere
Annahme führt also zu einem Widerspruch; es gilt vielmehr
F n [ X n l X* == 0 und damit die Behauptung.

Wie angekündigt folgt nun:

KOROLLAR. — Ist die Menge ü minimal begrenzt, so gilt:
X*= F.

Beweis. Es ist X = ü und somit

F n f X = = F n f Q = = F c X * .
Ü V

Nach Satz 16 gilt außerdem: X* c F.

§ 7. — Bemerkungen zum Dirichletschen Problem
für diskrete harmonische Funktionen.

Im folgenden soll angedeutet werden, daß die in den ersten
Paragraphen entwickelte Theorie selbst dann noch von
Interesse ist, wenn der kompakte Raum X nur aus endlich vie-
len Punkten besteht.

Wir betrachten hierzu im R^(N ̂  l) eine endliche Menge X
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von Punkten, deren sämtliche Koordinaten ganzzahlig sind
(Gitterpunkte). Dann ist X ein diskreter kompakter Raum.
Für jeden Punkt x e X betrachten wir die Menge U,c seiner 2^
Nachbargitterpunkte y, welche von x den (euklidischen)
Abstand l haben. Punkte x e X mit Ua; c X heißen dann
innere Punkte von X; die Menge aller inneren Punkte von X
soll mit X; bezeichnet werden. Die Menge Xr == X n X^ heißt
Menge der Randpunkte von X.

Jedem Punkt x e X; ordnen wir das von Ua; getragene Maß
(Ji^ auf X zu, welches jeden Punkt von Ua; mit der Masse 2~^
belegt. Dann sei Wo die Menge aller (stetigen) reellen Funktio-
nen h auf X, welche auf Xi diskret harmonisch sind, d.h. welche
der Bedingung genügen :

(7. l) / h d^ = h(x) für jedes x e= X;.

Dann besitzt 36 wieder die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). (Wo trennt
die Punkte von X, da z.B. die Restriktion auf X jeder auf
dem R^ affin-linearen Funktion in Wo liegt.)

Die Menge 8 aller auf X definierten, reellen Funktionen u,
welche in X; diskret superharmonisch sind, d.h. für jedes
x e X, der Ungleichung \ ud^^u(x) genügen, ist eine in 6(X)
abgeschlossene inf-stabile Menge mit 96 = ß n (— 8). Daher
gilt 36 == 96 nach dem Korollar l zu Satz 7.

Da für jeden inneren Punkt xeX.i offenbar ^ -=/= ̂  und
nach (7. l) ein Maß aus M)^(96) ist, können 36-extremale
Punkte von X nur Randpunkte sein : Xg(<%) c Xr. Der Satz l
liefert also sofort das bekannte Resultat, wonach jede
Funktion aus 96 eine in X,. gelegene Minimalstelle besitzt
(vgl. HEILBRONN [26], theorem l).

Daß sogar Xg = X^ = ö^X gilt, folgt aus dem bekannten
Satz ([26], theorem 2), wonach jede reelle Funktion f auf X^
zu einer Funktion aus Wo fortgesetzt werden kann. Dies kann
übrigens auch sehr einfach und durchsichtig durch eine nahe-
liegende Abwandlung der Methode von PERRON-WIENER aus der
Theorie des klassischen Dirichletschen Problems gezeigt
werden (vgl. §6). Man betrachte hierzu zu f die Menge Q/
aller reellen Funktionen v auf X, welche auf X^ die Funktion
/"majorisieren und in X^ diskret superharmonisch sind. Entspre-
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chend setzt man Uf=—O-/. Dann prüft man ohne Mühe
nach, daß sup U/ = inf Oy die gesuchte Fortsetzung von f zu
einer in X^ diskret harmonischen Funktion ist.

§ 8. — Bemerkungen über Funktionenalgebren.

8. l. Existenz des Silovschen Randes. — Im folgenden betrach-
ten wir einen kompakten Raum X und eine Unteralgebra A)
der Algebra C(X, C) aller komplexwertigen stetigen Funk-
tionen auf X. .1) trenne die Punkte von X und enthalte die
konstanten Funktionen aus (3(X, C) als Elemente.

Die Menge 96 = ̂ l(.l)) aller Realteile äi(f) von Funktionen
/ * € = A besitzt dann die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). Für jeden
Punkt x e= X ist .11 (̂38) die Menge aller Maße ^ > 0 auf X mit

(8. l) f{x) = ffdy. für alle f e Jb.

Wir setzen daher sinngemäß :
Jl(̂ (Jb) = M^(96) und X,(.-k) = X,(^).

X^.l)) soll auch der Choquetsche Rand von X bezüglich jfc
genannt werden; die Punkte von Xg(JL) sollen A-extremal
heißen.

Es soll nun gezeigt werden, daß aus Satz 2 ein einfacher
Beweis für die Existenz des Silovschen Randes öj^X von X
bezüglich .l» folgt, welcher zugleich wieder den Silovschen Rand
mit dem Choquetschen Rand verknüpft. öj^X ist bekanntlich
die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X mit der Eigen-
schaft, daß der absolute Betrag \f\ einer jeden Funktion
f €E A) eine in ö^ X gelegene Minimalstelle besitzt.

SATZ 18. — Für jedes f e .1) besitzt die Funktion \f\ eine
A^-extremale Maximalstelle. Der Silo^sche Rand ö^X existiert
und ist gleich der abgeschlossenen Hülle des Choquetschen
Randes \e{^).

Beweis. Bezeichnet A die abgeschlossene Hülle von A) in
6(X, C)J)ezüglich der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz,
so ist A wieder eine Unteralgebra von C(X, C) und aus (8. l)
folgt: ^(A)=<^(^) für alle x e X. Besitzt ferner jede
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Funktion \f\ mit f e A eine Maximalstelle in einer abgeschlos-
senen Menge M c X, so gilt dasselbe für jede Funktion \f\ mit
/eJb. Daher kann für den Beweis A als in ß(X, C) abgeschlos-
sen vorausgesetzt werden.

Zunächst sei bemerkt, daß mit Jb auch die Menge 8^ ^l^
Funktionen — \f\ mit f e Jb die Punkte von X trennt (vgl. auch
[5]). Zu je zwei verschiedenen Punkten x, y e X gibt es
tiärnlich ein f e Jb mit f{x)^f{y). Im Falle |A^)l^=l/'(y)| ist
nichts zu zeigen. Ist jedoch \f(x)\ = \f{y)\, so trennt—\f+ a/12]
die beiden Punkte für a-1 =—/'(a;). Dann aber trennt auch
die Menge 8 aller Funktionen — log \f\ mit f e A) die Punkte
von X; da Jfc eine Algebra ist, enthält S mit je zwei Funktionen
deren Summe. 8 besitzt somit die Eigenschaften (l. 4)-(1. 6).
Nach Satz 2 existiert also ögX und es ist ögX = Xg(8). Wegen
der Isotonie von ^ -> log ^ auf der reellen Halbgeraden S; >. 0
existiert dann auch öj^X und es ist öj^X == ögX == X<,(8).

Der Rest der Behauptung folgt so : Zunächst ist offenbar
^^(Jfc) c JMoa;(§o) für jedes x e X, wie durch Übergang zu den
Absolutbeträgen in (8.1) folgt; also ist X,(8o) <= X,(Jfc).
Nach Satz l besitzt dann jede Funktion \f\ mit /eJlo eine
^o-extremale, also auch A-extremale Maximalstelle. Hieraus
folgt weiter: öj^X c X^(^). Aus der Abgeschlossenheit von Jb
folgt: e-^e A) und somit 9{(f) = — log ̂  e 8 für jedes fe J(o.
Also ist 3i6 c 8, Jfc^(8) c Jlfc^) = j^(Ao) für allere X und somit:
X,(Jfc) c X,(8). Damit ist auch noch X,(^) c X,(8) = ö^X
gezeigt.

Bemerkung. — Wenn .A) abgeschlossen und X metrisierbar
ist, so existiert nach BISHOP [9] zu jedem A-extremalen
Punkt XQ sogar ein fe^ mit \f{x)\ < \f(xo)\ für alle x ^=. XQ
aus X. Vgl. auch [8], p. 325.

8. 2. Zwei Fragen. — Die Unteralgebra ^ werde jetzt als
abgeschlossen vorausgesetzt. Zu jedem Punkt x e X betrachten
wir die Menge Jlffc^ aller zu x gehörigen ^-harmonischen Maße.
Wegen 96 == Ä(A)) sind dies alle Maße (JL > 0 auf X* = ö^X
mit f(x)= j f^d^ für alle /*eA. In § 3 wurde gezeigt, daß
zu jedem Punkt aus X dann und nur dann genau ein zuge-
höriges ^-harmonisches Maß existiert, wenn alle Funktionen
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aus t°(X*) 36-resolutiv sind. Es wäre interessant zu wissen,
welche Eigenschaften der Algebra JL selbst hiermit gleichwer-
tig sind. Vielleicht geben die schönen Resultate von WER-
MER [35], [36] einen Hinweis darauf, von welcher Natur diese
gesuchten Eigenschaften sein könnten.

Im Anschluß an die in § 6 gewonnene Kennzeichnung der
regulären Randpunkte einer offenen, relativ kompakten Teil-
menge des R^ drängt sich weiter folgende Frage auf. Im Raum
C^ von N ̂  2 komplexen Dimensionen sei ü eine offene, rela-
tiv kompakte Menge. Man betrachte auf X = ü die Algebra A
aller stetigen komplexwertigen Funktionen, welche in Q
holomorph sind. Welches ist dann der Choquetsche Rand
X^(A))? Wegen Satz 18 wäre mit dieser Frage auch die Frage
nach dem Silovschen Rand öj^X beantwortet, welche bereits
durch BREMERMANN [20] Teilantworten gefunden hat.
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