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SURFACES INCOMPRESSIBLES
DANS LES VARIETES OBTENUES
PAR CHIRURGIE LONGITUDINALE

LE LONG D’'UN NGEUD DE S’

par M. DOMERGUE et H. SHORT

1. Introduction.

1.1. Notations — Définitions.

Tout au long de cet article, les variétés et les applications considérées
sont P.L. La terminologie générale de cette catégorie ainsi que les
définitions classiques particuliéres a la dimension 3 sont empruntées a
[6], [7]. Toutes les variétés considérées sont supposées orientables, mais
ne sont pas orientées en geénéral. Pour X « M, N(X) désigne le
voisinage régulier de X dans M. Un nceud dans une 3-variété M est
toujours supposé non trivial.

Il y a une correspondance biunivoque qui, a tout type d’homéo-
morphisme de triplet (M,T,£) ou M est un 3-variété, T une composante
torique incompressible de M et & une courbe simple fermée non
triviale sur T, fait correspondre le type d’homéomorphisme de la paire
(Mg, kz) ou M; est une 3-variété et k; un nceud de M;, défini comme
suit :

On choisit un homéomorphisme ¢ de T sur S' x dD? tel que
@(§) = {1} x dD?. La variété M, s’obtient en raccordant M et S' x D?
par @, k; est I'image par le raccordement de S' x {0}. Cette construction
est indépendante de ¢, par rapport au type de (Mg,k:).

Nous dirons que (M;,k:) est obtenue par obturation (ou chirurgie)
de (M,T.£). Dans la suite, nous considérons M c M;, §' x D* « M,

Mots-clés : 3-variété - Nceud - Chirurgie de Dahn - Surface de Seifert - Surface
incompressible
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(apres identification) de sorte que l'on pourra écrire par convention
M; = M) (8'xD?, k. = S' x {0}.
¢

La correspondance réciproque se définit a partir du type d’homéo-
morphisme d’une paire (P,k) ou P est une 3-variété et k un nceud de
P, en lui associant le type du triplet (P—N(k),dN(k),&) ou § est un
méridien de k sur ON(k).

Dans la notation classique, pour k neeud de S°, S*(k;p,q) désigne
I'obturation (K¢, k:) du triplet (K,dK,£) ou K = S*=N(k) et & est le
support de la courbe orientée de JK représentée par pm + qZ par
rapport a la paire méridien-paralléle (m,/) orientée de dK associée au
plongement de k. La variété S°(k;0,1) est appelée [l'obturation
longitudinale de k .

Une surface de Seifert de k est une surface (S,0S) orientable,
proprement plongée dans (K,0K) dont le bord, connexe, est A le
support de /. Dans (K,,k,), S donne naissance a une surface fermée
orientable S, formée par la réunion de S et d’'un disque méridien D,
de k, vérifiant: D, nS = A = dD,.

Remarquons que S, et k, sont transverses en un seul point (de
int(D,)) dans K,.

DEFINITION. — Un neud k de S* est de type % (resp. de type %)
s’il existe une surface de Seifert (S,0S) incompressible dans (K,0K) telle
que la 3-variété K—N(S) soit bord-compressible (resp. bord-incompres-
sible).

En d’autres termes, disons qu’un tore solide H de genre g plongé
dans S° est totalement noué dans S* si S* — H est bord-incompressible;
avec cette définition, un nceud k de S’ est de type € (resp. de type
J) s’il existe une surface de Seifert (S,0S) incompressible telle que le
tore N(S) ne soit pas totalement noué (resp. totalement noué) dans S*.

1.2. Résultats.
Nous obtenons les résultats suivants annoncés dans [4].
THEOREME 1. — Soit k un neud de type &, soit (S,0S) une surface

de Seifert incompressible de k telle que K —N(S) soit bord-compressible.
Alors :

(1) S, est incompressible dans K, .
(2) K, est irréductible.
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THEOREME 2. — Soit k un neud de type .#, soit (S,0S) une surface
de Seifert incompressible de k telle que K —N(S) soit bord-incompressible.
Alors :

Pour toute courbe simple fermée & de 0K qui enlace au moins deux
fois le neud k dans S*, d(K—N(S)) reste incompressible dans K. et
K est irréductible.

Remarques. — 1) D’aprés Kirby [10], un nceud de S* posséde la
propriété R (resp.R’) s’il est impossible d’obtenir S' x S? (resp. une
3-variété a groupe cyclique) par chirurgie longitudinale; la conjecture
de Poenaru affirme que par cette méme chirurgie, on obtient une
3-variété irréductible.

Le théoréme 1 entraine que les nceuds de type € vérifient la
conjecture de Poenaru et donc ont les propriétés R’ etR.

2) 11 existe des neuds de S (par exemple les nceuds de tore, [12])
qui par chirurgie de Dehn permettent d’obtenir un espace lenticulaire
distinct de S* et S' x S?. Le théoréme 2 prouve que les nceuds de type
S n’ont pas cette propriété.

1.3. Structure de larticle.

Le paragraphe 2 contient les démonstrations des théorémes 1 et 2.
Pour le théoréme 1, nous utilisons un lemme obtenu indépendamment
par G. Gordon [5], J. Johansson [9] et J. H. Presynski[17]. Par ailleurs
W. Jaco a obtenu indépendamment un résultat analogue au Théoréme 1
dans [8].

Pour le théoréme 2, nous utilisons un lemme, conséquence des
résultats obtenus par H. Short dans [19].

Dans le paragraphe 3 nous donnons d’abord des exemples de nceuds
de type €, en particulier il est prouvé qu’un nceud non trivial, bord
d’un disque singulier idéal d’indice au plus égal a 2 est de type €
(proposition 3.2.3). Puis nous prouvons que pour les nceuds de type
£, les revétements cycliques ramifiés sont toujours des variétés de
Haken (proposition 3.3.1).

1.4. Addendum.

Les résultats de cet article ont fait I'objet d’'un exposé au Colloque
de Géométrie Hyperbolique a 1'Université de Warwick en Avril 84.
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Depuis, les techniques de D. Gabai [20], [21], reprises entre autres
par M. Scharleman [23], et les travaux de Culler, Gordon, Luecke et
Shalen [22], ont permis de progresser de fagon considérable dans la
connaissance des variétés obtenues par chirurgie de Dehn sur un nceud
de S°.

2. Démonstrations des théorémes 1 et 2.

Rappelons d’abord qu’une surface (F,0F) proprement plongée dans
une 3-variété (M,0M) est dite O-réductible s’il existe un disque A
plongé dans M et deux arcs a et b tel que:

AnF =a, AnM=0b,
anb = 0a=0b et JA=aub,

a et b étant non paralléles au bord. Un tel disque A est appelé un
disque de d-réduction de (F,0F). La surface (F,0F) est O-irréductible
§’il n’existe pas de disque de O-réduction.

LEMME 1. — Soit M une 3-variété orientable, soit (j,0j) un arc
proprement plongé dans (M,0M) joignant deux composantes de oM
différentes de la 2-sphére.

(1) Si M est bord-compressible, il existe un disque (D,0D) de
compression de (M,0M) transverse a (N(j),j) tel que la surface plane
(P,0P) déterminée par D N (M—N(j)) soit- O-irréductible dans
M—-N(j). .

(2) Si M est bord-incompressible et si M est réductible, il existe une
2-sphére X non triviale dans M, transverse a (N(j),j) telle que la surface
plane (P,0P) déterminée par £ N (M—N(j)) soit O-irréductible dans
M—-N().

Dans la démonstration nous notons E = M —N(j).

Afin d’éviter les cas triviaux ou P est un disque dans (1) et ou P
est une 2-sphére non triviale dans (2), nous supposerons (E,(0E) N (0M))
incompressible dans (1) et E irréductible dans (2).

Etape (1):

Choisissons un disque de compression (D,0D) de (M,0M) transverse
a (N(@j),j) et tel que le nombre n (n>0) de disques méridiens de j
contenus dans D n N(j) soit minimal.
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Pour un tel disque, D n E détermine une surface plane (P,d0P)
proprement plongée et O-irréductible dans (E,dE):

Si (P,0P) était O-réductible, il existerait un disque de compression
de (P,0P) dans E ou un disque a deux cotés de d-réduction de (P,0P)
dans E.

Nous allons prouver que I’existence d’un tel objet contredit la
minimalité¢ de n. Soit (A,0A) un disque de compression de (P,0P) dans
(E,0E), 0A sépare D en un anneau A et un disque B. Alors A UA
est un disque de compression de (M,0M) contredisant la minimalité
de n (avec les hypothéses que nous avons formulées au début de la
démonstration). Soit R une région a deux cotés de oO-réduction de
(P,0P) dans (E,0E); par définition, RN P=b, RnNIE =a,
0R =aub,anb=0a= 0b ou b est un arc proprement plongé dans
(P,0P) non paralléle a un arc de 0P et ou a = JE est un arc joignant
dans 0E — (OP) les extrémités de 1’arc b; les cas ou I’arc a est paralléle
dans J0E — (0P) a un arc de 0P ne sont plus a considérer puisque
(P,0P) est incompressible. Si l'arc j est orient¢é en partant de la
composante de OM qui contient dD (si elle existe, sinon arbitrairement),
les méridiens de D n N(j) sont ordonnés de 1 a n (n>0) dans JOP et
sur ON(j). Les possibilités pour I’arc a = JE sont:

(i) l’arc a joint deux méridiens consécutifs de JP.
(ii) I'arc a joint 6D au premier méridien de 0P.

(iii) I'arc a joint dD & lui-méme, ou le premier méridien de OP a
lui-méme, ou le dernier de 0P a lui-méme.

Pour (i), une isotopie locale de D, dans M au voisinage de R et
de la 3-boule de N(j) limitée par les deux meéridiens joints par larc a,
le transforme en un disque contredisant la minimalit¢ de n (le nombre
de disques méridiens devient n — 2).

Pour (ii), une isotopie locale de D, dans M au voisinage de R et
de la boule B® limitée par le disque méridien origine de N(j) et le
disque méridien joint par I’arc a, le transforme en un disque contredisant
la minimalité de n (le nombre n devient n — 1).

Dans le dernier cas, I’arc b sépare (P,0P) en P, et P, deux surfaces
planes non triviales puisque b n’est pas paralléle a un arc de JP. Dans
le sous-cas ou l'arc a joint 0D a lui-méme, I’arc b sépare D en deux
disques D, et D,; et D, U R (ou D,UR) est un disque de compression
de (M,0M), contredisant la minimalit¢é de n. Dans le sous-cas ou I’arc
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a joint le premier (ou le dernier) méridien de JP a lui-méme, nous
notons & ce méridien; alors § = &, U &, avec N E, =05, =0, =anb
pour deux arcs & et & de & tels que & u b = dD,, avec D, disque
inclus dans l'intérieur de D. Aprés isotopie locale, D, U R devient un
disque de compression de (M,0M) contredisant la minimalité de n.

Etape (2):

Choisissons une 2-sphére X non triviale dans M transverse a (N(j),j)
et telle que le nombre n (n>0) de disques méridiens de j contenus
dans D n N(j) soit minimal. La surface plane (P,0P) déterminée par
2 N E est proprement plongée et O-irréductible dans (E,JE):

Nous raisonnons comme dans I’étape (1). Soit (A,0A) un disque de
compression de (P,0P) dans (E,0E), 0A sépare £ en deux disques X,
et Z,; la sphére £, U A ou la sphére X, U A doit étre non triviale dans
M puisque X est non triviale dans M. Ceci contredit la minimalité de
n. Soit R une région a deux coOtés de 0O-réduction de (P,0P) dans
(E,JE). Avec les notations de I’étape (1), ou bien I’arc a joint deux
méridiens consécutifs de j, ou bien I'arc a joint & a lui-méme. Dans
le premier cas comme dans I’¢tape (1) une isotopie locale de ¥ dans
M la transforme en une sphére non triviale de M contredisant la
minimalité de n. Dans le deuxiéme cas, I’arc b sépare (P,0P) en P, et
P, et le méme argument que celui de la fin de I’¢étape (1) transforme
P,UR en un disque de compression de M qui est supposée bord-
incompressible.

Démonstration du théoréme 1. — Choisissons N(S,Uk,) dans K, tel
que (les conventions du § 1.1 sont ici utilisées) :

NS Uk = N(Sy) U N(ky);
N(S,) n N(k,) = N(D,), D, = §' x D% N(@S) = NSy) nK.
Posons E=K—N(S), M=K, —N(S)), h=knM, N@(G)=N(k)nM;
ainsi nous avons E = M—N(j).

Etape (1): S, est incompressible dans K, .

Pour le démontrer, nous supposons S, (donc M) compressible dans
K, (dans M) et nous montrons que la compressibilitt de JE dans E
interdit I'existence d’une surface plane (P,0P) de (E,0E) ayant la
propriété annoncée dans le (1) du lemme 1.
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Remarquons que les composantes de 0P sont JD et un ensemble
non vide fini de méridiens de j, puisque (S, dS) est supposée incompressible
dans (K,0K). Par hypothése, nous pouvons choisir un disque de
compression Z de (E,0E) transverse a P tel que le nombre n de
composantes connexes de Z N P soit minimal. L’incompressibilit¢ de
(S,0S) assure n > 0. Le graphe (0Z) U (ZnP) détermine dans Z au
moins une région ayant au plus un coté dans 0Z; la propriéte de
(P,0P) assure I’existence d’au moins une région minimale pour le
graphe (0P) U (ZNP) dans (P,0P) une telle région permet de réduire
le disque Z en un ou deux disques dans (E,JE) dont un au moins est
un disque de compression pour (E,0E) contredisant la minimalité de n.

Etape (2): K, est irréductible.

L’étape 1 entraine qu’il suffit de vérifier M irréductible; nous
supposons le contraire et nous montrons que la compressibilit¢ de JE
dans E interdit I’existence d’une surface plane (P,0P) ayant la propriété
annoncée dans le (2) du lemme 1. ’

Remarquons que les composantes de 0P sont un ensemble non vide
fini de méridiens de j, puisque (S,dS) est incompressible dans (K,dK).

Comme dans I’étape 1, choisissons un disque Z de compression de
JOE dans E, transverse a (P,0P) tel que le nombre n de composantes
de Z n P soit minimal; I'incompressibilit¢ de (S,0S) assure n > 0. Le
méme argument que celui de I’étape 1 assure I’existence d’une région
minimale dans P pour le graphe (0P) U (ZnP). Une telle région permet
de réduire le disque Z dans (E,0E) en un ou deux disques dont un
au moins est un disque de compression pour (E,0E) contredisant la
minimalité de n.

Nous avons ainsi prouvé le théoréme 1.

Remarques. — (1) Une fagon de résumer le théoréme 2.1 est de
dire que K, est une variét¢ de Haken.

(2) Pour tout nceud de type %, il y a une décomposition de S* de
la forme suivante :

S$=XuY,

X et Y sont des 3-variétés, X n' Y = 0X = dY; k < dK sépare cette
surface et 0X — k est incompressible; X et Y sont bord-compressibles.
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Pour le voir il suffit de poser X = N(S) UN(), Y = K—N(S) et
de remarquer qu’un représentant de k est situé sur X = dY comme
ci-dessus.

Pour une telle décomposition chacune des composantes connexes de
X — k donne naissance dans K, a une surface' fermée incompressible;
de plus K, est irréductible. La démonstration de ce résultat est analogue
a celle donnée pour le type €.

Dans la démonstration du théoréme 2 nous utilisons le lemme
suivant :

LEMME 2. — Soit (M,k) une paire ou M est une 3-variété compacte
orientable et ou k est un neud dans int (M). Supposons que (M,k)
satisfait aux conditions suivantes :

(1) M est irréductible.
(2) OM est incompressible dans M — k.
(3) OM porte un meridien de k.

Alors toute 3-variété obtenue par chirurgie, a partir de (M,k), le
long d’une courbe périphérique de k qui parcourt le neud k au moins
deux fois est une 3-variété irréductible et bord-incompressible.

La preuve de ce lemme est tout a fait analogue a celle donnée par
H. Short (cf. [19], proposition 1 (i) et théoréme 1).

Démonstration du théoréeme 2. — Considérons N'(k) < int(N(k)) un
voisinage régulier de k dans N(k) et soit & une courbe simple sur
ON'(k) paralléle a & dans N(k) — N'(k). Posons:

Q= N(S)u (N(k) — N'(k); (Q,k;) lobturation de (Q,0N'(k),E’).

Nous remarquons tout d’aberd que la 3-variét¢é K; s’obtient, en
identifiant par leur bord, les deux 3-variétés K — N(S) et Q...

Par hypothése K — N(S) est irréductible et bord-incompressible;
pour prouver le théoréme2 il suffit donc de prouver que Q. est

irréductible et bord-incompressible.

Pour cela, notons (Q,,k;) I'obturation de (Q,dN’(k),A) avec A une
longitude de k sur dN’(k); si la 3-variété Q est regardée comme sous-
variété de Q,, Q- s’obtient aussi par chirurgie, a partir de (Qy,k;), le
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long de la courbe périphérique &' parcourant au moins deux fois le
neud k, puisque & enlace deux fois au moins le neud k de S*. Nous
pouvons démontrer sans difficulté que la paire (Q,,k)) satisfait aux
conditions du Lemme 2 pour conclure que la 3-variété Q.. est irréductible

et bord-incompressible.

3. Neuds de type € - Neuds de type ..

3.1. Notations — Remarques.

Outre les notations déja fixées dans le paragraphe 1, nous utiliserons
dans ce paragraphe les définitions, les notations et les remarques
suivantes :

Pour k neud de S* et (S,0S") surface de Seifert de k dans
K = $* — N(k), nous posons :

X =N@S)UNK e E=K-NG).

3.1.1. La surface S’ se prolonge par un col (= dS'%[0 1]) en une
surface S plongée dans X et telle que dS = k.

3.1.2. Les 3-variétés X et E satisfont a:

S$=XuUE et EnX = 0E = 0X.

3.1.3. Léclatement de S* le long de S[14] sera noté (E,0E,0);
rappelons que E est la 3-variété obtenue en « doublant » les points de
int(S) a partir de (S*S); ainsi dE s’identifiec naturellement au double
de S et o est la symétrie naturelle de 0E . Nous noterons p, I'identification
de (E,0E) définissant le triplet (S°,S,k) ; sur p;'(E), p, est un plongement,
sur p;'(X), p, est I'identification de Iéclatement de X le long de S.
Dans E, p;'(X) est un col (2dE x [0 1]) dont une extrémité est JF
et dont l'autre extrémité est la surface dp;'(E). Ainsi

E=pB)up;'X) et ps'(E) nps'(X) = dp'(E).

3.1.4. Enfin remarquons que 0X est une surface incompressible dans
X — k de genre 2g et que (X,0X) est un tore solide de rang g (si g
désigne le genre de S) pour lequel tout disque de compression est percé
au moins deux fois par l¢ nceud k.
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3.2. Neuds de type .

Les « A-produits » de [1] sont des nceuds de type € puisque le
plongement de la paire (X,k) servant a les définir assure la compressibilité
de JE = 0X dans E.

Les «small-knots» de [3] qui ne contiennent aucune surface
incompressible non paralléle au bord dans S® — k, les « star-knots »
de [15] et les nceuds alternés [12] sont de type ¥ car ils ont la
propriété : « toute surface incompressible dans S — k porte un méridien »;
ainsi 0X = JE incompressible, non paralléle au bord dans X — k ne
portant pas de méridien (remarque 3.1.4), doit étre compressible dans E.

ProPOSITION 3.2.1. — Les neuds fibrés, les neuds composés, les neuds
doubles, les neuds alternés sont de type €.

Pour les nceuds fibrés, E est homéomorphe a S x I si S est la
surface de fibration; de plus pour un nceud fibré, K, est un S,-fibré
sur S'. V

Pour les neeuds composés, considérons, une 2-sphére X définissant
la composition. La surface de Seifert S construite a partir d’une surface
de Seifert incompressible pour chacun des deux facteurs de composition
est elle-méme incompressible, S N X est dans ce cas réduit a un seul
arc et X n E détermine un disque de compression de (E,0E).

Pour les neeuds doubles la propriété R’ a été étudiée algébriquement
dans [13]. Par construction, il existe une surface S de genre 1 plongée
dans N(k) telle que 0S = d(k,n), le double de k avec n-twist [18]; de
plus il existe un disque A plongé dans N(k) tel que AnS=a uUpP et
0A = a U P ou a, P sont deux arcs (non paralléle sur S 4 un arc de
k) proprement plongés dans S vérifiant an B = da = B (voir
proposition 3.2.3). Pour A transverse & 0X = 0E, A n E détermine un
disque de compression de (E,JE).

Pour les nceuds alternés outre le résultat cité plus haut de [12] nous
pouvons utiliser un résultat de [2] affirmant Iincompressibilité de la
surface S construite a partir d’une projection alternée du nceud par la
méthode des cercles de Seifert [18]; pour une telle surface, E est
toujours bord-compressible.

ProposITION 3.2.2. — Supposons qu’il existe un représentant k, du
neeud trivial de S* contenu dans Int (X) et tel que 0X soit incompressible
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dans X — ko (ceci est en particulier le cas lorsqu’il existe un
homéomorphisme ¢ :X — X tel que @(k) soit le neud trivial de S°)
alors E est bord-compressible.

En effet S* — k, ne contient aucune surface fermée incompressible
puisque k, est le nceud trivial de S*. Par suite 0X = 0E doit étre
compressible dans E.

Pour illustrer la proposition 3.2.2 nous montrons dans la
proposition 3.2.3 qu’un nceud non trivial défini par un disque singulier
«idéal » d’indice inférieur ou égal a 2 est de type € :

Toute paramétrisation d’'un neeud k de S® s’étend en une application
f:D*> S,

Il est connu qu’il existe toujours une telle homotopie vérifiant les
conditions suivantes :

1) f est une immersion transverse, en position générale transverse
par rapport a k.

2) Chaque composante connexe de I'ensemble des singularités de f
(« Self-intersections ») est constituée d’un arc de points doubles joignant
dans S* — k deux points de k.

Au voisinage d’un arc de points doubles, la situation peut é&tre
représentée dans une 3-boule comme I'indique la figure 1. Dans cette
figure, le disque singulier f(D?) est supposé orienté (orientation induite
par f et une orientation de D?), une orientation de S* définit alors le
coté positif et le coté négatif de f(D?).

L’opération de «cut and paste » orientable [16] associe 4 f(D? une
surface orientée S, telle que JS, = k, de genre n si n est le nombre

Fig. 1.
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d’arcs doubles de f; au voisinage de chaque arc de points doubles de
f, cette opération fait naitre un disque A plongé dans S* tel que
AnS;=0A=03d,Au0-Aoud,Aetd_ A sontdeux arcs proprement
plongés dans S, de mémes extrémités (voir fig. 1).

‘(La notation 0, A et d_ A est déterminée par le coté positif et le
coté négatif de Sj).

Dans la situation que nous venons de décrire, nous dirons que f
(ou f(D?) est un disque singulier « idéal » définissant k d’indice n. La
surface S, est dite obtenue par « cut and paste » orientable a partir de
f (ou de f(D?»)). A chaque arc double de f est associé un disque A
décrit comme ci-dessus, donc sous I’hypothése S, incompressible, nous
déduisons le type € pour k.

Le cas particulier d’'un nceud double (non trivial) est n = 1, puisque
N (f(D?) est dans ce cas un tore solide (voir proposition 3.2.3).

PRrOPOSITION 3.2.3. — Si f: D? - S* est un disque singulier « idéal »
d’indice au plus 2 définissant un neud k de S*, alors ou bien k est
trivial, ou bien k est de type ¥.

Supposons k non trivial. Si S;, la surface orientable obtenue par
«cut and paste» orientable a partir de f (voir définition plus haut),
est incompressible, nous avons vu que le nceud k est de type €.

Supposons donc S; compressible (donc n=2); puisque le nceud k
est supposé non trivial, toute réduction de S, le long d’un disque de
compression doit étre incompressible (de genre 1).

Notons A;(i=1,2) les disques associés aux arcs doubles de f, avec
les notations précédentes nous avons 0A; = 0. A, U 0_A; (i=1,2).

Choisissons un disque de compression (D,0D) de S; tel que:
1) 0D est transverse & 0A; (i=1,2) sur S;.
2) D est en position générale transverse par rapport a A, (i=1,2).

3) Le nombre des composantes connexes de D n (A, UA;) est
minimal.

L’existence d’un tel disque est assuré par les théorémes de position
générale [6] en considérant Iéclatement de S’ le long de S, (voir
remarque 3.1.3). Sans restreindre la généralité nous supposons que la
courbe 0D est située du coté des normales positives de S;.
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Dans ces conditions chaque composante de D N A; est: ou bien un
point isolé¢ de int(0- A;) et D, ou bien une courbe simple fermée de
int (A) et int (D), ou bien un arc proprement plongé dans A; ayant
ses deux extrémités dans int (0, A)(i=1,2). Un argument analogue
a celui de la démonstration du théorémel montre que
D n A, = (0D) n (0- A) pour i = 1,2 (réductions par courbes simples
minimales d’intersection, suivies de réductions par arcs simples
d’intersections minimales de A)).

La réduction de S; le long d’un tel disque (D,0D) produit une
surface S incompressible pour k. Nous allons prouver que pour cette
surface, E est compressible en utilisant la proposition 3.2.2 :

Choisissons un voisinage régulier X(S) de S, dans S tel que
D n X(Sy) soit un col de D(=dDx[0 1]) qui avec notre supposition
joint 0D et 0,D. Notons que ce col se prolonge en un anneau A
proprement plongé dans X(S,) joignant 0_D et d,D. Par construction
de S, nous pouvons choisir X(S) voisinage régulier de S dans S’ tel
que X(S) — N(A) = X(S) ou N(A) est un voisinage régulier de (A,0A)
dans (X(S),0(X(Sp)).

La propriété de D : D n (0-A) = D n A;, nous permet de supposer
que N(A) a éte choisi de telle maniére qu’il existe un disque D;,
proprement plongé dans X(S) tel que: D,nN(A) =¢ et
D,nS=0_A(i=12) et DD, = ¢.

La position de D; est représentée dans la figure 2 :
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Il y a un homéomorphisme ¢p, de X(S) dans X(S) qui fixe le
complémentaire d’un voisinage régulier de D, dans X(S) pour i = 1,2
(D;—« twist ») tel que pour @ = @p, 0 ¢p,, 9(k) soit le nceud trivial de
S® en vertu des propriétés de F (voir fig. 2).

La proposition 3.2.2 permet dans ces conditions de conclure au
type € pourk.

3.3. Neuds de type 7 :

— Pour construire des nceuds de type £, il suffit de plonger la
paire (X,k) (voir définition et propriétés dans 3.1) par p : (X,k) » $*
de telle fagon que S* — p(X) soit bord-incompressible :

Le nceud p(k) est un nceud de type .#.

— Les «small-knots », les «star-knots», les nceuds alternés
(voir 3.2) sont de type ¥ mais ne sont pas de type ..

~ Des exemples de nceuds de type £ et de type € sont donnés
dans [11]. Une propriété générale concernant les nceuds de type # est
donnée par la proposition suivante :

ProposiTiON 3.3.1. — Tous les revétements cycliques ramifiés d’un
neud de type # sont des variétés de Haken.

Plus précisément, si p,: M, —» S’ est le revétement ramifié cyclique
d'ordre n de (S’,k), il existe une famille de n surfaces fermées
incompressibles dans M,, disjointes et non paralléles deux a deux,
équivariantes par rapport au groupe cyclique d’ordre n opérant sur M, .

Choisissons S une surface de Seifert pour k dang S’ telle que
0X = OE (voir 3.1.1) soit bord-incompressible (voir 3.1). La construction
de M, a partir d’'une telle surface est rappelée par le diagramme
suivant :

(E,0F,0) x Z, LM,
1“.. Pn
(B,0B,05) o8

ou (E,JE,o) —pL(SJ,S,k) est Iéclatement et Pidentification de (S3,S,k)
(voir 3.1.3),

m, est la projection naturelle,
Do.n €st I'identification définissant M,, [14],
p. est I'application de revétement ramifi¢ induite par m,.
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Ainsi p,'(E) est constitu¢é de n exemplaires de E dans M,,
p.'(X) est le voisinage régulier dans M, de S,u S, U ... US,_,, sous
polyédre de M, équivariant par I’action de Z, sur M,,.

11 suffit de remarquer que pour n > 2, p, ' (X) est bord-incompressible
pour conclure que a(p,'(X)) = d(p, l(E)) est une famille de surfaces
fermées satisfaisant aux conclusions de la proposition 3.3.1.

L’irréductibilit¢ de M, est assurée par I'incompressibilit¢ de
o(p, (X)) = o(p, '(E)),
lirréductibilité de E et Iirréductibilité de
pit(X) = N(SouS,u...US,_).

Remarque. — Cette proposition permet de conclure au type % (en
excluant le type #) pour tous les nceuds dont un revétement ramifié
n’est pas Haken.
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