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MEILLEURE APPROXIMATION POLYNOMIALE
ET CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES
SUR CERTAINES VARIETES ALGEBRIQUES AFFINES

par Ahmed ZERIAHI

Introduction.

Soit K un compact polynomialement convexe de C", alors d’aprés un
théoréme d’approximation d’Oka-Weil ([6], Th. 2.7.7., p. 55) toute fonction
f holomorphe au voisinage de K peut étre approchée uniformément sur K
par une suite de polyndmes de n variables complexes. Le théoréme de
Bernstein-Walsh (voir [4], [15] pour le cas d’une variable et [10] pour celui
de plusieurs variables) précise le degré d’approximation de f au sens de
Tchebysheff. C’est-a-dire que I'erreur d’approximation :

1) &((f:K): = Inf{malz( |f(Z)—P(Z)IIP€9’k(C")}, k=1

ou 2, (C") désigne l'espace vectoriel des polyndmes de n variables
complexes de degré au plus k, décroit vers 0 au moins aussi vite qu’une
suite géométrique de raison inférieure a un.

De fagon plus précise, lorsque K est L-régulier (la fonction extrémale Vi
est continue) la suite géométrique « optimale » a pour raison 1/r (r>1)our
est le « niveau » du plus grand domaine

?2) Q, = {zeC": exp Vx(2)<r}

sur lequel la fonction f est holomorphe.

Nous avons étendu ce théoréme au cas d’une variété algébrique affine
de dimension pure ([17]).

Mots-clés : Variété algébrique affine intersection compléte - Meilleure approximation
polynomiale - Croissance des fonctions entiéres - Fonctions plurisousharmoniques extrémales
- Formules intégrales avec poids.
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Il est bien connu que la borne inférieure est atteinte dans (1) pour au
moins un polynéme dit polynome de Tchebysheff de la meilleure
approximation de f sur K d’ordre k. Il est en général difficile de construire
de tels polyndmes.

Cependant, nous allons montrer ici qu’il est possible de construire des
opérateurs linéaires pour la meilleure approximation sur K pour les
fonctions holomorphes au voisinage de Q,(r>1) (ot Q, est donné par (2))
de telle sorte que 'erreur d’approximation ||f — A, (f)||x soit contrdlée par

IIkaI Q,q, ot ¢(r,0) ne dépend que de r > 1 et

une quantité de la forme c(r,0) x

. . A 1
0 > 1. Cela signifie en particulier que cette erreur décroit vers 0 comme
r

« uniformément » en f; mais la nouveauté réside dans le fait que notre
méthode permet de préciser le comportement asymptotique de la constante
c¢(r,0) lorsque r tend vers + oo . Nous montrons que C(r,0) est & croissance
polynomiale en r.

Cette majoration permet de donner des estimations précises sur les
coefficients de Fourier d’une fonction entiére par rapport a une base
polynomiale orthogonale sur K pour une mesure de Borel positive
convenable sur K . Ces estimations sont utilisées pour le calcul de I'ordre et
du type d’une fonction entiére, a ’aide de ses coefficients de Fourier selon la
base considérée, généralisant ainsi les formules classiques de Lindelof et
Gol’dberg (voir [8]).

Enfin nous utilisons ces formules pour donner une extension a plusieurs
variables d’un théoréme de type Bernstein reliant I'ordre et le type d’une
fonction entiére a sa meilleure approximation polynomiale sur K.

Ce genre de résultats a déja fait I'objet de quelques travaux, notamment
ceux de Nguyen Thanh Van ([7]) et Winiarski ([13], [14]).

La méthode utilisée ici repose sur les formules de représentations avec
des noyaux a poids construites récemment par Anderson et
Berndtsson ([1]) ainsi que les formules d’interpolation de Berndtsson ([3])
obtenues a partir des précédentes.

Les résultats que nous obtenons sont plus généralement valables
lorsqu’on remplace C" par une variété algébrique affine intersection
compléte (voir § 1 pour la définition).
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1. Construction d’opérateurs linéaires
pour la meilleure approximation polynomiale.

Soit X une variété algébrique affine intersection compléte de
codimension m > 1 contenue dans C"*™ et définie par :

X={zeC"*": u(2)="""=u,(z)=0}

ou uy, ..., u, sont des polyndmes de n + m variables complexes de degré
< d et vérifiant la condition d’intersection compléte :

1 ou,(z) A ... AN ou,(z) #0, VzeX.

En raisonnant comme dans ([2], exemple 1) on montre facilement a I’aide
de (1) et du Nullstellensatz qu’il existe un entier M > 0 et une constante
C > 0 tels que:

2 lou,(2) A ... A du,(2ll = C(1+z)™, VzeX.

Dans tout ce qui va suivre si E ¢ X, O(E) désignera I’espace des fonctions
holomorphes sur E si E ouvert et au voisinage de E si E est quelconque.
2,(C"*™) désignera I’espace des polynomes de n + m variables complexes
de degré au plus /. Posons pour tout r > 1:

X, =zeX: |zl <r}, ou llz|]| = max |z;|
J

et supposons dans la suite que X; # J.

Nous allons prouver le résultat suivant qui sera fondamental dans la
suite :

THEOREME 1.1. — Pour toutr > 1,0 > 1et £ > m(d—1), il existe un
opérateur linéaire intégral :

§7%: 0(X,e) = 2,(C"*™)
vérifiant les deux propriétés suivantes :
® ISP (N@)] < COn).(1+12) |flx,

pour tout ze C"*™, ¢ > m(d—1) et fe O(X,y)
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(i) max /() —S°(N)]
zZ€ 1

< C®) (r+pM*2rm@=b 1 4 nt+morY I
S (r_l)Zn—l l+r2 ‘ {er

pour toute fonction fe O(X,,) et tout entier £/ > m(d—1), la constante C(0)
étant indépendante de f, de ¢ et der. '

Tout d’abord rappelons briévement la formule intégrale a poids de
Anderson et Berndtsson qui va nous servir a construire les opérateurs
linéaires dont il est question dans le théoréme.

Soit 8 > 1 et y, une fonction de classe C* sur [0, + oo telle que y = 1
sur [0,1] et a support dans [0,0].

Posons pour r > 1,

U, = {ZG crrm. ||z”<r} et xne(z) = nHm Xe<|2j|>.
i=1

o
La formule de Koppelman avec des noyaux & poids de type Anderson et
Berndtsson ([1]) appliquée a la fonction y,of avec fe O(X,e) donne:

3 @)= f S @16 QAKM(2,8) + L SO QP (0
Ure re

pour z€ X, ;

K®™ et P™ sont des noyaux portés par la variété X construits par
Berndtsson pour obtenir des formules d’interpolation ([3]) et définis par les
formules suivantes :

@ KD = Y ClmmG9((Q,z-L)+1)
k=0

s A @s); 1k A (FQ)
It

(& PP@EL = CmG" ™ (KQ, z— >+ 1D (EQ)" An(z.L)

n+m
ou l'on a pos¢ G(o) = aN(@eC), s = ¥ (z;—C) d¢;,
=1

J

© Q@Y=+ =Y s d,



APPROXIMATION POLYNOMIALE 83

avec
6 = ¥ 15,
i=1
7N wzo =82 @O A ... Ag"@H) A du @A ... A ou, o

lou Q) A ... A du,?

ou oy est la mesure de Lebesgue sur X; ainsi p est un courant positif de
bidegré (m,m) dont les coefficients sont des mesures positives portées par la
variété X, de sorte que dans la formule (3) les deux intégrales portent sur
X, = XnU,,. De plus précisons que les formes g',...,g" qui
" interviennent dans (7) sont définies par :

n+m

gz = "Zl g5(z.,) dg;, k=1 ....,m

ou les coefficients g% sont définis par les conditions suivantes

n+m

w(2) —w @) = ) (;=C)gszl), k=1,...,m.
j=1

Dans le cas considéré ici, on prendra les polynomes suivants :

' o
® gj(@0) = j ~ (G +1(z—0)) dt,

o 9
k=1,...,m et j=1...,n+ m.

Remarquons que le noyau P™(z,{) défini par (5) est holomorphe en z
sur C"*™ alors que K™(z,{) ne I'est pas.

Posons pour feC°(X,)

) TN = f FO% QPN (L), zeC*™.
Xrg
Pour démontrer le théoréme 1.1, nous aurons besoin de deux lemmes :

LEMME 1.1. — Pour tout réel N > m + n, TR(f) est un polynéme en
ze C"™™ de degré <N—m—n+m(d—1) qui vérifie :

ITR*(N @ < Clrnm8,r,N)(1+[z)¥ "= mFm@= by flg

pour tout ze C"*™,
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Démonstration. — Explicitons le noyau P™ . Remarquons tout d’abord

1 )
que <Q(Z’C),Z“C>+l= +CZ

Tl@lz; alors d’apres (5), (6) et (7) on a:

(10) P™(z0) = Cym)N(N—1) ... N—n—m+1)

N-n—-m
(i:i;) (30 log (1 + )" A w(z,0).

D’autre part d’aprés la formule (8), on a

18501 < Cnm)(1+]5]+|z]) 7,
VzeC™™, WL eC"™™ Yk, Vj

d’ou on déduit aisément les inégalités :

1) Jig"@o A ... A gnEOl
< Cnm)(L 4G +]zm@~b, vz, VL,

lg' @) A ... A gl
(12) [IrEIl < P A A ow Ol

< CA+IGD" ™D (A +]zm@=D, ¥z, WL

en utilisant (2). Par suite de I'inégalité (12) et de la formule (10) on déduit la
majoration :
(1 + |CDN—n—m+m(d*l)

13) IPPEHI < Cn,m) (1 + D)7

(1 + |Z|N7n~m+m(d—l) .

A partir de la formule (9) et de l'inégalité (13), on déduit aisément la
majoration du lemme qui montre que TR?(f) est bien un polynéme de degré
<N —n—m+ m(d — 1) d’apres le théoréme de Liouville. Le lemme est
démontreé.

LEmMME 1.2. — Pour tout © > 1, il existe une constante C(n,m,0) > 0
telle que pour tout r > 1 et fe O(X,y) on ait :

max |f(2) -TR* (N ()
Z€ 1
1+ r@M+md=D+2m /1 4 +m.ro\N
< Clnmg)- 1179 ( o r) [l

(r—1)*-1 1 4+ r?
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Démonstration. — D’aprés la formule de représentation (3) on a

4 1f@-TEWNE)I < f

Xr9

. If @ 0% o QI IK™ (0l
puisque y, = 1 sur U,.

. . 1
11 est facile de voir que ||dy, ()l = 0(;) pour tout { € C"*™_ 11 suffit

donc d’estimer ||[K™(z,0)||. Ce noyau s’écrit compte tenu de la formule (4)
et de ce qui précéde :

(15) K™(0) = nil C(k,n,m)N(N—1) ... (N_k+1)<%>mk
A @)t A (8D log (1+1¢2)
L )

Remarquons que pourze X, et{ e U,,\U,,r > lona:|z—¢{|>r —1.11
résulte alors de la formule (15) compte tenu des estimations (2), (11) et
(12):

M+m(d—1) N
16 IKVEOI < Comd) 0 (”VIT,;'" "9)

pour ze X, et {€X,,\X,(r>1).
D’apres (14) et (16) on obtient alors :

(A7) max|f(-TE(N I

ze Xy
1 e M+m(d-1) / . N!
< C(n,m,e)( +r9) T X 1+ n+2m 6 X doy .
r=1 14r Xoo

D’aprés un théoréme de Stoll I’aire ‘[ doy est dominée par (r0)2" ([12]).
X9 )
En reportant cette majoration dans (17), on obtient le lemme avec 62 au

lieu de 6. Ce qui prouve le lemme.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 1.1. Soit r > 1,
0>1et/>m@d-1).

Posons N, =¢+n+m—m(d-1), 6 = \/5.et r=r@.
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Définissons I'opérateur S}° par la formule :

SN =T () pour  feOR,).

Il est alors immédiat de voir que ces opérateurs vérifient les conditions du
théoréme 1.1 d’apres les lemmes 1.1 et 1.2.

2. Meilleure approximation polynomiale :
cas d’un polyédre polynomial.

Soit Y une variété algébrique intersection compléte de codimension
p > 0 dans C"*? définie par:

Y ={zeC'"?: v,(z2)="""=v,(z2)=0}
ou vy, ..., v, sont des polyndmes de n + p variables complexes tels que
m v (z) A ... A dvy(z) # 0, VzeY.
Soit P: C"*? - C? une application polynomiale de degré

d = max deg (P)) > 1,

1<j<q
on lui associe le polyédre polynomial compact de Y défini par:
K =Kp={zeY: |zll<1, {|P(2)lI<1}.
On définit aussi les polyédres polynomiaux ouverts :
D, = {zeY:|zll<r, |IP@)I<r}, r>1.
Comme au § 1, on montre qu’il existe un entier M > 0 tel que
2 lovy(z) A ... A dv, (2l > C(1+]z)™™, zeY.

Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

THEOREME 2.1. — Soit K un polyédre polynomial compact de Y, 6 un
nombre réel > 1 et P: C"*? - C? une application polynomiale de degré

d > dy = (log0)"'log/n + p + q telle que K = K. Alors pour tout réel
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r > 1 et tout entier £ > (p+q)(d—1), il existe un opérateur linéaire intégral
d’approximation :

A?: O(D,) > 2, ,(C"*P)
vérifiant l'estimation suivante :

@+ )N o,

(rd__l)Zn——l r"d

max |f(z) — AP ()(2)] < C(®)

pour tout f€ O(D,g); ou N = (p+q)(d—1) + M + 2n et C(G) est une
constante indépendante de f, £ et r.

Démonstration. — Soit 6 > 1 et P: C"*? - C? une application
polynomiale telle que K = K;. En élevant chaque composante de P a une
puissance convenable, on peut choisir P de degré arbitrairement grand. Soit

0>1, on prendra P tel que d=d, vérifie 0> . /n+p+gq.
Considérons la variété algébrique

X={CneC" x C: v =0, n=PQO}.

Alors X est une sous-variété algébrique de C"*? x C? ~ C" x CP*4
intersection compléte de codimension m = p + g et 'application d’Oka :

Hp: Y - X
z — (z,P(2)

est une bijection polynomiale de Y sur X. Désignons par U} le polydisque
de centre l'origine et de polyrayon (p,...,p) dans C*. On a alors

ne(Kp) = X n (U777 x UY) X,
k(D) = X 0 (U7X U%) = = X,
Toute fonction fe O(D,,) se transforme par pp en une holomorphe f, sur

X0y @ laquelle on peut appliquer le théoréme 1.1. On construit ainsi les
opérateurs d’approximations en posant

AZ®(N)(2) = S:'e(f*)(Z,P(z)), zeY avec r = ripd.

Il est alors clair que A%® est un opérateur linéaire intégral de O(D,,) dans
2,,(C""P) qui d’aprés le théoréme 1.1 vérifie les estimations du
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théoréme 2.1 puisque :
max |/ ()~ A7 (N (@) = max fuw) — S (L)W

we 1

le théoréme 2.1 est démontré.

3. Meilleure approximation polynomiale
sur un compact régulier.

Soit K un compact de C¥, on définit la fonction extrémale associée a
K([11]) par la formule

Vi (z) = sup {v(z); ve £(CY), v < 0 sur K}

ou Z(CM) est la classe des fonctions plurisousharmoniques (p.s.h.) sur C"
vérifiant

v(z) < C, + log(1+]z]), zeCN

ou C, est une constante ne dépendant que de v.

Si N = 1, Vi coincide avec la fonction de Green de la composante non
bornée de C\K avec pdle a l'infini ([10]).

On montre ([11]) que si K est non-pluripolaire dans CN alors la
régularisée semi-continue supérieurement (s.c.s.) sur CN définie par :

Vi(2) = lingasupVK ©, VvzeC

est plurisousharmonique sur CN et Ve £(CY).

Supposons maintenant que X est une variété algébrique intersection
compléte de codimension p > 1 dans C"*? et K un compact de X. Alors
comme compact de C"*?, K posséde une fonction extrémale Vi définie sur
C"*?, mais comme K est pluripolaire dans C"*?, on a V¥ = + oo sur
crr (1]).

Cependant Sadullaev ([9]) a montré que si K est non-pluripolaire sur
chaque branche irréductible de X, la régularisée s.c.s. de Vi sur X définie
par : :
VE(z) =limsup Vx(£), zeX

oz
{eX
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est p.s.h. sur X et vérifie :
VE(z) < C, + log (1+4]z]), zeX
ou C, est une constante ne dépendant que de v (voir aussi [17]).

On montre aussi ([9] et [17]) que:
Vk(z) = Sup {v(z) : ve L(X),v| K<0}, zeX
ou Z(X) est la classe des fonctions p.s.h. sur X vérifiant :
v(z) < C, + log (1+]z]), zeX.

.~ Une étude plus détaillee de cette fonction extrémale sur une variété
algébrique se trouve dans ([17]).

On montre également que si Vg est continue en tout point de K alors
Vi est continue sur X ([17]), dans ce cas nous dirons que K est L-régulier
dans X. On définit les domaines de niveau de la fonction extrémale par :

Q, = {zeX: Vg(z)<logr}, r> 1

Voici notre résultat principal :

TueorEME 3.1. — Soit K un compact L-régulier dans X . Alors pour tout
0 > 1, il existe des entiers £, > 1, Ng > 1 et dy > 1, une constante cy > 0
tels que pour tout r > 1 et tout £ > £y il existe un opérateur linéaire

A O(Qre) - g’/.de(cﬁp)

vérifiant l'estimation suivante :

N
max | f(2)—AR(N)2)| < Cy M_mfﬁ

(r__l)Zn—l rﬁde
pour tout feOQ,y), £ =g et r>1.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons d’abord approcher de fagon
uniforme les domaines €, par des polyédres polynomiaux et appliquer le
théoréme 2.1. C’est le but du lemme suivant:

LemMmE 3.1. — Soit K un compact L-régulier sur chaque composante
connexe de X. Alors pour tout €€]0,1[, et tout réel 8 > 1, il existe des

polynémes P,,...,P, de n+ p variables complexes, avec
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d = max deg (P;) > dy = (log0) " '.log\/n + p + q et tels que:

1<j<q

(2) (1—-&)Vk(2) < sup -

lsisqd

log |Pi(2)| < Vk(2) + &, VzeX.

En particulier, si on pose D,: = {zeX: sup |Pi(z)|<r'}, on a:

1<i<q
3) QcD,, e Di-ccQ, Vr> 1.
Démonstration. — Nous allons utiliser la méme idée que dans la

démonstration de ([17], lemme 4.1.). Identifions X a la sous-variété
algébrique

X:={zt)eC*?xC:t=1cet zeX}

de C"*P*1 et considérons le cone algébrique Y de C"*?*! engendré par X.
Soit K le compact de X auquel s’identifie K. Soit € € ]0, 1[. Considérons la
fonction g, définie sur Y par la formule :

[t|exp (1—€)Vk(z/t) si L= (zt)eY et t#0

&) = { 0 si (= (z0)€eY.

Puisque K est L-régulier, il résulte de ([17], théoréme 3.1) que Vi est p.s.h.
continue sur X et donc g, est p.s.h. et continue sur Y.

Soit p >0 tel que K = {zeC""?: |z| < p}, alors d’apres ([17],
proposition 4.1.) on a:

Vk(2) = log* %, vzeX.

Par conséqueﬁt si on pose |{|, = max (%, |t|> pour { = (z,H)eY, la

fonction définie par:
h. () = max {g.©), [¢],}, CeY

est p.s.h. continue sur Y. De plus log h, est p.s.h. continue sur Y\ {0} et
vérifie les inégalités suivantes :

©) exp (1—€)Vg(z) < h,(z,1) < exp Vk(2), VzeX.
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En considérant le domaine de Stein disqué

={eY: h()<l1}

et en raisonnant comme dans ([17], lemme 4.1.), on prouve facilement
Passertion suivante :

Pour tout {eS: = {{eY:|{|=1}, il existe une suite {Q,} de
polynémes homogénes avec deg (Q,) = k pour k > 1 et telle que:

Q) Q@) = h©Q*, Vk=1
(6) lir’fl_'s;lp |QW)|** < h,(w), VweY.

Soit > 0, la fonction log k. étant continue sur S, en apphquant le lemme
de Hartogs a I'inégalité (6), on obtient :

() QW' < e™h(w), VYweS, Vk > ko(n).

D’autre part la continuité de log h, et (5) montrent qu’il existe un voisinage
o, de { dans Y tel que si on prend k; > kyo(n) on ait

® QW™ > e h(w),  Yweo;.

Autrement dit : pour chaque {e€S, on peut trouver un polyndéme
homogeéne Q, de degré k; > ky(n) et un voisinage o, de { dans Y pour
lesquels les deux inégalités (7) et (8) sont satisfaites.

Par un argument de compacité, on en déduit facilement qu’il existe un
nombre fini de polyndmes homogénes ch s e ch tels que

deg (ch.) = ky, pour i = 1,...,q et vérifiant les estimations suivantes :

(9 e h(w) < sup |Qy (w)|1/"C e"h.(w), YweS.

1<igyq

Par homogeénéité, la relation (9) a lieu sur Y. Compte tenu des inégalités
(4), on en déduit immédiatement (2) par restriction a X en posant 2n = et
en définissant les polyndmes suivants :

P,(2) = (ekc,-.an;’(z, 1%  avec d;, = (H kc,) dg

. q
=1
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Les inégalités (2) montrent alors que d = max deg (P;) et le lemme est
prouve. 1<j<q

Démonstration du theoréeme 3.1. — Supposons d’abord que
K < {z:|lz]l<1}. Pour &€ > 0 assez petit on a alors K < {zeC"*?:
llz]| <e™°}. Soit 6 > 1, d’aprés le lemme 3.1, il existe des polyndomes
P,,...,P, de n + p variables complexes tels que

d = max deg (P;) > dy = (log0) ™" log\/n + p + q et tels que:

D,l-e c Q,., vr> 1

ou

Q ={zeX:Vk(z)<logr} et D,={zeX: Sup |P;(2)|<r}.

1<j<gq

L’inclusion K < {||z|| <e™*} donne V(z) > log (2{'1) etdoncsizeD,, on
a alors:

(A—e)Vi(@) <logr et |z|| < e %"x® < ™5t/1-¢ < 44

si € > 0 est assez petit puisque d > 2. On en déduit que

D, = {zeX: |zll<r?, sup |P;(z)|<r’}.
1<j<q
Puisque 0 > 1 et D,l—e < Q,, en choisissant €€]0,1[ de sorte que
0'"¢> 1,eten posantn = 6' "%, on a D,i—s, = Q, . On en déduit alors
Popérateur de restriction suivant :

0Q, ¢ - OD,-,), r>1.
D’aprés le théoréme 2.1, il existe un epérateur linéaire intégral

A7 ODa-e ) = Pu(C7)
ayant la propriété de « meilleure approximation uniforme » énoncée
dans ce théoréme. En désignant par A® la restriction de cet opérateur
a I’espace O(Q,), on obtient les résultats annoncés dans le théoréme 3.1.

Dans le cas général, on considére une transformation affine ® de
C"*? dans C**? telle que ®(K) = K’ < {ze C"*P:||z]| <1} et on applique
ce qui précede a la variété algébrique ®(X) = X'. Il est facile de vérifier
que Vg(z) = Vg (®(z)) et par suite que @(Q)=Q,Vr>1 ou
Q ={zeX:Vg(@)<logriet Q = {z' e X' : Vg(z')<log r}. 1l suffit main-
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tenant de transporter 'opérateur d’approximation sur X' par ®~' pour
obtenir un opérateur d’approximation sur X ayant les propriétés
annoncées dans le théoréme. C.Q.F.D.

Nous allons en déduire un résultat qui peut étre considéré comme
une version précise du théoréme de Bernstein-Walsh concernant la
meilleure approximation polynomiale au sens de Tchebysheff des fonctions
holomorphes sur un compact. Notons pour une fonction continue f
sur K :

&.(f;K) = Inf {max If(z)—P(2)|: Pe ?k(C"*”)}, k=0.
zeK

CoroLLAIRE 3.1. — Soit K un compact L-régulier de X . Alors pour
tout 8 > 1, il existe un entier Ny > 1 et constante Cy > 0 tels que :

r+DN  |fla,
(r_l)Zn—l : rk

E(fK) < G-

pour tout k > 1, tout r > 1 et tout fe OQ,).

Démonstration. — Soit 8 > 1. Considérons les opérateurs A%® donnés
par le théoréme 3.1 et posons pour fe O(Q,):

Pk = A;Q(f) si k> /9d9 et ledg <k < (/9 + 1) do
P.= AZ() si k< ds

Alors pour chaque entier k > 0, P, est un polyndme de n + p variables
complexes de degré au plus k qui vérifie d’aprés le théoréme 3.1,
I'inégalité suivante :

(r+D%  fla,

. Vk =2 0.
(r__ 1)2n—1 r/.d9 k4 0

(10) max If (@)~ Pu(2)| < Co

Par définition méme, on a

&(f:K) < max |f(2)—-Pu2)|, Vk>0.
zeK

D’aprés (10) et le fait que £dy > k — dy, il en résulte Iinégalité du
corollaire avec Ny + dy. Ce qui prouve le corollaire.
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On peut également déduire du théoréme 3.1 une estimation de I’erreur
d’approximation d’une fonction holomorphe au voisinage d’un compact
L-régulier de X a l'aide de ses polynomes d’interpolation de Lagrange
aux points extrémaux de K.

Définissons d’abord ce que sont les points extrémaux et les polyndmes
de Lagrange associés a un compact K non-pluripolaire d’un sous-
ensemble algébrique X de C*. Considérons sur N* I'ordre suivant : pour
o, BeN", o < B si et seulement si, |a| < |B| ou |a| = |B| et il existe
k, 1< k<m tl que o=, pour 1 <i<k et o<B, ou

h
la| = ) Joul.
i=1
Désignons par I I'idéal de-la variété X et posons:
NY(I) ={aeN": 2*¢[zP: B<o]+ 1}

ou [z*: B<a] désigne le sous-espace vectoriel complexe des polyndmes
engendré par la famille {z%};,.

La famille {z*: aeN*(I)} est linéairement indépendante modulo1.
Ordonnons ’ensemble N*(I) par une bijection croisssante

a: N - N/
j = @)

o existe car < est une relation d’ordre total sur N*(I) dont les intervalles
bornés sont finis.

Posons alors :
(11) e(z) = 20, zeX, jeN.
Alors pour k €N, si on désigne par

mk = # {ae N*(I):|a| <k}

{€o,...,em,} est une base de I'espace vectoriel 2% des restrictions a X
des polynémes de h variables de degré < k.

Soit K un compact non-pluripolaire de X . Pour tout k € N, il existe
un systeme £ = {EP ... EP} de points de K tel que:

V(EY) = VEP, ... ,E8): = det (¢(E))ij=0.. 4 #0
et que pour tout x® = {x,,...,x,} < K on ait:

|V(X0, .. -xk)l < IV(gg()’ LR ,E_;S(k))l .
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Un tel systéme de points s’appelle systéme de points extrémaux d’ordre
k du compact K (voir [11] dans le cas ou X = C").

Les polyndmes de Lagrange associés a ce systéme sont :

V(g(k) . "&j(‘i)l’z &]“i)l’- . &I(tk)) s
V(ES,. . 62,80, E1,. . ., &)

Si f est une fonction continue sur K, le polynéme

LO(z; W)= j=0,...,k.

m
L(f)(2) = ¥ fE™)LO(z;E™)

j=0

est appelé polynome d’interpolation de Lagrange d’ordre k de f aux
points extrémaux ™ puisque I'on a

L(NHEM™) = fE™),  j=0,....m.

On a de plus la formule d’interpolation de Lagrange :

(12) f@) = Z fEM)LI(z;E™),  Vfe 2%,
Jj=0
On a alors: ‘
CoRroOLLAIRE 3.2. — Soit K un compact L-régulier de X et pour
k=1 un systéme g™ = (™), .. E0W} de points extrémaux de K.

Alors pour tout © > 1, il existe un entier Ny > 1 et une constante Cy > 0
tels que .

Ve |f]
maX |f(Z) Lk(f)(z)| < Ce((r+l)3n 1 ‘_rf—re’
pour tout feOQ,), r>1 et k> 1

Soit {P.}« > o la suite des polynomes construits a partir du théoréme 3.1
et vérifiant (10) (voir démonstration du corollaire 3.1).

D’aprés (12) et la définition des points extrémaux on a:
L(P)=P, et max|LO% ;{™)| <1.
On en déduit que pour toute fonction continue g sur K, on a:

ILc(@)llk < (m+1)lIgllk -
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D’ou il résulte :

If —Le(Nlk < IIf —Pellx + 1P — L ()l

<
< If =Pk + IL(f —P)lik < (m+2)|1f —Pylix.
L’estimation du corollaire résulte alors de (10) et du fait que:

lim (m +2)" = 1.

k—+ 0

4. Croissance des fonctions entiéres de plusieurs variables.

Rappelons d’abord les notions d’ordre et de type de croissance. Soit
x: [0,+ o[ — [0,+ oo une fonction croissante. On définit P'ordre de
x par la formule

r—+o 1

1) p() = lim sup ' g"(’)

Si x est d’ordre fini p > 0, on définit le type de y par la formule :

@ 500 = o(t;p) = lim sup ™.

Pour une fonction entiére f sur C", la croissance sera déterminée par
celle de la fonction %(r) = log™ M(f;r), ou M(f;r) = max |f(z) ou ||.||

lizll<r
est une norme C". L’ordre de la fonction f ne dépend pas de la norme
choisie mais son type en dépend.

Nous allons introduire une notion plus générale de type.

Soit K un compact non-pluripolaire de C", Vg sa fonction L-extre-
male sur C". Posons

Q ={zeC" :exp VE(2) <r}, r>1.
Pour une fonction entiére f sur C", posons

&) Mg (f;r) = mégr( f@r,  r>1.

11 est facile de voir que log*Mg(f;r) et log* M(f;r) ont le méme ordre
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que I'on appellera 1’ordre de f :

. loglog®™ Mg(f;r)
4 p(f) hr?*sww log .

Si f est d’ordre fini non nul p(0<p< + ), on définit le K-type de
f par la formule :
+ M ;
%) ok(f) = lim sup M.

r—-»+oo rp
Exemples :

1) Si K = {zeC":|z|]| <1}, le K-type défini par la formule (5) n’est
autre que le type usuel par rapport & la norme ||.||.

2) Si K = D, ou D est un domaine de Reinhardt borné et complet,
le K type défini par (5) coincide avec le G-type défini par Gol'dberg,
avec

G = |D| = {(lz1l,...,]za]) e R% : 2 = (21,...,z0) e D} (voir [8]).

3) Si K = C est de capacité logarithmique c¢(K) > 0 et f est une
fonction entiére sur C d’ordre fini p > 0, alors le K-type de f est
donné par la formule ox(f) = c¢(K)’.c, ou o est le type usuel de f
sur C.

Remarquons que les notions d’ordre et de K-type définis par les
formules (4) et (5) se géneéralisent aux fonctions entiéres définies sur
une variété algébrique affine de dimension pure n > 1.

Dans toute la suite X sera une sous-variété algébrique de C"*?
intersection compléte de codimension p comme précédemment.

Nous allons donner des formules analogues a celles de Gol'dberg
(voir [8] théoréme 3.1.1, p. 131) pour le calcul de I'ordre et du K-type
d’une fonction enticre a I'aide des coefficients de son développement
dans une base polynomiale convenable.

Soit K un compact L-régulier de X qui soit non pluripolaire et p
une mesure capacitaire extrémale sur K (voir [17]). Nous pouvons
construire ([17]) une base orthogonale {A,},.; polynomiale de I'espace
O(X) des fonctions holomorphes sur X en orthogonalisant dans I’espace
de Hilbert L(K,p) suivant le procédé de Hilbert-Schmidt la suite {e,}¢s0
totale de polyndmes linéairement indépendante sur X construite au
paragraphe précédent (voir 3 (11)).

Rappelons I'inégalit¢ de Bernstein-Markov (voir [17]).
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Pour tout € > 0, il existe une constante C, > 0 telle que:
1/2
(BM) sup |f(2)| < C.(1 + 8)"°““’<J If|2du>
zeK K

pour toute fonction holomorphe a croissance polynomiale sur X .

Notons :
172
(6) - wi(K) = (J IAklzdu) , k=0
K
Y a(K) = max |Ai(2)l, k=>0.
zeK

1
Grace 4 §3 (1) on en déduit Vi(2) > —log (Ax(2)/a(K))-d'ou
k

(7 bis) |Aklg, < a(K)rk.

Désignons par L3 (K,p) le sous-espace fermé de L?(K,u) engendré par
les restrictions & K des polynomes sur C**?. Alors toute fonction
fely (K,p) sécrit

1

8) f= Z fA, ou  f, = m

J‘fAkdu.

Si f est une fonction entiére sur X, la série (8) converge normalement
sur tout compact de X.

THEOREME 4.1. — Soit f une fonction entiére sur X et f = Y fiA, son
k>0
développement en série suivant la base {A.};>o . Alors

1) f est d’ordre fini p si et seulement si

. Sk log Sk
9 = lim su <+ ®© et =
( ) P1 k=0 P - lOg (U;cl Qg (K)) P P

ou s, = deg(A), k = 0.

2) f est d’ordre fini pel0, + oo et de K-type fini c€]0, + oo si
et seulement si

1
(10) o, = p lim sup s,(|fi|a(K))*** < + oo et o©=o0.
k-
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La démonstration de ce théoréme procéde comme dans le cas classique
(voir [5], p. 9-12) en remplagant les inégalités de Cauchy par le lemme
suivant :

LEMME 4.1. — Soit f= ) fA, une fonction holomorphe sur X.
k=0

Alors pour tout 0 > 1, il existe un entier Ny > 1, une constante cy > 0
tels que :

e (r+ DY Ifla,
wE -D" o

(11) il <

pour tout r > 1, k = 0. ¢y et Ny ne dépendent ni de r, ni de k, ni de
la fonction entiére f.

Démonstration du lemme 4,1. —_ Par construction, chaque polynéme
A, est orthogonal a tous les polyndmes de degré < s, = deg (Ay).

Par conséquent pour tout polyndome P de n + p variables complexes
de degré <s, —'1, ona:

1

lfil = m

J (f-P).A, du', Vk > 0.
K

Il en résulte de fagon évidente I’estimation :

Vv H(K)
lfk| <

< S ; >0.
0 S K, k>0

Il suffit maintenant pour avoir (11) d’appliquer le corollaire 3.1.

Démonstration du théoréme 4.1. — La démonstration se fait essen-
tiellement comme dans le cas classique (voir [5], p. 9-12). Il suffit
d’utiliser le lemme 4.1 (au lieu des inégalités de Cauchy) pour la
majoration des coefficients du développement de f et I'inégalité (7 bis)
pour la majoration des polynémes A, .

Nous allons donc simplement indiquer par exemple comment se
démontre la premiére assertion.

Supposons f d’ordre fini p. Il est clair par définition méme que
log M(f;r) et log ((r+1)NeM(f;r)) ont le méme ordre. Par conséquent,
pour € > 0, il existe r, assez grand (>2) tel que

(r+ DNMg(f;r) < expr®*s,  Vr>r..
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En appliquant le lemme 4.1, on obtient alors pour 6 > 1:
(12) | il vie(K) < cor™k exp (Br)°*°, Vr > r,.
Le minimum de Pexpression % €Xp (Br)p*¢ est atteint pour
r=r.=0"'(s/p+e)re

et vaut O%(s/p+e) KP*c exp(si/p+e). Il existe donc un entier
ko = ky(0,€) tel que pour k > ko on ait: r, > r, et d’aprés (12), on en
déduit :

(13)  1fil wi(K) < O%(si/p+e) P e exp (si/pt+e), k= ko

De I'inégalité (13), on déduit facilement en tenant compte de I'inégalité
(BM) ¢t de la définition de a,(K):

- (14)  —log (1fila(K)) = (si/pt¢) [log (si/p+€)—1]
— log (coce) — s log (1+€)8), Vk = k.

L’inégalité (14) prouve que si ’'on pose par définition

p; = lim sup S 108 54 )
kow - — log ([fila(K))

on obtient, puisque € > O est arbitraire, I'inégalité p, < p.
o0

Pour montrer que p < p,, développons f= ) fiA, en série,
k=0

normalement convergente sur tout compact de X. On a alors:

Mk (f;) = Ifla, < Y 1fil |Aclq,-

k>0

D’aprées la définition de p, et I'inégalité (7 bis) on a pour € > 0:
(15) Mg (fir) S c. X s ((1+er)*, Yk > 0.
k=0

* Le maximum du terme général de la série du second membre de
1
I'inégalité (15) lorsque k varie est obtenu pour s, = - (r(1+¢))f1*c. Un

raisonnement classique di a Lindelof (voir [5], p. 10-11) permet d’en
déduire :
Mi(f;r) < c.exp (r(1+e)1* %, Vr> 1

ce qui prouve que p < p;.



APPROXIMATION POLYNOMIALE 101

D’aprés la premiére partie du raisonnement on a donc p = p;. En
joignant les deux parties du raisonnement précédent, on obtient la
premicre assertion du théoréme. Quant a la seconde, elle se démontre
de la méme fagon en raisonnant comme dans ([5], p. 11-12).

Nous pouvons maintenant démontrer un théoréme de type Bernstein
reliant I’ordre et le type d’une fonction entiére a sa meilleure approximation
polynomiale. De fagon plus précise :

Soit K un compact L-régulier de X et p une mesure capacitaire
extrémale sur K. Soit g €[1,+ o], pour fe LY(K,u) posons

éaf‘q)(f;K) = inf {|If— P“L‘I(K,u) : Pe 2, (C")}.
On obtient alors le résultat suivant :

THEOREME 4.2. — Soit fe LY(K,n), on a alors :

1) f coincide p-presque partout sur K avec la restriction a K d'une
fonction holomorphe sur X d’ordre fini p < + oo si et seulement si

(16) Pp=limsup — 18Kk L o4 o=
e log £0(f:K) PPk
2) f coincide p-presque partout sur K avec la restriction a K d’une
fonction holomorphe sur X d’ordre p(0<p<+o0) et de K-type
6(0<o <+ ) si et seulement si

k
(17) vy = limsup o5 5 EQ(f;KP* < + 0 et c=17.
k- o0 .

Démonstration. — Supposons d’abord que fe L%K,p) avec q = 2.

Alors f sécrit f = Y fiA, dans L*(K,p) avec
k=0

1

f

= WK J.K fAcdp, k 2'0;

on vérifie facilement a 1’aide de I'inégalit¢é (BM) et de I'inégalité de
Holder que I'on a pour ¢ > 0

v c(g)
(18) Lfil < ™A

(19 & (K <cle) ¥ Ifil+eyviK), Vk>0.

sj>k

(+eyt &9

Sk—1

(f:K), Vk=0
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A partir de ces deux inégalités, il est facile de prouver que:

. s, log s, . k log k
20 lim su = limsup ———————
@O B e (v RSP Tiog 697 K)

@n lim sup s, (1fivi(K))** = lim sup k&P (f;K)".
k— o0 k—o0

Supposons maintenant que f vérifie la relation (16) (resp. (17)), il résulte

alors de (20) (resp. 21)) que la série ) fiA, converge normalement sur
’ k=0

tout compact de X (utiliser en plus l'inégalit¢ (BM) pour majorer
|Aklq,) vers une fonction holomorphe sur X qui coincide p.p.p. sur K

avec f. D’aprés (20) (resp. (21)) il résulte alors du théoréme 4.1, que
le prolongement ainsi obtenu est une fonction entiére d’ordre p (resp.
d’ordre p et de K-type o).

Si1<gqg<2etfeli(K;n, d’aprés (BM) et I'inégalité de Holder,
on a encore linégalit¢ (18). Si on suppose que f est vérifie (16)
(resp. (17)), il en résulte encore que la série Xf,A, converge normalement
sur tout compact de X vers une fonction entiere sur X qui coincide
w.p.p. sur K avec f, ce qui prouve que fe L*(K,n) et donc I'inégalité
(19) est vérifiée, le reste se fait comme dans le cas précédent.

Inversement supposons que f soit une fonction entiére sur X d’ordre
p (resp. d’ordre p(0<p<+0) et de K-type o(0<o< +0)). Alors
feL*(K,p) et les relations (20) et (21) sont satisfaites. La relation (16)
(resp. (17)) résulte alors immeédiatement de la formule (9) (resp. (10))
donnée par le théoréme 4.1.

Remarques. — 1) La notion de K-type introduite ici a été considérée
pour un produit de compacts de C par Nguyen Thanh Van ([17]) qui
a prouvé le théoréme 4.2 dans ce cas particulier. Dans le cas d’une
variable voir [13] et sa bibliographie.

2) Pour un compact de C", n > 2, cette notion de K-type a
également ¢té considérée par Winiarski ([14]), mais la formule (17)
permettant le calcul du K-type semble nouvelle pour un compact
L-régulier K qui n’est pas un produit de compacts. Nous ne savons
pas si elle reste valable pour un compact non. pluripolaire quelconque.
Cependant si X est un cone algébrique de CN de dimension pure n > 1
et K un compact disqué non pluripolaire de X, alors les théorémes 4.1
et 4.2 sont encore valables sans hypothése de régularité sur K. En effet
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dans ce cas on montre facilement que

@) (f r_ Il
62 (LK) S 7 =7

pour tout r > 1, /> 1 et fe @(,), ou le premier membre est. défini
pour la mesure d’équilibre p = (dd°V§)".

Cette inégalité permet de démontrer directement le lemme 4.1 dans
ce cas et de prouver de la méme fagon les deux théorémes 4.1 et 4.2.

L’auteur tient a remercier le referee pour les remarques et suggestions
utiles qu’il lui a faites.
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