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CALCUL EXPONENTIEL
DES OPERATEURS MICRODIFFERENTIELS
D’ORDRE INFINI. II

Par Takashi AOKI

Introduction.

Ce travail généralise et étend considérablement les résultats que nous
avons formulés dans Calcul exponentiel des opérateurs microdifférentiels
d’ordre infini, I ([2]). Le but de ce premier article était d’'une part trouver la
loi exponentielle pour les symboles, et d’autre part, de donner une
condition suffisante d’inversibilit¢ des opérateurs pseudodifférentiels (ou
microdifférentiels) d’ordre infini.

Ici, nous donnerons en premier lieu la loi exponentielle pour les
symboles formels (cf. [2]), puis pour les symboles doublement formels au
sens de [3]).

En second lieu, on élucidera la relation entre les opérateurs exponentiels
et les opérateurs a symbole exponentiel. Rappelons qu’un symbole
(analytique) p(x,E) est appelé d’ordre 1-0 si |éim p(x,£)/IEl = 0.

L’opérateur & symbole p est noté :p:. On dit qu’un opérateur est d’ordre
1-0 si son symbole est d’ordre 1-0. On peut considérer 'opérateur
pseudodifférentiel exp P (resp.:expgq:) si P (resp.q) est un opérateur
(resp. un symbole) d’ordre 1-0. Les résultats principaux sont (cf. les
théorémes 4.1 et 4.5):

THEOREME 1. — Soit P un opérateur d’ordre 1-0. Il existe un symbole q
d’ordre 1-0 tel que expP = :expgq:.

Mots-clés : Opérateurs pseudo-différentiels - Calcul symbolique - Opérateurs d’ordre
infini.
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THEOREME 2 (réciproque du théoréme 1). — Soit q un symbole d’ordre
1-0. 1l existe un opérateur P d'ordre 1-0 tel que :expq: =expP.

Comme application, nous trouverons en dernier lieu :

THEOREME 3. — Soit P(x,£) un symbole (d'ordre fini ou infini). Si
1/P(x,£) est un symbole, l'opérateur :P(x,E): est inversible.

C’est une généralisation du théoréme d’inversibilité obtenu dans [2] (cf.

(11, [4D.

1. Préliminaires.
On utilisera les outils et les techniques développés dans [2], [3], [4], [7].

1.1. Soit X un ouvert de C" muni des coordonnées x = (x,,...,X,).
Soit Q un ouvert conique du fibré vectoriel T*X ~ X x C" cotangent a
X. Une fonction F = F(x,£) est appelée un symbole défini sur Q si pour
tout ensemble conique Q' < Q engendré par un compact de
T*X = T*X\X (ce que I'on notera désormais Q' < < Q pour abréger), il
existe une constante d > 0 telle que F(x,£) soit holomorphe sur
Q N {(x,£);E|=>d} et quon y ait pour tout h > 0:

sup [F(x,8)| exp (— hlE|) < co.

On note S(2) I'anneau commutatif des symboles définis sur Q. On dit
qu’un symbole F e S(Q) est équivalent & zéro si pour tout Q' cc Q, il
existe des constantes d > 0, h > 0 telles que F soit holomorphe sur
Q N {(x,E);[E|>d} et y vérifie:

sup [F(x,5)| exp (hIE]) < co.

On note R(Q) I'idéal des symboles définis sur Q qui sont équivalents a
zéro.

Soit {P;}(jeN = {0,1,2,...}) une suite de symboles. Considérons une
série formelle 4 une variable ¢:

@

P =P(t;x,8) = Z tij(xaE.v)'

j=0

On dit que P est un symbole formel défini sur Q si pour tout Q' «c < Q,
il existe A €]0,1[ et une constante positive d satisfaisant aux conditions
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suivantes: (@) Pour tout jeN, P; est holomorphe sur
Q =Q n{(x5);E|=(G+1)d},(b) Pour tout h >0, il existe une
constante C > 0 telle que pour tous jeN, (x,£)eQ; on ait

IP;(x,8)l < CAJexp (hlE]).
On note S(Q) I'anneau commutatif des symboles formels définis sur Q.
On dit qu’un symbole formel P = Y #/P;(x,£)eS(Q) est équivalent a
© j-1 i=0
zérosi Y, t’(z P,‘(x,é)) est aussi un symbole formel défini sur Q. On
j=1 k=0
note R(Q) I'idéal des symboles formels définis sur Q qui sont équivalents
a zéro.
Soit {Q;}(,keN) une double suite de symboles. On considére une
série formelle a deux variables t¢,,¢, :

@

Q = Q(ty,t5;x,8) = Z t{thjk(x’é)'

k=0
On pose
P21(Q(t1,t25x,8)) = Q(t,t;x,8),
t2(P(E:x,8)) = P(t4;x.8),

ou P est un symbole formel. On dit que Q est un symbole doublement
formel défini sur Q si p,,(Q) est un symbole formel défini sur Q. On
note $,(Q) I'anneau commutatif des symboles doublement formels définis
sur Q et on identifie S(Q) comme un sous-anneau de S,(Q) par t,,. De
plus, on pose R,(Q) = {QeS,(@);p,1(Q) eR(Q)}. On dit que deux
symboles doublement formels Q et Q' définis sur Q sont équivalents et
on note Q ~Q si Q— Q appartient 3 R,(Q).

Soit x* un point de T*X. On note S,. =lim S(Q),etc., ou Q

parcourt un syst¢tme fondamental de voisinages coniques de x* dans
T*X. Alors, on a avec ces notations :

THEOREME 1.1. — (a) Il existe un isomorphisme linéaire
w: Sx’/Rx‘ —_ JQ,X‘

tel que pour tous multi-indices o,B, on ait ©(x°EPF) = x*DP
(D=(D,,...,D,), D; = 8/0x;,j=1,...,n), ou &% désigne le faisceau sur
T*X des anneaux d’opérateurs pseudodifférentiels.
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(b) On peut construire un isomorphisme d’anneaux
P10+ Sx'/Rx‘ I Sx‘/Rx‘
tel que 1p1o =1d, pioloy =1id, ot 1y, est linjection induite par
to1:Se3F > F +1t.0+¢2.0+ ---€8...

(¢c) Les homomorphismes p,, et ., induisent des isomorphismes
d’anneaux

P21t $:(Q/R,(Q - S@Q)/R(©),
w2t S@Q/R@) - $,(Q)/R,(Q),
tels que pPyitip; = id, ligla; = id.
Remarque. — Dans [2], on appelait les sections de &% des opérateurs

microlocaux holomorphes et pourtant, dans cet article, on les appelle
opérateurs pseudodifférentiels (cf. [3]).

Le théoréme suivant est fondamental pour I’étude que nous
entreprenons ici :

THEOREME 1.2. — On pose @, = Op;o €t @, = Oyp,,. Alors
~ - R
0)1 . Sx./ﬁx. - gx,x.
~ R
o, : SZ,x‘/ RZ,x' = Exxe
sont des isomorphismes linéaires tels que pour tous o, P, on ait

®, (x*%) = @,(x"E?) = x*DF.

DeFINITION 1.3. — On note :P: limage par ®, dun symbole
doublement formel P et on l'appellera le produit normal de P.

Cette définition est compatible avec la définition de [2]. Par abus de
langage, on appellera parfois un élément de S,(Q) un symbole formel ou
méme plus simplement un symbole.

En utilisant la notion de symbole doublement formel, la loi de
composition des opérateurs pseudodifférentiels s’écrit :

ProposITION 1.4. — Soient P et Q deux symboles doublement formels
définis sur un ouvert conique Q dans T*X. On pose

w = exp (t2 a§ . ay)P(tl atz ;xag)Q(tl 9t2 ,y,Tl)w.:’g‘ .

Alors W est un symbole doublement formel défini sur Q tel que on ait
P:Q: =Wt
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Remarque. — On peut remplacer W par

W= exp (t,0;.0,)P(t1,22;%,8)Q(t1,t2;y, M=% -

En effet, on voit facilement que W' ~ W.

o
1.2. Soit P = ) P;(x,£) un symbole formel défini sur un ouvert
j=0
conique Q dans T*X. Soit A un nombre réel. On dit que P est d’ordre
(au plus ou égal 3) A dans Q si pour tout Q' < = Q, il existe A €]0,1[ et
des constantes positives C, d telles que pour tout je N, le P;(x,§) soit
holomorphe sur Q N {|§|>(i+1)d}, et y vérifie

|P;(x,8) < CAJE!.

On dit qu’un symbole doublement formel Q défini sur Q est d’ordre A
(resp. 1-0) si p,,(Q) = Q(t,t;x,E) est d’ordre A (resp. 1-0).

ProrosiTiON 1.5. (Cf. [4]). — Soit F un symbole défini sur Q. Soit P
un symbole formel (resp. Q un symbole doublement formel) d’ordre )\ défini
sur Q. Si F~P (resp. F~Q), F est alors d’ordre . dans Q.

ProrosiTioN 1.6. (Cf. [2]). — Si p est un symbole doublement formel
d'ordre 1-0, expp est alors un symbole doublement formel. De plus, si
p~0, ona expp~1.

2. La loi exponentielle pour les symboles formels.

Dans ce paragraphe, on va généraliser les résultats de [2]. Rappelons
que le produit de deux opérateurs pseudodifférentiels & symbole
exponentiel s’écrit comme produit normal d’un symbole formel
exponentiel : c’est un des théorémes principaux de [2]. On va montrer qu’un
résultat analogue est vrai pour le produit de deux opérateurs a symbole
formel exponentiel ainsi que pour celui de deux opérateurs a symbole
doublement formel exponentiel.

2.1. Soient p et g deux symboles formels d’ordre 1-0 définis sur un
voisinage conique Q d’un point x* € T*X. Soient a et b deux symboles
formels respectivement d’ordre A, et d’ordre A, définis sur Q.
Définissons les suites {w,} et {\,}(k e N) de symboles formels définis
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prés de la diagonale de Q x Q par:

(2.1) wo = p(t;x,8) + q(t;y,m),

2.2) \llo = a(t;x,8)b(t;y.m),

2.3) Wis1 = k+—1 (0. 0ywy + 2 0w, . 0w, _,),

24 VYyiq = m (5; }‘I’k + Z (ag‘l’v 0 yWi-v + ay‘j’v agwk V)
Si oﬁ pose

@) r= 3 wxxto,

k=0

26) c= T Wtinxtd),

on obtient

THEOREME 2.1. — Les séries formelles r et ¢ sont des symboles formels
respectivement d’ordre 1-0 et d’ordre A\, + A, définis sur un voisinage
conique de x* tels que l'on ait

2.7 :aexpp::bexpq: = :cexpr:
dans &%,

Démonstration. — D’aprés la loi de composition, le premier membre de
(2.7) s’écrit

:aexpp::bexpq: = )z

n= élz 1 s
ou 'on a posé

T = exp (1,10 9,)a(t;x,8)b(t;y,n) exp (p(t;x,8) + q(t;y,:n)).

Remarquons que 7w est I'unique solution formelle de

2.8) {a,zn = 10;.0,T,
' Mly-0 = a(t;x,8)b(t;y,n) exp (p(£;x,8) + q(t;y,m)).

Cherchons la solution du probléme de Cauchy (2.8) sous la forme:

00 o0
=3 avew( 5 dw).
v=0 k=0
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On voit facilement que =’ est la solution si {w,} et {{,} satisfont a (2.1)-
(24). On a alors ' = &.

Pour démontrer le théoréme, il reste donc 3 montrer que r et ¢ sont
des symboles formels respectivement d’ordre 1-0 et d’ordre A; + A,.
Puisque le résultat qui nous intéresse est de caractére local, on peut
supposer que p, ¢, a et b sont définis sur un ouvert conique } > > Q et
que Q estdelaforme Q =U x I', ou U est un ouvert dans X et I
un ouvert conique propre dans C". Soient respectivement p;, q;, a; et b;
les coefficients de t/ des symboles formels p, q, a et b. 1l existe alors
A€]0,1], des constantes positives d, C et une fonction positive A
définie sur ' vérifiant élim A)/IE|l = O tels que, pour tout jeN, p;, q;,

-0

a; et b; soient holomorphes sur Q N {|g|>(i+1)d} et y vérifient

29 pi(x.8)l < G+ 1)72AIA(),
(2.10) lg;(x.8) < (+1)72AIA(),
2.11) la, (&)l < G+1)72CA/[gM,
(2.12) lby(x.)l < (+1)72CAIlE[™.

Définissons les suites {w} et {YP} (0</<k<j) de symboles définis sur
Q x Q par

(2J3) W$)= RKXJD + quﬁny
(214) ‘I’j(g) = Zo au(xig)bj—p(y’n),
. n=
(2.15) W, = k i (6§ AP R ANRT )
1
2.16) Wi = o @0

+ T Qw005 + 0. 0,wED),

ou X’ désigne la somme étendue a tous les indices j', j*, k', k”,Z',¢" tels
que F+i=j—-1, K+kK =k, +¢"=¢{—1 et ou on a posé
wo= Y= 0 si (ik{) ne vérifie pas 0 </ < k < j On voit alors
facilement que w, = Z t/ 2 wo et ¥, = Z t/ Z

j=k ¢=0
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LEMME 2.2. — Il existe des constantes positives B, C, telles que, pour
tout Q' cc Q, on ait dans _
@ x Q0 {E=+DA-e) ', =+ 1)(1—e)"'d} :

(2.17)
WP, p,EM)| < BEG—k+1)"2(k+ 1) A RO E ~*em 2,

(2.18)
WPp.Em) < CB*(—k+1)"2(k+ 1) AR g ~Hm g~ 2%,

ou ¢ désigne la distance de 0Q a Q' sur |E| =1, A vaut AE) + A(m)
et ou j, k, ¢ vérifient £ <k <j (jk,leN).

Ce lemme-ci se démontre par la méme méthode que la proposition 5.2
de [2] si on remarque l'inégalité suivante :

LeMME 2.3. — 1l existe une constante C, > 0 telle que pour tout je N,

Jj
onagit ¥ (v+1)"2(—v+1)"2 < C,(+1)"2.

v=0
Si on définit

k

j
rj(x,g) Z Z W (x,x é,g)’

k=0¢=0

cj(x’é) = i z ‘I’J(l?(xrxa&’&)a

k=0¢=0
on a

r= Z tr(x.£),

c=_>§ tey(e).

D’aprés le lemme 2.2, on obtient dans Q n {|§|>(+1)(1—¢)~1d}:

i k
|rj(xa§)| < z z lw}?(x,x,@,&_.)l

k=0 ¢=0

j k
< Z Z Bk(’-_k+1)—2(k+l)k—l-—SAj—k(zA)l+1|€|—ke—Zk
h—OI-O
Jj=v
< 2AA Z Y ¢ +v+1)3(BATE e 2" 2BATIALE "t Y.

v=0¢=0
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Si || = (j+1)e~2d,; d, étant une constante réelle telle que d, >
ona

— &

Irj(x,8)l < 2A'A Z(2BA PALEIT e Z(BA tdrhy.

(=0

On peut alors choisir d, assez grand pour avoir ) (BA™'d;')’ < o.
v=0

j
De plus, comme Iélim AEI"* =0, Y (2BA'AJE|"'e™ %) est borné si
— Q0 =0

|E] = (i+1)e~2d,. Donc on peut en déduire I’existence d’une constante
C; > 0 telle que pour tout j, on ait

Ir;(x.8) < C;A'AE)

dans Q N {E|=(+1)e%d,}.

On peut aussi trouver des constantes d, et C, telles que c; vérifie
lej(x.E)l < C,A¥gM*

dans Q N {€|>(+1)e"2d,} pour tout jeN. Ce qui prouve le
théoréme.

2.2. Donnons la généralisation suivante du théoréme 2.1. Soient
p = p(t;,t;;x,E) et g = q(t,,t;;x,E) deux symboles doublement formels
d’ordre 1-0 définis sur un voisinage conique Q de x*eT*X. Soient
a=a(t,ty;;x,E) et b =b(t,t,;x,E) deux symboles doublement formels
respectivement d’ordre A, et d’ordre A, définis sur Q. Définissons les
suites {w,} et {{,} (ke N) de symboles doublement formels définis prés
de la diagonale de Q x Q par

(219) Wo = P(tlst2§x,§)+ q(tl,t2;yan)’
(220) ‘I’O = a(tx,tz;x,g)b(tutz;y,n),
(2.21) Wk+1 = (ag a Wk + Z agw a Wk_v)

k+1

(2.22) Y4y = k+1 (0. Oy + Z Oy . 0wy + 0N, . 0wy ) -
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Si on pose
[ )
(2.23) r= 3 wlty,t2;x,x88),
k=1
-}
(2.24) c= Y Wnlt;,t2;%x88),
k=1
on obtient
THEOREME 2.1'. — Les séries formelles r et ¢ sont des symboles

doublement formels respectivement d’ordre 1-0 et d’ordre A, + A, définis sur
Q tels qu'on ait

(2.25) :aexpp::bexpq: = :cexpr:
dans &%...

On démontre ce résultat d’une maniére analogue a la preuve du
théoréme 2.1.

2.3. Dans [2], on a établi les formules donnant I’opérateur adjoint et
relatives & un changement de coordonnées pour les opérateurs & symbole
exponentiel (Théorémes 3.3-3.6, [2]). Ces formules se généralisent pour les
opérateurs 4 symbole (doublement) formel exponentiel. Nous ne les
explicitons pas ici mais on les trouve aisément en procédant comme pour
les théorémes 2.1 et 2.1'.

3. Opérateurs exponentiels.
Dans ce paragraphe, on considére la fonction exponentielle d’un
opérateur d’ordre 1-0.
Soit p = p(t;x,£) = Y, t/p;(x,E) un symbole formel d’ordre 1-0 défini
j=1

sur un voisinage conique de x* € T*X. On se propose alors de définir
Popérateur exp(s:p:)(s € C) en utilisant la notion de symbole doublement
formel. Définissons la suite {p“’} (¢ € N) des symboles doublement formels
par

(3.1) PO, tyix,E) = 1,
(3.2) P ty,t55%,8) = exp (t,0;.0,)p(t1:%.E)p(ty,t25y, M) ZE .
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Remarquons qu’on a :p“) : = (:p:)’. Si on pose pour seC
A
(33) E(tutz;s,x,g) = Z Z; 14 (tlatz;xj.a),
2=0 .
on obtient

ProrosITION 3.1. — Pour tout s € C, la série formelle E est un symbole
doublement formel défini sur un voisinage conique de x* indépendant de s.

Démonstration. — Supposons que p soit défini sur un ouvert conique
Q de T*X. Soitunouvert Q cc Q) delaforme Q = U x ' ou U est
un ouvert dans X et I' un ouvert conique dans C". Il existe alors
A €]0,1], une constante d > 0 et une fonction A positive définie sur I
vérifiant lé!lim AE)\|E] = 0 et tels qu'on ait pour tout jeN
—00

(3.4) Ipi(x.8)l < AJA(E)
dans Q Nn{[E|=>(+1)d}.

Notons p¥ = Y titspiXx,£). D’aprés (3.1) et (3.2), on a pour tous
j k¢ #k=0
1 sij=k=0
©, -
1
(3.6) Bt = Y pr 0 pi(x,8). 03p%) (x.E).
i+p=j &:
|a|+l:=}k
1l est clair que les p{ sont holomorphes sur Q N {|€|>(j+ 1)d)} . De plus,
ona :

LeMME 3.2. — Soient A, une constante telle que A < A, < 1, M une
constante supérieure a 1. Il existe alors une constante B > 0 telle que pour
tout  cc Q on ait dans Q n {€|=(G+1)(1—¢) 'd}:

3.7 P (8l < k!A] BYA‘Jg| ~*e ™M

ou € désigne la distancede 0Q a Q' sur |E| = 1 et ou j, k,¢ appartiennent -
aN.

Démonstration du lemme 3.2. — Procédons par récurrence sur /.
D’apres (3.5), ’estimation (3.7) est vraie pour tous j, k lorsque ¢ = 0.
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Supposons que (3.7) soit vrai pour tous j, k. On a alors d’aprés la formule
de Cauchy

(3.8) 12D (%) < (k + o) 1A BYAYJE| kg~ M@+
dans Q N {|E€|>(+1)(1—€)"'d}. D’autre part, on a d’aprés (3.4)
(39 10p;(x,8)| < lof!AVA(E)IE|™e~B,

dans Q N {|§|>(+1)(1—¢)~'d}, ou B, est une constante indépendante
de €. On déduit de (3.6), (3.8) et (3.9) que

|or] k! k- _
PPN < By T o ATAYBYACE| e M0t
|+ =j *
Iulpsk}
k'AJBIAl+1‘§| ke —2Mk Z (AA 1)1 Z Iozl' cM-Dial
o<k %

Comme A < A;, 1 <M et comme on peut supposer que € est assez
petit, on obtient

B, Z (AATYY ) '°‘" M-V < BA (A, —A) 11 —neMH1,
la| <k
Dés lors I’estimation (3.7) s’ensuit pour ¢ + 1 si on choisit B assez
grand.

Fin de la démonstration de la proposition 3.1. — D’aprés le lemme 3.1,
on a pour tout seC

o

(3.10) Z ;l, PR(x,E)| < k!A{[E|"*e™™* exp (IsIBA(Z))

dans Q N {|E|>(j+1)(1—¢)~'d}. La série E sécrit alors

E- ¥ dth ¥ 5 6.

Si on pose Ej;(s,x,£) = Z ;' p,,,’(x,&) on obtient d’apres (3.10):

[Es(s,x,8)| < AL** exp (IsBA(Z))

dans Q' N {E|>(+k+1)(1—€)"'de™™A['}, ce qui achéve Ila
démonstration de la proposition 3.1.
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D’aprés la proposition précédente, on peut considérer le produit normal
:E: du symbole E pour tout se C. Nous allons le noter exp (s:p:)
puisqu’il vérifie

0,.E: = :p::E:,
3.1y {:E(tl,tz;o,x,i): =1.

4. Opérateurs exponentiels et opérateurs 2 symbole exponentiel.

Dans ce paragraphe, on étudie la relation entre les opérateurs
exponentiels et les opérateurs a symbole exponentiel. D’abord, on montre
qu’un opérateur exponentiel s’écrit sous la forme du produit normal d’un
symbole exponentiel. On prouve ensuite que la réciproque est encore vraie.

4.1. Etant donné un symbole formel p = Y #/p;(x,t) d’ordre 1-0
j=0

J
défini sur un voisinage conique de x* € T*X, on peut considérer, d’aprés la
proposition 3.1, I’opérateur exp(s:p:) (seC) défini par
exp (s:p:) = :E(t;,t,;5,x,E):. Il s’agit d’écrire E sous la forme

E(tl 9t2; s,x,ﬁ) = exp q(tl 9t2; s’x’E.;) ’

q étant un symbole doublement formel pour tout seC.

Définissons les suites {q{} (ij.£ e N,¢<j+1) et {Yy®
(ij.k,f e N,£<j,k<j) des symboles définis. respectivement prés de
x*eT*X et de (x*,x*)eT*X x T*X par

@4.1) Vo (e.p,8m) = pi(x8) (ieN),

@2 V% xpEn) =0 (ieN,jeN,={12,...}),
4.3) VO x.y.Em) =0 (jeN, £eN,),
44 4P (x8) =0 (ijeN),

(45) ‘l’l,;k+l(x’y’§an) (a§ y‘l’u lk(x’y’é,n)

+ 27 OUAep.Em)- 342 0m)),

k+1

(46) qu +l)(xa€) z \l'yk (x,x,E_.,&) ’

l+1
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ou X" désigne la somme étendue a tous indices i, i, ,j", ¢, ¢" tels que
P+i"=i,j+j=j—1,¢'+¢"=¢, £ <j, ¢ —1<j"etouon
aposé g0 =0si £>j+1 ety =0si £>jou k>j. Si Y est
connu pour tout m < £ et tous i, j, k, alors q” est défini pour tout
m < ¢ ettous i,j, etpuis, en utilisant (4.5), {7 est obtenu pour tous i,
j,» k. A présent, si on pose

j+1
4.7 2;isx8) = Y £qP(x8),
¢=0
(4°8) q(tl stz ;s,x,&) = ; jz—o til tjz q;,-(s,x,i) ’
on obtient '

THEOREME 4.1. — Pour tout s€C, la série formelle q est un symbole
doublement formel d'ordre 1-0 défini sur un voisinage conique de x*
indépendant de s et vérifie

4.9) :exp q: = exp (s:p3).
Remarque — L’identité (4.9) signifie
(4.10) | expq =E,

ou E est le symbole défini par (3.3).

Démonstration du théoréme 4.1. — Supposons que p soit défini sur un
ouvert conique $§ de T*X. Soit un voisinage (de x*) Q cc § de la
forme Q = U x I" ou U est un ouvert dans X et I' un ouvert conique
dans C". Il existe alors A €]0,1[, 4 > O et une fonction positive A défini
sur I' vérifiant Igllim AE)E|™! = 0 et tels quon ait pour tout j

@4.11) IP;(x8) < (+1)7AA(E)
dans Qn {[E|=(+1)d}.

LEMME 4.2. — Soit M une constante supérieure a 1. Il existe une
constante C' > 0 telle que pour tous Q), Q, cc Q et tous (x,£)eQ,,
) €Q, vérifiant |E| = (i+1)d?, In| = (i+1)d®, on ait

j! s ‘ P

(4.12) WReyEnI < !{—, CuA' (61 3 THMAEAMYIE M| I,

j! . . .
4.13) |4 (.8l < j—, CeyA'er ™A1~
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avec
Cirig.. iy = (1 + D+ 1) .. (i +1)72,

ou &, désigne la distance de 0Q a Q, sur |E| =1, dV vaut (1—e,)"'d
(v=1,2).

Démonstration du lemme 4.2. — Remarquons d’abord qu’il est facile de
montrer (4.13) si on connait déja (4.12). En effet, on a pour tout

(x.8) e @ n {lE|=(+1)d}

j i J
DI <5 T WGk < T B cyur AT AGYEI

‘\I'-‘

Il existe une constante C' telle que 'on ait

~
i
th‘

7
Cijke—1 S Ccu/

pour tous j, /. D’ou (4.13).

Griace a la remarque que nous venons de formuler, nous allons
démontrer (4.12) par récurrence. Pour k = 0, la majoration (4.12) est
évidente. Supposons que \llf?,", satisfasse cette estimation pour tous /', i,
j, k' tels qu’on ait soit £! < ¢, soit £/ = ¢ et k' < k. Montrons alors
que (4.12) a lieu pour \lé?,,“. D’aprés la formule de Cauchy, on a

1
er! 4" ,. .mAi(Sx ez MA@AMYIETF  ml T,

-igm 0D

4.15) 19,,4770,m)l < 771

ClerrrA"es™ AM) |,

@16) T 19,2, 40 k0 n)
< @e) ™ Lo ATt T A@AMY I

pour (x,8) e n {|E=G(+1)dV}, (yn)eQ n {In|>3i+1)d?},
V+i"=i,j+j=j—-1,¢+¢" =¢, v=1,...,n. Afin d’estimer
[Wk+1l, on a besoin du lemme suivant :
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LeMME 4.3. — 11 existe une constante Cs > 0 telle que pour tous j, ¢,
on ait

716" +1)!
4.17) O ];’T— Gere < Cs 57 G

A

ou T désigne la somme étendue a tous indices j,j", ¢, (", tels que
(4.18) jl +jll =j _ 1’ [' + {II —_ (, (' Sj" {” —_ 1 Sj".

Démonstration du lemme 43. — Comme on a 0</ <?¢ et
{—j+j < <j, donc

(=77 )< Q) moomcr)

j! AVIASE Jj!
71T </> (I> etre < gy B et

D’aprés le lemme 2.3, on en déduit I'existence d’une constante Cg5 > 0
telle que =® ¢;.c;. < Cscj,, ceci prouve le lemme 4.3.

D’aprés (4.14), (4.15), on a pour tous (x,£) e Q) N {|E|=>(@+1)dV},
M) €Q; N {Inl=G+1)d?}

il vient

1 » " - AN j'! ”+l)'
o I 0. d i@y ez DT e e

x Aler*e; THMA@QAMY 67 n| T

ou X” désigne la somme de (4.5). Grace aux lemmes 2.3 et 4.3, on obtient

5 Jg+n! 1 T o IO Jlrg+ 1!

i Cowtre = G pion e

P+i"=i

j!
< 4C,C; ]{—, Cijk+1,0+
On a donc, d’aprés (4.5) et (4.16)

N Dra1 62,8 < (€182)"'4M(42 +4C°C,Cs)

! ke —ai P
x 2 Cupane AETH 13 MA@ AMY G T,
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dans Q; x @, N {|E|=(@{+1)dD,|n|=(+1)d®}. Quitte 2 modifier Q) et
’,, ONn peut supposer €, et &, petitsetcommeona M > 1, on peut en
déduire I'inégalité

(g8 )M '#M1(44+CCCH) < 1,
ce qui prouve (4.12) pour k + 1. D’ou le lemme 4.2 par récurrence.

Fin de la démonstration du théoréme 4.1. — Soient B, d, des
constantes telles que 0 < B < 1, d¥, d» < d,. D’aprés le lemme 4.2,
on a pour tout (x,£) e Q, N {|E|=(+j+1)d,ef™B 1} :

CjIA'B

@) <-—
'qij (x’é)l {!(i+j+1),_,+1

(AE)EI™ B~ ey ™My A()
N
< CA'B 7T (A®IEI"' B~ ey M) A(E).
Pour tout r > 0, on a pour tout seC vérifiant |s| < r:

:+le ¢4 (x.8)| < CA'B exp (rA)IE| "' B~ 'er ™)A(E).

Choisissons alors d, de fagcon a avoir
B exp rAB)IEI "B ey ™) < 1

quand [E| est supérieure ou égale 4 d,e;™B~!; on obtient alors
immédiatement que
© j+1
4= ¥ 44 Y a0 D)
i,j=0 ¢=1
est un symbole doublement formel d’ordre 1-0.

Vérifions a présent I’égalité (4.9), c’est-a-dire (4.10). Comme :E: est
I'unique solution du probléme de Cauchy (3.11), il suffit de montrer que q
vérifie

(4.19) Js:expq: = :p::expq:,
(4.20) :exp q(ty,t2;0,x,8): = 1.
On a facilement (4.20) d’aprés (4.4). Le second membre de (4.19) s’écrit

o]
(421) pi€Xpq: = Z ‘I’k(tlstz;s’x,xa&’é) exP q(tl’tZ;S,x’g):,
k=0
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ou on a posé

) -] J
(4'22) \I’k(tutﬁS,X,y,&,ﬂ) = Z Z 2 tilt';s,%? (x’yagﬂ'l)'

i=0 j=k ¢=0

En effet, d’aprés (4.1)-(4.3), (4.5), on a

‘I’O (tl sta ;s’xsy’éan) = p(tl ;x,&) ’

ty
k+1

(ag . ay"’k(tl sz ;s’xay’&an)

+ O Wi (ty,2258.%,5,6,m).0,4(¢;,t2;5.y,M)),

d’ou (4.21) en utilisant le théoréme 2.1'.
D’autre part, on a d’aprés (4.6):

S T AGLCADEIED = 5 5 Y AdvcxLD),

i,j=0 ¢=0 i,j=0 ¢=0 k=0

"’k +1 (tl sta ;ssxa.VsE.»n) =

@

cC’est-a-dire, 0,q(¢y,t2;8.%,8) = Y. Vi(t;,t2:8,%,%,8,8); ce qui prouve (4.19)
k=0

et le théoréme 4.1.

Remarques. — a) On a

s2
q(t,t;s,x,8) = spo + t(sp, + ) 0¢Po-0xPo)

1 1
+ t2(spy +5? (5 (O¢po-0xpy + 0Py .0:po) + ) 6§po-5§po)

1
+ s 3 (@%po (0:Po)* + (Oepo)*.0%po + 0¢Po - 05 0xPo - 0Po))
modulo ¢38... On obtient donc, par exemple,

exp (s:x;4/&; :) = :exp (sx;/&; +52x,/4):,
c’est-a-dire,

@

/Zo ; (x14/Dy,) = exp (s’x,/4) ;;) s_’{xT{ /Dy .

b) Soit A un nombre réel tel que 0 < A < 1. Si p; est d’ordre A
(resp.|d’ordre (j+1)A—j) | pour tout j, on voit alors facilement que g
est\d’ordre A —j (resp. d’ordrel (i+¢)L—i—j) pour tous i, j, ¢
(/<j+1). Par conséquent, p et ¢ ont méme « partie principale » (cf.
Propositions 1.5 et 1.6).
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4.2. Soit q = q(t;x,8) = Y, t/q;(x,£) un symbole formel d’ordre 1-0
j=0
défini sur un voisinage conique de x* e T*X. Cherchons i présent un
symbole formel p = p(t;x,£) d’ordre 1-0 tel que

(4.23) exp :p: = €Xp q:.

Si p est donné, le théoréme 4.1 permet de construire un symbole
doublement formel q = q(t,,t,;x,E) satisfaisant a

(4.24) exp:p: = :exp q:.

Le symbole g sécrit

@9 d= ¥ Adie,

J Jj

4.26) gy(xf) = Z q;)(x.€) = Z Z e (6x8.8),

ou {%k est défini par (cf. (4.1)-(4.6))

(4.27) % = pi(x8) (eN),

(4.28) ®—0 (ieN,jeN,),

(4.29) ,g.{,’ —0 (,jeN, ¢eN,),

(4.30) §2k+1 = k 1 (0.0 % 1kt E'agq’fﬂc ay‘lfl;)(y n),

et ou on a posé

(43D ag”(x,a) -0,
@) L dED = z W (ex88).-

Pour la réciproque, posons gq(t,t;x,E) = q(t;x,£), et essayons de
déduire les {p;} des {g;} en procédant comme suit : définissons la suite
(W2 (x,pEm)} 0<i, 0<k<j, 0<¢<)) par

(4.33) Voo (%,9,8,M) = qo(x.8),
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(4.34) Uip(x.yEn) =0 (ieN, jeN,),
(4.35) VR xpEn) =0 (i,jeN, feN,),

@36 Vronbm) = g O W0

+ 2@ 3R (6y.Em). 8,05 .y ),

ou @ désigne la somme étendue a tous indices i, ", j, j', £', £", v
tels que ' +i" =i, j+j=j—1, ¢ +¢" =¢, 0<v<j” et par

v v 1
4.37) YauyEn) = qi(x.8) — Z_' ;0 é:l 751 Vio(,x,8,8) -

Si on définit encore p = i t'ip;(x,£) avec
i=0
(438) Di (X,&) = ‘I’(O) (x X & g)( ‘I’(O)(x,y’g’n)) ’ ie N,

nous obtenons :

THEOREME 4.5. — La série formelle p est un symbole formel d’ordre 1-0
défini. sur un voisinage conique de x* et vérifie

(4.39) exp:p: = :expq:.

Démonstration. — Si on sait déja que p est un symbole formel d’ordre
1-0, il est facile de montrer (4.39). En effet, si on construit ¢ des {p;} par
(4.25)-(4.32), on a

(4.40) a(tt;x8) = qt;x.8).

On a donc exp:p: = :expq: = :€xpq:.

On peut supposer que g soit défini sur un ouvert conique Q et qu’il
existe un voisinage Q c < & de x* delaforme Q =U x I', ou U est
un ouvert dans X et I' un ouvert conique dans C". Il existe alors
A, €]0,1[, une constante d, > 0 et une fonction positive A, définie sur
I' vérifiant |%|im Ao(B)EI™! = 0 tels que, pour tout jeN, g; soit

-+00

holomorphe sur Q N {[€|>(j+1)do}, et y vérifie

4.41) la;(x,8)| < AdAL ).
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Supposons que p n’est pas un symbole formel d’ordre 1-0. Alors, pour
tous QccQ, A€l0l[, d>0 e A:T' >R, vérifiant
Ig1Iim AE)EI™! =0, il existe joe N et (xo,80) €Q N {|E|=(o+1)d} tels

que, pour tous j < j, et (x,£)eQ n {|g|>(+1)d}, on ait
(4.42) Ip;(x.0) < AJA(®),
(4.43) P (xo,80)l > APA(E)-

Posons A = Ay, A = 2A,. Soit ¢, ladistancede 0Q a Q' sur || = 1.
Soient B, B; des constantes telles qu’on ait B < B, < A,/(2C'+1), ou
C' désigne la constante du lemme 4.2. Choisissons d, de fagon a avoir

Bexp (2A,(9)lE| ™' Be; ™) < B,

quand |E| est supérieure ou égale & d,e;™B~!, o M est une constante
> 1.

1° Lorsque dy < d,67™B™!, on pose d = d,g;™B~!. 1l existe
alors jo, € N et (xo,80) € Q' N {|&|=(jo+1)d} tels que, pour tous j < j, et
x,£)eQ n {|&|=(+1)d}, on ait

(4.42) Ip;(x.8)l < A} .2A,(5),
4.43) 1Pio(o-Eo)l > A .2A4(Eo).
D’aprés (4.40) et (4.27), on a
j+1
(4.44) G=Py+ L X 4 -
i+j=jy ¢=2
j=1

Remarquons que 'on peut déduire les ¢ (i+j=jo,j=1) des po,
P15 .-+ Pjp-1- D’aprés le lemme 4.2, on a, pour tous i, j, ¢ tels que
i+j=jo, j21, 2<£<j+1 ettout

(x,E)eQ N {lE|=G+1)(1—¢,) " 1d}:
~ it N
@ (xB)I < C 5 Aber™ Ao @) 18,
Comme on a &7 < |E| 77+ (i+j+ 1) - 1gMI-¢+DB~+1 g
€l = (i+j+1)(1—¢,)"'d, il vient

-1
@l <C (Tf_w ALBI@AG@)E T B e MY 2A4(8).
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On a donc pour tout (x,£)eQ N {|E|=(+j+1)(1—¢,) 'd}

Jj+1
Y Y IgP xE)l<2C Y ALB exp (2iA,(B)IEIT B ey M)A, (E)
i+j=jo ¢=2 i+j=jy
j=1 j=1
<2C Y A{B{A.()
i+j=jo
jz1
< 2CB,(Ao—B,) "'AlA, ()
<A{)°Ao(§)-

On peut en déduire I'inégalité

j+1
Iqjo(xOSE.IO)I = |P,-o(xo,§o)| - Z_ {Zz lEf,-” (x0,E0)| > APA,(Eo),
j=1

ce qui est impossible par hypothése. D’ou le résultat.

2° Lorsque d, > d,e;>MB~!, le théoréme se prouve de la méme
manicre que le premier cas si on pose d = d,.

Remarque. — On a
1 1
P=¢qo +t 41—5‘35‘10-5::‘10 +t ‘12_5(35‘10-3;:‘11 +0¢q;-0x90)

1 1
+3 (0%40-(0:90)* + (9e40)* .02 q0) + 3 %0 0¢9x40- 040

1
-2 agqo.a§q0> modulo £3S...

5. Inversibilité des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre infini.

Un opérateur pseudodifférentiel (ou microdifférentiel) d’ordre fini dont
le symbole est inversible en tant que symbole admet lui aussi un inverse qui
est d’ailleurs unique: c’est un résultat fondamental de la théorie des
opérateurs pseudodifférentiels d’ordre fini (cf. [6, 9]). Nous montrons, en
utilisant le théoréme 4.5, qu’il en est de méme pour les opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre infini.

THEOREME 5.1. — Soit P(x,£) un symbole défini sur un voisinage conique
d'un point x* € T*X. Si 1/P(x,£) : est un symbole défini au voisinage de x*
alors :P(x,t): est inversible dans &%,.. ,
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Remarque. — Lorsque P(x,£) et 1/P(x,E) sont de croissance < 1, le
théoréme a été établi dans [2].

Démonstration. — D’aprés I’hypothése du théoréme, il existe un
symbole ¢(x,£) d’ordre 1-0 défini au voisinage de x* tel que
P(x,£) = exp q(x,£). On peut alors construire un symbole formel p(¢;x,£)
d’ordre 1-0 tel que exp:p(tx,E): = :expq(x,E):. L’inverse de
P(x,£): = :exp q(x,E): s’éerit donc sous la forme

(P:)™" = exp (—:p3),

ce qui prouve le théoréme.
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