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AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX
par Christian MAUDUIT

1. Introduction.

Rappelons que I'on appelle ensemble normal associé & une suite
u = (u,),.n I'ensemble des nombres réels & tels que la suite (u,.£),.n soit
équirépartie modulo un.

Le but de cette étude est de déterminer une condition nécessaire et
suffisante pour que l’ensemble normal associé a une suite d’entiers
Uy <u; < --- <u, < ---reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\ Q (la définition précise de la reconnaissabilité sera rappelée

ultérieurement).

D’aprés le théoréme de Weyl (cf[15] ou [20]) le probléme revient a
étudier le comportement de la somme Y e(u,.t) et de déterminer a

n<N

1
quelles conditions on a, pour tout § irrationnel lim — Y e(u,.t) =0
(en posant e(x) = e*™). Moo N <N

Résultats antérieurs. — En 1980, Kamae, dans un article non publié
(cf[7]), avait donné une ébauche de démonstration dans le cas particulier
ou u,eO(n) (par exemple pour la suite de Morse (cf exemple 2)).

— En 1983, Coquet a obtenu un résultat permettant de conclure pour
certaines suites telles que u,¢ O(n) (cf. [9]). C’est le cas de la suite
1<3<4<9<10< ... des entiers dont I’écriture en base 3 ne
contient pas le chiffre 2 (cf. exemple 3).

Mais aucune de ces deux méthodes ne s’applique, par exemple, au cas
de la suite de Baum-Sweet (cf. exemple 4) qui vérifie u, € O (n°%’) avec

1+f

est R\Q.

Mots-clés : Equirépartition modulo 1 - Automate fini - Ensemble normal - Nombre

et dont on peut montrer par ailleurs que I’ensemble normal

cyclomatique - Produit infini de matrices
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Résultat obtenu. — Le théoréme que nous donnons permet de conclure
dans le cadre le plus général, en montrant qu’il suffit que la suite u n’ait
pas une croissance de type exponentiel. En fait, cette condition s’exprime
trés aisément sur le graphe associé a 'automate en disant qu’il suffit qu’au
moins un des sommets qui reconnait la suite u soit précédé dans le graphe
par un sommet possédant au moins deux circuits fermés distincts.

Ces résultats avaient été annoncés en 1984 dans une note aux C.R.A.S.
(cf[17]). Par ailleurs, nous établissons (théorémes 2 et 3) que ces conditions
sont nécessaires.

2. Notations et définitions.

Soit r un entier supérieur ou égal 4 2. On désigne par [r] 'alphabet
{0,1,...,r—1} et par [r]* I'ensemble des mots de longueur K > 1,

[r° = {7},
r* = U .
K=0

Un r-automate ¢ est la donnée d’'un quintuplet «/ = (A,E,a,¢,7) avec:
i) Aalphabet A = {a,b,c,...},
ii) E alphabet,
ili) a point initial de A,
iv) ¢ application @:A x [r] > A,
v) T application 1:A > E.
Pour tout (x,5) dans A x [r] on pose ¢(x,) = s(x) ou plus

simplement x.s. On prolonge alors @ : A x [r] - A en une application,
encore notée @, @: A x [r]* - A.

Si n est un entier positif dont la représentation en base r est

€%£,-1 --- &, On pose pour tout x dans A

@(x,n) = x.n
= x.sgag_l “oe 80
(@ n=0 on associe le mot vide, avec @(x,F)=x).

Ainsi, lorsque n parcourt N, a.n décrit une suite infinie d’éléments
dans A et t(a.n) décrit une suite infinie d’éléments dans =.
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DEFINITIONS FONDAMENTALES. — 1) On dit qu'une suite teZN est r-
reconnaissable s'il existe un r-automate o = (A,E,a,0,1) tel que :

t = (tn)nsN = (t(a°n))neN'

2) On dit qu'une suite d'entiers uy < u; < --- <u, < --- est r-
reconnaissable si sa fonction indicatrice te {0,1}" est r-reconnaissable.

D’autre part, notons G le graphe associ¢ a 'automate & et M la
matrice associée au graphe G:

M= (Mi])(iJ)GA’ avec MU = Cal'd {SE [r];i.s =j} .

Si S désigne la matrice de I’action 2. pour s dans [r], on pose pour
tout £ dans R:
r-1
M@E) = Y e(s£).S

s=0

= (Mu (@))(1.]) €A2

Pour tout n dans N, on note M®(E) = M@ 1) ... M(FE)M(E). On
a alors M®(0) = M"(0) = M".

De plus on remarque que, pour tout entier g > 1 la suite ¢ est r¢-
reconnaissable par 'automate &/, = (A,E,a,9,.1) ou ¢, est I'application
associée a la matrice M@ (E). :

Exemple I. — Lasuite 1 <2 <4 <8 <16 < ... des puissances de
2 est reconnaissable par ’automate :
0 1

0
Qo Q)
O c
a b o

(@) =1(c) =0, (b) = 1, ‘t=(01101000100...)

et on a
1 e®) 0
ME=]0 1 e€)
0 0 1+e®)
Exemple 2. — Lasuite 1 <2 <4 <7 <8 < ... desentiers dont la

somme des chiffres en base 2 est impaire (suite de Morse) est
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reconnaissable par I’automate :

0 1 0

@) =1c)=0, twb)=1, t=(@01101001100...)

et on a
1 e O
M@ =|0 1 e@®
0 e 1
Exemple 3. — Lasuite 1 <3 <4<9<10< ... des entiers non

nuls dont Iécriture en base 3 ne contient pas le chiffre 2 est
reconnaissable par I’automate :
0 0,1

Q O

0,1,2
1@ =1)=0, wb=1 t=01011000011...)

et on a
1 e(®) e(28)
M() = 0 1+e(®) e(28)
0 0 1+e(8)+e(28)
Exemple 4. — Lasuite 1 <3 <4 <7 <9 < ... desentiers dont la

représentation binaire ne contient aucune plage de 0 de longueur impaire
(suite de Baum-Sweet) est reconnaissable par ’automate :

°Q,Q/_2\1°8d

@) =1c)=1d =0, tb)=1 t=(©01011001010...)
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et on a
1 e¢) 0 0O
loew 1t o
MO=l o 1 0 @
0 0 0 1+e®®

Soit ¢/ un sommet de G.

G[¢] est la restriction du graphe G a I’ensemble des sommets k tels

qu’il existe ne N, M;, > 0 (c’est-a-dire 4 ’ensemble des états a partir
desquels on peut rejoindre I’état 7).

On dira que le sommet i de G préceéde (au sens large) le sommet j de
G ¢’il existe neN tel que Mj; > 0.

On note M(G[/]) la matrice associée au graphe G[/].

a étant Iétat initial de I'automate o/, on définit I’application v:
N - A
n — v(n) = o¢(an) =a.n

et on note, pour tout x > 0:

V(x/E) = Y e(n.t)

n<x

v(n)=¢
V(xt) = V(x,£0)= ¥ 1.

n<x

on)=¢

On a choisi 'automate de fagon a ce que
V(x,E)eR* x R, V(x,a,) = 1

ce qui est toujours possible, quitte a rajouter un nouvel état initial a
I’alphabet A :

Par ailleurs, si f(x) et g(x) sont deux fonctions définies et positives
pour x > x,, lanotation f~x g ou f(x) ~ g(x) signifiera qu’il existe des
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réels a et o tels que pour tout x assez grand

O<axg /=) <a.
g(x)
N.B.: Les définitions spécifiques aux automates se trouvent dans [6] et

[12], celles spécifiques aux graphes se trouvent dans [2] et [14].

Rappelons que I'on peut définir sur le graphe G la relation
d’équivalence de forte connexité entre les sommets :

¢ ~ ¢’ sl existe dans G un chemin allant de ¢ vers ¢’ et un chemin
allant de ¢’ vers /.

On note G/~ le graphe quotient ainsi obtenu et 7 la classe
d’équivalence modulo ~ du sommet ¢ de G.

G/~ est un graphe sans boucle. On peut donc définir sur G/~ une
numérotation v des sommets, avec v(a) = 0:
v: G/~ - N.
On peut alors prolonger v en une application d¢e G dans N, encore
notée v, en posant pour £eG:
v(£) = v(@®).
Ceci nous permet de définir un préordre sur G:
k<¢ si kprécéde ¢ dans G
k<¢ si k<¢ et v(k) <v().
Si I est un sous-graphe de G, on notera y(I') son nombre cyclomatique
(c’est-a-dire le nombre d’arcs de I', plus le nombre de composantes
connexes de I', moins le nombre de sommets de T.)

7 étant considérée comme un sous-graphe de G, on note M[Z](€) la
matrice extraite de la matrice M(£) obtenue par restriction a 7 du
graphe G.

DEFINITION 1. —

— 7 est de type 0 si y(?) =0,
— 7 est de type 1 si y(@) =1,
— 7 est de type 2 si y(?) =2,

ot y désigne le nombre cyclomatique.

¢ sera de type i lorsque 7 est de type i @¢e{0,1,2}).
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7
DEFINITION 2. — Le poids de ¢ est égal au maximum des types des
sommets de G précédant le sommet £. On le note m(¢),
n: G - {0,1,2}
£ — n(f).
Exemple 5. — Dans le cas de la suite de Baum-Sweet, b est représenté
en trait plein :’
J 1 2
r N 0
l\..".-—--l—————b- _____ L———-‘s,/' i
a b c Y
0 g
1
1
par conséquent MIB](E) = [e(f) 0] et y®) =2, =) = 2.

3. Etude asymptotique des sommes de Weyl.
Préliminaire. — Calcul de V(x,/,£).
V(x,8) = Y e(ng)

n<x

on)=¢ -

r—1
=3 I er+90)
l)(:r<+_s;—=(

r—1
= ;) Y. e((nr+s)E)+B(x,4,8)

x
n<-—
r

o(nr+s)=¢

avec |B(x,£8)| <r—1.
Remarquons maintenant que si 'on pose S = (S;)jca

Y e(mt)=Y S, Y e(nrf)
x keA x
Ly n<_
olnr+s)=¢ on)=k
et par conséquent

r—1
V(x.£,8) = ;)kZA e(s8)Sy, Y. e(nr) + B(x./8)

v(n)=k
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x
V(x,{,&_,) = z MH(E.»)V(—; 9k9r§) + B(xil,g)'
keA
On en déduit par récurrence, que pour tout entier N> 1, ona:

V8 = ¥ Mi’f’(&)v( k r"&) + Bn(x.£.,9)

keA

avec |By(x,2,)| <™ — 1.

LEMME 1. — Pour tout sommet ¢ de G, il existe (B,0) dans
N x [0,1] tel que V(x,0) ~ (log x)Px®.
Démonstration. —

Etape 1 : Montrons ce lemme pour la suite x, = r". V(r",/) est égal
au nombre de chemins de longueur n joignant le sommet a au sommet ¢
dans le graphe G[¢], c’est-a-dire au coefficient d’indice (a,/) de la matrice

M@G(D".
Pour estimer ce coefficient, mettons M(G[¢£]) sous la forme de Jordan :
M(G[¢])) = P(D+N)P~!

avec D diagonale, N nilpotente et ou D et N commutent. Ainsi

V() = (E ( )PD"-‘N"P-l)u
£ () zer

AeA

ou A désigne I'’ensemble des valeurs propres de la matrice M(GJ¢]).

Soit A, une valeur propre de module maximum telle que les coefficients
C,, ne soient pas tous nuls.

Aol =1 et les éléments de A de module |A,| sont de la forme
A = Age(v) avec veQ (cf[23)).

Si nous notons g le dénominateur commun de tous ces nombres
rationnels, nous obtenons (si Be N désigne I'indice maximum tel que
C%p#o) :

V@) = (B>7J' p Z H (q) + W)

avec W(r",£) e O(nP|A,|") et ol les H; ne sont pas tous nuls. Choisissons
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maintenant d, de{0,1,...,q—1} tel que z He(d > # 0. Pour un tel
d, ona: i= 1
V(™ tig) = nPlhol"
~ (log ran +d)Br(qn+d)0
log |Ao|
logr
dont le rayon spectral est égal & r.

ou 6= €[0,1] puisque M(G[/]) est extraite de la matrice M,

Etape 2 : Pour tout x assez grand, il existe un entier m tel que (avec
les notations de I’étape 1) :

rmq+d S X < r(m+1)q+d.
Ainsi pour x assez grand, il exiéte a > 0 tel que:
V(x,£) = V(@m+iy)
> o (log rma+d)Byma+as
>a (log r~ix)P(r~9x)°

25 o7 (log x)°x°

et il existe o' > 0 tel que:
V(x,£) < V(rm*Datd z)
< o (log rim+ Da+dybym+ 1)g+d)o
< o (log rx)P(r?x)®
, < o'2r% (log x)Bx®
dou V(x,0) ~ (log x)Px°.
C.Q.F.D.

Remarques. — 1) Si p(7) est le rayon spectral de la matrice M[7](0),
alors p(7) < r®. En effet si N,(¢,,/,) désigne le nombre de chemins de
longueur n reliant le sommet /, € / au sommet /, € Z, on démontrerait
comme précédemment que

N,(Z1,¢,) € O(nPr®").

Or N,= Y Y N,(¢,£,), qui désigne le nombre de chemins de
t1€? tye?

longueur n dans le graphe fortement connexe Z, correspond a la valeur

d’une norme matricielle en M[Z](0)" :

N, = IM[Z10)"ll.
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Cette norme étant équivalente a la norme spectrale, on en déduit, en posant
p = p(?) que
N, = p"
(cf [23], p. 65).
Donc p"e O(nfr®") et par suite p < r°.
2) Le lemme 1 donne en particulier des conditions nécessaires pour
qu’une suite soit reconnaissable par un automate fini.

En effet, si (u,),.n est reconnaissable, il existe (B,0) dans N x [0,1]
tel que

V)= Y 1 = Y V(x2) ~ (log x)Px°.
Up<x w)=1
On retrouve ainsi un résultat de A. Cobham (cf. [83].
. Exemple 6. — Les suites (n!1),cn, ("),enes @™),.n avec

(a,b) € N*\{1})%, (P)nene OU p, désigne le n*™ nombre premier ne sont
pas reconnaissables par un automate fini. (Pour le dernier exemple,

rappelons que V(x) = é;)-

LEMME 2 (avec les notations du lemme 1). —
— Si ¢ est de poids 1, alors 6 =0.

— Si ¢ est de poids 2, alors 6€]0,1].
Démonstration. —

Premier cas: m({) = 1; on pose v({) =v.

GJ/] est un graphe comprenant au plus (v+1) composantes fortement
connexes, de type 0 ou 1 (simples sommets ou boucles).

Par conséquent

M, x ....... X

0 :

M(@GIZD) =] :
X
0 ......... 0 M,

avec pour tout i€ {0,...,v} M; matrice associéc 4 une composante
fortement connexe de type 0 ou 1.

En particulier, on a soit M; = 0 soit M =1, (g; # 0 désignant la
longueur de la ™ boucle).
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Ainsi, si g = p.p.cm.g ona M(G[¢])Y = D + N avec N nilpotente
et D diagonale g:me; uniquement de 0 et de 1.
Donc |Ay| =1 dans le lemme 1 et 0 =0.
Second cas: w(() = 2.
Soit k un sommet de type 2 précédant £.
Soit peN tel que V(rPk) > 1.

Soit peN tel que YneN V(@**P /) > V('k) (par exemple
p' =|longueur du plus court chemin reliant k a ¢ dans G)|. k étant de
type 2, il existe au moins 2 chemins distincts (de longueurs f; et f)
joignant k a k.

Posons f=f.f,.

On a alors pour tout entier n:
VPt k) > 2"°V(rP,k).

Or VmeN, 3!neN, p+p +nf<m<p+p + @m+1)f.

Pour ce couple (m,n) on a V(r™/s) = 2" et

log V(r™,£) > nlog2 > m-—p-—p _flogZ
m m mf
d’ou

lim log V(r™,£) > log 2 S
N m f

m-—

0

ce qui implique 0 > 0 dans le lemme 1.
C.Q.F.D.

Remarque. — —- M étant une matrice stochastique, on en déduit que

N | -

la CNS pour que 6 = 1 est que ¢ soit un état récurrent de ’automate
(cf. [13], p. 19). En particulier, si uy <u; < --- <u, < --- est la suite
d’entiers que I'on étudie, la CNS pour que u, € O(n) est que I'un au moins
des états qui reconnait (u,),.n SOit récurrent.

LeEMME 3 (avec les notations du lemme 1). — Soient ¢ et ¢’ deux
sommets de G. Si £ ~ ¢’ alors B(¢) = B(¢’) et 0(¢) = 6(¢).



12 CHRISTIAN MAUDUIT

Démonstration. — Puisque ¢ ~ ¢’, il existe un chemin de longueur
p (resp. p') reliant £ a ¢' (resp. ¢’ a ¢).

Il existe donc des réels a(f), a'(¢), a(¢’), o'(£") tels que pour n
assez grand

0 < a(@)n* ™) < V(") < V(P L) < o (¢)(n+p)H r PR
0 < a )PP K V(@ e') < V(P 0) < o () (n+ p)POrn+oio,

D’ou en faisant tendre n vers l'infini 0(¢) = 0(¢") puis B() = B(¢').
C.Q.F.D.

Remarque. — De la méme fagon on démontre que, si £ < ¢’ alors
0(¢) < 0(Z'), et si de plus 0(¢) = 0(¢'), alors B(¢) < B().

THEOREME 1. — Soit ¢ un sommet de G de poids 2.

Alors pour tout & irrationnel, on a:

V(xlE)
o Vol)

Démonstration. — Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence
sur v(£) e N*.

Etape 1: v(¢) = 1.

D’aprés le calcul préliminaire, on a pour tout entier N:

Vitd) = T MPE) V<iN ,k,r"a) + Bu(x )
r

keA

keA
k~¢

- L MPO V(iN ,k,r“a) + By(xL9)
r

avec |By(x,2,6) < 2(N-1).
Considérons maintenant (B,0) tel que pour tout sommet k de 7,
V(x,k) ~ (log x)Px® (cf lemmes 1 et 3) et posons
V(x,k,E)
(log x)Px®
W(x,k) = W(x,k,0).

W(x,k,8) =
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On obtient, pour tout entier N:

log x
_ N Mg)(g) B, (xa/sg)
W(x,Z,8) = @ IE,A o (r N&) (l:gw'

k~¢

Soit o tel que pour x assez grand
x
sup W(— ,k> <a
keA rN
k~¢

Alors, pour tout entier N et pour x assez grand:

MP©) 2r"
e N N T
k~¢

d’ol, en posant W(/,£) = lim |W(x,£,8)l,

'M[Zl(é)

AQ® =
et pour tout entier n
ADE) = AQACY) -+ AC"T'E).

Pour tout entier N:

w(£,8) < ckaA AR @)
' k~t

< AR @)l -

Nous allons maintenant démontrer que si n(/) =2 et £eR\Q
lim AM(E) = 0, ce qui nous permettra d’achever notre démonstration
N-w

pour le cas v(¢) =
Pour tout x réel, posons :

A(x) = (a(x))gy 22
A® (x) = (a(") (x))(u) e

avec, comme d’habitude :

aij(o) = a;; et ag)(O) = ag!) .



14 CHRISTIAN MAUDUIT

Comme y(7) > 2, il existe au moins deux circuits fermés sur le
sommet /. Soit g le p.p.c.m. des longueurs de ces boucles. Quitte a
travailler sur le r-automate /,, on peut supposer que g = 1.

On a donc

M, () = e@:8) + -+ + e()
avec t >2, Vie{l,...,t} p,eN et p, # p,.

€ étant irrationnel, il existe alors un & dans ]0,1] et une suite (N,), . n
d’entiers tels que :

le(py .TNK.E) + -+ + e(p,.r".E)| < (1-0)t
c’est-a-dire tels que
VkeN, 0 <|a, (@) < (1-98)a,.

Pour tout sommet i de Z il existe un chemin de longueur {(i) allantde ¢

\

a4 i et un chemin de longueur m(i) allant de i a /.
Ainsi, quitte & rajouter a ces chemins des boucles (de longueur 1) sur le
sommet ¢, il existe ({,n) indépendant de i tel qu’il existe :
— un chemin de longueur { allant de ¢ a i,
— un chemin de longueur n allant de i a /.
.Posons x ={ + n + 1. On a, pour tout entier k et pour tout (ij)
dans 72%:
al (M7E) = AV AU AC (T,
= aP (M) a,, (M) af (Nt E) _
+ T dP e, (NG E).

(M)#(U)
D'od PN mE)| < aff — 8aPa,af
or ra,>1, P > 1, a9 >1,

et par conséquent
_ )
|aP ™ "E)| < afp — = <C. ay

ou Ce]0,1].

On en déduit, par récurrence sur n, qu’il existe un entier strictement
positif x et qu’il existe C dans ]0,1[ tels que pour tout n > x et pour
tout (ij) dans 7%, on a:

VkeN,  [afp(™ ") < C.afp.
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Quitte a extraire une sous- -suite de la suite (N,),.n, On peut supposer
que pour tout entier k, ona

Netvs — N 2 x
No = 1.

On a alors pour tout (i) dans 72 et pour tout entier k:

@) < T (a1
xle -

'k IEZ
< Cr.a®™ N0
ij
D’aprés la remarque 1 du lemme 1, A(0) est une matrice irréductible de

rayon spectral inférieur & 1, et par conséquent il existe a > 0 tel que
pour tout entier n, ||A"0)||l, < a.

D’autre part, on vient de voir que

&NI )

Ve >0, 3JkeN/[|ATNOENE)), <

Donc pour N> N, — n,
ADE) = AT VAN A(TE) L. AN
et
IA® @)l < IANTV(0)|| | AN ENOME) || | AT NP (0) |
<E.

Etape 2 : Supposons le théoréme démontré pour tout sommet k tel
que v(k) < v et donnons-nous un sommet ¢ tel que V() =v:

V(x,?) ~ (log x)Px® avec (B,9)eN x ]0,1].

On a pour tout entier N:

Vs = X Mw’(a)V(iN,k,r"a)
< r

k<t
=(k)=1

+ sz MS’(&)V( K r“é)

=(k)=2

+ Y, M@(&)V( k'"é)
keA
k~¢

+ By(x,2,E), avec |By(x,,E) <20 — 1).
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Or, on remarque que :
—si k<? et nk)=1

’v(i krNE)
N

r

< v(" ,k> < V(x,k) € 0 ((log x)*x°)
rN

car d’aprés le. lemme 2, 6(k) = 0,
—si k<?¢ et n(k) =2,

alors, par hypothése de récurrence,

V(%,k,r"t) €0 ((log x)ﬂ(k)x()(k)) .
r

Mais d’aprés la remarque du lemme 3, on a
o ((log x)P®x%®) = o ((log x)Px?).
D’ou pour tout entier N:

Vesd) = T Mf::’(&)V(iN ,k,r“a) mod o ((log x)°x?).
€ r

Si y(Z) > 2, on procéde comme pour I’étape 1.

- Si y(?) =1, soit g la longueur de la boucle sur le sommet ¢

V(xLE) = Mg«)(&,)v(;‘,T ,z,wa) mod o ((log x)Px?).

On a donc
x X\
V(x,2,8) 'V(r‘ rd&)l (log”) L modo)
(log x)Px® logx/ r% °

()G

et par conséquent, en posant
Tiom V(x’{ ’g)

w(/9§) = lhn;lo (log x)BxO

. - Z, \ .
on obtient w(/,f) < % d’ou w(/,E) =0 puisque 0 > 0.

C.QF.D.
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Remarques. — 1) Si xe Q, la suite (u,.x),.n n’est évidemment pas
équirépartic modulo un.

2) Si Card {£;1(¢)=1} > 1 (C'est-a-dire si la suite (u,),n est
reconnue par plusieurs états de /) alors I’étude précédente nous montre
que si

L= {{1()=1,n()=2}, 0=supB(/) et P = sup B()

/el ‘el
8(¢)=0
D Y /¢ 23 D Y [ ¢ ¥R 3
lim w)=1 - /el
0 B
- - x°(log x
X=* 0 z V(_x,{) xX— 0 ( g )
wW)=1
On en déduit le résultat suivant :
COROLLAIRE. — Pour que l'ensemble normal associé a la suite (u,),.n

reconnaissable par I'automate & = (A,E,a,9,1) soit exactement R\Q, il
suffit qu’il existe ¢ dans A tel que t1({) =1 et n({) = 2.

Exemple 7. — Les suites de Morse et de Baum-Sweet ont pour
ensemble normal R\Q.

4. Théoréme réciproque.

Nous allons maintenant démontrer que cette condition est en fait
nécessaire, ce qui nous permettra d’énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
I'ensemble normal associé a la suite (u,),.n reconnaissable par I'automate
o = (A,E,a,0,1) soit exactement R\ Q est qu'il existe ¢ dans A tel que
(£)=1 et n(¢)=2.

Ce théoréme va découler des deux propositions suivantes.

ProrosITiION 1. — Si u = (u,),.n €St une suite reconnaissable par un r-
automate o/ = (A,E,a,0,t) telle que
V¢eA), (@T¢)=1=mn(¢)<?2
alors u est réunion d’'un nombre fini P de suites u? pe{l,...,P} dela
forme

P P
(N18,+"'+Nv8v+"“l)

P
{qll’r + -0 + qevagv + qv+1s (Nl"‘ "Nv)ENV}

on veN* (gf,....g0)eN" et (qf,....40+,)€Q""".
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Démonstration. — Nous allons démontrer cette proposition par

récurrence sur v = sup v(¢).
t(¢)=1

Etape 1: v=1.

On a donc a examiner le cas d’une boucle (¢,,...,/,) du type suivant :

& 4

Posons

={ie{l,...ght(¢)=1}

et
‘ J={je{l,....g}; M,,j;éO}
c’est-a-dire I’ensemble des j tels qu’existe une relation du type

€,:
a—L’{j.

Les mots qui nous permettent de passer de I’état a a un état ¢;, iel sont
les suivants (les indices étant définis modulo g) :
N, fois
L — | P
{€af€pp- - sBi-1 & ... -1, Ny €N, (ij) eIxJ}.

Posons maintenant pour tout (ij)el x J:
t,-=r’-18,~+ tct +8i-l
d=d@j)=i—j si j<i
=g—(—i) si.-j>i
si.j = r"s,_,- + rd-lej + -ee 4+ 8,'_1.
Alors les mots précédents correspondent aux entiers

Nig _

{"NI‘SU + r,a—Tlti’ N, eN, (i,i)eIxJ}.

On en déduit, en procédant de méme pour les autres boucles éventuelles
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telles que v(Z) = 1, que u est réunion d’un nombre fini P de suites u?
pe{l,...,P} de la forme

{gr¥+43, N, eN}  avec (1,45 € Q.

FEtape 2 : Supposons la proposition démontrée jusqu’a I'ordre (v—1)
et considérons une boucle 7 = {¢,,...,Z,} telle que v(Z) =v.

€ (‘
€1

- -
~—— -

Posons I = {ie{l,...,g}, t(/)=1}.
Soit k un sommet précédant ¢/ dans G (c’est-a-dire tel que k < ¢).

Notons J(k) = {je{l,...,8}, M,‘,j;eO} I’ensemble des j tels qu’existe
une relation du type

k—4 ¢,

L’ensemble E des mots qui permettent de passer a I’état a a un état /;,
iel, s’exprime en fonction de ’ensemble des mots m(a,k) qui permettent

de passer de I'état a a un état k, k </, de la fagon suivante :
N, fois

E= kU{{m(a,k)e,,,sj. ooy E...§_y,
N,eN, (el x J(k), ¢(a.m(a,k))=k}.
Posons maintenant pour tout (i,j)el x J(k):

t=r"lg + - + g,
d=d(ij)=i—]j si j<i
—g—(=1) si j>i
=reg;+r g+ - +g,.

Par hypothése de récurrence, les mots m(a,k) correspondent a la réunion
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d’un nombre fini P, de suites d’entiers v?, pe{l,...,P}:

p p
(ngl +-- +Nv_lgv_ 1 +v-2)

(atr o

p
+ gl r T g8, (Ny..N,_)eN"1}

On en déduit que I’ensemble E correspond a la réunion d’un nombre fini
P, de suites d’entiers «?, pe{l,...,P,}:

{q‘l’rdrml‘:.,....+Nv__lgt_l+Nng+v—l) + o
N (qc +1+sf,+;f‘—) ,st"_;:*_, (N,,....N,) eNY.
-1 -1

On procéde de méme pour les autres boucles telles que v(¢) = v. Enfin,
en complétant les P, suites u? ainsi obtenues par les suites obtenues sur
les sommets ¢ tels que v(¢) < v, on en déduit que u est réunion d’un
nombre fini P de suites ? pe{l,...,P} de la forme

PN rv—1 N
{q‘l’rml“+ e )+ s+ qe" viv + q€+1(N1a~ -~9NV)GNV}

avec (g%,...,q%+,)€Q'*!, et la proposition 1 est ainsi démontrée par
récurrence.
C.QFD.

PROPOSITION 2. — Si u est de la forme indiquée par la proposition 1,
alors I'ensemble des & e R tels que (u,.E),.n n'est pas équirépartie modulo
un a la puissance du continu.

Démonstration. — Quitte & remplacer pour tout pe {1,...,P} et pour

g . PBod (e}, .80
——————— etaposer r,=r ,
pecd (g5, - - -.8%) ’
on peut supposer que u est réunion de P suites u? de la forme

_ @PN+...+‘€NV) :";Nv
{q‘;r erl ! + Tt + qerp + q€+l,(le'--’Nv)eNv}

ol veN* (¢5,....g0)eN" et (g5,...,4%,,) € Q"*! avec g} # 0 (quitte
a modifier la numérotation des suites u?) et gl,, = 0 (quitte 4 opérer une
translation sur R) et pour tout pe{l,...,P} pged(g},....g0) =1.

tout ie{l,...,v} gf par

Posons q = v.sup |g}r'"!| et pour tout he N*:
i

H={tcR;E= z:—;,eie{o,l}}.

i20
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Nous allons montrer que pour h assez grand, I'ensemble H (qui a la
puissance du continu) est inclus dans I'’ensemble des £eR tels que
(u,.5),.n ne soit pas équirépartic modulo un.

Cela va résulter des quatre remarques suivantes :

1) Si {x} désigne la partie fractionnaire de x, on a pour tout (h\t)
dans N* x H:
VneN, {rh.Eg} <rih,

logr,
logr

e} = {r ) f—}

i20

€ 1 1
={Z —dn)h}SZrTh=rh_l'

Q@
i>an T i>1

On a en effet en posant d =

On en déduit, en posant y = 1, ,1-# fonction indicatrice de I'intervalle
[o,g.r* ™", pour tout (hE) dans N* x H:

V(N,,...,N)eN",

1 1 v,
_1 @N{+---+g N)h g,Nyh
x({(girin v o

+ -+ girtY)ED =1,

2) Pour tout p dans {1,...,P} désignons par ¢,(n) le nombre de
solutions dans N¥ de I’équation giN,; + --- + gZN, = n.

De méme désignons par Y,(n) le nombre de solutions dans N" de
Iinéquation giN, + --- + gfN, < n.

Le développement en série enti¢re de

Y o,mX" = (1-XH"1...1-XH"! pour |X|<1
n=0

nous montre que

nv—l
n)~ s
%0~ g = D
on en déduit que
nV
V() ~ & ... gVl

Considérons maintenant ’entier Q(n) tel que

Uom) = Qirv—qu + qérv_z + - +aq
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et soit (a,b) e N? tel que pour tout p dans {1,...,P}:

uQ(n) < q,lzrv—l’:n+b + qpérv—z 4+ -+ qe+1'

On a alors Q(n) < Y(an+b) avec Y(n) = PZ\IJI,(n).
p=1

D’autre part, soit ce N tel que
GrTir =g 4 - g,
alors pour tout h dans N*
Ugneey = QT + - + @Y
et d’aprés la premiére remarque

Y x({un-ED = Y 0:1(m) = ¥ ().

m<Q(hn+c) m<n

On en déduit que

1 . Yy (n) 1
o1 E) > 1 =
im Qhn+ o) ,,<Q%,+c,"({“'" &) > lim it acth) ~ C.

P
avec C=g!...gla"* Y ————eR**,
g8 )

4) Si (u,.t) était équirépartic modulo un, on aurait

lim = 3 %y &) = g.r' 7+

n<N
. . .’ 1 l_h
et il suffit donc de choisir h assez grand pour que cw 9T de
fagon a aboutir & une contradiction. )
C.Q.F.D.

“Pour toute suite u reconnaissable par un automate fini, posons
V(N) = Card {n<N; neu}.

Les lemmes 1 et 2 nous permettent de déduire du théoréme 2 qu’une
condition nécessaire et suffisante pour que ’ensemble normal associé a la
suite u soit exactement R\Q est que:

V(N) ~ (log N)®N® avec~ (B,0)eN x ]0,1].
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THEOREME 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
I'ensemble normal associé a une suite reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\Q est que cette suite n'ait pas une croissance de type
exponentiel.

Exemple 8. — Soit mg <m; < ... <m, < ... lasuite de Morse et
soit by < b; < ... < b, < ... lasuite de Baum-Sweet. Alors ’ensemble
normal associé a la suite (m,),.n est exactement R\Q.

En effet soit

+ o
x)=73% X™n la série formelle associée a la suite (M Dnen;
n=0
ona

fX= Y amx

o(rg(n))=b

ou yx fonction indicatrice de la suite de Morse vérifie pour tout entier n

x(2n) = x(n) si n>0
1x2n+1)=1—yn) si n=0
x0) =0

et ou
rg(n) =3 x(m —1
p<n
en particulierona rg(2n) = n + x(n) — 1 et rg (2n+1) = n ce qui nous
montre que
X = Y X" +X ) (1—xm)X*
v(n)=b v(n)=b

=fi(X?) + Xf,(X?)

ou f;(X) (resp. f>(X)) est la série formelle associée a la suite croissante des
entiers qui font partie a la fois de la suite de Baum-Sweet et de la suite de
Morse (resp. qui font partie de la suite de Baum-Sweet, mais pas de la suite
de Morse).

Ces deux suites étant 2-reconnaissables f;(X) et f,(X) sont deux
¢léments de F,[[X]] algébriques sur F,(X) (cf[6]) et par conséquent
fX) = (fi(X))* + X(f»(X))* est algébrique sur F,(X).

La suite (m,),.n est donc 2-reconnaissable et comme de plus

1
m, € O(n*%) avec 6 = +2*/§, son ensemble normal est R\Q.
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De la méme fagon, on a plus généralement :

COROLLAIRE: — Soit my <m; < ... <m, < ... la suite de Morse
et soit uy <u; < ...<u,< ... une suite reconnaissable par un 2-
automate. Alors I'ensemble normal associé & la suite extraite (m,),.n est
exactement R\Q si et seulement si la suite u n’a pas une croissance de type
exponentiel.

D’autre part, le théoréme 3 nous montre que les exemples suivants
constituent les cas typiques de suites reconnaissables par un automate fini
dont I’ensemble normal est strictement inclus dans R\Q:

Exemple 9 : La suite croissante des entiers de la forme 3" ou

2.3"(neN).

Exemple 10: La sﬁite croissante des entiers de la forme
mtmrl 4 9m (n,.n,) e N2,

Exemple 11 : La suite croissante des entiers de la forme
2.4M8" 4+ 82 (n,,n,) e N2

Par ailleurs, il est facile de montrer que I’ensemble normal associé a la
suite de ’exemple 9 (resp. exemple 10) est 'ensemble des nombres normaux
en base 3 (resp. en base 2).

Ceci nous conduit a poser la conjecture suivante :

Conjecture. — L’ensemble normal associ¢ & une suite reconnaissable
par un r-automate est soit R\Q soit I’ensemble des nombres normaux en
base r.
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