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AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX
par Christian MAUDUIT

1. Introduction.

Rappelons que l'on appelle ensemble normal associé à une suite
u = (M^çN l'ensemble des nombres réels î, tels que la suite (Mn.^)neN soit
équirépartie module un.

Le but de cette étude est de déterminer une condition nécessaire et
suffisante pour que l'ensemble normal associé à une suite d'entiers
Mo < MI < • • • < Un < • • • reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\ Q (la définition précise de la reconnaissabilité sera rappelée
ultérieurement).

D'après le théorème de Weyl (cf[15] ou [20]) le problème revient à
étudier le comportement de la somme ^ e(Un.Q et de déterminer à

n<N ^
quelles conditions on a, pour tout Ç irrationnel lim _ _ ^ e(Un.Q = 0
(en posant e(x)=e2inx). ' N'00 N "<N

Résultats antérieurs. — En 1980, Kamae, dans un article non publié
(cf [7]), avait donné une ébauche de démonstration dans le cas particulier
où Un e 0(n) (par exemple pour la suite de Morse (cf exemple 2)).

— En 1983, Coquet a obtenu un résultat permettant de conclure pour
certaines suites telles que u^ t0(n) (cf. [9]). C'est le cas de la suite
1 < 3 < 4 < 9 < 1 0 < . . . des entiers dont l'écriture en base 3 ne
contient pas le chiffre 2 (cf. exemple 3).

Mais aucune de ces deux méthodes ne s'applique, par exemple, au cas
de la suite de Baum-Sweet (cf. exemple 4) qui vérifie u^ e 0 (n10^) avec

6 = ——-v— et dont on peut montrer par ailleurs que l'ensemble normal

est R\Q.
Mots-clés : Équirépartition modulo 1 - Automate fini - Ensemble normal - Nombre

cyclomatique - Produit infini de matrices
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Résultat obtenu. — Le théorème que nous donnons permet de conclure
dans le cadre le plus général, en montrant qu'il suffit que la suite u n'ait
pas une croissance de type exponentiel. En fait, cette condition s'exprime
très aisément sur le graphe associé à l'automate en disant qu'il suffit qu'au
moins un des sommets qui reconnaît la suite u soit précédé dans le graphe
par un sommet possédant au moins deux circuits fermés distincts.

Ces résultats avaient été annoncés en 1984 dans une note aux C.R.A.S.
(cf[17]). Par ailleurs, nous établissons (théorèmes 2 et 3) que ces conditions
sont nécessaires.

2. Notations et définitions.

Soit r un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par [r] l'alphabet
{0,1,.. . ,r—l} et par [r]^ l'ensemble des mots de longueur K ^ 1,

M°={0},

[rp= \ ] [ r f ,
K=0

Un r-automate se est la donnée d'un quintuple! se = (A,3,a,(p,T) avec :
i) A alphabet A = {fl,fc,c,...},
ii) S alphabet,
iii) a point initial de A,
iv) (p application (p : A x [r] -> A,
v) T application T : A ->- S.

Pour tout (x,s) dans A x [r] on pose (p(x,s) = s(x) ou plus
simplement x.5. On prolonge alors <p : A x [r] -> A en une application,
encore notée (p, (p : A x [r]* -^ A.

Si n est un entier positif dont la représentation en base r est
£^-i . . . e o , on pose pour tout x dans A

(p(x,n) = x.n
= X . £g£g __ 1 . . . 6()

(à n=0 on associe le mot vide, avec (p(x,0)==x).

Ainsi, lorsque n parcourt N, a. n décrit une suite infinie d'éléments
dans A et ï(fl.n) décrit une suite infinie d'éléments dans S.
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DÉFINITIONS FONDAMENTALES. — 1) On dit qu'une suite t € SN est r-
reconnaissable s'il existe un r-automate s/ = (A,3,û,(p,ï) tel que :

t = (în)n€N = (T(û.n))neN-

2) On dit qu'une suite d'entiers UQ < u^ < - • • < u^ < • • • est r-
reconnaissable si sa fonction indicatrice tç^l}^ est r-reconnaissable.

D'autre part, notons G le graphe associé à l'automate se et M la
matrice associée au graphe G :

M = (My)^ g ̂  avec My = card {s e [r] ;i. s = 7}.

Si S désigne la matrice de l'action -^ pour 5 dans [r], on pose pour

tout Ç dans R :

M^Ï^.S
s=0

; (NW) L̂2.

Pour tout n dans N, on note M^fê) = M^-^) ... M(r^)M(Ç). On
a alors M^O) = M"(0) = M".

De plus on remarque que, pour tout entier g ^ 1 la suite t est r9-
reconnaissable par l'automate sSy = (A,S,a,<p^.ï) où (p^ est l'application
associée à la matrice M^^).

Exemple 7. - La suite 1 < 2 < 4 < 8 < 16 < ... des puissances de
2 est reconnaissable par l'automate :

0 » 0-0 . 5)
T(a)=T(c)=0, t ( fc)=l , ( = ( 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 . . . )

et on a
'1 e(Q 0

M(Ç)= 0 1 e(Ç)
0 0 l+e(Ç)

Exemple 2. — La suite 1 < 2 < 4 < 7 < 8 < . . . des entiers dont la
somme des chiffres en base 2 est impaire (suite de Morse) est
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reconnaissable par l'automate :

0

Q- 1

0

0
b

1

1

0
—^0
--.P

0
0 < ^ l

T(a) = T(c) =0, T(fc) = 1, ( = ( 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 . . . )

et on a
1 efê) 0

Mfê)= 0 1 efé) .
0 efê) l

Exemple 3. — La suite 1 < 3 < 4 < 9 < 1 0 < - - - des entiers non
nuls dont l'écriture en base 3 ne contient pas le chiffre 2 est
reconnaissable par l'automate :

0,1,2
T(û) = T(c) = 0, -c(b) =1, ( = ( 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 . . . )

et on a

M fê)
1 e(Ç)
0 1+efé)
0 0

e(2Ç)
e(2^

l+efê)+e(2y

Exemple 4. - La suite 1 < 3 < 4 < 7 < 9 < ... des entiers dont la
représentation binaire ne contient aucune plage de 0 de longueur impaire
(suite de Baum-Sweet) est reconnaissable par l'automate :

0a Q- 0o.u
ï(a) = T(c) = x(d) = 0, ï(fc) = 1, ( = ( 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 . . . )
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et on a

Mfé)=

01 e(Q 0
0

1 0 e(Q
0 0 l+^fé)J

0 ^fê) 1

Soit <f un sommet de G.

G[f\ est la restriction du graphe G à l'ensemble des sommets k tels
qu'il existe n e N, M^ > 0 (c'est-à-dire à l'ensemble des états à partir
desquels on peut rejoindre l'état <f).

On dira que le sommet i de G précède (au sens large) le sommet j de
G s'il existe n e N tel que M?j > 0.

On note M(G[<f]) la matrice associée au graphe G|/].

a étant l'état initial de l'automate s / , on définit l'application v :

N ^ A
n i—^ v(n) = (p(a,n) = a.n

et on note, pour tout x > 0 :

V(V,Ç)= S e(n^)
n<x

i<n)=^

V(x/) = V(x/,0)= S 1.
n<x

v(n)=^

On a choisi l'automate de façon à ce que

V(^)6R+ x R, V(x,a,^)= 1

ce qui est toujours possible, quitte à rajouter un nouvel état initial à
l'alphabet A :

l ^

Par ailleurs, si f ( x ) et g(x) sont deux fonctions définies et positives
pour x > XQ , la notation / % g ou f ( x ) w g(x) signifiera qu'il existe des
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réels a et a' tels que pour tout x assez grand

0<a^ / o c )^a ' .
g(x)

N.B. : Les définitions spécifiques aux automates se trouvent dans [6] et
[12], celles spécifiques aux graphes se trouvent dans [2] et [14].

Rappelons que l'on peut définir sur le graphe G la relation
d'équivalence de forte connexité entre les sommets :

£ ^ £' s'il existe dans G un chemin allant de £ vers £' et un chemin
allant de £' vers £'.

On note G/~ le graphe quotient ainsi obtenu et ? la classe
d'équivalence module ~ du sommet £ de G.

G/^ est un graphe sans boucle. On peut donc définir sur G/~ une
numérotation v des sommets, avec v(5) = 0 :

v: G/- -^ N.
On peut alors prolonger v en une application de G dans N, encore

notée v, en posant pour { e G :
v(0=v(7).

Ceci nous permet de définir un préordre sur G :
k < £ si k précède £ dans G

k < £ si k < £ et v(k) < vQO.
Si F est un sous-graphe de G, on notera y (F) son nombre cyclomatique
(c'est-à-dire le nombre d'arcs de F, plus le nombre de composantes
connexes de F, moins le nombre de sommets de F.)

î étant considérée comme un sous-graphe de G, on note M[TI(Ç) la
matrice extraite de la matrice M(^) obtenue par restriction à 7 du
graphe G.

DÉFINITION 1. —
— 7 est de type 0 si y(?) == 0,
— ? est de type 1 si y(?) = 1,
— 7 est de type 2 si y(?) > 2,

où y désigne le nombre cyclomatique.

£ sera de type i lorsque ? est de type i (fe{0,l,2}).
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DÉFINITION 2. — Le poids de £ est égal au maximum des types des
sommets de G précédant le sommet / . On le note TcQO,

n : G ^ {0,1,2}
£ ^ TtOO.

Exemple 5. — Dans le cas de la suite de Baum-Sweet, S est représenté
en trait plein :

0 i 0
C' l D^——^- i ^^-—^—-^^^z^^---^a b ^—^—-'̂ c / N,

0 ^
1

par conséquent M[S]fê) = — 1 et y(S) = 2, îi(S) = 2.

3. Étude asymptotique des sommes de Weyi.

Préliminaire. - Calcul de V(x/,y.

V(V,0= E e(nQ
n<x

v(n)=^ •

= rZ £ ^((^+5)y
s=o X-.

n<——r
u(w+s)==/'

= Z Z ^((nr4-^)+B(x/,^)
^o

n<-r
i<w+s)=<f

avec |B(x/,Ç)| < r - 1.

Remarquons maintenant que si l'on pose S = (S,,)/, .g^2

E )̂ = Z S^ E ^(^)
x ^A ^

^r "<7
P(w+s)=^ i<n)=fc

et par conséquent

V(x/,Ç) = r^ ^ ^^)S^ ^ e(nrQ + B(x,̂ ,̂ )
s = O f c € A ^

n<—r
(<n)=fc
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V(x/,y = E M^V^,^) + B(x/,y.
k e A V )

On en déduit par récurrence, que pour tout entier N > 1, on a :

V(x/.^) = E M^vf^kA) + BN(X/^)
keA V^ /

avec \^(xAQ\ ̂  ^ - 1.

LEMME 1. - Pour tout sommet t de G, il existe (P,9) dans
N x [0,1] ^ que V(x/) % (logx)^9.

Démonstration. —

Étûp^ 7 ; Montrons ce lemme pour la suite x^ = r". V(rV) est égal
au nombre de chemins de longueur n joignant le sommet a au sommet <f
dans le graphe G[<|, c'est-à-dire au coefficient d'indice (û/) de la matrice
M(GW.

Pour estimer ce coefficient, mettons M(G[<|) sous la forme de Jordan :

M(G[<f])=P(D+N)P-1

avec D diagonale, N niipotente et où D et N commutent. Ainsi

V(rw/)=fÉfn)PDn-iNiP-l)
\*=oV/ /fl/

- v ( \ v r \n~i
- L [ ; j 2. ^îL^

i=0 V/ X e A

où A désigne l'ensemble des valeurs propres de la matrice M(G[<|).

Soit À,o une valeur propre de module maximum telle que les coefficients
C ,̂ ne soient pas tous nuls.

IÂJ > 1 et les éléments de A de module |À,o| sont de la forme
^ = ^e(v) avec veQ (cf[23]).

Si nous notons q le dénominateur commun de tous ces nombres
rationnels, nous obtenons (si |ieN désigne l'indice maximum tel que
C.^0):

V(rV) = (^o-^r H^) + w(rw^)

avec W(r'1/) e O^^IÂ-ol") et où les H, ne sont pas tous nuls. Choisissons
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maintenant d, de {0,1,.. .,q-l} tel que ̂  H^W ^ 0. Pour un tel
d , on a: ^o \^ /

V^V) % M^ol"
% (logr^-^)^"-^9

où e = °lLr° e[o>l] P111^116 ^ÛM) est extraite de la matrice M,
dont le rayon spectral est égal à r.

Étape 2 : Pour tout x assez grand, il existe un entier m tel que (avec
les notations de l'étape 1) :

r^-^ < x < r0^1^.
Ainsi pour x assez grand, il existe a > 0 tel que :

V(V) ^ VQ-^/)
^ a (log r^ + ̂ r^ + d)e

^ aQogr-^^r-^)9

^ y^ O0^ ;c)p;<:e

et il existe a' > 0 tel que :
V(x/) ^VQ-^1^/)

^ a' (log r^1^0)^^1^^
< a' (log ̂ ^x)9

< a'I^ (log x)^9

d'où VQc/) % (logx)^9.
C.Q.F.D.

Remarques, - 1) Si p(?) est le rayon spectral de la matrice M[?|(0),
alors p(^ ^ r9. En effet si N,,(^,^) désigne le nombre de chemins de
longueur n reliant le sommet ^ € ? au sommet ^2 ^ ?» on démontrerait
comme précédemment que

N^,^)eO(nPr9").

or N^ = ^ ^ N^^i,^), qui désigne le nombre de chemins de
^eZ ^e?

longueur n dans le graphe fortement connexe ?, correspond à la valeur
d'une norme matricielle en M [?](())" :

N^IIM^KOni.
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Cette norme étant équivalente à la norme spectrale, on en déduit, en posant
p = p(?) que

N^p"
(cf[23],p.65).

Donc p"6 O^r9") et par suite p ^ r°.
2) Le lemme 1 donne en particulier des conditions nécessaires pour

qu'une suite soit reconnaissable par un automate fini.
En effet, si (u^nefi est reconnaissable, il existe (P,9) dans N x [0,1]

tel que

V(x)= Z 1 = Z V(V)%(logx)Px9.
U^<X T(/)=l

On retrouve ainsi un résultat de A. Cobham (cf. [83].

. Exemple 6. - Les suites ( n ! ) n e N » Wne^. (û^neN avec
(a,b)e(N*\{l})2, (pn)neN* °ù Pn désigne le n^ nombre premier ne sont
pas reconnaissables par un automate fini. (Pour le dernier exemple,

xrappelons que V(x) » .——) •

LEMME 2 (avec les notations du lemme 1). —
— Si £ est de poids 1, alors 0 = 0 .
- Si £ est de poids 2, alors 9e] 0,1].
Démonstration. —
Premier cas: n(£) = 1; on pose v(<0 = v.
G[<| est un graphe comprenant au plus (v-t-1) composantes fortement

connexes, de type 0 ou 1 (simples sommets ou boucles).

Par conséquent
Mo
0

M(GM) =
x

0 M,

avec pour tout i e {0,... ,v} M( matrice associée à une composante
fortement connexe de type 0 ou 1.

En particulier, on a soit M; = 0 soit Mf' = 1̂ . (^ ^ 0 désignant la
longueur de la f"® boucle).



AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX 11

Ainsi, si g = p.p.c.m. ̂  on a M(G[/])^ = D + N avec N niipotente
j=0 ... v

et D diagonale formée uniquement de 0 et de 1.

Donc |Xo| = 1 dans le lemme 1 et 9 = 0 .

Second cas : n(^) = 2.

Soit k un sommet de type 2 précédant ^.

Soit p e N tel que V^.fe) ^ 1. •

Soit p'eN tel que VneN V^-^/) > V(r",fc) (par exemple
j/ =| longueur du plus court chemin reliant k à ^ dans G)|. fc étant de
type 2, il existe au moins 2 chemins distincts (de longueurs /i et f ^ )
joignant k à fc.

Posons /=/i/2.

On a alors pour tout entier n :

V(rp+n/,fe)^2BV(rp,fe).

Or VmeN, 3 ! n e N , p -h p' -h n/^ w < p + p' + (n+1)/.

Pour ce couple (w,n) on a VQ-"*/) ^ 2" et

logVQ-V) ^ nlog2 m - p - p ' - f ,
————— ^ ——— ^ ————7——— log 2m m mf

d'où
^logV(^log2^

^ /

ce qui implique 9 > 0 dans le lemme 1.
C.Q.F.D.

Remarque. — - * M étant une matrice stochastique, on en déduit que

la CNS pour que 9 = 1 est que f soit un état récurrent de l'automate
(cf. [13], p. 19). En particulier, si UQ < u^ < ' - • < u^ < ' ' • est la suite
d'entiers que l'on étudie, la CNS pour que u^ 6 0(n) est que l'un au moins
des états qui reconnaît (M^eN solt récurrent.

LEMME 3 (avec les notations du lemme 1). — Soient £ et {' deux
sommets de G. Si t - £' alors PQO = ?(/') et 9QO = 9QQ.
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Démonstration. — Puisque t ~ £ ' , il existe un chemin de longueur
p (resp. p') reliant f ^ {' (resp. ^' à <0.

Il existe donc des réels a(<f), a'00, aQf'), a'QQ tels que pour n
assez grand

0 < aOQn^r"9^ < V(rV) ^ VO-^V) < ̂ (^(n+rt^V"-^0

0 ^ aOnn^V^ ̂  V^/') < VCr"^'/) ^ a'^î^+p)^^^^^.

D'où en faisant tendre n vers l'infini 6(<f) = 90Q puis P(<f) = POQ.
C.Q.F.D.

Remarque. — De la même façon on démontre que, si £ ^ £' alors
0(<0 ^ 9(<f'), et si de plus 9(<f) = e(r), alors P(<f) ^ W).

THÉORÈME 1. — Soit f un sommet de G de poids 2.

Alors pour tout ^ irrationnel, on a :

lin,̂ -».
x-oo V(X/)

Démonstration. — Nous allons démontrer ce théorème par récurrence
sur vOOeN*.

Étape 1 : vQf) = 1.

D'après le calcul préliminaire, on a pour tout entier N :

'xV(x/,y = S M^^vf^,^) + BN(X/,^
keA V^ /

= E M^^vf^.k.r^) + ̂ (xAQ
keA V^ /
^ -Ï^V ^.k^j+B^

keA V^
k~<f

avec |BN(V^) 1^2^-1).

Considérons maintenant (P,0) tel que pour tout sommet fc de ?,
V(x,fe) « (log x^x9 (cf lemmes 1 et 3) et posons

.̂̂  VW^)
"^'^"(logx)^
W(x,fe) = W(x,k,0).
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On obtient, pour tout entier N :

(les -^A P
w(,.,o- ^ s^wf^+S-^.

logX/ f e e A ,.N0 \y.N 7 (logx)^6

k~(

Soit a tel que pour x assez grand

supwf^.fel <a.'(-t)< a-teA V*
k~{

Alors, pour tout entier N et pour x assez grand :

|W(V,0| < . S ̂  + 2r"
Al ,"• | (logx)'**
k~/'

d'où, en posant W(<f,y = Hm |W(x/^)|,
x-»oo

A/n ^^fe)Afé) = —,5—'
et pour tout entier n

A<">fé)=Afé)A(ry.. .A(r"-^).

Pour tout entier N :

w(^) ^ a ̂  |A^(0|
f c e A
k~/

^allA^fê)!!,.

Nous allons maintenant démontrer que si 7 t (^ )=2 et ^eR\Q
lim A^^y = 0 , ce qui nous permettra d'achever notre démonstration

N-»oo

pour le cas v(<f) = 1.

Pour tout x réel, posons :

A(x) = (a^x)\^^i
A^(x) = (aff(x)\^2

avec, comme d'habitude :

^(0)=^ et aff(0)=a^.
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Comme y(7) > 2, il existe au moins deux circuits fermés sur le
sommet <f. Soit g le p.p.c.m. des longueurs de ces boucles. Quitte à
travailler sur le r^-automate s / y , on peut supposer que g = 1.

On a donc
M^)=<^)+ ... +e(pQ

avec î ^ 2 , Vie{l,...,r} p»eN et p i^p2-

Ç étant irrationnel, il existe alors un ô dans ]0,1] et une suite (N^ g ̂
d'entiers tels que :

l^i.r^.y + • • • + e{p^^)\ ̂  (l-ô)r
c'est-à-dire tels que

VkeN, 0 < 1^0 )̂1 <(l-ô)û,,.
Pour tout sommet i de ? il existe un chemin de longueur Ç(i') allant de t
à i et un chemin de longueur r|(f) allant de i à £ .

Ainsi, quitte à rajouter à ces chemins des boucles (de longueur 1) sur le
sommet t , il existe (Ç,T|) indépendant de i tel qu'il existe :

— un chemin de longueur Ç allant de { à i,
— un chemin de longueur T| allant de i à ^.

Posons K = Ç + T | + I . On a, pour tout entier k et pour tout (ij)
dans ?2 :
^(r^-^) = ̂ ^(r^-^OACr^A^^^^)],,

= ̂ (r^-^)^,^^)^^^^)
+ Z ^^^^^(r^XKr14^^).

(Â î)^/)

D'où lû '̂"^)! < ̂ ) - S0?^0,
or r°a^ > 1, r^ ^ 1, r^0 > 1,
et par conséquent

l^r^-^K^-^e^C.^

où Ce]0,l[.

On en déduit, par récurrence sur n, qu'il existe un entier strictement
positif K et qu'il existe C dans ]0,1[ tels que pour tout n ^ K et pour
tout (ij) dans ?2, on a :

VkeN, lûS^-^KC.ay.
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Quitte à extraire une sous-suite de la suite (N^çN, on peut supposer
que pour tout entier k, on a

N^i - N , ^ K .
N o ^ î l .

On a alors pour tout (fj) dans ?2 et pour tout entier k :

lû^-^O^o-^)] ^ £ |û^l-NO)(rNo-^)|...|^-N*-l)(rN*-l-^)|

^C*.^-^.

D'après la remarque 1 du lemme 1, A(0) est une matrice irréductible de
rayon spectral inférieur à 1, et par conséquent il existe a > 0 tel que
pour tout entier n, HA^O)!^ ^ a.

D'autre part, on vient de voir que

Ve > 0, gfceN/IIA^-^o-^)!^ ^ 4.
a

Donc pour N ^ N^ — -q,
A^fê) = A^o-^^A^-^^o-^^A^-^) ... A^-^)

et

HA^OIL < IIA^-^WII.IIA^-^^o-^II^IIA^-^^^O)!!,
< £ .

Étape 2 : Supposons le théorème démontré pour tout sommet k tel
que v(k) < v et donnons-nous un sommet f tel que v(<f) = v :

V(x/) % (log x)^ avec (P,0) e N x ]0,1].
On a pour tout entier N :

V(x/^)= Z M^vf^k/^
*eA \y.N /
k<^

"(*)=1

+ E M^^vf^.k^)
î  ^ /

X(*)=2

+ £ M^(W^A)
*6A \r /A e A
Jfc~/

+ BN(V,O, avec |BN(V,O| < 2^ ~ 1).
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Or, on remarque que :
- si k < £ et n(k) = 1

v(^ ̂ r^) ^ v(^ ,fc) ^ V(x,k) € o ((log xW
\y.N \̂ N y

car d'après le lemme 2, 9(k) = 0,
- si k < £ et 7c(k) = 2,

alors, par hypothèse de récurrence,

V^ ,k^ € o ((log x^x^).

Mais d'après la remarque du lemme 3, on a

o ((log x)^6^) c o ((log x)^9).

D'où pour tout entier N :

V(x/,i;) = ^ Mff^vf^ .k.r^4^ mod o ((log x)Px9).(̂ ,y = 2. M^^vi^,^r
f c e A
k~/
k e A \^N /

Si y(?) ^ 2, on procède comme pour l'étape 1.

Si y (?) = 1, soit ^ la longueur de la boucle sur le sommet {

V(x/^) = M?;fé)V^ /,r^ mod o ((log x)Px9).

On a donc

. -̂01 c^y
^ / x \P /x \<>\ loe jc /

V(./,0|, v^ f'08^-!
Oog x)^91 " / ^.Y^Y log x r9t

\ 0 ^^ ,
et par conséquent, en posant

mod o(l)

.(̂ ilm^"v^ ^(logxyx9

on obtient w(<f,Ç) < w ^ d'où w(f,Q = 0 puisque 9 > 0.

C.Q.F.D.
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Remarques. — 1) S ixeQ, la suite (u^.x)^gN n'est évidemment pas
équirépartie modulo un.

2) Si Card {^;T(<O=I} > 1 (c'est-à-dire si la suite (Un)n^ est
reconnue par plusieurs états de s/) alors l'étude précédente nous montre
que si

L = {<f; T(/) = 1, n^) = 2}, 9 = sup 900 et P = sup P(^)
^ e L <'eL

e^)=e
_ $: V(x/,y _ Z V(x/,y
lim T^1————— = Um /————-«- = 0 .
"00 E V(V) -00 x(logx)

T(/)=l

On en déduit le résultat suivant :

COROLLAIRE. — Pour que l'ensemble normal associé à la suite (Un)ne^
reconnaissable par l'automate se = (A,5,û,(p,ï) soit exactement R\Q, il
suffit qu'il existe t dans A tel que ï(<f) = 1 et n(^) = 2.

Exemple 7. — Les suites de Morse et de Baum-Sweet ont pour
ensemble normal R\Q.

4. Théorème réciproque.

Nous allons maintenant démontrer que cette condition est en fait
nécessaire, ce qui nous permettra d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
l'ensemble normal associé à la suite (Mn)neN reconnaissable par l'automate
s/ = (A,S,a,(p,ï) soit exactement R\ Q est qu'il existe ^ dans A tel que
ï00 = 1 et n(il) = 2.

Ce théorème va découler des deux propositions suivantes.

PROPOSITION 1. — Si u =• (Un)n e N est une sulte reconnaissable par un r-
automate si = (A,S,û,(p,ï) telle que

(V<feA), (ï00 = 1 => TlOO < 2)
alors u est réunion d'un nombre fini P de suites M9 p e {1,.. .,P} de la
forme

.̂(N -̂.N^v-U ̂  ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ̂

où veN», (^....^eN" et (q?,.. .^OeQ^1.
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Démonstration. — Nous allons démontrer cette proposition par
récurrence sur v = sup v(<f).

T(/)=l

Étape 1 : v = 1.

On a donc à examiner le cas d'une boucle (^,... / g ) du type suivant :

6. ^ e!

Posons

et
I = = { f 6 {!,... ,^;T(^)=1}

J = { / e {!,...,^}; M^O}
c'est-à-dire l'ensemble des j tels qu'existe une relation du type

a-^^.

Les mots qui nous permettent de passer de l'état a à un état ^., f e l sont
les suivants (les indices étant définis modulo g) :

Ni fois
{e^,...,e^i e; . . . £ ,_ i ' ,NieN, 0'J)eIxJ}.

Posons maintenant pour tout (ij) € 1 x J :
^=r f f - 1 6 .+ • • • +e,-i

d = d(i'J) = i - j si 7 ^ i
= 8 - ( J - i ) si 7 > î

s»j= ̂ ,+ rd- le,+ • • • + e.-i.
Alors les mots précédents correspondent aux entiers

f r^ - 1 1y^-^-T^-r^'NleN ' (^€ I X J}-
On en déduit, en procédant de même pour les autres boucles éventuelles
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telles que v(7) = 1, que u est réunion d'un nombre fini P de suites u9

p €{!,... ,P} de la forme

{q^-^-qï ,NI e N} avec (q^) e Q2.

Étape 2 : Supposons la proposition démontrée jusqu'à l'ordre (v-1)
et considérons une boucle ? = {/i,.. ./^} telle que v(7) = v.

e^

Posons 1 = [i e {1,... ̂ }, T(^,) = 1}.

Soit k un sommet précédant / dans G (c'est-à-dire tel que k < f ) .
Notons J(k) = {/e {!,... ,̂ }, M^O} l'ensemble des j tels qu'existe

une relation du type

k —8kL-»^.

L'ensemble E des mots qui permettent de passer à l'état a à un état /,,
i'6l, s'exprime en fonction de l'ensemble des mots m(a,k) qui permettent
de passer de l'état a à un état k, k < ̂  de la façon suivante-

Njois
E = U {w(û,fc)e^.. .e^i le....6._l;

k<e
N^ 6 N, (ij) € I x J(k), (p(fl.w(a,fc))=fe}.

Posons maintenant pour tout (ij) e I x J(k) :

h = ^"^i + • • • + e.-i
d = d ( i j ) = i ^ j si 7 ^ 1

=^-0-1) si ; > ï
^ ^ ̂  + ^"S- + • • • + e.-! •

Par hypothèse de récurrence, les mots m(a,k) correspondent à la réunion
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d'un nombre fini Pi de suites d'entiers vp, pe {1,.. .,Pi} :

^/^•••^v-1^-1-^-2) ̂  . . .

+ ̂ i^-1^-1 + ̂ , (Nl,...,N,-OeNV-l}.

On en déduit que l'ensemble E correspond à la réunion d'un nombre fini
?2 de suites d'entiers i^, p € {1,.. .,P2} :
r p^(Ni^+-+N^_i^+N^+v-l) ^_

+f^+l-h^+-tl-) r^--^ (N^^N^eN-}.
\ r^-l^ r^-1

On procède de même pour les autres boucles telles que v(^) = v. Enfin,
en complétant les P^ suites vP ainsi obtenues par les suites obtenues sur
les sommets / tels que v(/) < v, on en déduit que u est réunion d'un
nombre fini P de suites vP pe{l,...,P} de la forme

^ .̂..,N^V-I) ̂  ^ ̂  ̂  ̂ (N,,. . .J^eN-}

avec (^ç,.. .^.^(y'1'1, et la proposition 1 est ainsi démontrée par
récurrence.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. — Si u est de la forme indiquée par la proposition 1,
alors l'ensemble des î, € R tels que (Un.Qn^ n'est pas équirépartie modulo
un a la puissance du continu.

Démonstration. - Quitte à remplacer pour tout p € {1,... ,P} et pour

tout ie {!,... ,v} gf par ^jf ^ et à poser r, = r^ •-î).

on peut supposer que u est réunion de P suites up de la forme

^v-i^i-^v)^ ., +^+^,,(N1, ...,N.)eNv}

où veN^^.-.^OeN" et (g?,.. .^OeQ^1 avec ^ ^0 (quitte
à modifier la numérotation des suites uP) et ^+1 = 0 (quitte à opérer une
translation sur R) et pour tout pe{l,...,P} pgcd(^ç,.. .^ç) = 1.

Posons g = v.supi^^"1] et pour tout fceN* :
i

H^eR^E-S'^O,!}}.
i^o'



AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX 21

Nous allons montrer que pour h assez grand, l'ensemble H (qui a la
puissance du continu) est inclus dans l'ensemble des Ç e R tels que
O^^neN ne solt P^ équirépartie modulo un.

Cela va résulter des quatre remarques suivantes :
1) Si [x] désigne la partie fractionnaire de x , on a pour tout (/i,^)

dans N* x H :
VneN, {rï\y < r1-".

On a en effet en posant à = -——î-logr

W.y={r-\E^}i «^ j
_ f y ^ ] ^ y 1 _ 1
~làr<1-^

On en déduit, en posant ^ = l[o,g.r1-'1] fonction indicatrice de l'intervalle
[o,q. r1"*], pour tout (/i,^) dans N* x H :

V(Nl,...,N,)6NV,

XaOîîr-1^-^ + ... + ̂ rf^U}) = 1.

2) Pour tout p dans {1,.. .,P} désignons par (pp(n) le nombre de
solutions dans P^ de l'équation ^N1 + • • • 4- ^N^ = n.

De même désignons par ^ f p ( n ) le nombre de solutions dans ^ de
l'inéquation ^?Ni + • • • + ^?N^ < n.

Le développement en série entière de

^ (p^X" = (1-X^)-1 . • . (1-X^)-1 pour |X| < 1
n^O

nous montre que
»,v-l

(pp(n) - g? . . . g?(v - 1) !
on en déduit que

wT p v / ^ î . . .^ .v!

Considérons maintenant l'entier Q(n) tel que

^o^i^"^ +^r v - 2 + ... +^
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et soit (a,b)€N2 tel que pour tout p dans {!,...,P}:

^n) < qy-^ + ̂ v-2 -h ... + q^,.

P
On a alors Q(n) ^ x|/(an+h) avec \|x(n) == ^x|/p(n).

p=i
D'autre part, soit c eN tel que

q^-^ >^rv- l + • • • + ^ ,

alors pour tout h dans N*

^Q(^c)>^v"l^+ • • • +^1"

et d'après la première remarque

E X({l^})^ Z(PI(W)=^I^).
m<Q(/»n+c) w<n

On en déduit que

MQ(hn^^^ï({um•î>}) ̂  ̂ ^ahn^ac+b) = C-F
n-»oo

avec C=g{...g^ i————eR^.
p=l 61 • • • 5v

4) Si (M^.y était équirépartie modulo un, on aurait

l im-Zx({^.y)=^.r1- ' '
N-»oo IN n<N

et il suffit donc de choisir h assez grand pour que —- > q.r1'11 de
façon à aboutir à une contradiction.

C.Q.F.D.

'Pour toute suite u reconnaissable par un automate fini, posons

V(N) = Card {n<N; n e u}.

Les lemmes 1 et 2 nous permettent de déduire du théorème 2 qu'une
condition nécessaire et suffisante pour que l'ensemble normal associé à la
suite u soit exactement R\Q est que :

V(N) w (log N)^8 avec • (|3,9) e N x ]0,1].
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THÉORÈME 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
l'ensemble normal associé à une suite reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\Q est que cette suite n'ait pas une croissance de type
exponentiel.

Exemple 8. - Soit mo < m^ < ... < m^ < ... la suite de Morse et
soit &o < ^i < • • • <^n< " ' ^a smte de Baum-Sweet. Alors l'ensemble
normal associé à la suite (m^ney est exactement R\Q.

En effet soit
+00

/(X) = Z X"*6" ^a SGne formelle associée à la suite (w^)^gN»
n=o

on a
/(X)= E X^X"

o(rg(n))=h

où x fonction indicatrice de la suite de Morse vérifie pour tout entier n

X(2w) = XQO si n > 0
X(2n-hl) = 1 - %(n) si n ̂  0

1(0) = 0
et où

rg(n)= ExOO-1
P<n

en particulier on a rg (2n) = n + x(^) - 1 et rg (2n+1) = n ce qui nous
montre que

/(X)= E x^x^+x E (i-x^x2-
»(n)=b »(n)=l»

^(X^+X/^X2)

où /i (X) (resp. /2(X)) est la série formelle associée à la suite croissante des
entiers qui font partie à la fois de la suite de Baum-Sweet et de la suite de
Morse (resp. qui font partie de la suite de Baum-Sweet, mais pas de la suite
de Morse).

Ces deux suites étant 2-reconnaissables /i(X) et /î(X) sont deux
éléments de F2[[X]] algébriques sur F2(X) (cf[6]) et par conséquent
/(X) = Oi(X))2 -h XC/2(X))2 est algébrique sur F^X).

La suite (w^)ngN est donc 2-reconnaissable et comme de plus

Wfe eO^10*02) avec 9 = ——/— son ensemble normal est R\Q.
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De la même façon, on a plus généralement :

COROLLAIRE : — Soit WQ < m^ < ... < m^ < ... la suite de Morse
et soit UQ < MI < ... < Un < ... une suite reconnaissable par un 2-
automate. Alors l'ensemble normal associé à la suite extraite (m^)neN est
exactement R\Q si et seulement si la suite u n'a pas une croissance de type
exponentiel.

D'autre part, le théorème 3 nous montre que les exemples suivants
constituent les cas typiques de suites reconnaissables par un automate fini
dont l'ensemble normal est strictement inclus dans R\Q :

Exemple 9 : La suite croissante des entiers de la forme 3" ou
2.3"(neN).

Exemple 10 : La suite croissante des entiers de la forme

2"i+"2-n 4-2»2 (n,,n2)eN2.

Exemple 11 : La suite croissante des entiers de la forme

2.4"i8"2 + 8"2 (n^eN2.

Par ailleurs, il est facile de montrer que l'ensemble normal associé à la
suite de l'exemple 9 (resp. exemple 10) est l'ensemble des nombres normaux
en base 3 (resp. en base 2).

Ceci nous conduit à poser la conjecture suivante :

Conjecture. — L'ensemble normal associé à une suite reconnaissable
par un r-automate est soit R\Q soit l'ensemble des nombres normaux en
base r.
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