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EXTENSION DE LA CATEGORIE
DES ALGEBRES DE KAC

par M. ENOCK & J.M. SCHWARTZ (*)

1. Introduction.

1.1 Soient G un groupe localement compact, A; la représentation
réguliére gauche de G sur lespace hilbertien L*(G), M (G)
1’ algébre de von Neumann engendrée ; comme la représentation
Ag ® A; est quasi-équivalente a A, il existe un morphisme
injectif de M(G) dans M (G) ®M(G), noté Iy, tel que
s Mg (x)) = Ng(x) ® A\g(x) pour tout x de G. On a triviale-
ment: 'y ® )T = ®IL)Iy . Une application I' vérifiant
une égalité semblable s’appelle un coproduit ; depuis les travaux
de W.F. Stinespring [10], I'y;, joue un rdle central dans I’étude
de la dualité des groupes localement compacts. Par transposition,
on obtient un produit sur le prédual IN(G),, c’est-a-dire sur
I’algébre de Fourier A(G) définie par P. Eymard [7] et mise en dualité
avec NU(G) par laccouplement (fidg(x))=f(x"1), pour
tous f de A(G) et x de G.

Suivant alors J. Ernest [6], on considére les algébres de
Hopf-von Neumann co-involutives :

1.2 DEFINITION. — Ce sont des triplets M , T, k) tels que :
(i) M soit une algebre de von Neumann ;

(i) ' soit un morphisme normal injectif de M dans M ® M
et un coproduit ;

(iii) k soit un antiautomorphisme involutif de M ;
(iv) l'onait: sTk =(k ®k)TI.
(*) C.N.R.S,, Unité associée n° 747

Mots-clés : Groupes localement compacts — Représentations — Algébres de Kac —
Algébres de Fourier
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Rappelons que si N, et N, désignent des algébres de von
Neumann, ¢ est Iisomorphisme de N, ® N, sur N, ®N, qui,
pour tous x, de N, et x, de N,, applique x, ®x, sur
x, ®x, .

De maniére équivalente, cela revient & munir le prédual M,
d’une structure d’algébre de Banach involutive.

1.3, DEFINITION. — Soient (M, , T, ,x,) et M, ,T, ,k,) deux
algébres de Hopf-von Neumann co-involutives. On dira que le
morphisme normal o de M, dans M, est un 3€-morphisme si :

@) al)=1
r, =@l
(iii) k,=ak, .
Cela entrafne que le transposé o, est un morphisme d’algébres
de Banach involutives de M,, dans M, .

1.4 On appelle algébre de Kac un quadruplet (M, ,k,y) ou
(M,T',k) est une algéebre de Hopf-von Neumann co-involutive
et ¢ un poids dit poids de Haar, sur M tel que :

(i) ¢ soit normal, semi-fini et fidéle ;
() Vx €EM" onait (®p)I'(x)=p(x).1;
(iii) Vx,y €M onait (i ®y) ((1 ®y*)'(x))

= (((®p)(T(¥") (1 ®x));
(i) VER onait ko? =0% k.

Ces objets, ou des objets équivalents, ont été introduits indépen-
damment par les auteurs (4], [9] et par G.I. Kac et L.S. Vainerman
[11], afin de rendre compte de la dualité des groupes localement
compacts. A tout groupe localement compact G on peut en effet
associer naturellement deux algébres de Kac KS(G) et KA(G)
dont les algébres de von Neumann sous-jacentes sont respectivement
M (G) et L”(G) (on se reportera a [4], 8.1.7).

1.5 Soit K=M,I',k,p) une algébre de Kac. On définit une
représentation A, dite représentation de Fourier, de 1’algébre de
Banach involutive M_ sur I’espace hilbertien standard H¢ associé
au poids ¢. On sait alors munir I’algébre de von Neqmapn engendrée
M d’une structure d’algébre de Kac, notée K~ = M, T ,k,9). On
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dit que K~ est I’algebre de Kac duale de K. Cela est justifié par le fait
que l'ona:

(1) K*~ estisomorphe 3 K

(ii) KA(G)" est isomorphe & KS(G), elle—mém.e isomorphe
4 KA(G) dans le cas ou G est abélien, G désignant alors le groupe
abélien dual.

1.6 Afin de munir la classe des algébres: de Kac d’une structure de
catégorie, les auteurs ont introduit dans ([4], chap. 5 et 6) la
notion de K -morphisme.

1.7 DEFINITION : Soient
Ki=M,, T,k ,9).K=M,,T,,k,,9,)

deux algébres de Kac. On dira que u:M,—> M, est un
K -morphisme si (voir [9], II1.4) ‘

(i) c’est un 3e-morphismede M, ,T', ,k,) dans M, ,T,, K);
(ii) la restriction de ¢, a u(M,) est semi-finie ;

(iti) u(M, ) est invariant par o%*, pour tout t de R.

1.8 Les conditions (ii) et (iii), techniquement indispensables pour
obtenir une dualité des &K -morphismes, sont trés restrictives, surtout
(ii). Ainsi dans le cas des groupes, on n’obtient que les morphismes
stricts a images ouvertes et noyaux compacts. Cela entraine que,
dans la situation des sous-groupes, on ne peut rendre compte que des
sous-groupes ouverts, alors que le cas des sous-groupes fermés est
fondamental, par exemple pour I’étude des représentations induites.

En s’affranchissant de la condition selon laquelle les morphismes
doivent appliquer les algébres de von Neumann sous-jacentes aux
deux algebres de Kac I'une dans ’autre, nous résolvons ce probléme.

1.9 Considérons, en effet, I’algébre de von Neumann enveloppante
de l'algébre de Banach involutive M_; on la note W*(K). Grace
aux résultats de E. Kirchberg [8], les auteurs, en collaboration avec
J. De Canniére, ont explicité une structure d’algébre de Hopf-von
Neumann co-involutive naturelle sur W*(K) ([1], 2.15). Son prédual,
noté B(K), l’algebre de Fourier-Stieltjes associée 4 K, devient
alors une algébre de Banach involutive.
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Dans le cas des groupes, on trouve B(KA(G))=B(G) et
B(KS(G)) = M!(G), algebres qui avaient été largement étudiées
et dont certaines similitudes avaient déja été révélées ([7], [12]). Les
résultats usuels se généralisent alors aux algébres de Kac ; ainsi,d’une
part, le fait bien connu que la représentation réguliére gauche de G
sétend 3 M'(G), et, d’autre part, les théorémes d’Eymard [7] sur
la situation relative des algébres A(G), B(G) et L”(G) apparais-
sent comme corollaires d’une unique proposition sur les algébres
de Kac : l’algébre de Banach involutive M' se plonge injectivement,
de maniére canonique, dans B(K); on note A(K) son image,
c’est un idéal autoadjoint fermé de B(K); la représentation de
Fourier A\ se prolonge a B(K) (elle engendre naturellement
I’algébre de von Neumann M) ([1], 3.6 et 3.7).

1.10 En utilisant les constructions rappelées en 1.9, nous atteignons
dans cet article le but fixé en 1.8. Plus précisément, nous munissons
la classe des algeébres de Kac d’une autre structure de catégorie en
faisant appel a une classe plus vaste de fleches (les ¥e K -fléches)
définie de fagon “algébrique” :

1.11 DeFINITION. — Soient K, et K, deux algébres de Kac, o un
Y€-morphisme de W*(K,) dans W*(K;). On dira que o est
une 38K -fleche de K, dans K, .

La catégorie ainsi construite est stable par dualité ; dans le
cas des groupes les JEI -fléches se raménent aux morphismes des
groupes continus. Les principaux résultats sont concentrés dans
les chapitres 4 et 5. Les chapitres 2 et 3 contiennent essentiellement
la préparation technique.

1.12 Nous ferons un large usage des notations de la théorie des
algébres de Kac et des constructions liées, relatives a Il’analyse
harmonique des groupes localements compacts. On se reportera
donc a [4], [9], [1].

Rappelons que G(K) désigne le groupe intrinséque de K ([9],
1.10), W I'opérateur fondamental de K ([4],4.3.9).

Si u désigne une représentation de 1’algébre de Banach
involutive M. , on notera toujours 9, I’espace hilbertien de
cette représentation, A, l’algebre de von Neumann engendrée, U,
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son générateur ([1], 2.10), B“ le morphisme de M dans M ®A,
construit grace a U“ ([11,2.14). Si v est une représentation de
M*, on notera B, le morphisme de M dans M ® A, défini
de maniére analogue.

Si um, et u, sont deux représentations de M* s My X M,
désigne le produit de Kronecker de u, et u, ([1].1.5) ; c’est une
représentation sur le produit tensoriel w ® 35“2 .

On notera m la représentation universelle de M_ dans
W*(K) (et 7 celle de M, dans W*(K)). Pour toute représen-
tation u de M* , on notera s, I’application canonique de

W*(K) dans A, telle que s,ocr=pu. On a s,(1)=1 si et
u n u

seulement si u est non dégénérée (cf. [1], 2.1).

Enfin, rappelons que le coproduit de W*(K) est fourni par
lapplication ¢s,,,, et la coinvolution par s; (ou @ est
I’antireprésentation définie par #(w) = w(weok), pour tout
w de M) (cf. [1], 2.15).

2. Couplage de Heisenberg.

Soient G un groupe localement compact abélien, G  son
dual. On sait que G opére sur L?(G) par \(g) (translation a gauche,
associée 4 g de G), et que G opére sur L2(G) par p(y) (multi-
plication par le caractéere vy de G'). Les représentations A et p
sont reliées par la relation de commutation de Heisenberg :

A@)p(y)=(g,7)p(¥) A (g).

Dans [9], théoréme 1.11, cette situation avait été généralisée
au cas des groupes intrinséques d’une algebre de Kac K et de son dual
K . Rappelons qu’un élément du groupe intrinséque de K (resp. K')
peut étre considéré comme un caractére non nul de M* (resp. M;).

Dans ce qui suit (2.2), on généralise cette relation de commu-
tation aux cas de deux représentations, u de M* et v de M; de
dimensions quelconques. On obtient un unitaire Vp, u de A, ® A“,
appelé couplage de Heisenberg des représentations u et v. On
en démontre la multiplicativité (2.3), la symétrie (2.4) et le caractére
fonctoriel (2.5). On retrouve le cas particulier des groupes localement
compacts (2.7).
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2.1 PROFOSITION. — Soient p (resp. v) une représentation de M_
(resp. M') et U“ (resp. U,) son générateur. (On a donc
U,eA, ®M et U,e A, ® M). Alors, on trouve :

@ ®[§“)(U,,)(i Uy =(1®U,)(c®)(E®B,) U}).

Démonstration. — Soient x dans M et y dans M ; comme,
d’aprés [1], 2.14, on a, par définition :
B, (x)=U,(1®x)U}
et
B,(y)=U,(1®y) Uy,

on en déduit :

(®B,)(U,)(®c)(U:®1) =
=(1®U)(c®)(1®U,)(1®U}) (i ®c) (U, ®1)
=(1®U,)®N((1®U,)(s®) 1 U} (1dU}))
=(1®U,)(s®i)(®p,) U})

d’ou le résultat.

2.2 COROLLAIRE et DEFINITION. — Avec les hypothéses précédentes,

il existe un unitaire, noté V, , , de A, ® A, telque:

(i®B,)(U,)(®c) (U @)=V, ®L

On dira que V, , est le couplage de Heisenberg des représentations
u et v.

Démonstration. — Par définition de B“ , T'unitaire
(i®p,)(U,) (®c) (U;®1)

appartient 3 A, ® A, ®M; il résulte de 2.1 qu’il appartient aussi
a A, ®A, ®M. 11 résulte alors de [9], 1.4 qu’il appartient a
A,®A, ®C, d’ou le résultat.

2.3 PROPOSITION. — Soient u, et pu, deux représentations de
M, ,v une représentation de M_. Avec les notations précédentes,
ona:

\% ={A®¢)(V

VX My

®1)(V ®1).

v,k v, i
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Démonstration. — Par définition, on a :

Vi, ®1=0®B, ,, ) (U)(®(®6) (@) (U;@1®1)
=(®c®i)((®i®P, )i ®B,,)[U)(®i®c)
(i®c®i)(Ur®1®1) daprés[5], 1.5.
Or, nous avons, par ailleurs :
(®i®f, )i®B, ) (U, =
=(®i®B, )((V,,,®)(®¢) (U, ®1)) d’aprés 2.2
=(V,,, ®1®D (s ®i®) (1@ ®B, ) (U,)
=(V,,,®1®)c®i®)(18V,, ®81)(1®>(®c) (U, ®1))

d’aprés 2.2

=V, ®1®D(E®i®N(1®V,, ®1)(®i®i)(i®i®c)
(1eU,®1).
On en déduit que :
Vm‘lx“2 ®l1l=

=3(®s®N((V,, ®1®)(®i®)1®V,, ®1)(c®idi)

V, iy
(i®i®c)(1®U,®1)(®i®s)(i®s®)(U; ®1®1)

=((i®g) (V ®1)®1) (VV»H ®1®1) d’ou le résultat.

Vv, 42

2.4 PROPOSITION. — Avec les notations de 2.1, soit VV,“ le couplage
de Heisenberg des représentations v et u (lalgébre de Kac de
référence étant alors K'). Ona :

V“,,, =¢Vy,.
Démonstration. — On a, par définition :
V,,®1=(®8,)(U,)(®)(U;®1)
=((®c) (U, ® 1) (®B,) (U)*
=(®)((1®U,) (s®i)E®B,) UN*
=(c®)(V,,®D" d’aprés 2.1 et 2.2

d’ou le résultat.

2.5 PROPOSITION. — Soient pu, M, ,H, des représentations non
dégénérées de M, v une représentationde M_ .
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(i) Si t est un opérateur d’entrelacement entre u, et u,,
ona:

1®NV,,, =V,,, 180

(i) Si ® est un morphisme normal de A,, dans A,, . telque
®(1)=1 et ®u, =u,, ona:

(i®®)V =V

AT v, lp

(iii) En particulier, ona (i®s,)(V, )=V, .

Démonstration. — La preuve de (i) résulte immédiatement de
[5], 1.9, celle de (ii) de [5], 1.2 (ii) ; (iii) résulte de (ii) et de [1], 2.1.

2.6 COROLLAIRES. — (i)Soient u dans le groupe intrinséque de K
([91, 1.10) et p, la représentation de dimension 1 de M_ associée.
Le générateur de p, s’identifiea u, et pour deux éléments u, et u,
du groupe intrinséque, on vérifie sans geine que Py y, =Py, X Py, -
Soit alors v une représentation de M_, par définition, l'unitaire

' Pu appartienta A, ; de plus, on aura :

V’p“l“2 = nypuIXPu2
=V, ou v, Puy d’aprés 2.3.
Il en résulte que l'application u — V,, pu €St une représentation
unitaire du groupe G(K) dans A,; on aura donc en particulier

V.o, =1. Remarquons de plus que Vﬁu,v = V:’Pu =V, ou1-

(ii) Soient u dans le groupe intrinséque de K et v dans
le groupe intrinseque de K*. L’unitaire va,pu est alors un nombre
complexe de module 1. On trouve, d’aprés la définition (9], 1.11 et
[1], 2.14 (v) que:

vaypu = ﬁ“ (v)vt
=uvu* v*
=xWm,v).1.

On en déduit que V, o = XU, v). On voit ainsi que le couplage
défini en 2.2 généralise la notion introduite en ([9], 1.11), ce qui
justifie la terminologie.

(iii) Soient N\ la représentation de Fourier de M_,v une
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représentation de M*. L'unitaire 'V, , appartient donc d
A, ®M; de plus, par définition :

V, A ®1=(i®B,)(U,) (i ®c)(U;®1)
=(®M (U, (i®¢)(U®1) daprés[1], 2.14 (iv)
=U,®l1 d’aprés [1], 2.10 et [3], 1.6 (ii).

Ainsi VV’,\ est égal au générateur de v. En particulier, on en
déduit, pour v dans G(K):V,  =v.

Et on déduit de [1], 2.11 (ii) que Vj , est égal a l'unitaire fonda-
mental W. Enfin, d’aprés ce qui précéde et 2.5 (iii), on trouve :
(i®s)(V,,)=1U,.

2.7 Cas particulier. —Si K =KA(G), lalgebre de von Neumann
sous-jacente M est égale & L”(G), le prédual M _  s’identifie
a lalgébre de Banach involutive L!'(G), P’algébre de von Neumann
M st lalgéebre MTU(G) engendrée par la représentation réguliére
gauche A; de G, et son prédual s’identifie canoniquement a
I’algébre de Fourier A(G) ([4], 8.1.7).

Le groupe intrinséque G(K) est égal au groupe des unitaires
{Ag(s),s€G} ; on vérifie facilement que B,,) est I'automor-
phisme de L”(G) qui, a4 une fonction f, fait correspondre sa
translatée a gauche par s~ !, notée 1 f

A toute représentation u de L!(G), on peut associer
une représentation de G qu’on notera encore u. Le générateur
de u, qui est un unitaire de A, ® L”(G), peut étre identifié
a la fonction continue bornée de G dans A, qui, & un élément
s de G, associe u(s) ([1], 4.2). On en déduit aisément que le

couplage de Heisenberg V#’ oA () est égala u(s).

Si v est une représentation de A(G), on peut lui associer
une mesure spectrale P, sur G, a valeurs dans $,, telle que
pour toute fonction f de A(G), on ait :

v = [ 1),
On vérifie alors facilement que Vou= f u(s)dP,(s) ;
G

on voit en particulier que Wg = f A(s) dP; (s).
G
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3. Prolongement des représentations aux algébres
de Fourier-Stieltjes.

Dans [1], & toute algébre de Kac, on a associé son algébre
de Fourier-Stieltjes. C’est une algébre de Banach involutive qui, dans
le cas des groupes localement compacts, s’identifie soit 4 B(G)
(au sens de [7]), soita M'(G).

On sait que les feprésentations de L!}G) se prolongent
canoniquement 3 M'(G); grice a [7], il en est de méme pour
A(G) et B(G). Nous démontrons dans ce chapitre que cette
propriété est vraie dans le cadre général des aigébres de Kac (3.1).

3:1 THEOREME. — Soit v une représentation non dégénérée de
M_ . Pour tout 6 de B(K) on pose :

vO)=(®60)(V, )
ou m désigne la représentation universelle de M*.

Alors v est l'unique représentation de B(K) sur $, non
dégénérée, telle que V(s,), =v.

Si on identifie M, a A(K)=(s,), M), (cf [I] 3.2 (i), ¥
prolonge v.

Démonstration. — Soient 0, et 6, dans B(K)", de norme
1. Ona:

v, %0,)=3i®0,®0,)(®s,,,)V, ) daprés(l1], 2.16
= ®0,®60,)(V, nn) d’apres 2.6 (ii)
=(i®0,®0,)(®)(V, ,®1)(V,,®1)  daprés2.3
=(i®0,)(V, ,(®0, ®)(V, , ®1)
=(i®6,)(V, ,#(6,)®1)
=5(0,)7(6,)

ou l'on a utilis¢é les propriétés d’espérance conditionnelle de
i®0, ®i et i®0O,. Par linéarité, on en déduit la multiplicativité
de 7. Soit w dans M, . Ona:
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v(sy), (@) = ([ ®(sy), (@) (V, )
=(i®%) (i ®s,) (Y, ,)
=@{®w)(U,) d’aprés 2.6 (iii)
=p(w) par définition de U.

On sait ([1], 3.6) que A(K) est un idéal bilatére de B(K).
La restriction de 7 4 A(K) étant une représentation non dégénérée,
il est facile d’en déduire que 7 est involutive et non dégénérée.

L’unicité de la représentation 7 se démontre encore en utilisant
le fait que A(K) est un idéal de B(K). Soit »' un autre prolon-
gement, on aura, pour tout 8 de B(K) et & de A(K):

V() v(@) = V(8 *(s,), (&)
=v(0*(sy), (©) par hypothése
=v(0) v(w)
d’ou le résultat, car v est non dégénérée.

3.2 Remarque. — Le prolongement & B(K) de la représentation
A est la représentation de Fourier km_ définie en [1], 3.7.

3.3 Cas particulier. — (1) Si K =KA(G), lalgébre B(K) s’iden-
tifie a l’algébre de Fourier-Stieltjes B(G) ([1], 4.4). De plus,
avec les notations de 2.7, il est clair que, pour tout f de B(G),
ona:

(f)= fG F(s)dP,(s).

(i) Si K=KS(G), M* s'identifie 4 L!(G) et B(K) a l’algébre
de Banach involutive M!(G) (cf. [4], 8.1.7 et [1], 4.7). A toute
représentation v de L!(G) on associe une représentation de G,
notée encore v telle que pour tout f de L'(G) on ait

v(f) = f f(s) v(s) ds. 1l est alors clair que pour toute mesure
G
pu de M'(G) onaura:
v(p) = v(s)du(s).
W= [ v(s)du)
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3.4 PROPOSITION. — Soient (resp. ) la représentation univer-
selle de M' (resp. M), T (resp. m) son prolongement a B(K")
(resp. B(K)) au sens de 3.1, 7?* (resp. m,) lapplication transposée
de cette derniére. On a :
@) s; 1=r* =7;

(ii) les représentations T et T sont fidéles ;

(iii) s, T=RT, .

Démonstration. — Soit 6 dans B(K), par définition de T,
et avec les notations de [1], 2.15, on a, pour tout § dans B(K") :

(5; 7,8),0)=1(0,7(6 05;))

=(6,7(6° o5,)*)

=(6,(®0°05;) (Vs )*) d’aprés 3.1
=6, ®6)(VE ) d’aprés [4], 1.2.2.1
=(0®6,V, ;) d’aprés 2.4
=(7(6),0) d’aprés 3.1

d’ou (i).
En transposant 1’égalité de 3.1 on trouve :
1}' =85 (1})'
=85, 8; T d’aprés (i) ;

comme, d’aprés [1], 2.5 #, est fidéle, on en déduit (ii).

*
En reprenant I’égalité ci-dessus, on obtient :
k7, =Rs, () N

=5, s5; (7), d’aprés [1], 2.16

=5 T d’apreés (i), ce qui achéve la démonstration.

4. Les 3€ I -fléches.

Ce chapitre contient les résultats essentiels. On y définit
cette nouvelle classe de morphismes : les JEHK -fleches (4.1). On
construit alors la dualité dans la nouvelle catégorie (4.2 et 4.3).
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Enfin, dans le cas particulier des groupes localement compacts,
on explicite (4.4) une correspondance biunivoque entre les mor-
phismes continus d’un groupe G, dans un autre groupe G, et les
ge-morphismes de W*(G,) dans W*(G,). Plus précisément,
les algébres de Kac abéliennes (resp. symétriques) sont une caté-
gorie duale (resp. équivalente) a la catégorie usuelle des groupes
localement compacts. En particulier, on voit ici que les ¥ JC-fléches
répondent au souci de fournir les “bons” morphismes entre algébres
de Kac. ‘

4.1 DerFINITION. — Soient K, et K, deux algébres de Kac. On

appellera 3e3K-fleche de K, dans K, un Ye-morphisme «
de W*(K)) dans W*(K;).

En transposant, on obtient un morphisme a, d’algébres
de Banach involutives de B(K;) dans B(K;).

La classe des algébres de Kac, munie des J€ JC-fléches se

-trouve ainsi pourvue d’une structure de catégorie. On la notera
FeK.

4.2 THEOREME (dualité des 3¢ JC-fleches). — Avec les notations
précédentes, il existe un unique morphisme normal & de W*(K,)
dans W*(K,) tel que :

am, =T, a,

ou encore, de fagon équivalente, tel que

(@®) (Vi 7, )=3E®&) (Vi 1))
De plus & est une YR -fleche de K; dans K;i. En itérant le

procédé, on trouve : o« = a. On dira que & est la Y JC-fléche
duale de «. :

Démonstration. — Soit w, dans M,,. D’aprés 3.1, on a :
Ty 0, (55,), (W) = (I®a,(s3,), W)V, 7,)
=(@{®w,)l ®s,\ )(i®w (V,,1 ,,1

Comme a(1) =1 et s3,(1)=1, Popérateur (z®s,\2)(z®a)(V Jiy)
est un unitaire de W*(K )®M, et, d’apres [1], 2.9 (i), est’ un
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lr(';(xl)-cocycle ; il en résulte, grace a [1], 2.10 que la représentation

7, o, (s3,), est non dégénérée. Posons donc & =sz , (R s (cela
* !
implique &(1)=1). Autrement dit, par définition de &, le

diagramme ci-dessous commute :

Mz,—z———> B(K3) B(Ky) w*(K))

R

W*(K,)

On aura :
am,(s3,), (wy) =am, (w,) d’apres 3.1
= ?l Ol'(S;q )i (w2)

par définition de &. On en déduit que am, et 7, o, coincident

*
sur A(Kj); comme A(K;) est un idéal de B(Ky) et que la
restriction de 7, a, 2 A(Kj) est non dégénérée, on obtient
facilement :

am, =7, a,. (%)

Par définition de 7, et T, [I’égalité (*) peut aussi s’écrire,
de maniére équivalente :

a((i®0) (V,, ;) =(®00a)(V, :) VOeB(K;)
ce qui équivaut encore a :
@®N (V,, 3,) = ®) (V,, 1)
ou encore, grice a 2.4 :
(®&) (Vi ) =@®) Vz ) (%)

Soit B un morphisme normal de W*(K,) dans W*(K,)
tel que g7, =7, o, . On a, pour tout w, de M,, :
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B, (wy) =BT, (53,)s (wy) d’apres 3.1
=7, &, (s3,), (@) par hypothése
= &'1?2 (s,;2 ), (w,) par définition
=am,(w,) d’aprés 3.1

d’ou B = & et 'unicité annoncée.

Soient &, la transposée de & et 91 dans B(K,). On a :

7,(6,0,)=(®& 6,)(V;, ) d’aprés 3.1
=(®0,)(®a) (V;, )
=(®6,)(@®)(V; ) d’aprés (%%)
=a(i®0,) (Vs )
=aw, 6,) d’aprés 3.1

On a donc #, &, =af,, comme, d’aprés 3.4 (i) #, est fidele,
on en conclut que, comme a?l , &, est un morphisme d’algebres
involutives, en transposant et en rappelant que &(1)=1, on en
déduit que & est une JeK-fléche.

Il est clair, enfin, d’aprés (%%), que o " =, ce qui achéve
la démonstration.

4.3 THEOREME. — La correspondance qui, d toute algebre de Kac
associe l'algébre de Kac duale et a toute 3¢ K -fleche la 3 K -fleche
duale, est un foncteur de dualité de 32K dans elle-méme. On le
notera D.

Démonstration. — Soient K,,K, et K, trois algebres de
Kac, a une Je¥K -fleche de K, dans K, et § une 3¢ I -fleche
de K, dans K;. On considére la JeK -fleche Ba de K,
dans K, , on a, en faisant un usage répété de 4.2 (%) :

Ba®)(V; ,)=B®)3E®q) (V;

m, My 1I'2,1l’2)

=(®x) B®) (Vs 4,)

w2, M2

=3{®ap) (Vi ..).

w3, T3

On en déduit (Ba) = aB, ce qui, compte tenu des résultats connus,






