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REGULARITE MICROLOCALE
POUR DES PROBLEMES
AUX LIMITES NON LINEAIRES

par Monique SABLE-TOUGERON

Dans [2] Bony a étudié la régularité microlocale des solutions
réelles d’une équation non linéaire générale au dela des chocs et en
dessous de l'interaction. Dans ce travail on s’intéresse au probléme
analogue au voisinage d’un bord pour des solutions réelles de proble-
mes aux limites non linéaires non caractéristiques et dans la méme
zone que Bony, ou le comportement est linéaire et gouverné par le
symbple principal.

Un premier résultat de régularité locale, qui remplace le C”
a valeurs ®' du cas linéaire, est que toute fonction réelle u de
classe H® solution dans un ouvert régulier & de R" d’une équation
aux dérivées partielles non linéaire non caractéristique :

FOx,u(x),...,3%u(x)gem =0, (0.1)

ou F est réelle et C”, est de classe H**”~? dans toute carte
n ]
de bord si p=s—m— Y > 0. Les espaces H®® sont définis

par Hormander [6] ; ce résultat se déduit des propriétés d’algebre
de ces espaces et de leur stabilité par composition avec une fonction
c”.

Une étape essentielle est ensuite la paralinéarisation tangentielle
de I’équation (0.1) dans une carte de bord ; cette opération,
p-régularisante en direction tangentielle uniquement, permet
grice au fait que u est de classe H*"?~?  de remplacer ’équation
(0.1) par une équation différentielle en variable normale a coeffi-
cients paradifférentiels tangentiels dont le second membre est de
classe H'™™*? jusqu’au bord et en toutes les variables, c’est & dire
de méme régularité que dans le cas “intérieur” traité par Bony [2].

Mots-clés : Non linéaire — Aux limites — Régularité — Microlocal
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On est alors en mesure d’étudier la notion correspondant au
wavefront au bord du cas linéaire non caractéristique [3], [8] :
u €H"~ " (R"), un point (x,,%p) de R"~' x {0} x R"~! plest
pas dans OWF,u ¢’il existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel
T dordre 0 elliptique en (x,, E;) tel que Tu appartienne a
H'(R—'}r). Cette propriété tout a fait attachée a la carte, devient
invariante pour une fonction réelle de classe H® solution de 1’équation

n
non caractéristique (0.1) si s-—m—5=p>0 et t<s+op.

On aborde enfin dans un ouvert du demi-espace le probleme
de la régularité microlocale des solutions de (0.1) pour de bonnes
conditions aux limites : un point (x,, EZ,) elliptique au sens de
Melrose [7] pour le linéarisé de F(x,u(x),..., 0% (x)) n’est

n

pas dans dWF,, ju si u est de classe H' avec s—m—5=p>0
m

et vérifie 5 conditions au bord réguliéres. Ce probléme est traité

par Godin [5] a l'ordre deux dans le cas de la dérivée oblique. On
étudie aussi la réflexion des singularités H*'° dans la zone
0<o<p—1 pour p> 2, dansle cas transverse. Un corollaire im-
médiat du théoréme principal 5.1, analogue du résultat de [12], est le :

THEOREME 02. — Soit u# une solution réelle de classe H® de
n
I’équation non caractéristique (0.1), avec s>m + 5 + 2. Soit

(xq,%8) € T*0Q et soient vy, ,..., Y s les arcs situés au dessus

de £ des bicaractéristiques de

Fo(x,§) = 2 3, FOx u(x),. .., %u(x)) (i)

lal=

passant au dessus de (x,,%,) et supposés transverses a 0S2.

Alors u€H*'°  microlocalement sur V1> Ypgo Po =0,

entraine u € H**° microlocalement sur Ypo+1:---3 7Y, Dourvu

m—p
2

n
que 0< s—m—z—l et que u vérifie (p —py) +
conditions réguliéres sur 0£2.

Pour ce dernier point on utilise le calcul symbolique de Bony
et Meyer en variable tangentielle, dépendant de la variable normale
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x, , dans lequel on dpit préciser la régularité en toutes les variables
dans les espaces H®*® pour réduire ’équation (0.1) & un systéme
du premier ordre complétement découplé. Sur les équations
hyperboliques ou elliptiques obtenues on peut propager ou gagner
de la régularité microlocale tangentielle. L’étude des diverses actions
microlocales dans H“', en cone ou en diédre, des différents para-
produits, de Bony ou tangentiel, permet le transport de la régularité
de u sur certaines bicaractéristiques sur les solutions des équations
hyperboliques correspondantes, et permet aussi de remonter la
régularité microlocale tangentielle obtenue en régularité en toutes
variables.

Je tiens a remercier Guy Métivier dont la compétence et la
gentillesse m’ont encouragée tout au long de ce travail.

1. Double décompositjon de Littlewood
pour les espaces H**® de Hormander.

Suivant Hormander [6], pour s et s' réels et n entier, n = 2,
on désigne par H®® [I’espace des distributions u € 8'(R") dont
la transformée de Fourier % u est une fonction qui vérifie :

luly = Qay " [+ EPY (L +1E1PY ISu()] df <+ o=,

on £=(,¢)=(,,....¢,_,,E,) est la variable duale de
x=(x",x,)=(,....,%,_1,%,), £l = (&2 +.. .+ )

gu(¥) = /e*ixgu(x)dx. Si s'=0, HSS  est lespace de
Sobolev H® de norme .1l .

Comme dans Meyer [10], on fixe une fonction radiale positive
1
p€C, (R") valant 1 dans |§| <5 et nulle pour |¢§|> 1. Pour

p et p' dans N on note S, et S;, les opérateurs de sommes
partielles définis par :

F(S,u) (§) = (2 PH) Fu(®) et F(Spu) () = 927 0)Fu(),

et S, =S8, oS. On note A, et A, les opérateurs de blocs

dyadiques A, =S,,, —S,, A, =S, , —S, pour p et p'EN,
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A_,=8,,A" | =S, et A, =4, A,’,'. La double décomposition

de Littleword de u €8’ (R") est alors u = Z App:u, dans
p,p'>—1 ’

laquelle les termes d’indices (p,p') tels que p'>p + 1 sont nuls.

PROPOSITION 1.1. — L’espace de Sobolev H®*° est caractérisé
par la condition

't 1/2
(2 e gaud )" <+
p.p'>—1

Ce qui résulte des deux lemmes suivants :

. . . 2
LEMME 1.2. — Soit (“pp')p,p'>o une suite de fonctions de L

dont le spectre (support de Up,,') est contenu dans une bicouronne

1 l ' ' ’ '
;—2p+q S|EISy2P*e ;= 2P+ L E| Ky 2P Ha E avec y>1,
v Y

q et q, > 0, et telle que E 4PS+p", "upp'"(z)' < + oo N alors
u =Zu,, appartienta H>* et

"u"s,s' <C(Z 4(p+‘1)~_’+(P +q)s "upp,"%_)llz )

C ne dépendant quede v, s et s'.

LEMME 1.3. - Soit (u,),5, une suite de fonctions de L?

dont le spectre est contenu dans une couronne-boule

1
— 2 < [EI<y2?1E1<Y,
Y
avec Y>1, >0 et telle que E4’"|lupllf,<+°°; alors

u=3Tu EH"" =N H" et |ul,, <CE 4" lu,l2)¥?*, C
P s'ER i 4

ne dépendant que de <y, v, s et s'. De plus si s >0 on peut
remplacer la couronne-boule par une bi-boule {|§| <y 2P ;|¢'|<~'}.

Pour s> 0 ou s'>0 on utilisera souvent les trois lemmes

suivants :

LEMME 1.4.—S8i s> 0 et si (upy), p'5o est une suite de
fonctions de L* dont le spectre est contenu dans la boule-couronne
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1
1§l < 72"';2"*"'<|£|< y2P'HT L gvec v> 1,9 =0, et telle

’
T 4pste's’ |1y |12 < + oo, alors

o'l
_ s +(p'+q')s* 2411/2
u=Zu,, €EH"" et llull,y <C(Z 4P (pr+a)s Ny, 13

ou C nedépend quede v, s et s'.

LEMME 1.5.—Si s'>0 et si (Upp')p p'>0 €St une suite de
fonctions de L* dont le spectre est contenu dans la couronne-boule

1
;—2"*"<|EI<72”+‘7; £ < 72”§ avec Y>1, q=0, et telle

que I 4PstP'S Nupprlly <+ alors u=Zu,,€ HS et
Uy o <C(,2 4p+a)s+e’s |l J2)V?, o C ne dépend que de
v, s ets'.

LEMME 1.6.—Si s>0 et >0 et si (W, ,')p,p'>0 est une
suite de fonctions de L* dont le spectre est contenu dans la bi-boule
(1EI<y 2P ;1E1<7v2P } avec > 1 et telle que

+p's’' 2
T 4pstp's ”upp,"o < + oo,
alors u=Zu,, €H" et |l <CE47**'" Jlu,, I3, ou
C ne dépend que de v, s et s'.

1 n 1
PROPOSITION 1.7. — Si s >?, s+s' >5 et s+2s' >-2— I’espace
H** est une algébre multiplicative.

Preuve. — Le produit des doubles décompositions de Littlewood
de u et vE€H®® se décompose en

—T0'., . "
v=Iv +I1u

+ X (8,8, 434S, 28,0 +S, , Apu. A, S, 5v)
p>2,p'>0

!
+ X (A, u. 8,8y _,v+D8,S, ,u. By, v)
q-2<p<q+2
p'>2
+ 2 App'u.A "
q-2<p<gq+2 9
q—2<p <q'+2

ou IT"" désigne le paraproduit a deux indices défini par :
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Miv= 2 S, ,, ,ub,,mu. (1.1)
p,p =2

)

L’espace H* s s’injecte dans ’espace C° des fonctions hol-
dériennes si p € N et qui généralise la classe de Zygmund notée C:
dans Meyer [5] pour p €N, sous la condition
p=min(s—1/2,s+s —n/2)>0 si s #(n—1)/2,

0<p<s—1/2 si s'=m—1/2. (1.2)

Cet espace C” est caractérisé par

lAcull o <C.27%° k>1. (1.3)
On utilisera aussi : pour u €C? ,p >0, ona
-pp ! -po
A, ull .<C.2 et IIApSp:uIIL,,<C.2 .

Le lemme 1.2 donne w, =1'Il"'v€H"", et du lemme 1.4 on

L. _ ) s+p,s’ En
déduit w, = > o Au 4, S,y_,vEH
q—-2<€<p<q+2,p 22
découpant w, = 2 A, u. Bygrv & laide
q-2<p<q+2,¢g'—2<p'<q'+2
des opérateurs A, et en estimant la norme L' des morceaux obtenus
on obtient w, € H%* "2 ~"2 par les lemmes 1.2 et 1.3.
w,= 2 A8, ,u. S, , A;,:v. est une somme de termes a
p=>2,p'>0
spectre dans une couronne-boule
—2 —2 '
{75 <161<9.2P7% g 1<5.2P 1y
et on a, avec

(e,,") €2 (N?), (e,) et (e,) EL*(N):

Iy n-1 n_l
—ps—p'(s"— ) , q o
2 1 €py SIS <
, . n—1
14,8, 5ull wey S\ 27T e, si s =
Xn X
. n—1
27, sis'>——
2(1.4)
1
-p'(s+s'—=)
r, 2%e o, 1.5
"Sp_2 Ap U"L;on (Lg') = 14 ( )
d’ou
IIAP S;,r+3 u. Sp_2 A,','vllo < 2-ps—p (s +0) €pp’ - (1.6)
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Le lemme 1.5 donne WAEH”"“’ seulement si s'+p > 0.
Pour s'+ p <0, ce qui implique s' <O, on découpe w, avec
A; , on estime la norme des morceaux dans L2 (L1 ) et les lemmes
1.2 et 1.3 donnent w, € H%*"?¢ —h2

Si ueH" s> ;—,s + s > % et vE S on peut définir leur
paraproduit en toutes les variables et a un seul indice [2]
Moo=3% S,_,u Av

d p
p=2

et leur paraproduit tangentiel

’ —_ ! ’
IL,v= 2 Spr_au. Ay,
p =2
En comparant les opérateurs de paramultiplication II, et H
a H" défini en (1.2) on précise leur action dans les espaces H" L

ProrosirioN 1.8. — Soit u €HY*  avec (1.2) ; l'opérateur IT,
est borné dans H"' pour —s <t<s avec une norme ma]orele
par C. llully . De plus T, —T, applique continiment H"'
dans H"" " pour —s<t<s, et sa norme est majorée par
C.llull, -

Preuve. — On décompose u et v par A, dans M v et on
établit comme en (1.4) et (1.5) ’estimation :

IIAI,S;,_2 u Sp+3 A;,: vll,
—p (== ) )=p' (P4 (=2 ) )a (=22 1)) (1.7)
<2 2 2 2 €)p'
1 —1
avec "(epp')";ﬂ(m) < CIIuIIs,S:.IIvIIt' ; pour t#-z— et s #—2—,
les signes + ou — désignant les parties positives ou négatives. Les

lemmes 1.2 et 1.4 permettent de conclure si —s + 1/2 < ¢ <s.

Pour atteindre des valeurs de ¢ inférieures on fait un découpage

a l'aide des A, et on estime A, ) A, Sy_,u.S,,5 4
p=20

t <0 dans L}(L;n) ; pour f > — s on conclut par le lemme 1.2.

''v pour

ProrosiTioN 1.9. — Soit u€H®  avec (1.2). L’opérateur

) 1 1
I, est borné dans H"* pour —(s +s'—-2-)<t s+ — 5 wec
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une norme majorée par C.l|lullg . De plus T, —1IL applique

' . n
. A X t,t +t\s+s ——
contingment H" dans H**' *0+9'=7) pour

n—1
2

—-(s+s'—;—)<t'<

et sa norme est majorée par Cllully o .

Preuve. — On décompose u et v par A;: dans I, v, ce qui
dégage dans II, v — H;'v le terme w, de la proposition 1.7, le
reste relevant du lemme 1.3.

Généralisant Bony [2], pour mER et p > 0, a une fonction
p(x,§) declasse C® en x au sens de (1.3), C* en &, qui vérifie :

19§ p (., §)lco <Co (1 + 1E1)™ 1, (1.8)
pour tout £ € R", on associe I’opérateur paradifférentiel o, (x,Dy),

1
ou D, = T d,,» desymbole

0,0, §) = Q" [e*1x(n,£)p@, E) dn, (1.9)

X désignant une fonction C” dans R®" nulle pour |n|= ¢, |£l,
égale 3 1 pour [n|<e,l&| et [E|=R avec 0<e¢, <e, <1 et
R >0, et qui vérifie : pour tous (o, B)EN?" il existe CMj
telle que :

|a:",a‘;x(n,z)| S Cp(l + [E1)~'*= 18l pour tous n, EER".

Un changement de fonction x dans (1.9) modifie 0, par un
symbole de la classe ST clest-a-dire un symbole ¢€C” (R*")
qui vérifie :

195 85 0(x , §)1 < Cog(1 + [£|)m—PI+lei=181,

On notera désormais 0, ) (x',D,s) les opérateurs
paradifférentiels “tangentiels” c’est-a-dire les opérateurs dont
le symbole, fonction de (x',¢') et dépendant du paramétre X,
est défini par (1.9).

ProPOSITION 1.10. — Soit u €H** avec (1.2). La différence
de deux opérateurs paradifférentiels tangentiels associés a u est un
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H" t'+ (s+s'——% )

opérateur borné de H"' dans pour —s<t<s,

et sa norme est majorée par C.|lully o .

Preuve. — On considére une fonction x'(n', )€ C” (R2("~ 1))
supportée dans |n'| <e,|¢| si [§'I<R, ou 0<e, <1 et R>0,
dans € [E'1<In'|<e,lE'| si I§I1=R avec 0<e, <e,, et qui
vérifie ’

102 3% x'(n' , £ < Copr(1 + |£1) 1€ 1= 181,
On désigne par H'(x',¢') la transformée de Fourier inverse

de x'(n',¢). La différence de deux opérateurs paradifférentiels
tangentiels associés &4 ¥ € H** a pour symbole

T, E) = [ HO L ) ue =y x,)dy'
Pour v €%~ '(Cy (R")) on peut écrire

'(x,D)v= 2 7l.(x,D.)Av

k>2
K'>—1 2
+ 'Z Tiew (X, D)8 150,
Kk >—1

ou
T (X, g)= fH'(y', £)S,_,ulx'—y',x,)dy’. v(2-k¢ 0

rieC )= [HG L 8 uG =y x,)dy' Y2 ¥ ¢, 0),

V() = p(¢/2) —p(§), et ¥ doit étre rempllacée par ¢ pour
k' =—1. Le premier terme s'estime dans H®**C+s=72) par le
lemme 1.2 a I'aide du résultat suivant de [4] :

(1.10) Si un symbole o(x,§)E€C”(R?") est supporté dans
I§I<R et vérifie [0f o(x,£)| <M pour tous (x,£) et

181 < [%

L? avec une norme majorée par CM ou C ne dépend que de

+ 1, lopérateur o(x,D,) associé est borné dans

n etde R. (Ona noté

1 1a partie entiére de —
- a Irtie en - ).
2} parti iére de 2)

De méme le second terme se traite par le lemme 1.4 pour
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t > —s + 1/2; pour aller au-dela, on le découpe par A et on estime

la norme des morceaux dans L1 (L2 ), puis on conclut par le lemme
1.2.

PropoSITION 1.11. — Soient bECT(R") et uEH™ avec
(1.2). Les opérateurs bIl, — II b et bIL—IL'b appliquent
continaiment H"'  dans H" pour —s<t<s, et leur
norme est majorée par Cllul| s

Preuve. — D’aprés la proposition 1.8 il suffit d’étudier
lopérateur bIL, —II/b. On montre dabord que b—1II, est
infiniment régularisant tangentiel ce qui raméne I’étude a celle
de I, I — II; 11, . On remarque :

(1.11) pour tout N >3 Popérateur n,','—-p EN S, n.p_ntt A,
applique continiment H®® dans H"'*° pour tous ¢ et

t' réels.

Enfin le lemme 1.2 montre la méme propriété pour I'opérateur

(qu>3(pp>3 p'—auApp'(Sq—ii,q'——-g;b-Aqu)
=S, _3,4'—3U.S;_34—3Db. Aqq')-

La derniére somme étant symétrique en u et b la proposition
s’en déduit.

PROPOSITION 1.12. — Soit u €H®* avec (1 2), vEH" | —5<t<s,
et soit (x,,£,) ER" x R". Si v est microlocalement de classe
H"" en (x,,%§,) alors 01’4(’5") (x',D,)v est microlocalement

de classe HP™™ (750 %0) op (x,, £,).

Preuve.— On se raméne a l’étude de H"(xn)v par les propo-
sitions 1.10 et 1.8. Pour bEC (R") telle que b(xy,) #0 on a
(pIL] — 11 b)v € H" t4p par la proposition 1.11 et

I, bv — > s

.
N U Ay by EHMTTY
p,p'>N

p—N,p'—

pour tout N =2 par la remarque (1.11). Soit x€C” (R") sup-
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portée dans un ouvert conique TI', vérifiant x(§,) #0 et
x\E) =x(§) pour A=1 et |&=r. Pour toute fonction
6y EC”(R") égale a un dans un voisinage de {¢(€Tly, [§/=>1} ou

EER", dist(%,l‘ﬂs

'y = n_1)<2"N+2 est le cone

dispersé de I' de 27N*2 " ona

Xx(D,) 2 S, NN . A, by
p,p'>N

= x(D,) 2 S, n.p_nt. A, (0y(D,)bv).
p,p'>N
Si le support de b et I' sont assez petits on peut choisir
N et 6y vérifiant O (AE) = 04 (§) pour (§|=r et A =1 ftels

que 6y(D,)bvEH""". Alors x(D,) % S
p,p')N

’
est aussi dans H**" et la proposition est démontrée.

p—N,p'—N u. App' bv

ProprosITION 1.13. — Soit a(x,§') une fonction homogene
en & de degré m', de classe, C* en § #0 et dont les dérivées
en & appartiennent a H** avec (1.2). Soit ¢E€C”(R"™ 1)
égale a1 hors dun compact et nulle au voisinage de 0. Si
vEH" ,—s5s <t <5, est microlocalement de classe H"" en un
point (x,,%,) de R"™ x R™ alors Ogace, (x> D) v EHNI T
et est microlocalement de classe H?P™n(T'=m' e'=m'+p)

(xo, &)

Cette proposition s’obtient aprés décomposition de a(x, §')
en harmoniques sphériques, en utilisant les mémes arguments que
pour la proposition 1.12.

au point

On introduit maintenant la version microlocale tangentielle
des espaces HY' . Les opérateurs pseudodifférentiels utilisés sont
définis par Sjostrand [13] dans le cas de R” ; leurs classes sont
notées T" ,m €ER.

DEFINITION 1.14. — Soit 2 un ouvert de R" (resp. R7) et soit
u €H{; (). On dit que u est microlocalement de classes H*°

en un point (x,,£)ER" xR""! (resp. R x R"~ 1), il
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existe un opérateur pseudodifférentiel tangentiel proprement supporté
Te T°(R”) (resp. T°(R" )) _ elliptique en (x,,§,) tel que
Tu€H"" (R™) (resp. H’ o (R" ).

PROPOSITION 1.15. — Soir  u €H** (R®) avec (1.2). Soit
vEHM (RT) avec —s<t<s et soit (xo, ) ERT x R
Si v est microlocalement de clase H"" en (x, , &), alors
Ou(x, (x'» Dy)v  est microlocalement de classe gromin’, o'+
en (x0 L Eo)-

Preuve. — En corollaire des propositions 1.8 et 1.10 on
obtient que les opérateurs paradifférentiels tangentiels au(x ) (x',D )
deflms sur Cg (R ) se prolongent en opérateurs bornés dans
H""(R7) pour —s<t<s et que la différence de deux d’entre
eux applique continiment H"*(R") dans H"**?(R") pour
—s<t<s. Il suffit donc d’étudier II, v microlocalement au
point (x,,§,). Soient bECH(R7) tel que b(x,)#0 et
x €C”(R"™ ') supportée dans un ouvert conique I, vérifiant
X'(E)#0 et xX'(N&) =x'(¢") pour [£'|=r et A=1. De la
proposition 1.11 on déduit par prolongement et restriction que
X' (D) (bIL, v — IT, bv) EH"* *#(R7). D’autre part la propo-
sition 1.9  élargie aux  opérateurs > S ‘N uA ¢et

p'>N

ZNS_NP NuA,, pour N=>3 et la remarque (1.11)
p>

montrent par prolongement et restriction que pour N =2

I’opérateur Z S! p'—N U A ’ applique continiment
p'>N

H”"(ﬁ’i) dans H”“’(Ri) pour —s<t¢<s. De plus pour
N=2 ona

X'(D, )( Z Sh_n u. Al bv)

= x'(D,) ( 2 Sy_nu.dpy (%(Dx')bv))

p 2N

pour toute fonction 6y €C”(R"™ ') égale a 1 dans un voisinage
de {§'E€Ty1El=>1} ou

n-1 ¢ ’ —N’+2¥
3gen dlst(mrns 2)<2 :
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On voit donc que si le support de b et I sont assez petits, en
choisissant N assez grand et 6y & support assez petit, vérifiant
O (AE') = O (§') pour [£1=r et A>1, ona

6% (D,.)bv EH™ (R")

et ainsi X'(D) ¥, Sp_yu. A6y (D,)bvEHY'(R]). Dou
la proposition. p>N
On insére encore dans ce paragraphe un résultat d’action

microlocale tangentielle pour les opérateurs paradifférentiels généraux
introduits par Meyer dans [10] :

Pour p=0 et mER on note B,'," I’espace des fonctions
g(x,§)ECT(R" x R") telles que le spectre de x — o(x, &)
soit contenu dans une boule [n|<e€lf| avec 0<e<1 et qui
vérifient :

1350 (., E)ll,=<C,(1 + 1£E1)"~'* pourtout EER", si p=0
1950 (., B, SCo(1 + 1EN™ " sip>0,

’espace C° étant toujours défini par (1.3). Les symboles 0,(x, %
définis en (1.9) sont dans la classe B .

ProrosiTioN 1.16. — Soit 0 €B]' ,p > 0; pour —p< s'<p
l'opérateur pseu,dodifférentiel o'(x , D) se prolonge en un opérateur
borné de H** dans H'~™™°. De plus pour —p<s5'<0, si
u €EH est microlocalement de classe H*° en un point (x, , &)
alors o(x ,D)u est microlocalement de classe H*~™ ™in(o's'+0)
en (x,,&,).

Preuve. — Elle est assez semblable a celle de la proposition
1.10. On suppose d’abord que m = 0 et pour u €& ' (Cy(R"))
on écrit

o(x,Du=v,+v,= X  (S,_,0,)(x,D)ALu

k>—1,k'>2

+ 2 (Abo)(x,D)SL,,u,

k,k'>1

avec 0_,(x,8)=9E)o(x,§), o,(x,8) =¥ *E)a(x, ) pour



52 M. SABLE-TOUGERON

k= 0. Le lemme 1.2 avec (1.10) estime v, dans H“I et le lemme
1.5 estime v, dans H®*"® pour s'>—p. On en déduit
l’action de o(x, D) dans H** dans le cas m = 0. Le cas général
s’y raméne en considérant le symbole o(x, ) (1 + |£]>)~™/? .

On suppose maintenant que u€ HSS , avec —p<s <0,
est microlocalement de classe H"° en (x,,£,). Soit bEC(R")
telle que b(x,) # 0. D’aprés Bony [2] on a

(b—0,(x,D))a(x,D)ueH”.
D’aprés Meyer [10] :

ab(st)O(x7D)= 2 ca(aga)(xyD)(Dsab)(x9D)+TN(X9D)9
lal<N

avec TN(x,E)GSl"fl“N ce qui pour s+ s —m+N>0, donne

w(x,Due Hsts'—m+N puisque s' < 0. Choisissant N assez

grand on obtient que

b(x)o(x, Du— Y ¢,(350)(x,D)(DIb) (x)u€H ™0
la|<N

Soit maintenant x €CT(R"™ ') vérifiant x'(§,)#0 et
X' (AE) = x'(¢") pour |E|=r et A=1. Il reste a étudier les
termes x'(D,) (a‘g 0) (x,D) (DS b)u c’est-a-dire des termes de la

m—j
forme x'(D,)7(x,D)v avec 'reBg et v=(I—Ax)2 au
ou aEC:(R") et j=0. Décomposant 7(x,D)v comme ci-
dessus en v, +uv,, puisque v, EH*""F/S*? on est ramené

a létude de x'(D,) > Sp—,7 ) (x,D)A v qui se
k=1,k'>2

réduit a celle de x'(D,) 2, (Sp—n'T¢) (x,D)Ap v, N
k>—1,k'>N’

restant a choisir puisque par (1.10) la norme dans L?> de l'opé-

rateur (Spr_, 7)) (x,D) — (Spr—_n' 7x) (x,D) est majorée par

Cy'27¥# . On termine alors en introduisant la fonction 6y

définie a la fin de la proposition 1.15 et en choisissant N’ assez

grand, les supports de b etde X' étant supposés assez petits.
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’
2. Paralinéarisations dans les espaces H®".

PropoOSITION 2.1. — Soit FE€C™(R) une fonction réelle nulle

' 1
en 0 et soit uGHs"‘ réelle avec (1.2) et s+ 2s'>—. Alors
F(u) =M, u EH*7. 2

Preuve. — Comme dans Meyer [10] on écrit F(u) comme
somme d’une série téléscopique convergente dans L™ :

F(u) = 2 (F(Sp+1 u)— F(Sp u)+ FSyu),
p=0
puis on applique le méme procédé a chaque S,u avec S.;
on obtient :

F(u)

1 ! ’ !
= 3 Apu [TFSut 8, Sput S, Aputed, wde
p,p 20
’ ' 1 (1 g1 ' '
+ Y Apsp,u.spAp.uffo F'/(S,, u+tA, S, u+0S, ALu)dodt

p,p.'; 0 0

+ T 4,8cu [VF(S, qu+t A, Syu)di+ F(Syu).
p>0 0
Le terme F(S,u) appartient a H” puisque F(0)=0; le
deuxiéme terme, de type produit, est voisin du terme w, de la
proposition 1.7 ; le premier et le troisiéme terme sont de type
linéaire puisqu’en posant

m,, (x) = fol}:'(spﬂ,p,+1 u—(1—04,,wdt,

m, (x) = folp'(sp,0u+ t A, Syu)dt,

ils s’écrivent 0,(x,D)u= Z.} | Mor (x)A,,ru,
p’p

0,(x,Dyu= Y m,(x)A,S,u.
p=20

La comparaison du premier terme et de Il u introduit
alors



54 M. SABLE-TOUGERON

0,(x,D)u = > (my, (x)=S,_5 p1—» F'(u)) A, u
p,p'>2
o,(x,Du= X my(x)A,u

poup'<l

2.1.1. — Etudes des symboles 0,, o, et g,. Pour m,m'€R on
note S;’:'l"" la classe des symboles a(x,§{)E€C”(R” x R") qui
vérifient : pour tous «, BEN", il existe C> 0 telle que pour
tous (x, §)€ R" x R” on ait :

192 3% 0(x, ©)I < C(L+ [E)™ "~ fn (1 + o/ 11— 1F,

On démontre plus loin le lemme suivant :

LEMME 2.2. — Soit o un symbole de la classe S;’:'l"". Pour
s—m>0 et s—m'>0 Uopérateur pseudodifférentiel o(x, 1?)

’ !
se prolonge en un opérateur borné de H*° dans H*~™ ™ |

Les lemmes 2 et 3 de [10] montrent que o0, et o, sont
dans ST et ainsi 0,(x,D)u et o0,(x,D)u appartiennent
a H"”. De plus, utilisant que F'(u)ECP, on obtient par
interpolation comme dans [10] que o;€ Sf";" et ainsi
0,(x,D)u€H" ** sis'+p>0.

2.1.2. —Etude de o,(x,D)u pour s'<0. Dans ce cas on a
’ n l
u€EH™, avec s+s'> 5 donc aussi F'(u)EH*"* si on

suppose, ce qui n’est pas restrictif, que F'(0) = 0. S’inspirant
de Meyer [11] on étudie d’abord les normes dans L:n(L:,) des

dérivées de la fonction &, =m,, =S, , »_, F(u). On
obtient :
0% &

pay+p'la'|—p'(s+s'—1/2)
s PP'"L;"n(L:') < C,2P% . 2.1

On décompose ensuite £,, a l'aide de la partition de l'unité

1=(p(6~ 1277+ T (' 2-®*Dg)) (o6 277 ¢';0)
q=0
+ Y Y-t 2-@ra g )
q'>0

(2.2)
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0
en Q = Y, + S‘ L .+ ) R 4+ S‘ L . . s
q pp'q pp'aq
P PP q‘;o e q';o q,r>0
tant 4 choisir. 0,(x, D)u est alors une somme de quatre termes que

I’on analyse successivement :

res-
» )

W= X R A L uEHYP i+ 25> 12
p,p'>2

par les lemmes 1.3 et 1.4, aprés découpage par A,. et estimation des

2
morceaux dans L2 (L..)
n
. ’
= = 5,8 +p
Yq 2, Qpp'q App' u€H
p.p

s’obtient de méme, pour & assez grand et (2.1) donne de plus

_g(N—

lvgllg grsp SCy.279N=9)

pour tout N. Choisissant N>s, on obtient que Y, EHS A
q

On procéde de méme pour les deux derniers termes et on obtient
ainsi 0,(x,D)u €H®* te

2.1.3. — Etude du terme produit. Pour

— 1 [fipgn ' ’
2, _fo fo F'(S,,»u + tA, Spou+0S, Al u)df dt,

ona ||a:‘ Qpp,“Lw <C, gpay+p'la’l
Décomposant £,,r a l’aide de la partition de I'unité (2.2),

une étude assez semblable a celle de 2.1.2 montre que le terme

pzp. Qpp' A,, S,';: u Sp A,',v u appartienta H* **° .

Preuve du lemme 2.2. — On établit d’abord le

LeMME 2.3. — Soient s,s',t,t des réels tels que 0<s<t
et 0<s'<t; soit (u,,), une suite double de fonctions de
r pp ’pp 20
H"" quivérifie

T 4Pste’s |1y <M, T APG-DFRS 1y L2 0 <M

T4PSTRETO |y 2 o SM, T 4POmORRGT0 g 2 <M

2 2
pp'llo ool
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Alors u=ZXu,, appartienta H*' et |luly < C.M ou C ne
!

dépend queden s, t,s' ,t.

Ensuite on décompose o(x, &) € S‘)l"(i en
20, (x,)=Z Y@ PHYQ P E;00(x,§)

et on estime la norme d’opérateur dans L? des a;' Op, p' (x,D)
pour p',p'>—l a laide de (1.10). On en déduit que pour
u€H" ona

19% 6, _, (x,D)ll, <C, 2°©n=% ¢ . pour p=>0
”a;t opp, (x, D)Ho < Ca 2P(an—s)+p (la'|—s") Epp’ , pour p ,p'>0

avec X e: SCllullly et Z e;p: <Cllull?; ceci permet d’estimer

la norme de 0,, (x,D)u dans L*, H,H>" ,H"" pour ¢ et
t' entiers. Choisissant ¢ >s et t' >5s' le lemme 2.3 achéve alors la
preuve du lemme 2.2.

La proposition 2.1 se généralise en
N .
_ ”n s,8 P
Flu,,...,uy) .Zl H(auiF) (uy,...uy) Ui €H
i=

si FECT(RY) est réelle, nulle en O, etles u; réelles appartiennent
) 1
a H®® (R"), avec (1.2) et s+ 2s'>3. Le méme résultat

est valable localement pour F(x ,u,,...,uy).

Enfin d’aprés les propositions 1.8 et 1.9 on peut remplacer
le paraproduit a deux indices II'" par le paraproduit a un seul indice
I ou le paraproduit tangentiel II'. Pour ce dernier on peut énoncer
une version dans R—i :

PROPOSITION 2.4. — Soit FE€C*(R” x RY) une fonction
réelle a support compact en x et soient u,,...,uy des fonctions

P 1
réelles de H*® (R") avec (1.2)et s + 25" > > Alors

N
— ! s,s'+p ‘pn
FOo,up,. .o uy) 21 H(buiF)(x,ul,...,uN)uiEH (RY).

i=
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3. Quelques compléments au calcul symbolique de Bony.

Pour mER et p>0 on note X (resp. E;") la classe
des fonctions p(x,§) définies dans R"™ x R" (resp. R" x R™),
de la forme p = Y p,_; o p, ;(x,£) et C” en &, de

i<e
classe C*~/ en x au sens de (1.3) et homogeéne en & de degré
m — j (resp. vérifie (1.10) avec m —j).

Si peZ] et p'GE;"I(resp.pGE:," et p'GE':'), on

-, 1
note p #p' = by — 0y Dy DY P -
jtk+lal<p O

Ce symbole est dans la classe E;"+”"(resp. E;”J""’). Le

symbole paradifférentiel associé a pGEZ" par (1.11) est dans
la classe B;" ; & p€Z] on associe alors Opp aVeC ¢ €C”(R")
nulle au voisinage de O et égale a 1 hors d’un compact. On

utilisera souvent ’inclusion B™ C B™*" pour r et p > 0.
P ptr

ProrosiTION 3.1. — Si pef': et p'Eg':’ ona
0,(x,D)o,(x,D)=0,4, (x,D)+r(x,D),

avec rESTT™TP si p@N, pESTIMTA L prImIAte poy
tout € >0 si pEN.

Preuve. — (Si p € N cette composition est traitée dans [9]).
D’aprés [10],

o, (x,D) opr(x , D)

1
= X —@%, .xo0.,, )(x,D)+r(x,D)

j+k+lal<p O! £ Pm—j DEPy'— i
avec re€ S;"T""_" si pé€N, rGB'e"+'""p+E + S'l':r’”l_” si
PEN, pour tout €>0. On conclut avec les deux lemmes
suivants dont la preuve est détaillée dans [9] :

LEMME 3.2. — Soit p(x, %) une fonction C* en &, de classe
C* en x, qui vérifie (1.10). Alors pour tout a€N" on a

a _ m—lal—p
azap (Jrag‘,ESLx .
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LeMME 3.3. — Soient p et p' deux fonctions C en §,

de classe C° en x, qui vérifient (1.10) avec m et m'. Alors
_ . \ m+m'—p
0, 0, — 0, appartienta ST | .

ProrosiTION 3.4. — Soit p(x, &) une fonction homogéne en §

de degré m, C” en §+# 0, dont les dérivées en § appartiennent
m+2—g . n

¢ H'. Alors 0,,€B, * sl s<Z., 0, EBTTC i

n n
s=—, 0, €EB™ sis>—.

27 0P T2 2

n

Preuve. —Le cas s> 2 résulte de linclusion H® CCS z,
Ecrivant (1.10) sous la forme 0,,(.,§) =G(.,§) « (@p)(..§),

n
pour s < 5 on utilise que :

n
al s+2

188 GC, B, _, < C(L+ (gD ,

et pour s = %, que pour tout € > 0 ona:
(L + 1n1) F@F G(., &) = 3 (ep) (., ) ),

< CQ + (g lellite

ProrosITION 3.5. — Soit o6 € B:," ,p>0 et soit ucH®. Si
u est microlocalement de classe H° dans un ouvert conique U alors
o(x , D)u est microlocalement de classe H™"(O—m.s=m+2) gops U,

Preuve. — Soient 2(x, ) et k(x,f) des fonctions C~ dans
R” x R" homogénes de degré 0 supportées dans U telles que
k = 1 sur un voisinage du support de £. On a

(09 (x,D)o(x,D)u—0,,(x,D)a(x,D)0,;_,) (x,D)u€H™™,
d’aprés Bony [2] et d’aprés Meyer [10] :

Op9(x ,D)a(x,D)oy;_4) (x,D)=

1 1
— 3B - B
(w\gn a! 9% (|a§|:<p a! 0% 00 DS o) D, °¢(1~k)) (x,D)+r(x,D)
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avec r € S'l", 17, sionchoisit N> p. Enfin
a+y (] —
0 04 DY 0511y ab?+7¢QDg o(1-k)
appartient a SI_T par les lemmes 3.2 et 3.3. On en déduit la propo-
sition. b

ProrosITION 3.6. — Soit p(x,§) une fonction homogéne en
¢ de degré m, de classe C™ en £ # 0, de classe C° en x,p>0,
a support compact en x et nulle dansun ouvert conique w xT' de
R” x R"; si u€H*, 04,(x,D)u est microlocalement de classe
H*""* dans wxT.

Preuve. —(Si p &N c’est le corollaire 3.5 de Bony [2]).
Un changement d’opérateur paradifférentiel associé a p étant
p —m  régularisant il suffit d’étudier o4, (x,D)u  pour

of;p (x,6)= Y, S, nP(x, V@2 *E)é(E), N pouvant étre

k>N
choisi arbitrairement grand. Soit p(x, §) = Zp,,(x )h,(¢) la décom-
v

position de p en harmoniques sphériques avec p,E€C’ & support
compact et lIp,ll., <1,h, homogéne de degré m, C7en £§#0 et
telle que la suite |4, ||, (sn-1) st a décroissance rapide quel que soit
m. Soit b €C, ; d’aprés Bony ([2] théoréme 2.3) on a :

b Y Si_np,A0h)Du=2 S, ybp,) A (dh,) D)u + v},

k>N k>N

avec
Noplls—m+po < ClBN, D, 1(@R,) Dulls_, -

Soit x(¢¥)€C”(R") supportée dans un ouvert conique v,
vérifiant x(A\§) = x(§) pour |E|=r et A =1. Si le support de
bx est contenu dans w x I', en choisissant N assez grand et
6y €ECT(R") vérifiant O (A§) = 0y (§) pour |, =7 et A=1,
supportée dans I' et égale a 1 sur le cone dispersé de 7y de
2-N*2 5n obtient :

Y x(D,) X S,_nbp,) A (0R,) (D)u

k>N N
= )((Dx)aw,,‘,N (x,D,)u=0.
D’ou la proposition.
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ProrosiTiION 3.7. — Soit o(t,x,§) une fonction bornée dans
t€[0,T] a valeurs dans Bg telle que tN o(t,x,§) soit bornée

1
dans t€[0,T] a valeurs dans B;N pour un N>5. Alors

l'opérateur  o(t,x,D.)  applique continument H°  dans
L*(0, T;H /%),

Preuve. —On note  0,(t,x,8)=yQ2 *E)a(s,x,§) et
o_,(t,x,8)=9()o(t,x,§). Les opérateurs o,(¢,x,D,) sont
bornés dans L? uniformément en tE€[0,T] et k= — 1 et de plus
leur norme est majorée par C ¢ N 2-*N  @aprées (1.10). Pour
ueg ! (C:),ak(t,x,Dx)u est a spectre dans une couronne de
taille 2% et

lelok(t,x,Dx)uII?, dt < fz-"C4—kse§dt

0 0

1
- k(s+7) 2

+ [T Ccr™Ng M-k ar<ca 2
2=k

avec X 6,2‘ < Cllu II,2 . On en déduit la proposition.

ProrosiTION 3.8. — Soit o(r,t,x,§) une fonction bornée en
7, t dans 0<7<t<T a valeurs dans By telle que (t—1)N
o(r,t,x, &) soit bornée dans 0 <7<t <T q valeurs dans BEN

pour un N > 1. Alors l'opérateur u — fto('r, t,x,D )u(r)dr
0
est borné de L*(0, T ;H®) dans L*(0, T ;H*™!).
Preuve. — On note encore 0,(T,¢,x,§) =y *§&a(r,t,x,§)
et a_,(1,t,x,8) =p()o(,t,x,§). Lesopérateurs 0,(@,t,x,D,)
sont bornés dans L? uniformément en k et dans 0 <7 < ¢ < T,

et leur norme dans L? est majorée par C(t—m)N 27 *N d’aprés
(1.10).  Pour uEF, 1€y (0, T[ x R;' D)) la  fonction

t
f 0,(,t,x,D )u(r)dr est a spectre dans une couronne de taille
0

2% etona:
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T 2 k T t_2—k
[Tl [*oG.t.x. Dyu@)drl?, , dr<C X 4 [1[" " e
*’0 0 k=21 0 t
— N, - kN
+ f° t —1) 2 €,(r) dri? dt
t—2—k

o 2 2 St3 ’
avec Z"ek(‘r)"m(o,n <C"“"L2(0,T;H-")' La proposition s’en

k

déduit en utilisant I’inégalité de Young.

4. Probléme d’évolution elliptique pour
des opérateurs paradifférentiels.

Dans R""'x[0,T] on considére I'opérateur d’évolution
B, T Opacx, (X' D), ol 04u(,, (x',D,) est un opérateur
paradifférentiel associé a un symbole matriciel A(x,) continu
en x,€[0,T] a valeurs dans 2:,, p >0, dont la partie principale

A, (x, §") adesvaleurs propres N;(x , §') qui vérifient :
3C, >0 Re A (x, £)<—C, I£' @.1)
pour tous x, €[0,T],x'€R""! ¢eR"" !,
PROPOSITION 4.1. — Si UEL?*(0, T;H®), 5= 0, vérifie
@y, ~O%a (e s DyNUEL? (O, T;H* 7Y, 120,

alors UEL%*(e, T;H*") pour tout €,0<e<T; si de plus
U)EH™ "2 glors UEL?(0, T ;H'Y).

Xn

Preuve. —Pour 0<y, <T,x'€R"~' ¢ €R"" !, la solution
P(x,y,,¢") duprobléme de Cauchy :

(O, —A(x,ENP(x,y,,E)=0 dans [0, T]
Py, .7, ,€)=1d;,

vérifie : pour tout o/ EN"~! il existe C et § > 0 tels que pour
tous x, ,y,,0<y,<x, <T,f'€ER""!

: —1a'l ;8 n—ya)IEl
||3‘;: P("x"’yn’fl)|lcp(n,,_,)<CIE'l lale Xp—Yn

Alors pour tout N =0 le symbole matriciel



62 M. SABLE-TOUGERON

(x, =y, w G;P(xn’yn) (x',¢) est borné dans 0<y, <x, <T

4 valeurs dans B; N L’intégration par parties de

(fx" U;P(Xn-}’n) (x,’ DX') aJ’n U(y”) dy" ,‘P>

0

pour p €Cy(R"~',C™) donne la formule de représentation :
U(x,) = o:bP(x,,,o) (', D,)U(0)—R, U(x,)

+ fxn R(x,,y,)U(y,)dy,
‘0

+./(;"n otle(xn.yn) (x", D) (3, —O‘II’AI()’n) ", D) U(y,) dy,
ou R(x,,y,)=0 Pxy, ¥) (', D)

+ a(’pp(xn'yn) (x',D,) O;Al(yn) (x',D,)

R, = 0, (x', D) —1.

I est clair que o;p(xn_o) (x’,Dx.)U(O)ELZ(e , T;Hs') pour
tous € >0 et s . De plus si UO)EH*"*" Y2 1la proposition
3.7 montre que 0¢P(x )(x D, )U(O)EL2 O, T; H”')' le
terme R, U(x,) appartlent a L%, T; H“) pour tous s'; on a :

'
99y,

R(x,, ’yn) = 0¢P(-"n'Yn) (x s Dx')o‘Mx(yn) (x s Dx')

! !
O6P(xp, yn) Ay (¥n) (x, Dx')’

et la proposition 3.1 montre que (x, —y,)N R(x, ,»,) est asymbole

borné dans 0<y, <x, <T 2 valeurs dans S, ) ''-min(Le)+e

pour tout € > 0. Faisant N <1 on en déduit que pour tout
€e>0, fx”R(x,, ,¥,)U(y,)dy, appartienta
0

L2 (0 , T ;Hs— e+min(l,p)).

Enfin le dernier terme est dang L*, T;H**?) par la proposition
3.8. Alors UEL?(0, T;Hs*min(l-€.p=¢.0y e qui réinjecte dans

/(;’“' R(x,,y,)U(»,)dy, etonobtientfinalement UEL?(0,T;H**").

COROLLAIRE 4.2. — On suppose (4.1) vérifiée seulement pour tout
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x,€[0,T] et en un point (x,,%,) de R""'xR"~'.  Soit Q'
un ouvert de R"~ ' contenant x, etsoit UEL*(0,T;H*),s>0
vérifiant (3, —O4a(,) (X', DeNU=G dans Q'x[0,T] avec
GEL*(0,T;H*),s’€R. Sl existe un opérateur pseudo-
différentiel B d’ordre 0 dans R"™' elliptique en (x| ,&,) tel que
BGEL*(0, T;H*"""1),t >0, alors il existe un opérateur pseudo-
différentiel B' d'ordre 0 dans R"™' elliptique en (xj ,%,) tel
que B'UEL?(, T H*Hmin(r0)y pour tout €,0<e<T. Si de
plus U(0) est microlocalement de classe H**'~'* en (x},§)
alors BUEL*(0, T ;HS T min(r0))

Cette version microlocale de la proposition 4.1 s’obtient a I’aide
du calcul symbolique décrit en 3.

5. Régularité microlocale pour des
problémes aux limites non linéaires.

Soit F(x,yy,.--,¥q5---),®EN" Ja|<m, une fonction
réelle de classe C~ de ses arguments ; x parcourt un ouvert 2
de R",n=>2, séparé en deux ouverts de R" ,Q: et Q° vpar
une hypersurface C~ l",SZ?L restant d’un seul coté de I', et les
¥, parcourent R. -

Soit u € H’_(%2,), s>f'2-+ m, od €, =9°UT, une
fonction réelle solution de I’équation :
Flu] = F(x,u(x),...,3%u(x),..) =0 dans Q,
oun 9% = a;"; e u s a;‘; . On fait les hypothéses :
H,) En un point x, €I, est non caractéristique pour I’opérateur
différentiel linéarisé de F(x , 0%u) :

F(x,D)ovx)= X O, F)(x,ux),...,8%u(x),..)3%v(x)

lal<m

H,) Pour un covecteur EOET;‘O I', les p =0 racines réelles )\].
du polyndme en A :

F,(x,,£, +M\ng)

="M Y @, F)xy,ulx,),....0%ulx,)...) (, + Mny)*,

lal=m
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o m, € N:O I", sont simples.

Si p=0 l’l_lypothése H,) signifie que (x,,§,) est un point
elliptique pour F au sens de Melrose [7]. Si p > 0, on suppose

n
que p=s5—m ——2-> 2 et on note v, les bicaractéristiques de

~

F, issues des points (x,, %, + )‘i no); I’hypothése H,) signifie
que les projections de ces courbes dans 2, sont transverses a I'.

On note 7; ='yjﬂT* Qi et on suppose que u est microlo-
calement de classe H’'° , 0<p—1, sur Yoo ,7°p0 avec
p, = 0. Soient alors

m—p
2

fl.(x,zl,...,za,...),aGN",|a|<m—1,(p—po)+

fonctions réelles de classe C° dans § x RN pour lesquelles on a :

f,'[““r Efj(x,u(x), oo, 0%u(x), .. )l =0.

Sous certaines hypothéses sur ces conditions aux limites qui
seront discutées en 5.4, on va démontrer le :

THEOREME 5.1. — Au point (x,,%,) la fonction u est

~ n
microlocalement de classe H**? si p =0, avec p =s—-m—-5,
et de classe H*™® si p=1, c'est a dire que dans toute carte
locale U assez petite basée en x,, de coordonnées y,,...,y,

dans lesquelles x, = (y,,0) et Q, s'identifiea U, ={y€U,y, =0},
ona:si p=0 u€H/""(U,) et Au€HP (U,),

loc loc

si p=1 UEHSS®T=(U,) et Au€H:} (U,),

loc

pour tout opérateur pseudo-différentiel A € TO(R_':L) proprement
supporté, a micro-support contenu dans un Vvoisinage conique
assez petit de ((yy,0),my), ou £, = (ny,0) dans les coordonnées
duales des y; .

5.1. Localisation et régularité locale.

Par carte locale on se raméne & ' C R"~ ! x {0} et Q. C ﬁ ;

I' étant non caractéristique pour F en x,, le théoréme des
fonctions implicites montre que u est solution dans un ouvert £
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de R” contenant x, d’une équation

a;"nu+G(x,u(x),...,a“u(x),...)=O
«€N”, |la|<m, a, #m,

avec GECT(R" x RN) a support compact. Tant que les dérivées

d’ordre maximal de u appartiennent a une algébre H,oc (Q,) clesta

1 1
dire tant t>—,r+t’>—,t+2t'>—,
ire tant que 3 > )

G(x,u(x),...,0%u(x),...)

appartient aussi a HE! (2},) daprés la proposition 2.4. Cette

loc
propriété montre que u a la régularité locale :

s+(.r—m)—%—e,—(s—m)+%+e

loc

(£2.) pour tout €>0.

5.2. Paralinéarisation tangentielle et réduction au bord.

On fixe désormais une fonction ¢ € Cy(2,) égale a 1 au

— n

voisinage de x, ;v = pu est dans H**?~#(R") pour p=s—m =
et vérifie am + G(.,0%*v)=0 dans un ouvert w, =y x [0, T[ de
R" . Pour toute paralinéarisation tangentielle on a alors (proposition

2.4) :

G(.,0%0)— X 0
lal<m
apFm

Gy(x 80y (', D) 330 EHTFPTM (RY).

3%

Pour les conditions aux limites, on peut aussi supposer que les
fonctions f; sont définies et C” dans R" x RV, 4 support
compact et d’aprés Bony [2] (ou la proposition 2.4), on a :

fi((x' ,0),3%v(x', 0)

- X 9% pa ) (0,080, 0) (X' D) dF v(x, 0)
Ial<mi

2(_ ._i)_";l
e = T o , %, avec 8= (p— po)+-—5—l2

Le probléme aux limites est ainsi paralinéarisé en
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m
D7 v+ .Zl o;i(xn) (x",D,) D}~/ v = g dans w,
I:
(5.1)

04 (&' DD u(x',0)=hy dans v, j=1,...,2,

m

~.

[} o'

k=0

_ n—1
avec g EHP~™ (RY) et b, €H?C~7i~ VD=2~ (R"™ 1),

A,. désignant 'opérateur pseudo-différentiel de symbole
o (¢ €1, on note
V,=DI"'A, ,0,&;=&(x,D,)

o ' .
= oam_i+1(xn)(x’Dx')A—m+i’ i=1l,...,m

— ' _ ’ '
@ik —Gsik(x > Dx') - Am—mi— 1 0bi,m,~—k+l (x ,Dx') A_m +k

P=l k=1, m ]
V=(V,,...,V,),
0, A 00 6131;‘“"- Lmy+17 T 0
: AN \\ \\ : | !
] \ A ! 1
a = : N \\ \\‘: 63: ]
: \\ \\ 0 :
1 \ AN |
0------ 0 A i
|
a; _________ ct:m @g,l _____ emo+1 7T 0
Ona VEH*'P~ "%V ~?(R") et (5.1) équivaut
D, V-QV=G dans w,
" (5.2)
@ V(x',0)=H dans v
JE— Q R §
avec GEH™**~m@R") et HE I H ' ' Z(R""1).

j=1

On désigne par af la partie homogéne en &' de degré j de
a; ; c’est une fonction réelle de classe C™ en § # 0 et qui en x
appartient a lalggbre H* ™ *7¥(R%) daprés 5.1, avec

1

M=s—m— 5 —€ et €>0 assez petit. D’aprées H,) pour

x € w, supposé petit et § dans un voisinage conique I' de
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m
£,, le “symbole principal” de (5.1) \" + al(x,g)ynNn-i
0 =y !

i=

se factorise en

T =N, E)E, (x, 8 VE_(x, 8,0,

i=1

ou les A;(x, £¢') sont réelles et distinctes, homogénes en ¢ de degré 1,
C” en £ #0 et dans lalgébre H{;™"*"H(w,) en x, et ol

loc
m —
E, sont des polyndomes en A de degré q = _2_p
q Y
E,(x, ., 0=M+ Y €, §H)\,

i=1

a coefficients ¢; homogénes en &' de degré j,C” en £ #0,
dans lalgébre Hj;""*7"H(w,) en x, et & racines a partie

imaginaire positive pour E_ , négative pour E_ .

Le “symbole principal” de (5.1) est aussi le déterminant de
(A\I—A,(x, &) pour

Oc---1§lc--=-0 -~~~ 0
:' \\\\ \\\\ \\\(I)

A(x,§)= )
—al(x,§)

ou encore le déterminant du ‘‘symbole principal” de (5.2). Pour
chaque (x,.f')ewJr xI', C™ est somme directe des noyaux
ker(A, (x,¢)— A(x, £) et kerE, (x ,§,A (x,¢)), et
chacun de ces noyaux est stable par A, (x, ¢'). Quitte 4 diminuer
w, xI", on peut alors construire dans w, x I' une matrice
So(x, ¢") inversible, homogéne en & de degré 0, de classe
C” en & #0 et dans lalgébre H3;""* " #(w,) en x telle que
S, A, S; ! soit de la forme
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A (x, 8D
A (x L E)
D;(X,£')= E.( E,)
+ X,

E_(x,¢§)

Ei(x,‘g") étant des matrices carrées d’ordre
det(\I — E, (x, £)) =E,(x, ¢, ).

La réduction du symbole principal A, (x,%') dans w, x T
permet en fait une réduction compléte de la premiére équation

de (5.2) par “changement d’inconnue’. Formellement on cherche
W sous la forme W = °;§(x,,) (x', D,/) V vérifiant une équation

D, W-— 0;5(,‘”) (x',D,)W=G, dans w, 5.3)

qui vérifient

ou le symbole complet D est diagonal par blocs comme D, et G,
est de classe H”S"™*? en (x,,%,) si p&N. Afin de controler

n—1 , n—1
<

n
la régularité en x,, pour m'€E R,——z——\t < g+ > =

2
on introduit les classes 2':,.(R’,:) des symboles P(x,¢') de la

forme P = > P,._, ou P,. . est homogéne en & de

j<t+e’'—%
degré m'—j, C” en £ #0 et dans l’algébre H'~/ "(R_'—') en x.
Un symbole paradifférentiel tangentiel 0¢P(x ) (x', ') associé a
PGE"’ (R ) est continu et borné en x, = 0 a valeurs dans la
classe B"1 , de Meyer [10] ; de plus si PEE"' (R ) et

n
t+t 2

Qe E"‘ '(R ) la proposition 3.1 donne :
Oép(xn) (x,’ Dx') O;Q(xn) (x') Dx')
= Oé(P#Q)(xn) (x',Dx:)-}-r(x,Dx,),
\ Y 1 ! !
ou P#Q= Z. -,—'a‘;, Pm'—i D:’ Qe

o
j+k+|a’l<'t+t'—%

appartient de plus a E"' m’ (ﬁ—:)’ r est boné¢ en x, =0 a



REGULARITE MICROLOCALE 69

m'am"—(e+e'=3) , n
valeurs dans S, | si (t+t —-2—)¢N etr=r+r,
. . m'+in"—(t+t'—%)
avec r, bomé en x, >0 a valeurs S , et r,
. m'+m '—(t+t——)+e . , n
borné en x, = 0 a valeurs B, si t+¢ _EEN'

Dans (5.2) & s’écrit 0¢A(x )(x D,.) avec AEEOS e o(R_i)’

n—1 1
on 6e (s—m)——z— (s—m)+T . L’équation en
sa:;,’s m_o (RT) et Dez“ n_o(RY)

S#A-D#S+D, §—5_,)=0 (5.4

au voisinage de (x,.£,) ou p=1[p] si pEN et p=p—1
si pEN, peut se résoudre & l'aide de Sy(x,%) et D,(x,¢)
précédemment construites : pour £>1 on choisit S_;, et D,_,
de fagon que

S oA, —D,S_, + ——03% S_, DY A,
e A ¢ (,+k+|a|—sza' -k
j#Q
- ¥ —a“D D%S . +D. S =D, ,S
]+k+|a|—Qa,' -iPx" Ok xn —92+1) 1-2 90
JEL KL

soit diagonale par blocs, ce qui est possible dans w, x I' puisque
les valeurs propres de deux blocs différents de D, sont disjointes.
On obtient des matrices S_, (x,£) et D,_,(x,%) homogeénes
en £ #0 dans I et dans lalgtbre H° %s—m-¢ (w,) en x.

loc

On définit alors S et D par S(x, &) =x(x,) X S_;(x,¢),
j<e
D(x,£)=x(x,£) X D,_,(x,§), x étant une fonction
IAY.
C” dans R’ x R"~ !, homogéne en § de degré 0, a valeurs
dans [0, 1], égale 4 1 dans un voisinage conique de

(x9,8), Wi xT! =4 x [0, T'[xTI?
et supportée dans w, x I''. La fonction
W =03, (x', D, ) VEH" "™ * 1 (R])

vérifie ’équation (5.3) dans w, avec:
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si p € N, G, EH> "™ (RT)NH**""** (w! x ') (5.5)
si pEN, G, =G] +r(x,D,)V ou
Gll EHos—m nﬁo,s—m+p (wi X Fl)

et r(x,§') estborné en x, > 0 i valeursdans B '7°*¢.

La régularité HOS—m*e (w! xT') résulte de la propo-

sition 3.6 et de (5.4). Dautre part G, contient le terme
ofb(Dx" 5.5 (xm (x",D,)V  dont la régularit¢é est donnée

3
par la proposition 3.4 i condition d’imposer 0 > [p] + 5 si pEN,
n—1
2

ce qui est compatible avec 0 < (s —m) +

Pour transformer la condition aux limites dans (5.2) on

considére T = D, T_, défini dans y x I par T, =S;'(0),T_,
i<e
homogeéne en &' de degré —j et:
1 o :
Y ——3%T_,D%S_,(0)=0 pour 2<p.

!
jrr+iati=2 !

On note T(x',E)=x(x',0,¢)T(x',¢); la proposition
3.1 montre alors que

0,5 (x', D,) 0450 (x', D,») V(0) — V(0) = X, avec

s—m +—; 1 . s-—m+p+%
XeH (R"™ ") microlocalement de classe H dans
Y xT! si p€N,

’ ' ' s—m+% n-1
X=X+ R(x',D,)V(0),X €H (R )

: —m+o+L
A Hs m+p+2 (71 « I‘l)

et REB;?"¢ si pEN. La condition aux limites dans (5.2) peut
ainsi s’exprimer par

0,5 (x',D,)W(x',0)=H, dans v, (5.6)

s—m+p+

0 s—m+d 1 1
avec BEZ et H €H 2(R""YHNH 2(y*xIY) si
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p¥¢N, H =H| + R, (x',D,,) V(0) avec

s—m+1 s—m+p+*l
H,€H (R"")NH 2yt xI)

et R, EB;”"¢ si pEN.
5.3. Régularité microlocale.

On note W= (W, ,...,Wp W, W) et
D,

\\,Bp
D= B+
D

5.3.1. — D’aprés (5.3). W_€H> """ (R7) vérifie
D, W_=0,5_¢, (x'. Dy )W_+G| dans w,

avec G, €H> " (ﬁz) NHOs-m*e* (wl xT!) et ou p*=p
si p€N, p*<p si pE€N. Il résulte alors du corollaire 4.2 que
W_eH" """ (x,,£).

532 —Pour p, =1, Thypothése de régularité microlocale
u €HO (';'i) pour j=1,...,p, se transporte sur W d’aprés
la proposition 1.13 en W€H°"+"_'"+‘(il.). De méme la
régularité w €H*"?(x,,(0,%1)) pour tout x, K €ER? assez
proche de x,, qui résulte de Bony [1] d’aprés H,) se transporte
en WEH™"P~"%!(x ,(0,£1)). Enfin W,EH"* " I(R])

vérifie (D, — 04,6,y (x', D) W; = G/ dans w, avec

G/ €H%*~™ (R7)NHO~m*+#" (o1 x ') donc pour §#N(x,, £)),
avec (x,,£)€(wlNRY)xT! ona W,EH 1" (x (£ ,0) :
En effet soit b € Cy (R}) valant 1 au voisinage de x, et x¥’'€ C”(R")
supportée dans un ouvert conique ne contenant ni  (0,*1) ni
&9

g, > Ol

(£ NGy, £')), vérifiant x(¢) = 1 dans un voisinage de
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dans S"7 ! et x(\) =x(¢) pour Iél?r:t A =1, puisque
g1 #0 et (I—x(D)b(x)W,EH* """ LR NH" (x, , &) )
la proposition 1.13 donne

045 s Dyr) =x(D,) b)) W, EH*~ ™ (R])
NH"™ P (x, (), 0).

D’autre part si ¢ €Cy (R") est égale a 1 dans un voisinage
de x, et YEC”(R") vaut 1 sur un voisinage du support de
X, est nulle au voisinage de (0,+ 1), vérifie WY(A£) = ¥(§)
pour |&|=r et A2=1, par décomposition en harmoniques
sphériques et d’apres les propositions 1.8 et 1.9 on a

X045, x,y (x5 D) X (D) b(X) W, |
T 05w j(xp) (x,D)x(D)b(x)W,;

appartient a H®*~™*?(R"), 0 désignant un symbole paradiffé-
rentiel en toutes les variables (de Bony). Alors dans un petit
voisinage de x, la fonction w=x(Dx)b(x)WI.€H“’”“(R")
vérifie

(D,, — OpweBj(xp) (x,D,))w= g avec

gEH "(RMNH %" (x,,(",%).

D’aprés Bony, on déduit de Iellipticité du symbole au point
(xy )58 que x(D,)b(x) W, etainsi

WIE HS-mtett1 (xl , (Ell ,0).

Ces trois résultats de régularité microlocale entrainent que
pour j<p, (puisque o<p—1) W€ HOsTo-m*1(x [ £) si
(x, .8, A(xy s E’,))Ef«i et (x,, &) estassez prochede (x,,%p).
11 résulte alors d’Alabidi [1] que, (pour p > 2),

Wieﬁo,s+o‘—m+l (xo ,E’o) et Wj(o)eHS+0‘—m+l (xo ,E:))

ou 6*=0 si 0<p—1 ou p¢&N et 6*<p—1 si pEN et
oc=p—1.
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5.3.3. — (5.6) peut encore s’exprimer par
0?’(,(Wp04rl ©),..., W, (0),W,(0)
= a;B(x’, D.)(,W

pot+1°°"

LW, W, ,0)(0)

=H'—o4p &', D)W, ,..., W

= 12
262 0,0, W_)(O)=H

5.3.1 et 5.3.2 donnent
s—m+1 _ s—m+p‘+1—
W_(0)€H 2 R""Y)NH P (xg,£,)
, s—m+% n—1 sto*—m+1 ' L >
et W,(0)EH (R"- )N H (xo,§))  dou  lon

1
—m+= .
déduit que HPEH 2 (RTHNAHTMTOFl (£l si

s—m+p* +1

1
p,>1 et HeH " ?R®R'-YHYNH ? (x,,£h) s
po =0.
On fait I'hypothése que @3, est elliptique en (xo,%);
on déduit alors de Bony [2] que (Wpo+1 0),..., W,(0),W,(0)

Hs—m+a‘+1

est microlocalement de classe au point (x, ,E;)

s—m+p‘+l

si p, = 1 etdeclasse H 2 si p, = 0.
534—-Sip=1, pour j=2p, + 1,WI: vérifie

‘ (D,, — °<11>5,~(x,,) (', D)W, = G/, dans w,

1
—m+—=
éW’(O)EHS mT3 (Rn_l)an—m+a+l(xo,E:))
avec G’.l eHos—m (R_ﬁ'r) N ﬁo"’"‘“" (wi x I''). 1l résulte encore
d’Alabidi [1] que W,EH** ™77 "1 (x, £0).
D’autre part W, vérifiant
(D, — 045, (x,) &', D)) W, =G| dans w,

1

W, (0)EH T (xo.p) i py =0 et
W, (0)EH ™ %1 (x, ,£0) si py =1

m+p*+

avec G} €H”*~™ (R) NH"*"""*" (w} xI''), le corollaire 4.2
donne  encore  W,€ HOs=m*o?+ L (x 80)  si py=0 et
W+ eHO,s—m+o'+3/2 (xO , g;) si Do >1.
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5.3.5. — On a ainsi obtenu que
WEH S ™*e" 1 (x £y sip=0, avec p >0

WEHS ™+ 1 (x El)ysip>1, avec p>2et 0<p—1.

On a alors la méme régularité pour V; si p est entier cette
régularité se réinjecte dans G, et H, par la proposition 3.3 et on
obtient ﬁnalement qu’au pomt (x, ,E ) v est microlocalement de
classe H?-UL5=m*e+l g p=0 et HM-LImtorl g p=1.
L’équation (5.1), avec la proposition 1.15 permet enfin g:obtenir
qu’au pomt (x4 ,Eo) u est microlocalement de classe H*™? si

p=0ct H* sip>1.

5.4. Exemples de conditions aux limites admissibles.

Ce sont les conditions pour lesquelles 'opérateur @3, défini
en (5.7) est elliptique en (x,,f,). Elles ne font intervenir que le
symbole principal de @ et S, au point (x, ,E:,). Dans le cas
“elliptique” p =0, est admissible la condition de Shapiro-
Lopatinski, ou de recouvrement, usuelle : les polyndmes en A :

fio (o s ke + A0g)

=Y, f)(xo,u(x) ca 0 ulxy). )y + ),

lel=m;j

sont indépendants modulo le facteur I?; (xq &9 +Any) de
Fo(x,,8, + Any) aracines dans Im X > 0.

Dans le cas général les conditions de Dirichlet v u|. =0,

2
transverse & I', conviennent.

m
i=0,..., +(p —p,) ou v est un champ de vecteurs

Enfin si on remplace £ par £ x I décrit par (x,¢), I étant
un intervalle de R, avec I’hypothése supplémentaire :

H;) 7, est racine simple des polyndomes en 7,
Fo(xo s o ,Eo +>\,?no + Ti-o),

ou §, ENE‘;O’,O) @ x {t=1ty,}) et les )\;’ sont les racines réelles
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(simples) de ifo(x0 sto 89 T A0y +7,8,), une version microlocale
de la condition de Lopatinski uniforme équivaut a Iellipticité de
@ au point (x,,t,,§, +758) si A],..., N}~ correspondent
aux bicaractéristiques qui “arrivent” en (x,,?,,&, + 75$,)
c’est-a-dire dont le point courant se rapproche de I' quand ¢ croit.
Cette condition est que les polyndmes en A ’?i.,g (x,t, 8+ M, +78,)
soient indépendants modulo le facteur de F (x,7,& + An, +7§,)
dont les racines en A\ sont dans ImX >0 ouégalesd N, ,,,..., 7,
au point (x4, 2y ,& +748,), pour (x,1,§) voisinde (x,,?,,§,)
et 7 voisinde 7, dans Im7 < 0.

Remarque 5.2. — 11 est clair qu'on peut travailler avec un opérateur
@3, sous-elliptique. En particulier pour p = 0, on améliore le résultat
de Godin [5].

5.5 Front donde -H' au bord : invariance par changement de
coordonnées.

La preuve du théoréme 5.1 est effectuée dans une carte de bord
quelconque. On va démontrer qu’en fait la notion microlocale
‘“tangentielle” u€H*® en un point (x,,%,) € T* T est bien définie
%-i— m,o<p=s~m—%,
solution de I’équation F[u]=0 sous la seule hypothése H,),
c’est-a-dire qu’elle est invariante par changement de carte de bord :

pour une fonction u €Hj, (2,),s>

On considére deux cartes de bord basées en x,, de coordonnées
Vis---»Y, €t z,,...,z, etonnote n,,...,m, et & ,...,§,
les coordonnées duales. Pour ¢ € Cj (R") a support assez petit et
égale 4 1 au voisinage de x, on note v, et w, limage de yu
dans ces deux cartes. D’apres 5.1, v, et w,_ appartiennent 4
Hstw—u (ﬁf) avec un=(s—m) 5 e et €>0 quelconque.
En particulier les traces bi” v,(0) et a’;n w,(0) sont définies
pour j entier, j < 2s—m — 1 et appartiennent 3 H*~/~ Y2(R" ).
On suppose quau point (y,, n,) €ER%T x R"™ ! image de
(Xo,%0),v; est de classe H*'?. Alors pour j<2s—m+1
les traces 9], v,(0) et donc aussi 3, w.(0) sont microlocalement

de classe H**9~/= Y2 aux points (¥ >mp) et (z,,%,) images
de (x4,%,)-
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Soit w_€H**® ¥ (R") le relévement habituel dans R” des
tracesdew, en z, = 0:

w_= 2 k(z,D)d w,(0)

j<2s—m-1

Jj
avec k(z,¢)=¥(z,(1 +|§'|2)1’2):—;’ et YECT (R) égale 4 1 au

voisinage de 0. L’image v_ de w_ dans l'autre carte appartient
aussi a H°*®# (R"), (en fait v_ et w_ appartiennent a
H** -k (R") pour tout k) et la régularité microlocale de leurs
traces entraine que wv_ et w_ sont microlocalement de classe
H°*° aux points (y,,np) et (z,,$,). Les fonctions v et w
égales a v, et w, pour y, >0 et z, >0, etd v_ et w_ pour
y, <0 et z, <O appartiennent 3 H***~* (R"). De plus v est
microlocalement de classe H°®'° au point (y, ,n{,) ce qui
entraine que v est microlocalement de classe H®'? aux points
(yo ,(n:,,nn)) pour tout 7n, ER. Cette derniére notion étant
invariante par changement de coordonnées, on en déduit que w est
microlocalement de classe H*'° aux points (z,, ({y ,$,)) pour
tout §, €R.

Soit wE€H***~¥ (R") un prolongement quelconque de w,
(qui pourrait étre w). Une paralinéarisation tangentielle comme en
5.3 donne

A'w, =0™ w, + a' x',D.)o%w, =
ooEe naE‘m (95050 (v, 0By Dx') Ox W =84
Lol (5.8)

au voisinage de z, dans R", avec g, EHS~m*H-K*P (RT)
D’autre part la proposition 1.15 donne
Aw_€HS M TE RT)NHASTTT™ (2,,80).
Alors A'w qui prolonge A'w, et A'w_ dans H* ™%~ (R")
est microlocalement de classe H**?~™ au point (z, , {p).

Remplagant la paralinéarisation tangentielle dans A’w par une
paralinéarisation (de Bony) en toutes variables on obtient

Aw=3" w+ Y o
n lalem (225G (x,8%)

ap#*Fm

(x,D,) 3% w.
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Les propositions 1.8 et 1.9 montrent que
(A—A)weH ™ h-k*e (R"),
alors on a Aw=g au voisinage de 2z, dans R" avec
gEH T E R NH™" (2, ,8)).

D’aprés Meyer [10] il existe b€ Cg (R") égale a 1 prés de
2o, XECT(R") égale a 1 prés de (0,...,0,%%;),2,>0,
vérifiant x(A&) = x() pour |§|=r et A=1 et un symbole
TEB, tels que

T(x ,D)Aw=b(x)x(D) I—4)

m
2

w—r,(x,D)I—A4)2 w

—r,(x,D)Aw
avec r; et r,€S . Alorsona
—m m _m
w=(I—-4) > I-bx)xDNA—-A)?2w+(I—A4) % 7(x,D)Aw
m m _m
+I—-4)? r,x,D)d—A)2 w+(d—4) ? r,(x,D)Aw.

Le premier terme est de classe H*™? en (g, &y »$,)) pour
tout §, €ER et de classe H' pour tout ¢ en (zy,(0,%1). Ceci

entraine qu’il est microlocalement de classe H*'° au point
(zo »$o). Le second terme est microlocalement de classe H*™"*¢

en (zy,8,) si 0<p et HS~™*P~¢¢ pour tout € >0 petit
si 0 = p d’apres la proposition 1.16. Enfin les troisiéme et quatriéme
termes sont dans H*'”. On a donc w,E€H*" ™*°(z,,¢)) si
0<p. Pour o0 =p on peut réinjecter la régularité microlocale
w+6ﬁ“"”'+”—e’e (z4,$,) dans l’équa~tion (5.8) a laide de la
proposition 1.15 et on obtient aussi w, EH*""? (7., £7).

Appendice

Probléme d’évolution hyperbolique pour
des opérateurs paradifférentiels.

On résume ici les résultats d’Alabidi annoncés dans [1] et
utilisés en 5.3.2 et 5.3.4. IlIs sont l’adaptation du théoréme de
propagation de Bony [2] aux fronts d’ondes ‘“tangentiels” pour
des fonctions continues en x, a valeurs dans des espaces de
Sobolev en x'.
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Dans R"!x[0,T] on considére I'opérateur d’évolution
L(x,D,)=D, —A(x,) o A(x,) =0y, &' ,Dys) est un
opérateur paradifférentiel associé a un symbole a(x,) continu en
x,€[0,T} a valeurs dans E,‘, ,p>2, et a symbole principal
a,(x ") réel et de classe c?.

Un point (x,,¢,) étant fixé dans R"™!x {0} x R"!
on note ¥ la projection sur £, =0 de la bicaractéristique de
Rx,8) =&, —a,(x,t) issue de (x,,%,,a,(x5,85). On
suppose T assez petit pour que 7, paramétrée par x, , soit
définie pour x, € [0, T].

PROPOSITION A.l. — Soient s et o deux vréels tels que
s>p—2 et 0<o<p—1 et soit u~€H"’(R:’L). On suppose
que Lu est microlocalement de classe H***°*' sur 5 et que u
est microlocalement de classe H“**° en un point Y(x!) tel

que 0<x! <T. Alors u est microlocalement de classe H"“**°
sur ¥ et pour tout x, € [0, T] la trace u(.,x,) est microlocalement
de classe H**°*' au point (x',¢') tel que (x',x, .t )E7Y.

Preuve. — On démontre d’abord des inégalités d’énergie L?
et H" dans R"~ ! pour un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
adapté a la géométrie du probléme. Ensuite on les appliquera a des
régularisées tangentielles de la fonction w«.

LEMME A.2. — Il existe T,€]0,T[ tel que pour tout
x5y €10, T, [, pour tout ouvert conique V de R"! x]0,T[ x R*-!
voisinage de 7(x,‘,) pour tout ouvert conique W de
R"~1! x [0, T[x R~ ! voisinage de ¥([0, x11) il existe une fonction
c(x,£E)EC™(RT x R"" 1), positive, homogéne en & de degré
0, d support dans W, telle que l'on ait c(x ,£")>0 sur ¥([0,x}])
et {2,c} =axn c—{a,; ,c} =0 dans W\V.

Preuve. —Pour T, assez petit on peut supposer que ¥({0,T,D
et V sont contenus dans &,_, >0. Soit W un ouvert conique de
R” x R"~' de trace W dans x, >0 et contenu dans £,_, >0.
Les images W e V de W etV par l’application

x:(x,‘é')GR"xR',:“’——*(x,ef_l,---,s—:ﬁ)=(x,a)

sont des ouverts de R?"~? voisinages de ¥=x(A[0,x}]) et de

zo = x(Y(x})) respectivement. La courbe 5 est courbe intégrale
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du champ de vecteurs de classe C' dans W

n—-1
H(x,®)=0, — > (3, a) (x,a, 1),

j=1
n§2

+ R.J @y a,(x,a, D=3,  a(x,a,1)3,.
D’aprés la preuve du lemme 6.4 de Bony [.2] il existe une fonction
¢(x,a), C° a support compact dans .W .. Positive, strictement
positive sur y et telle que Hp=0 sur W\V. Alors la restriction
c(x,t) de oA (x, &) & x,, >0 ales propriétés voulues.

LEMME A.3. -1l existe K >0 telle que pour tout
vEC,(R""'x[0,T) on ait pour tout x,€[0,T],(,)
désignant le produit scalaire dans LZ(R" " 1):

llv Gx, I2 < 2 Im fxT (Lo@), o) dt+ K [ llo@)I2 dt.
n Xn

Preuve. — On intégre entre x, et T I’égalité
3, llv(x, M3 =—2Im(Lv(x,), v(x,))
— ((A(x,) —A(x,) ®v(x,),v(x, ),

et on utilise la continuit¢ de A(x,) —A(x,)* dans LZ(R"_‘),
le symbole principal a,(x, £') de A(x,) étant réel (théoréme 3.3
de [2]).

Soient V et W deux ouverts comme au lemme A.2, bornés en
x, et C=C(x,D,) lopérateur pseudo-différentiel tangentiel de
symbole ¢(¢") c(x,&'), lafonction ¢ étant donnée par le lemme A.2.
L’application du lemme A3 & Cv pour vEC] (R*~!'x[0,TD
conduit au :

LeEMME A.4. — Soit V, un ouvert conique de R"~"' x 10, T[

x R"! borné en x et contenant V. Il existe €e€]0,1[,K>0
et un symbole ¥(x,%)E€E S(l),O (R" x R"~ 1) supporté dans \'A
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tels que pour tout vE€ Cy (R" ' x [0, T[) onait :

ICuCe, N2 <K [T UICLo (I + (D2,

.
Xn

+ ¥ (x, D) v()I3) dt.

Preuve. — Le terme fT ICv(t)lI3 dt sera absorbé par le

*n
lemme de Gronwall. Pour lautre terme on décompose LC en
CL+'[L,C]; on majore |Im{CLv(z),Cv(z))| puis, utilisant
le calcul de [2] on écrit Im([L,C]uv(z), Cv(t)) sous la forme
—Re((B—R,)v(#),v(¢)) avec B borné en x,€[0,T] a

valeurs dans 22. —, et R, p*—régularisant dans R"!
uniformément en x,, p*€]2,p] étant non entier. On
majore Re(R, v(?),v(¢)) et on introduit une fonction

r(x,£)EC”(R" xR"™ '), homogéne en §' de degré O,
positive, supportée dans V, et telle que r+ c{®,c} soit positive
sur V. Lopérateur B+ R=B+ O4rxp) (x',D,) est borné
en x,€[0,T] a valeurs dans X, ._, et son symbole principal
est positif dans R"“!'x[0,T]x R"~!; on peut donc appliquer
I’inégalité de Garding (6.31) du théoréme 6.8 de Bony ([2]
on obtient que pourun € € ]0, 1[ ona:

>

—Re((B+R)v(s),v(t))<Kv()I?,.

Enfin si Y¥(x,§)eE S(l),() (R" x R"™') est supportée dans V,
et égale 1 sur un voisinage du support de ¢r, on conclut la
preuve du lemme avec :

Re (Ro(2),v(£)) <KW (x, D) u(I + llv()I2 ).

Utilisant le calcul de [2], [10] et du paragraphe 3, on déduit du
lemme A.4 les inégalités d’énergie H". Dans leur énoncé on
désigne par ¥y = ¥, (x, D,s) divers opérateurs pseudo-différentiels
tangentiels de degré 0, a symbole \IlU(x,g')EC"’(-R—i x R"~ 1)
supporté dans un ouvert conique U de ﬁ—:i x R"~ 1.

LEMME A.5. —Soit 7>p—1. Pour tout M=Zp—7—1 il

existe K>0 et des opérateurs ‘l’v, et V,, tels que pour tout
vECF(R" ' x [0, T[) on ait



REGULARITE MICROLOCALE 81

ICo (e )II? < KWy vGep)IZ_ ) + oG I

T-1

+ [T UCLu@I2 + 1y v@I2_, + Lo (112

Xn

+ 1Ty, @I + Wy Lo@I2_, + oI, ) dr.
Il est clair que l'inégalité du lemme 6.5 est vérifiée aussi, pour
M=p —T, _par toute fonction vE€H""* (R—'}r) microlocalement
de classe H“™ dans W. On lapplique a la famille de fonctions
ua=(I—ozAxn)"1u, ou a€ 10,17, avec =s+o0+1,
puisqu’on peut supposer que x,‘l < T,, (cas auquel on se ramene
en coupant 7y en un nombre fini de morceaux), et aussi que u est
microlocalement de classe H“**°~¢ dans W avec e€]0, 1/2].
Par calcul symbolique on obtient que la famille (Cuy(x,)), est
bornée dans HY°*! (R"~!) uniformément en x, €[0,T] et

la proposition s’en déduit.

Suivant une démarche analogue, on obtient pour le probléme
de Cauchy la :

ProOPOSITION A.6. — Soient s et o deux vréels tels que
s>p—2 et 0<o<p—1 et soit ucH"*(R"). On suppose
que Lu est microlocalement de classe H%**°*' sur 5 et que
u(.,0) est microlocalement de classe If”“ au point (xy , £g).
Alors u est microlocalement de classe H"**® sur ¥ et pour tout
x,€[0,T] la trace u(.,x,) est microlocalement de classe
H*"°*! aupoint (x',t') tel que (x',x, ,£)EY.
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