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MESURES DE HAUSDORFF ET THEORIE
DE PERRON-FROBENIUS
DES MATRICES NON-NEGATIVES

par Jacques MARION

Les ensembles parfaits homogénes de RY, c’est-a-dire les compacts
E c RN décomposables en un nombre fini de portions disjointes
géométriquement semblables & E dans un méme rapport, ont été étudiés
par divers auteurs du point de vue de leur dimension et de leur mesure de
Hausdorff. Des résultats a ce sujet, dont certains s’appliquent aussi a des
ensembles plus généraux (tels les ensembles parfaits de translation et les
ensembles parfaits isotypiques) sont donnés dans [4], [5], [6] et [7].

Cet article porte sur le calcul de la mesure de Hausdorff (i.e. de la
mesure en dimension de Hausdorff) d’ensembles parfaits (suggerés par J.
Peyriére) qui généralisent d’une fagon différente les ensembles parfaits
homogénes. La structure d’un ensemble parfait de ce type dépend d’une
matrice carrée a coefficients entiers > 0, et les méthodes que nous
employons font appel a la théorie de Perron-Frobenius des matrices non-
négatives.

1. Les A-parfaits relatifs
a une matrice carrée primitive A.

Soient E,, ..., E, des compacts de R ayant la propriété suivante :
il existe & >0 tel que pour tout j=1,...,v, E; est la réunion
disjointe de a,; portions semblables 4 E, dans le rapport &, de ay;
portions semblables & E, dans le rapport &, ... et de a,; portions

v

semblables 4 E, dans le rapport & (i.e. E; est constitué par ces Y, a;;
i=1

Mots-clés : Mesure de Hausdorff - Dimension de Hausdorff - Fractal - Matrices primitives
- A-parfaits.
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portions disjointes). De plus, on suppose que la matrice A = {q;} a
coefficients entiers > 0 est primitive (i.e. A™ > 0 a partir d’un certain
entier m>1). Nous dirons que {E;}j-, est une famille de A-parfaits. Si
v =1, le compact de RV est un ensemble parfait homogéne.

2. Détermination de la dimension
de Hausdorff des A-parfaits.

La matrice A' transposée de A est primitive. De ce fait elle posséde,
d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius [3], une valeur propre réelle
positive A supérieure aux modules de toutes les autres valeurs propres de
A’. De plus A est une racine simple du polyndme caractéristique de A’, et
tous les vecteurs propres de A’ associés a A sont des multiples scalaires
d’un vecteur positif (i.e. dont toutes les composantes sont >0). Posons

o = — (log A)/log &

de sorte que AE* = 1. Ainsi,

Zy Zy
ZV ZV

ou le vecteur propre (zq,...,z,) de A’ est positif.

Désignons par |A| le diamétre d’un ensemble A, et notons par @, , la
famille des recouvrements finis de E, par des ouverts de diamétre < p.

ProrosiTiION 1. — Pour k=1,...,v et p >0, posons
H{(E,) = inf {ZIAl*:{A;} € 5’6.0}‘

Alors Hy(E,) est indépendant de p (c’est-d-dire reste constant lorsque
pl0), e¢ H(E) < x.

Démonstration. — Soit p > 0. Pour j=1,...,v soit {A/} un
membre de @;,. Notons aff I’élément de la j-iéme ligne et k-iéme colonne
de la matrice A". Pour k =1, ...,v, E, est composé de a{f portions
semblables 2 E;(j=1,...,v) dans le rapport &". Au recouvrement {A/}
on associe ses aff homothétiques notés {3} ,}, ..., {6’;,0}(_,.‘,)} respective-
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ment, qui sont des « réductions » de {A{} dans le rapport &" de telle sorte
que

_'L:)l ({8} v v {3}

soit un recouvrement, noté Q, de E,. De cette fagon, pour tout & € Q
ona

18] <& et ) [8°=aRE"YIA}® + -+ + aip ""ZIA“I“
seal” i
Par conséquent

Hg"p(Ek) < gna(a(ln,: Z IAilla + - (n) z IAvlu>
pour tous les recouvrements {Aj} €&;,. Prenant les infima on obtient

(B < &™ Z aYH3(E;) = k-iéme composante de

HE(E,)
A" ( At)n .
HZ(E,)

Comme A' est une matrice primitive, lm A7"(A")" =B, ou
n— o

= (by;) est une matrice positive ([3], p: 81). De plus 'a-mesure de
Hausdorff de E, étant définie par H*(E,) = lim H}(E,), on obtient (pour
nio

n— o)

0)) H*(E)) < Z,l b HE(E)) .

Puisque trivialement HJj(E;}) < 0 pour j=1,...,v, on a
2 H*(E)) < o, (pour k=1, ...,v).

D’autre part, E, étant composé de aff portions disjointes semblables
a E;(j=1,...,v) dans le rapport &", on a

3) H*(E,) = &™ Z aPHE)), (k=1,...,v).

i=

Alors puisque &™af) = A7"a{p — b,;, on obtient pour k=1,...,v
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H*(E,) = Z b;H*(E;), ce qui combiné avec (1) donne
j=1

J

M<

]

b H*(E) < Y, b Hi(E).

j=1 j=1

Mais pour tout p >0, on a par définition H*(E; > Hj(E; pour
j=1,...,v. Par conséquent H*(E;) = Hy(E;) pour j=1,...,v, ce
qui achéve la démonstration.

Appelons portion fondamentale de E, d’ordre n et de type j chacune
des a4 portions disjointes de E, semblables a E; dans le rapport &".
Appelons partie simple de E, d’ordre n toute réunion (finie) de portions
fondamentales de E, d’ordre n. Notons par # ¥ la famille des parties
simples de E, dordre n. On remarque que E,e#{ et que
FPcFPc....Pour chaque Pe F¥ désignons par @} la famille
des portions fondamentales d’ordre n composant P.

Soit %, , la famille des recouvrements finis de E, par des parties
simples d’ordre n.

ProrosITION 2. — Pour k=1,...,v, on a

H*(E,) = inf{ Y |P|%T € By pyn> 1}.

Pell

Démonstration. — Soit Q un recouvrement fini de E, par des
ouverts. Il existe alors un nombre de Lebesgue € > 0 associ¢ a Q tel que
tout ensemble contenu dans E, et de diamétre < € soit contenu dans au
moins un des ouverts de Q. Prenant n suffisamment grand, le diamétre
de chacune des portions fondamentales K e # ® est < €. Donc si I'on
fait correspondre a chaque ouvert GeQ la plus grande (i.e. celle qui
contient le plus de portions fondamentales d’ordre n) partie simple qu'’il
contient, on obtient un recouvrement fini I' de E, par des parties simples

d’un ordre commun n tel que Y |P|*< Y |G|*. Par conséquent,
Pell GeQ

puisque par définition H*(E,) = lim H}(E,) et compte tenu de la
plo
proposition 1, le résultat est démontré.
Soit (z,,...,2z,) 'unique vecteur propre de A' associé & A tel que
zz =1. Si K est une portion fondamentale d’ordre n et de type j,

posons f(K) =17"z;. Si PeF®, posons f(P)= ) f.(K). On
KEO;
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remarque que f, est une fonction bien définie sur la famille de toutes les
parties simples de E,. En effet, si on décompose une portion

v
fondamentale K d’ordre n et de type j en ses Y afj” portions
i=1

fondamentales d’ordre n + ¢. d’aprés la définition de f,, on obtient

v

LK) =Y afj.’)k“"”)z,- = A7"’{j-iéme ligne de (AY)}.(zy,...,z,)
i=1
= ANz = AT,

tel que posé au départ. Par conséquent, pour tout

PeFPcFH¥ ... ona fiP)=-. Y fi(K), pour tout 7 >0.

Keoﬁ*'l
De plus, on observe que

f;((Ek) = )\._1 Z aijj = l—l{k-iéme llgne de A'} '(Zl’ . .,zv) = Zk = 1.
j=1

J

LemMME 1. — Soit p le plus petit entier > 1 tel que AP > 0. Notons
par F *® lq famille des parties simples Pe # ¥ telles que P n’est pas
contenue dans une portion fondamentale d’ordre p + 1. Pour tout n > 1,
on a

min {|P|*/f,(P):P € # ¥} = min {|P|*/f,(P):P e F *®}.

Démonstration. — Si une partie simple Pe # ® est contenue dans
une portion fondamentale d’ordre p + 1 et de type j, alors P est
semblable dans le rapport & a une partie simple P’ e # %, contenue dans
une portion fondamentale d’ordre p et de type j (dont I’existence dans E,
est assurée car AP?>0). Alors |P|* = E*|P'| et

fi(P) = A" (P) = E(P), dou
[PI*/fi(P) = [P'|*/fi(P).

Si P’ & son tour est contenue dans une portion fondamentale d’ordre
p+ 1 on répéte le raisonnement précédent pour obtenir, aprés au
maximum n — p répétitions, une partie simple P € # *® pour un certain

n <n telle que |P|*/f,(P) = |B|*/f,(P).

ProrosiTiION 3. — Ona 0 <H*E,) < o pour k=1, ...,v.

Démonstration. — Seule I'inégalitt H*(E,) > 0 reste a démontrer.
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Pour tout Pe #® ona @ c d)'ék, d’ou f,(P) < fi(E,) = 1. Posons
h = inf {|P|*/fy(P):Pe F© n>1}.

Alors hfy(P) < |P|* pour tout Pe F{ et n>1. Doncsi e, (n
quelconque), on a

Y IPI*=h Y fiP) = Mi(E) = h,

Pel PeTl

et par conséquent, H*(E,) > h en vertu de la proposition 2. Soit 1 la
distance minimale entre deux portions fondamentales de E, d’ordre
p + 1. D’aprés le lemme 1, et comme fi,(P) <1, on a

h = min {|P|*/f,(P):Pe F*¥® n>1} > 1" > 0.

Do H*E,) > 1 > 0.

CoroLLAIRE 1. — Soit dim E, la dimension de Hausdorff de E, définie
par
dim E, = inf {B:HP(E,) <0} = sup {B:HP(E,)>0}.
On a
dimE, = a = — (log\)/log&, (k=1,...,v).

Remarque 1. — La relation (3) signifie alors que (H*E,),...,H*E,))
est un vecteur propre de A’ associé a A.

3. Calcul de P’o-mesure
de Hausdorff des A-parfaits.

Le théoréme principal qui permettra le calcul de 'a-mesure de
Hausdorff des E, est le suivant:

THEOREME 1. — Pour k=1,...,v
@ inf {|P|/H(P):Pe F ®,n>1} = 1.
Démonstration. — Fixons k. Posons pour tout borélien S < RN

H(k,S) = H*(SNE,)/H*(Ey),

définissant ainsi une mesure de probabilité portée par E,. La relation (4)
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qu’il nous faut démontrer peut donc s’écrire sous la forme

H%(E,) = inf {|P|*/H(k,P):P e # ®,n>1},
ou encore

©) H%E,) = lim min {|P|*/H(k,P):P € # )
car FW < FY, pour tout n>1.

Notons toujours par (z,,...,z,) 'unique vecteur propre de A' associé
a A pour lequel z, =1. Comme (H*E,),...,H*E,)) est aussi un
vecteur propre de A’ associ¢é & A, on a

(H*Ey) ™' (H*E,), .. . H*E,) = (zy, .. .,2,).

Si K est une portion fondamentale de E, d’ordre n et de type j, alors K
est semblable & E; dans le rapport &". D’ou (utilisant la notation du
lemme 1),
H(k,K) = H¥K)/H*(E,)
= §"H*(E)/H*(Ey
=A""z; = fi(K).

Par conséquent, H(k,P) = f,(P) pour tout Pe #¥. Alors, comme 4 la
démonstration de la proposition 3, on obtient H*(E,) > h, ou h est égal
au second membre de (5).

Reste a démontrer l'inégalité inverse. Soit ¢ un entier > 1 et
Qe # ¥ une partie simple d’ordre q. Montrons que H*(Q) < |Q|*, i.e.
H*(E,) < |Q|*/H(k,Q). Pour tout entier ¢ >1 il y a dans E,
exactement a{{? portions fondamentales d’ordre /g semblables a E, dans
le rapport £“. A chacune de ces a{{ portions correspond une partie
simple d’ordre (£/+1)q semblable & Q dans le rapport £?. Notons par
F£(/q) la famille de ces a}? parties simples, avec la convention que
#£0) = {Q}. On a immédiatement H(k,P) = £“H(k,Q) pour tout
Pe #(¢q). Soit S(¢q) la partiec simple d’ordre (£+1)q définie par
S¢q) = |J P. Alors H(kS(¢9)) = afP&“H (k,Q).

PeS(lq)

Soit E} I’ensemble des points de E, qui appartiennent & S(£q) pour
une infinit¢ de valeurs de /. Montrons que H(k,E¥) = 1. Pour
simplifier, écrivons S, 4 la place de S(¢g) obtenant ainsi une suite {S,}>,
«d’événements » ayant chacun une probabilité donnée relativement a la
mesure H(k,.). Pour démontrer qu’avec probabilité 1 il y a parmi les S,
une infinité d’événements qui se « réalisent » (i.e. que H(k,E¥)=1) il suffit
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d’aprés une extension du second lemme de Borel-Cantelli ([1] p. 272) de
vérifier que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

® Z H(k,S;nS;)
a) Y HkS)=00, b)liminf&2=1 1.
¢=1

e <2 H(k,s,.)>2
j=1

La condition a) est facilement vérifiée car
lim H(k,S,) = lim a{P&"*H (k,Q)
- {—©
= buH(k,Q) > 0

puisque EPA“ = A “A“ » B > O quand ¢ — oo. Vérifions b).
Par définition de Q, il existe des entiers x; = 0 (i=1,...,v) tels que

v

(6) H(k,Q) = Z x;z,6%

i=1

(en fait x; est le nombre de portions fondamentales dans Q semblables a
E; dans le rapport &%) ou z; = H*(E)/H*(E,). La réunion des x,
«réductions » de E,, x, «réductions» de E,, ... et x, «réductions»
de E, dans le rapport £? composant Q engendre le nombre de portions
fondamentales de type k et d’ordre £q donné par le produit de la k-iéme
ligne de A“~" par le vecteur (x,,...,x,). D’aprés la définition de S, on
a donc

H(kQNS) = ¥ xa " e"H(k,Q),
i=1
d’ou
Y, xalf ~"EH (k,Q)

. H(k,QnS,) . =1
lim ———~ =1
D M THkS) —rmT bLHKQ)

v

Y, xibubg'E®

i=1

]

car lim &"‘“ag") = b;;. D’aprés la définition de la matrice B, on a
m-= o

A'B = AB et le produit de B par un vecteur quelconque est alors un
vecteur propre de A’ associ¢é a A, donc un multiple scalaire du vecteur
(z4,...,2z,). En particulier le produit de B par le vecteur
©,...,0,b5,0,...,0) (ou bg' est la k-ifme composante) donne le
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vecteur propre (bybul,...,bubg') dont la k-iéme composante est
buba! = 1. On en conclut donc que bubgy' =z pour i=1,...,v.
Alors la relation (7) devient }im H(k,QnS,)/H(k,S,)=H(k,Q), d’apres (6).

De plus, étant donné les « similitudes internes » de E;, on a pour tout
j<s, o
H(k,S;nS,) = a@&/H(k,QNS;_)).
Pour simplifier la notation posons e; = H(k,S;nS,) et y, = H(k,S,)
de sorte que e, =e; €t e, =7Y, pour tout j,s>1 avec
}L‘B, Ys = buH(k,Q) > 0. Pour vérifier la condition b) montrons qu’en

fait on a
8) lim( Y ejs>/ Y oy, =1.
2o \js=1 js=1

n

n
Posons a,= Y e, et b,= Y v;y,. Alors (8) s%écrit

J:s=1 J.s=1
lim a,/b, =1. Puisque b,To0, il suffit de montrer que

lim (., —a,)/(byss—by) =1 (cf. [2], p.153). On a

(an+1—an)/(bn+l_bn) .

n+1 n n+1 n
= (Z em+1)s T .Zlej(n+l)>/<z Yn+1Ys T ‘Zl'Yj‘Yn-%l)
j=

s=1 j= s=1

= <Yn+1 +2 Z ej(n+l))/(73+l ARy 'Yj)-
=1 j

ji=1
)

Puisque 7,.,; est borné et que ) y; = oo il nous suffit de vérifier que
i=1

lim (Z ej(n+1)>/(7n+1 ) 'Yj) =1.
2o \j=1 j=1

ej(n+ 1) = H(k,SjﬂS,H. 1) = agg)gjan(k’QnSn+ 1 -j)
Alors = YHKQ TTH*,QNS, ;).

(§ms) (11

= (gl Yn+1-H (k,QﬁSj)>/(H (k,Q)Yn+1 'il 'Yj) .

On a
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D’une part, en vertu de (7)
lim H(k,QNS;) = (lim H(k,QnS;)/H(k,S))(lim H(k,S;))
j= o j— oo j—*

= buH (k,Q)2

n
et d’autre part v,/ ), y; >0 quand n — oo. Par conséquent, selon le
j=1 -

lemme de Toeplitz (cf. [1], p. 270) on a

lim (i v,-)*l S Yoe1 H(kQNS) = lim H(kQAS)) = byHKkQ)?.
i=1 U

nowo \ i

D’ou

lim (Z €jn+ 1)>/<Yu+1 Z 'Yj> = b H(k,Q?/(H(k,Q) lim v,,,) = 1.
n=wo \ Ty j=1 n— o .

La condition b) est donc vérifiee. On peut alors conclure que H(k,E}) = 1
c’est-a-dire que H®*(E¥) = H*(E,).

Pour chaque entier N > 1, définissons la famille Qy = () #(¢q).
¢3N
On extrait de Qy une sous-famille Q de parties simples deux a deux

disjointes en éliminant les parties simples qui sont contenues dans d’autres
parties simples de Q, d’ordre inférieur. De cette fagon Q) demeure un
recouvrement de E¥ car toute partie simple P e Q est contenue dans (ou
égale 4) au moins une partie simple de Q). De plus, pour tout P e #(¢q)
ona |P|* = £%|Q|* et H(k,P) = E“H(k,Q) car P est semblable 2 Q
dans le rapport £, et par conséquent

|P|* = H(k,P)|Q|*/H(k,Q).

Donc
Qr Qr QF
“ P)= 2 HKEH = -3 _.
2 P 50,9, 6P T He PR T Heg)

De plus, pour p >0 quelconque on a max|P|<p si N est
Pey

suffisamment grand. Par conséquent [Q|*/H(k,Q) > H3(E¥) pour tout
p >0, et faisant p |0, on obtient

1QI*/H(k,Q) > H*(Ef) = H*(Ey), dou h > H*(E,).

On peut donc conclure que h = H*(E,) et le théoréme est démontré.
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En vertu du lemme 1 on a donc

COROLLAIRE 2. — Pour k=1,

H*(E,) = lim min {|P|*/H(k,P):P e # }®}.

ProposITION 4. — Si o < 1 (c’est-a-dire si A\g<1) alors

H*(E,) = min {|P|*/H(k,P):P e # ¥} (pourk=1,...,v)
ou
n=min {n>1:""Dx>Eg 17! (max z7 Y (max |E;D},
T désignant toujours la distance minimale entre deux portions fondamentales

d’ordre p + 1, et (z4,...,2,) l'unique vecteur propre de A' associé a A tel
que z, = 1.

Démonstration. — On procéde par récurrence. Fixons k.

Hypothése de récurrence : Pour un certain entier m.>n, + 1 on a
(9) min {|P|*/H(k,P):P e #»*¥} = min {|P|*/H(k,P):P e # }¥,}.

Etape de récurrence : Soit Py e #*®, . A partir de P, on construit des
suites finies {P;} de parties simples d’ordre m de la maniére suivante :
Pour un entier i > 0, supposons la partie simple (d’ordre m) P; déja
définie et telle que P; contienne au moins deux portions fondamentales
K,; et K,; provenant d’'une méme portion fondamentale K; (pas
nécessairement contenue dans P;) d’ordre m — 1. Nous supposerons
également que |P;|*/H(k,P;) > M, ou M est le membre gauche de (9).
Ces hypothéses sont immédiatement vérifi¢es pour i =0 car
Poe F*W < F*® et en vertu de 'hypothése de récurrence (sur 'ordre
des parties simples), on a bien |Py|*/H(k,P,) > M. Posons
Py = Pi\Kl,i' '

Nous montrerons que |P;,,|*/H(k,P;,,) = M, et alors, puisque toute
partie simple P e #*® se retrouve comme élément d’une de ces suites de

parties simples {P,,P,,P,,...} (avec P, e # *%,) décrites ci-dessus, nous
pourrons conclure que

|P|*/H(k,P) > M pour tout Pe #*®,
On a
P; = (P4 UK, ) = (P4, UK)
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avec P, nK ;= et P, nKi# g car (P;,;nK) 2 K,;.
Supposons que K, ; soit de type j, et K; de type j,, de sorte que

Kyl = E™E;| et |Ki| =& '|E,].
Posons y = &™. Alors on a

H(k,P) = H(k,P;,,) + H(k,K, ;) = H(k,P;,,) + yazj,
et

|Pi| = IPi+1UK1,iI < IPi+1UK” < IPi+1l + IK:I = lPi+1| + YIEj2|§_1

d’ou

(10) |P;|*/H(k,P) < (IPisy| +yIE;,IE7 ) /(HKPisy) +7z) .

Posons
V() = (IPisy| +t|E, &)/ (H(kP; ) +1%2;),

ou te[0,y]. Alors la dérivée V¥'(t) < 0 si, et seulement si,

a(IPiy | + B, IE7) T ELIET (H(KP; 4 1) +1°7;)
< (IPisy| +E & w1z,
c’est-a-dire

|Ej2|€_lzj:lH(k’Pi+l)|Pi+1|—l <t

ce qui est immédiatement vérifié car (tenant compte des inégalités
H(kP;4;) <1 et |[Piyy|>1) on a

B 6 2, H(k P, )Py * < [B g1z e
< &nk(a—l) < gm(a—l) — ya—l S tu—l‘
Par conséquent Y(y) < y(0), c’est-a-dire
1) (P44l +Y|Ej2|§_l)u/(H(k,Pi+1) + yazj,) < |Piq*/HKPiy ).

En combinant (10) et (11) on obtient |P,,,|*/H(k,P;,,) = M, ce qui
compléte I’étape de récurrence et termine la démonstration.
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4. Sur les familles de A-parfaits de R.

Nous pouvons élargir quelque peu la définition d’une famille de A-
parfaits linéaires, c’est-a-dire inclus dans R.

Notion de portions « essentiellement disjointes » : Deux parties S; et S,
d’un ensemble S < R seront appelées des portions essentiellement
disjointes de S §’il existe deux intervalles' fermés I, et I, tels que
S;,=SnI, et S,=SnI, avec I, "I, = . Donc en particulier
S; NS, est soit vide, soit réduit 4 un seul point.

Famille de A-parfaits « au sens large » : Dans le cas des familles de A-
parfaits de R on peut, dans la définition initiale, remplacer le qualificatif
« disjointes » attribué aux portions fondamentales par « essentiellement
disjointes ». Nous parlerons alors de familles de A-parfaits « au sens large »
de R (par opposition a la notion de A-parfaits « au sens strict » qui
correspondra a la définition originale).

Soit {E,}x-; une famille de A-parfaits au sens large de R. Une partie
simple Pe #® est formée de portions fondamentales consécutives si
|PUK| > |P| pour toute portion fondamentale K d’ordre n telle que
K ¢ P. Notons par £® la sous-famille de # *® des parties simples
formées de portions fondamentales consécutives. Alors f,(P) étant défini
comme pour les A-parfaits au sens strict, on a

min {|P|*/f,(P):P € #¥} = min {|P|*/f,(P):P e & *®)}

car pour tout PeF*® il existe P'eF® telle que |P'|=|P| et

AP = fi(P).

La démonstration de la proposition 3 n’est valable que pour les A-
parfaits au sens strict. L’énoncé, qui toutefois demeure vrai pour les A-
parfaits au sens large, est démontré maintenant comme suit :

PROPOSITION 5. — Soit {E,};_, une famille de A-parfaits au sens large
sur la droite réelle. Conservant les notations des paragraphes précédents
établies pour les A-parfaits au sens strict, on a 0 < H*(E,) < oo (d’ou
dim E;=a) pour k=1,...,v.

Démonstration. — Fixons k. En vertu de la proposition 1 (valable

pour les A-parfaits au sens large) on a H*(E,) < co. Montrons que
H*(E,) > 0.
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Arrangeons en ordre décroissant les diamétres respectifs des portions
fondamentales de E,:

YiZY22Y32 ...
Soit P une partie simple de diamétre d, et r un indice vérifiant
Y2 d 2 Yy

Soit I un intervalle fermé de rayon 2d centré en un point quelconque de
P. Notons m le plus petit entier > 2 tel que &' ™ > max |E,|/|E,|.

1<r,s<v

Considérons la famille des portions fondamentales K < I telles que

(12) Yre1 = K| = 7,4,8"

et choisies selon la régle suivante : si K et K’ vérifient (12),etsi K =« K’,
nous ne retenons que K'.

Notons {K;}¢_, cette famille de portions fondamentales essentielle-
ment disjointes. Montrons qu’elle constitue un recouvrement de P. En
effet, pour un point quelconque x € P, soit K, une portion fondamentale
de E, d’ordre minimal contenant x et de diamétre < vy,,,. Notons par
n lordre de K,.

Si v,,,&" > |K,|, appelons K/ la portion fondamentale d’ordre
n — 1 qui engendre K,. Il existe alors deux indices j, et j, tels que
K| = F,""IEHI et |[K,| = &"lEhl, d’ou (vu la définition de m)

K.l = IK,JE 1, |/IE,| < K JE™.

Par conséquent
‘Yr+1§m > IKxI 2 gle;L

d’ou v,,,; > |K)|, contredisant le caractére minimal de I’ordre de K,.
Donc |K,| > v,+,&™", d’ou K, appartient a la famille {K;j}?_,.

Si K; est de type j et dordre n, on a |K; =E"E), et
LK) = &"z; = z;|K;|*/|E;|*. D’ou

fHK) < CIK|* < Ciypyy, 0u Cp = f‘(li’i z;/|E;|°%,

compte tenu de (12). D’autre part, puisque les K; sont essentiellement
disjoints, et d’aprés (12), on a

q
qVr+1E" < Z K| < |1 = 4d,
i=1
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d’ou
(13) : q < 4d/(v,+.8™).

D’autre part vy, est le diamétre d’une portion fondamentale K que nous
supposerons d’ordre 7 et de type j. Alors v, = ¢|E]|. Soit K une
portion fondamentale d’ordre ¢ + 1 et de type s engendrée par K.
Alors, par définition de v,,,, ona

Yr+1 2 |R| = §(+1|Esl = YrgIEsI/IEJI,
d’ou

(14) 'Yr/'erkl S Czi—l ’

ou C, = max |Ej|/|E,.
<s,j<Vv

q
Comme P < () K;, et en vertu de (12), (13) et (14) on obtient

i=1

fi(P) < .Z,l fi(K) < qCyvriy < 4dCyv74 /(Y 41E™)

< 47,Cid*/(¥,+.8™) < 4C,C.E™ ™ P,
d’ou
[P|*/fi(P) > §"*1/(4C,C;) > 0.

De plus, comme pour les A-parfaits au sens strict (voir la démonstration de
la proposition 3), on a

H*E,) > h = inf {{PI//,(P): Pe F Y, n>1}.
Dot H*(E,) > E™*1/(4C,C,) > 0.

Remarque 2. — Cette méthode est utilisée par P.A.P. Moran [7] pour les
parfaits isotypiques. La proposition 3 (sur les A-parfaits au sens strict de
R™) peut se démontrer aussi par cette technique et donc sans faire intervenir
la distance t.

Les résultats précédents, sauf la proposition 4, demeurent les mémes,
qu’il s’agisse de A-parfaits linéaires au sens strict ou au sens large. Pour ces
derniers, toutefois, nous avons plus spécifiquement le résultat suivant :

ProPOSITION 6. — Soit {E,}\-, une famille de A-parfaits au sens large de
R. Pour k=1,...,v, notons par [a,,b,] l'enveloppe convexe de E,.
Soit 0, la longueur maximale d’un sous-intervalle ouvert de [a,,b,] contigu
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a E,. Supposons que pour k = 1, ...,v, les deux portions fondamentales
de E, d'ordrel contenant a, et b, respectivement soient de type k.
Posons 6 = max 0,. Alors

(15) H%(E,) = min {|P|*/H(k,P):Pe Y}, (k=1,...,V)

ng
ou

r = min {n>1:§"¢" V> E"P~2(max [E,|~!)(max z; )65 ! +max [E,))} ,
J i J
(zy,...,2,) désignant le vecteur propre de A’ associé a \ tel que z, = 1.

Remarque 3. — Si {E,}y_, n’est pas réduit a une famille d’intervalles,
c’est-a-dire si au moins deux des portions fondamentales d’'un E, (et donc
de chaque E,) sont « strictement » disjointes alors o (qui est la dimension
de Hausdorff des E,) est < 1. En effet dans cette hypothése, il existe n tel
que

v v
|Eil > Y, aRE"|E;|  Cest-a-dire  E7"> Y aR|E;||E|!
i=1 j=1
pour k =1, ...,v. D’autre part A", la valeur propre réelle maximale de
A", posséde la caractérisation suivante ([8]):

A" = inf {mflx j; aWxx; i (xyg,...,x,) positif quelconque}.
Par conséquent A < £~!, d’ou a < 1. Nous considérerons donc toujours
des A-parfaits « non-dégénérés » de R, qui sont alors de dimension a < 1.
Démonstration de la proposition. — Posons
PO = (PeFY:|P| > &+ min |E}.
Montrons que pour n >1 et k=1,...,v ona
(16) min {|P|*/H(k,P): Pe #®} = min {|P|*/H(k,P): Pe Z¥}.

Soient K, et K, deux portions fondamentales consécutives de E, d’ordre
p+ 1 de types r et s respectivement.

Soit K, la portion fondamentale d’ordre p + 2 contenant I'extrémité
droite de K,, et soit K la portion fondamentale d’ordre p + 2
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contenant I'extrémité gauche de K. Par hypothése K, et K. sont de
types r et s respectivement.

' '
Kr‘ K

S
—~A— ——
f—— -_ —_— —_— —
— P g W= ]
Kl" S

Dans le diagramme ci-dessus les segments représentent les portions
fondamentales. I désigne l'intervalle ouvert séparant K, et K, lorsque
ces derniers sont disjoints ou bien I’ensemble vide si K, et K, sont
contigus. Soit Pe F® vérifiant Pc K. UK, avec PNnK, # & et
PnK;# &. Posons P, =PnK; et P, =P K. Alors, en posant
8 = dist (P,,P,) (de sorte que 8 >|I]) on a [P| =P, + [P, + & et
H(k,P) = H(k,P,) + H(k,P,). Pour i=1 et 2, P, est la réduction
dans le rapport ¢ d’une partie simple P,e #®, avec P, < K, et
P, < K,. Par conséquent

IPI*/H(k,P) = (&|P,| + &IP,| + 8)°/(E"H(k,P)) + EH(k,P))
= (P,] + IP,y] + 857 1)/(H(k,P)) + H(k,Py) > [P,UP,|*/H(k,P,UP,)

(égalité ne prévalant dans la troisiéme relation que si I = @), ou
PuBP,eF®, c F®. Si |P,UP,| < £7*2min |E,|, on répéte le méme
1

raisonnement avec P, U P, comme nouveau P, et aprés un nombre fini
de répétitions, la partie simple finalement obtenue « touchera » au moins
3 portions fondamentales consécutives d’ordre p + 2, ce qui démontre
(16). Pour démontrer (15) procédons par récurrence. Fixons k.
Hypothése de récurrence : pour un certain entier m > n; + 1 ona

min {|P|*/H(k,P): Pe £ ¥} = min {|P]"*/H(kP): Pe £} }.

Etape de récurrence : 1) Soit Pye £® une partie simple occupant
I'une ou l'autre des deux positions symétriques suivantes :

Kl Ku
T T
s g 85
BRTL P, 4y
P

ou K, et K, sont des portions fondamentales d’ordre m — 1 et de types
¢ et u respectivement. De plus, &, (respectivement 8,) est la distance
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entre les deux premiéres (respectivement derniéres) portions fondamentales
consécutives d’ordre 1 de E, (respectivement E,). Soit P'e % , 1la
partie simple définie par le diagramme suivant :

PI
L}
1]

—_— — — — —_
- J — J
X, K
K-C u

Donc on a, selon I'une ou l'autre des deux positions considérées de P,
[P'| = |Po| + E™|E;| + 8™ pourj=¢ ou u. Posons y = &™. Alors
pour j=¢ ou u,

IP'1*/H(k,P) = (Po| + (IEjl + 85~ 1)y)*/(H(k,Py) + y°z)).

Posons V(t) = (IPo| + (IE;l + 8, 1)t)*/(H(k,P,) + t°z;) ou tel0,y].
Alors Y'(t) < 0 si et seulement si

H(k,Po)(E;| +8,E™1)z; ' /|Po| < 71,
ce qui est vérifié car

H(k,Po) (Bl + 851z */|P|
< (max |E;|+65 1) (max z7)/&* 2 min [E,| < 400 < it < 21,

Par conséquent Y(y) < Y(0), c’est-a-dire |P'|*/H(k,P’) < |Po|*/H(k,P,).
Par hypothése de récurrence on a donc |Py|*/H(k,Py) > M, ou M
désigne le membre droit de (15).

2) Pour compléter 1’étape de récurrence, il faut considérer la situation
suivante : soient P, et Pye % des parties simples situées comme suit
(ou dans la position symétrique) :

(a3
=1=-==1
[

{
I
1

O
w

Supposons que |Py|*/H(k,Py) = M. Alors pour un certain indice r et un
certain nombre & > 0 (qui est la longueur d’un sous-intervalle ouvert de
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[a;,b,] contigu a E,),
[Po| = |Po| + E™|E,| + E™715.
En posant y = E™, on a
|Po|*/H(k,Po) = (IPo|+(IE,|+8E~1)y)*/(H(k,Po) +)°z,).
Par le méme calcul qu’en partie 1) on obtient
| Pol*/H(k,Po) = [Po|*/H(k,Po).

Par conséquent,
min {|P|*/H(k,P): Pe ¥} = M,

et compte tenu du corollaire 2, la proposition est démontrée.

Remarque 4. — Puisqu’en vertu de la proposition 1, pour tout p > 0
on a Hj(E,) = H*(E,), alors H*(E,) < |E|*, k=1, ...,v. Compte
tenu de la proposition suivante, |E,|* est donc la valeur maximale
(possible) de H*(E,).

ProprosITION 7. — Soit {E,}\-, une famille de A-parfaits au sens large
de R pour laquelle (|E,|% ...,|E,|%) est un vecteur propre de A' associé a
A. Alors on a les relations simultanées H*(E,) = |E/|*, k =1, ..., v, c’est-
a-dire

(H*(E,), ..., H*(E,) = (IE{*, ..., |E\[)
si et seulement si
(17)  min {|P|*/H(k,P): Peﬁ‘l"’} = |E/J5, (k=1,...,v).

Remarque 5. — Quand (|E,[ ...,|E,|*) est un vecteur propre de A’
associé a A, il est impossible d’avoir H*(E;) = |E|* pour un indice i
sans l’avoir pour tous car (H*(E,),...,H*(E,)) est aussi un vecteur
propre de A’ associé a A. ‘

Démonstration de la proposition. — On a d’aprés le corollaire 2 et la
définition de F®

H*(E,) = lim min {|P"/H(k,P): Pe FO}, (k=1,...,v).

Donc si |P®/H(k,P) < |[E,J* pour un certain PeZ ¥, alors
H*(E,) < |[E,J*. Réciproquement montrons que (17) implique que



118 JACQUES MARION

H*(E,) = |E,J* pour k=1,...,v. On procéde par récurrence.
Fixons k.

Hypothése de récurrence : Soit m > 1 un entier fixé tel que
min {|P|*/H(k,P): Pe #F®} = |E,|°.
Ayant supposé (17), cette hypothése est vérifiée pour m = 1.

Etape de récurrence : Montrons que |P|*/H(k,P) > |E,|* quel que soit

PeFR\FD.

1) Supposons qu’une seule des deux extrémités de ’enveloppe convexe
de P coincide avec une extrémité de portion fondamentale d’ordre m, tel
qu’indiqué sur le diagramme suivant :

Kr s
r I r A
re— —— o o em— —_— — o f— — . _4.
] 1
¢ X —! ‘
: P :

ou K, et K, sont des portions fondamentales d’ordre m et de types r et
s respectivement.

Soit &;, 8,, ..., 8, les longueurs des intervalles ouverts (énumérés de
gauche a droite) situés dans E, et séparant les portions fondamentales

d’ordre 1. En l'occurrence, ¢ = ( Y aj,> - 1.

i=1

Alors pour un certain choix d’indices j;e{l, ..., v}, la distance x est
donnée par x = &"‘(&lEle---+F,|qu|+81+-~+84) pour un certain
qg>1. Posons y = E™"1%(z +--- +z,), oll (zy,...,2,) est le vecteur
propre de A' associé & A tel que z, = 1. Posons également V = |P| et
v = H(k,P). Par hypothése de récurrence on a

(V+x)*/(v+y) = [EJ®,
c’est-a-dire,

(18) V> [El@+y'* — x.
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Il nous faut vérifier que V*/v > |E,|*, c’est-a-dire que V > |E,Jv*”*. En
vertu de (18) il suffira de vérifier que

[Eld(@+ )" — x > [Egfo®,
c’est-a-dire,
[El((0+y)'* — 0'*) > x
qui s’écrit aussi

q
[Bd(o+Em*D* 3 7] -0l > x

i=1

ou encore

(19) Bt ™+E 3 2] (™)) > k.

i=1

La partie simple P contient des portions fondamentales de diamétres
+1 +1E (m+ 1) X

gn |‘Ei_+|' E™E, || de sorte que v > &™T(z Gt “+z,,),

c’est-a-dire

(20) Ug_mu gu( 1q+ | + Zi/+ 1) :

Par ailleurs, on observe que pour toute constante C > 0 la fonction
(t+C)t/* — t'* est croissante sur [0,00[. Pour démontrer (19) il suffit
donc en vertu de (20) de vérifier que

[E{le*(z,,, + - +2,,) + & Z z]' = €, + -+, )N

est > xE™™, cClest-a-dire
/+1
B{E F 2)" =8y, 5,0 > 587

ce qui s’écrit plus simplement

(21) lEk|Z”°‘|Ek|§(

41 /41

car ; 8z, = _Z. &*H*(E))/H*(Ey = H*(E,)/H*(Ey) = z,.

. 1/
!+1 1z+1) "2 xET"

D’autre part, d’aprés I'hypothese (17), |P'|*/H(,P’) > |E|* pour tout
P eZ¢. Donc, en particulier, si P'e ¢ est la partie simple de
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diamétre Z (IE;|+38,) + E|E;, | semblable & PN K, dans le rapport

gm, onal “
22) [ Y (@ +8)+EE, ] /é" e, 47, 3 B

car si K est une portion fondamentale de E, d’ordre 1 et de type j,
H(r,K) = H*(K)/H*(E,) = §&'H*(E))/(z,H*(E))) = &z, 'z;. De plus,
compte tenu de ’hypothése de I’énoncé, on a

IE

(|E1|a9 sy |Ev|a) = IE,J“(Z], e 9zv) car Zy = 1 .

D’ou, en particulier, |E,|* = z7!|E,|*. Par conséquent (22) s’écrit

[ Z (E.»lEj|+5i)+E:| I/+l] [EAlE* (2 Jq+1 +zfl+l)

i=q+1

c’est-a-dire

— Bile(z,,, + - +z,, ) > Z GIE;|+8)—EIE;, |
i=q+1
d’ou
|Eilz;* — |EdE(z, ., + +z;, )" > [Eylz "

_ S EIEj+8)—EE, |.

i=q+1
Donc (21) sera démontré si ’on vérifie

Bzt~ 5 (IB|4+5)—EIE, | > xe™™,

i=q+1
q
C'est-d-dire (puisque x§™" = ) (|E|+3)),
i=1

'3
Bzt > ¥ EE|+8) + EIE, |
i=1
ce qui s’écrit simplement
[Exlz;/* > |E,|

et est immédiatement vérifié car |E,|*z, = |E,|*.
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Lorsque la position de P est symétrique a la précédente, tel qu’illustré
par le diagramme

il suffit de changer T'ordre d’indexation des E, et des §;, et le
raisonnement ci-dessus s’applique tel quel.

2) Supposons maintenant qu’aucune des extrémités de I’enveloppe
convexe de P ne coincide avec une extrémité de portion fondamentale
d’ordre m, tel que représenté sur le diagramme

r ~ p v -
e et b e b4 e 4 b ¢ e e b s e e e e—fe

o

.

-

ie S
b3 X

ou x =¢§&" i (IE;| +3) pour un certain g > 1 et un certain choix
d’indices j; le={ll,...,v}. Posons de nouveau

y=E"0%g + ... +z) avec V=|P| et v=H(kP).
En vertu de la partie 1) de la démonstration, on a

(V+x)*/(v+y) > [Eil*.

Pour en déduire que V®%v > |E,|* on applique directement le méme
raisonnement qu’en 1), ce qui compléte I’étape de récurrence et termine la
démonstration.

5. Exemples de A-parfaits linéaires.
I) A-parfaits de mesure de Hausforff maximale. Considérons la matrice
11 -
symétrique A = [ ; 2] de polynéme caractéristique t> — 3t + 1. Pour

cette matrice, A = (3+\/§)/2. L’espace V, des vecteurs propres associés

a A est engendré par le vecteur v =(1,A-1) =(1,8), ou
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0= +ﬁ)/2, le nombre d’or. Posons
o = logM/logE ! = log (0+1)/logE™! = 2log6/log &~ 1.

Déterminons une famille de deux A-parfaits {E,,E,} telle que
(IE4|%|Ea ) € V.
Nous construisons E, et E, a partir des intervalles I, = [0,1] et
I, = [0,6'%] respectivement de sorte que (|E,|*|E,|*) = (1,0) e V,.

A la suite d’'une dissection qui consiste a enlever de I, un intervalle
ouvert (noir, selon la terminologie de [4]), I, engendre deux intervalles
(blancs, selon [4]), I'un semblable 4 I, et 'autre 4 I, dans le rapport &
(ou £E<A™'), et dans les positions indiquées ci-dessous :

Lt o —i1
Z s
o ———t —

£ Eel/c

Par une dissection d’un type différent qui consiste cette fois a enlever de
I, deux intervalles noirs disjoints de méme longueur, I, engendre 3
intervalles blancs dont deux sont semblables @ E, et un a3 E, dans le
rapport &, et dans les positions indiquées ci-apreés.

2° ol "'-—gei/a

[— O ——
Ou_v_,‘—ﬁ'—-'\___q,____r———v——‘__v___,el/a
£ J £el/e 3 rol/®

ou & = (0*—E—2tB'")/2. En répétant indéfiniment ces dissections
(toujours des deux mémes types) de sorte que chaque intervalle blanc de
type 1 engendre a son tour un intervalle blanc de type 1 et un intervalle
blanc de type 2, et chaque intervalle blanc de type 2 engendre a son tour un
intervalle blanc de type 1 et deux intervalles blancs de type 2, on obtient a
la limite (i.e. comme l’intersection d’une suite de compacts emboités) une
famille {E,,E,} de A-parfaits de dimension a. On peut alors vérifier
directement par un calcul algébrique que

min {|P|*/H(k,P):Pe FP} = |E,|*

pour k=1 et 2, et conclure (en vertu de la proposition 7) que

(HY(E,),H*(E,)) = (IE;|%|E,|9 = (L(1+/5)/2).
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. 1
IT) A-parfaits « convergeant » vers un parfait homogéne. Soit & < --

Construisons un parfait homogéne au sens large & de type (3,§)
(cf. [4], [S]) sur l'intervalle [0,1] comme suit: soient ¥,,¥, et ¥; des
similitudes de R de rapport & telles que

¥,([0,1)=[0.8], ¥, ([0,1]) =[5,2€], ¥5([0,1]) =[1-&,1].

Posons, pour m > 1

3
b= U ¥,0%.0...0% (01D,
g1 dm=1
et

=) €n.
m=1

Géométriquement, &, est la réunion des 3™ intervalles blancs (deux a
deux essentiellement disjoints) d’ordre n, de sorte que &,, < &,,_,; pour
tout m > 2.

diagramme de &, :

s + | eammmmm———|
[ R Y — ———— ]
13 € £

On sait (cf. [4],[7]) que & est de dimension — log 3/logé&.

D’autre part, pour chaque entier n > 2, on construit un parfait &®
en modifiant légérement la position des intervalles blancs initiaux. Soient
Yin, ¥, et ¥,;, des similitudes de R de rapport & telles que

Vi,=Y, ¥,,00,1]) = [E-8&",26-E"], V5, = ¥s.
Posant
3
0= U ¥,0...0% (01, m>1
on définit

& = () &9.

m=1

diagramme de & :

——
0 ] 1
13 12

Les deux premiers (& partir de la gauche) intervalles blancs d’ordre 1 se
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chevauchent sur une longueur de £". On note que 'on a &®™ < £@+Y
(car &M < &Y, pour tout m>1) et que |J €™ = &.
n=2

Montrons que &®™ appartient 4 une famille de A,-parfaits {E,}?"72
relatifs 4 une certaine matrice primitive A, d’ordre 2n — 2. Prenons
pour E, la portion de &™ portée par tous les intervalles blancs
constituant £™ , sauf celui qui contient 1 (i.e. le dernier a droite) et qui est
disjoint des autres. Posons également E, = £™. De plus, on choisit E,
comme étant une réduction de E, dans le rapport £, E, une réduction
de E, dans le rapport &,...,E,,_; une réduction de E, dans le rapport
E"~2 et E,,_, une réduction de E, dans le rapport £" 2.

Etant donné la position des intervalles blancs d’ordre n — 1 qui
constituent &£ ,, la matrice d’ordre 2n — 2 associée a la famille
{EJiz? est

11100 .oovvvenn... 0 07
12010 ..ovvvnn... 00
100010 .ovvuee. 00
A, = :
0

R 10
100 .o 01
10 0 oo, 00
(10 0 oo, 0 0]

On vérifie facilement que A} > O. Par récurrence sur n on montre que le
polyndme caractéristique de A, est

pa(t) = "7 2(t"=3t""1 +1).

La valeur propre réelle maximale A, de A, vérifie donc
AP —3A""! 4+ 1=0, cesta-dire A, =3 — A, "*!. De plus, puisque
pn(2) <0 et p,(t) =1 si t=>3, ona 2 <A, <3 et par conséquent
lim A, "** =0. Donc A, =3 si n— oo. En vertu du corollaire 1,

R0
dim &™ = — logA,/log&,
d’ou
lim dim &™ = — log 3/log& = dim &.

n-=wo



MESURES DE HAUSDORFF ET THEORIE DE PERRON-FROBENIUS 125

BIBLIOGRAPHIE

[1] R. B. AsH, Real Analysis and Probability, Academic Press, 1972.

[2] W. L. Ferrar, Convergence, Oxford, 1969.

[3] F. R. GANTMACHER, Theory of Matrices, Chelsea, 1959.

[4] J. P. KaHANE et R. SALEM, Ensembles parfaits et séries trigonométriques, Paris,
Hermann, 1963.

[5] J. MaRioN, Mesures de Hausdorff, Universit¢ d’Ottawa, 1978.

[6] J. MarioN, Calcul de la mesure de Hausdorff des sous-ensembles parfaits
isotypiques de R™, C.R.A.S., Paris, 289, série A (1979), 65-68.

[7]1 P. A. P. MoraNn, Proc. Camb. phil. Soc., 42 (1946), 15-23.

[8] H. ScuNEIDER, Note on the Fundamental Theorem on Irreducible Non-negative
Matrices, Proc. Edinburgh Math. Soc., 11 (2) (1958), 127-130.

Manuscrit regu le 21 novembre 1983.

Jacques MaARION,

690, rue Filiatrault
Sainte-Dorothée
Québec, Canada H7X 2J4.



