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ACTION D’UNE FORME REELLE
D’UN GROUPE DE LIE COMPLEXE
SUR LES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES

par Jean-Jacques LOEB

1. Introduction.
11 existe des exemples assez simples d’ouverts de Stein de C x C2? dont
la projection sur C? n’est pas de Stein. Néanmoins, on doit a C. O.
Kiselman le théoréme suivant :

THEOREME [5]. — Soit Q un ouvert de Stein de C™ x C" invariant par
les translations de R™ x {0} et a fibres connexes au-dessus de C". Alors la
projection ® de Q sur C" est de Stein.

B. Chafi a étudié, dans sa theése de 3° cycle [2], ce qui se passait si on
remplagait C™ par un groupe de Lie complexe connexe G, et R™ par
une forme réelle Gy de G¢. On rappelle ici qu'une forme réelle G de
Gc est un sous-groupe de Lie connexe de G tel que
Lie (Go) = Lie (Gg) @ iLie (Gg). Il a démontré les deux résultats
suivants :

1¥" résultat : Principe du Minimum.

Soit G un groupe de Lie complexe et Gy une forme réelle fermée.
Soit Q un ouvert de G, x C" invariant par I’action a droite de Gy et a
fibres connexes au-dessus de C". Alors si ¢ est une fonction réguliére
invariante sur Q, strictement plurisousharmonique et d’exhaustion sur
Q/Gg, la fonction @(x) = inf @(gx) définie sur la projection ® de Q sur
C" est plurisousharmonique d’exhaustion sur .

Ce résultat a comme conséquence immédiate que ® est de Stein.

Mots-clés : Groupe de Lie complexe - Fonction p.s.h. - Espace homogéne.
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Dés lors, pour généraliser le théoréme de C. O. Kiselman a G, il
fallait savoir si un ouvert de Stein Q invariant de G x C" admettait une
fonction réguliére strictement plurisousharmonique invariante et
d’exhaustion sur Q/Gg.

Le second résultat de B. Chafi est que cette condition est satisfaite si on
prend pour G¢ un groupe de la forme GL(p,C) x C? et pour Gy la
forme réelle U(p) x R?2. (GL(p,C) est le groupe linéaire complexe
d’ordre p et U(p) le groupe unitaire d’ordre p).

Nous montrons dans la cinquiéme partie que le premier résultat de
B. Chafi peut étre replacé dans un cadre géométrique assez général
(théoréme 3).

Pour la généralisation du second résultat, nous commengons par
aborder la question de I’existence pour un couple (Gg,Gg) d’une fonction
¢ declasse C® sur G, strictement plurisousharmonique, invariante par
Paction a droite de Gy et d’exhaustion sur G¢/Gg. Si la réponse est
affirmative, nous disons que le couple (G¢,Gg) est pseudo-convexe. (Nous
admettons dans la définition que Gy est fermé dans G.). La motivation
de cette définition est que l'existence de ¢, triviale dans le cas (C",R")
n’est pas toujours assuree.

Pour donner un critére de pseudo-convexité, nous introduisons les
deéfinitions suivantes :

1) Une algébre de Lie # (réelle) est a spectre imaginaire pur si pour
tout Xe _#, l'endomorphisme adX a toutes ses valeurs propres
imaginaires pures.

2) On dit qu’un groupe de Lie G réel est & spectre imaginaire pur si
son algébre de Lie est a4 spectre imaginaire pur.

Rappelons ici que Jenkins[7] a démontré que G est a spectre
imaginaire pur, si et seulement si il est a croissance polynomiale. Ceci
signifie qu’étant donné une mesure de Haar sur G, il existe un polynome p
tel qu’a tout voisinage relativement compact U de I’élément neutre on
peut associer une constante C(U) vérifiant :

VneN, mes U” < ¢(U)p(n).

Dans notre étude, nous n’utiliserons pas cette caractérisation des
groupes a spectre imaginaire pur.

On peut alors énoncer le théoréme 1 qui est le résultat essentiel de la 3°
et de la 4° partie.
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THEOREME 1. — Soit G, un groupe de Lie complexe a radical
simplement connexe et Gg une forme réelle de G. Alors pour que (Gc,Gyg)
soit pseudo-convexe, il faut et il suffit que Gy soit a spectre imaginaire pur.

Ceci permet de dire que si G est nilpotent simplement connexe, alors
(G¢,Gg) est pseudo-convexe, tandis qu’il y a des groupes résolubles G
tels que (G¢,Gg) ne soit pas pseudo-convexe.

On remarque que si (G¢,Gg) est pseudo-convexe (avec G, a radical
simplement connexe), alors G est de Stein. En effet, dans la 3° partie nous
montrons que G est en tant que variété analytique un produit de C" et
d’un groupe semi-simple complexe qui est de Stein d’aprés un résultat de
Matsushima [9].

Dans sa démonstration au deuxiéme résultat, B. Chafi s’est servi de la
mesure de Haar sur le groupe compact U(p) pour rendre invariantes des
fonctions plurisousharmoniques. Le lemme 1, essentiel a la démonstration
du théoréme 1, généralise cette méthode en faisant jouer a un espace
homogéne compact le méme role que le groupe compact. Nous utilisons
encore ce lemme dans la cinquiéme partie, pour montrer que le théoréme de
Kiselman se généralise pour les couples (G¢,Gg) pseudo-convexes
moyennant I’hypothése restrictive que Gy contienne un sous-groupe
discret uniforme I'. Jignore si cette hypothése est nécessaire mais elle joue
un role essentiel dans notre démonstration qui repose sur un théoréme de
Grauert-Docquier. Ajoutons que notre hypothése est déja restrictive, au
niveau des groupes nilpotents, dont on sait qu’il existe un groupe de
dimension 10 sans sous-groupe discret uniforme [11]. Incidemment, nous
montrons également que dans le théoréme de Kiselman, on peut remplacer
C" par une variét¢ de Stein quelconque.

Si Gy n’est pas a spectre imaginaire pur, il n’existe pas de fonction
invariante strictement plurisousharmonique sur G¢ (4° partie). Nous
renforgons ce résultat dans la 6° partie, en montrant que dans ce cas il
n’existe méme pas de structure kdhlérienne sur G, invariante par Gg.
Lorsque la forme réelle G contient un sous-groupe discret uniforme I,
nous donnons quelques résultats sur les espaces homogénes G¢/I', a
Savoir :

Si (G¢,Gg) est pseudo-convexe, la variété G/ est de Stein. Tandis
que si Gy n’est pas a spectre imaginaire pur, alors G¢/I' n’a pas de
métrique kéhlérienne (*). Certains groupes résolubles font partie de cette
derniére catégorie.

(*) On suppose ici I'existence d’'une mesure Gy invariante positive sur Gg/T".
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La premiére assertion implique que si G est nilpotent et simplement
connexe, alors G¢/I" est de Stein. Ce résultat, démontré par B. Gilligan et
A. Huckleberry [5], est utilis¢ dans notre démonstration du théoréme 1.

Pour terminer cette introduction, je tiens a remercier G. Coeuré pour les
nombreuses suggestions qu’il m’a faites pour cet article, ainsi que le referee
de m’avoir fourni, pour la proposition 10, une démonstration notablement
plus simple que ma démonstration initiale.

2. Préliminaires et propositions techniques.

On a le lemme de moyennisation suivant :

LemMmE 1. — Soit G¢ un groupe de Lie complexe, Gy une forme réelle,
fermée, et Q un ouvert de G invariant par l'action a droite de Gg. On
suppose qu’il existe TI" sous-groupe fermé de Gy tel que:

1° Gg/T" soit compact.

2° Il existe une mesure positive dgg de masse 1 sur Gg/T" invariante
par laction a gauche de Gyg.
Alors, on a l’équivalence entre :

i) Il existe sur Q wune fonction  de classe C®, strictement
plurisousharmonique, invariante par action de T a droite, et d’exhaustion
sur QT

ii) Il existe sur Q wune fonction ¢ de classe C®, strictement
plurisousharmonique, invariante par l’action de Gy a droite et d’exhaustion
sur Q/Gg.

Remarques. — a) Si T' est discret, la condition i) est équivalente a
Q/T" de Stein.

b) Si G est résoluble et simplement connexe (en particulier nilpotent),
alors 1° = 2°[11].

¢) ii) = i) n’utilise pas la condition 2°.

Preuve. — i) =>ii). On définit { par:

V(g = j (P(gék) dék'

Grr
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Par dérivation sous le signe somme, on voit de suite que | est C* et
strictement plurisousharmonique. L’invariance de 1 provient de
Iinvariance de dgg. Reste a montrer la propriété d’exhaustion.

On a un diagramme commutatif :
Gc 4 G¢/Gg
14 r

Gl

p, q, r sont les projections canoniques et commutent a I’action de Gg.

On note pour CeR:

Lc = {geQ| ‘P(gén) dék < C}

Ggp/T
K¢ = {ge QTo(g)<C}
M. = {g€Q|Igre Ge/T  tel que:  ggreK}.

On voit tout de suite que L. est inclus dans M.

Montrer la propriété d’exhaustion de Y, c’est montrer que gL est
relativement compact dans Q/Gg. Pour ceci, il suffit que gMc vérifie la
méme propriété. Mais gMc < rK¢. En effet, on a évidemment :

Mc = {geQ|3gge Gy telque p(ggr) eKc}.

Donc pour geMc, on a:

q(g) = q(gge) = r o p(ggr) e K¢

et comme K est, par hypothése, relativement compact dans Q/I", onale
résultat annoncé.

ii) = i). On est ramené a démontrer que I'application naturelle de
Q/T" sur Q/Gy est propre. Or, on a I’assertion suivante d’ou découle le
résultat.

Soit G un groupe de Lie, A et B deux sous-groupes fermés, avec
A = B. On suppose B/A compact. Soit Q un ouvert de G invariant

par l’action a droite de B. Alors I’application naturelle : Q/A N Q/B est
propre.
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Preuve de l'assertion. — On considére le diagramme commutatif avec
les projections canoniques :

G 25 G/B

)4 r
G/A.
Soit K un compact dans Q/B. On a r~!K = p(q~'K).

Il suffit de montrer que ¢ 'K = K.B avec R compact car B/A est
compact. Or, il existe des compacts C,,...,C, de G/B tels que:

n
I°K = U C; et 2° pour tout C;, il existe un ouvert U; contenant C;

i=1 n
et une section continue s; de U; dans G. On pose alors K = U sCi.
i=1

LemME 1'. — Soient Hy et Fy deux formes réelles fermées de H et
Fc respectivement. Soit G un groupe de Lie complexe de la forme
H¢ x F¢ (produit semi-direct au sens analytique de H¢ avec F distingué

S

dans G¢). On pose Gy = Hg x Fg. C’est une forme réelle fermée de G .
s

Soient alors deux sous-groupes fermés Ly et I'p, de Hy et Fy

respectivement, vérifiant 1° et 2° du lemme 1 relativement, @ Hg et Fy
respectivement et le i) du lemme 1 relativement a H¢ et Fc. On suppose, de
plus, que les éléments de T'y, commutent avec Fy. Alors le groupe T'y, .T'g,

vérifie le 1°, 2° relativement a Gg et la condition i) pour Q = Gg.

Preuve. — Sionpose K =R ou C, on voit immédiatement qu’on a
un homéomorphisme des variétés : Gy/I'y,.I'g, et Hyg/Tyy x Fy/Tg, . De
plus, si py, et pp, sont les mesures du 2° relativement a I'y, et Ty, la
mesure Py, ® ey verifie le 2° pour i Teg - Si Puy €t Op, vérifient i)
relativement & H. et F. et sont positives (ce qu’on peut toujours
supposer), alors @y, + @g, vérifie i) relativement & G¢ et T'y, .I'y, (la

propriété d’exhaustion utilise I’homéomorphisme de variétés défini
ci-dessus).

COROLLAIRE DES LEMMES 1 ET 1'. — Sous les hypothéses du lemme 1', la
condition ii) du lemme 1 est satisfaite pour Q = Gg.
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Le lemme de descente suivant utilise des techniques classiques pour les
groupes résolubles.

LemMME 2. — Soient G, un groupe de Lie résoluble complexe
simplement connexe et Gg une forme réelle. On considére un sous-groupe de
Lie (connexe) Ly de Gg et on note L le complexifié de Ly dans Gg.
Alors l'application naturelle de L/Ly dans G¢/Gg est propre.

Ce lemme implique que si (G¢,Gg) est pseudo-convexe, alors (Lc,Lg)

I’est aussi.

Remarque. — Onsait que Lo, Ly, Gy sont automatiquement fermés
et simplement connexes [3].

Preuve. — Pour Lo, Ly, Gy, G fixés, on va montrer qu’il existe un
sous-ensemble fermé F de G, et deux homéomorphismes ¢ et ¢’ tels
que le diagramme suivant soit commutatif.

G¢/Gy —— F

-

LJ/Ly —— FnLc

’

i’ est l'inclusion et i est I’application naturelle.
De cette propriété découle immédiatement le lemme car i’ est propre.

On démontre la propriété annoncée par récurrence sur la dimension n
de Gg.

Pour n =0, c’est évident. On suppose la propriété vraie a 1’ordre
(n—1) et on va la démontrer a 'ordre n.

On suppose donc Gy de dimension n et L; sous-groupe de Gy.

Pour éviter les confusions, on mettra des indices a F, ¢, &', i,
indiquant la dimension qu’on considére.

On écrit: Gg = Vg >s< M; (produit semi-direct) ot My est un sous-

groupe distingué simplement connexe de dimension (n—1) et Vg un sous-
groupe de Lie isomorphe a R.

On note e un isomorphisme de R sur Vg.
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Ona: G¢ = Ve X Mc, ou M¢ et V¢ sont les complexifiés de My et
S

Vg dans G¢. On note encore e le prolongement de I'isomorphisme
précédent de C sur V(. Plusieurs choix pour Vi sont possibles. Dans la
suite, nous allons préciser le choix.

Pour se ramener a la dimension (n—1), on considére deux cas, qui
permettent de définir un groupe Qg.

1Cas: Ly = Mg. On pose Qg=Lg et Qc=L. et Vg
quelconque.

2°Cas : Ly & My. Dans ce cas, on choisit Vy tel qu’on puisse écrire :
Lg = Vg x Qg, Lc= V¢ >S< Q¢ ou Q¢ est le complexité de Qy et
S

Qr € M. (En fait: Qg=LgnMy).

On a, par hypothése de récurrence, un diagramme commutatif :

Mc/Mg :&:_l, »F,_; & M¢
in-l[ Ii:l-‘l

Pn-1 > F A Q
QC/QR —~— T tn—1 C

(Les signes = indiquent des homéomorphismes).

On définit (avec un abus d’écriture évident) F, par:
F,=e(R) x F,_,

(ou e(iR) est I'image de iR dans V. par e).

Pour ge G, on note g sa classe d’équivalence dans G¢/Gg.
On définit ¢, par:

. VAeC, meMc,
@, (e(\).m) = e(iIm L)@, _,(e (Re A)me(— Re 1A)).

On s’assure d’abord que ¢, est bien définie (et continue).

Pour e(Ay)mye Vg x Mg, on a:
S

(eM)m)(e(ho)mo) = e(A+Ao)e(—Ao)me(Ao)mo .

Comme e(—Ay)me(ry) € M, on voit que ¢, est bien définie.
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D’autre part, soit {,_, I’application réciproque de ¢,_;. On vérifie
que l'application réciproque (continue) V, de ¢, est donnée par:

\I’n : Fn = GC/ GR
e(ir)x — e(ihy).Y,—1(x) pour A,eR et xeF,_;
(le groupe V¢ agit sur G¢/Gy).
Pour terminer la démonstration, considérons les diagrammes.
1 Cas : Ly © Mg.

L’application ¢, est donnée par :

VZeLc/Le,  @u(f) = ¢,-1(9)
et F,,HLC=F,,_1('\LC.
2° Cas: Ly & Mg.
L’application ¢, est donnée par:
vq € QC > }\' € C ’
P (e(M)q) = e(iIm V)@, (e (Re) M)ge(— Re X)) .

Pour la suite, on a besoin de certains résultats de plongement des
algébres de Lie résolubles.

- On introduit la définition suivante :

DEFINITION. — Une algébre de Lie résoluble réelle R est scindée si R
est produit semi-direct d’une algébre abélienne o et d’un idéal nilpotent n,
et si, de plus, pour tout xe o/, ad x est diagonalisable sur C.

ProposITION 1. — Soit £ une algébre résoluble réelle a spectre
imaginaire pur. Il existe une algébre scindée s produit semi-direct d’une
algébre commutative B et d’un idéal nilpotent n, ainsi qu'une base (%) de
B tels que:

i) & est isomorphe a une sous-algébre de o;

iiy s est a spectre imaginaire pur, et les valeurs propres de ad (x)
appartiennent a 2inZ pour tout x dans (#). En particulier :

Expad,(x) =id, pour xe(%).
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Preuve. — On reprend la construction faite par Reed [12], de I’algébre
scindée associée a une algeébre résoluble.

Soit n, le radical nilpotent de ¥ et £ (resp. (n;)c le complexifié¢ de
& (resp. ny).On choisit x; € £ =n,, et on décompose la dérivation ad x,
en sa partie semi-simple d, et sa partie nilpotente n,, qui sont des
dérivations réelles.

- On décompose £ en espaces propres pour d, , et on remarque que
’espace propre correspondant a la valeur propre 0 est le complexifié de
I’espace propre réel %, correspondant, et que les autres espaces propres
sont dans (n;)c. On choisit ensuite x, dans ¥, -n,, indépendant de x,
et on remarque que d, (x;) =0 et d, d, =d, d, (ou d,, estla semi-
simple associée & ad x,). En décomposant £ en sous-espaces propres
par rapport a l'algébre engendrée par d, et d,, et en refaisant une
opération similaire a la précédente, on choisit x; indépendant de x;, x,,
dans Z=n; tel que: d, (x;) = dxz(x3) =0 et dx3 commutant & d, ,
dx2~ De proche en proche, on définit x,,...,xy base dun
supplémentaire de n, et tels que: d, dxj = dxj d, ou d, estla partie semi-
simple de ad x;.

On définit alors une algébre résoluble # produit semi-direct d’une
algébre abélienne o/ et de ¥ de la fagon suivante.

Une base de &/ est donnée par les éléments d,,...,dy et on a:

Vxe#, Vi=1,..,N, —[x,d]=][d;x]=d.(x)
Vi=1,..,N, [d,d])=0.

On voit immédiatement que add; est semi-simple sur £, et que si ¥
est a spectre imaginaire pur, les valeurs propres de add; sont toutes
imaginaires pures.

On remarque que le sous-espace n de # engendré par n, etles x; — d;
(i=1,...,N) est un idéal nilpotent de # (ad(x;—d;) est nilpotent et
[#,n]cn,). Par conséquent, # est produit semi-direct de &/ et de n et
donc # est scindée; de plus, & est a spectre imaginaire pur, a cause de ce
qui a été dit précédemment sur les add;.

Soit nc le complexité de n, on remarque que 'algébre #' = & + n¢
est une algébre réelle admettant les mémes propriétés que #.

On décompose n. en espaces propres par rapport a I’action de </,

ne=n; + -+ +n,.
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Soient A; et A; les poids correspondant & n; et n;.

Deux cas peuvent se produire :

1) [n,n] = (0);

2) [n,n] # 0. 1l existe alors k (unique) tel que: [n,n] < n, et
A + A; = A (poids correspondant a k).

Montrons & présent qu’il existe un R-espace vectoriel B contenant o/
et une base (#) de B pour lesquels existent des formes linéaires X, sur B
a valeurs dans iR vérifiant :

A X+ X=X si 0)#[n,n] cng

b) la restriction de X; a &/ est A;

¢) X; prend ses valeurs dans 2inZ sur (4).

On considére le systéme d’équations linéaires suivant :

pour les différents (ijk) tels que: O # [n;,n] S n,, les inconnues
appartenant a un espace vectoriel sur Q.

La résolution donne, en changeant les indices :

Xy, ..., X, arbitraires et X;,;, ..., X, combinaisons linéaires a
coefficients rationnels de X,, ..., X;.

Onposealors: B=o @ R°. (Ona: B = & sila seule solution du
systtme de départ est X; =0 pour tout i).

Soient p,, ..., M, les éléments d’'une base du dual de R°. On pose :
X, =A +ip, pour r=1,...,s.

En complétant iX,, ...,ik; en une base du dual de B, et en
considérant la base duale #*, on voit que X,, ..., A, prennent des
valeurs dans 2inZ sur 2n.%#*. On définit X; pour i > s en résolvant le
systéme (1). Si on note m le p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients
intervenant dans les coefficients des combinaisons linéaires des X; en
fonction des Xj (aveci>setj<s) etsion pose (#) = 2nmAB*, les formes
linéaires X,, ...,X, prennent sur (%) des valeurs dans 2inZ, et les
propriétés a) et b) sont trivialement vérifiées.

On définit alors ’algebre scindée s produit semi-direct de B et nc par
la loi suivante :

[b,x] = X;(b)x; pour beB et x;en
[bb] = 0 pour b,beB.
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L’identité de Jacobi provient de la condition a) ci-dessus. L’algébre s
satisfait bien aux conditions de la proposition 1.

Remarque. — G. Coeuré¢ a montré, toujours en s’appuyant sur [12],
qu’une algebre de Lie a spectre imaginaire pur se plonge dans I’algebre de
Lie des matrices triangulaires supérieures complexes ayant des éléments
imaginaires purs sur la diagonale.

3. Résultats positifs.

Dans cette partie, on démontre la condition suffisante du théoréme 1.
A. Rad G¢ = {1}.

C’est le cas semi-simple. Gy est compact (voir 4° partie, C: le cas
semi-simple). On démontre alors le résultat en appliquant le lemme 1 de
moyennisation & Q = G et ' = {1}.

B. Cas nilpotent.

Pour traiter le cas résoluble, on commence par le cas nilpotent :

PropoSITION 2. — Soit G un groupe de Lie complexe simplement
connexe nilpotent, et Gy une forme réelle, alors le couple (G¢,Gg) est
pseudo-convexe.

Pour la preuve, on utilise deux propositions :

ProposiTION A[S]. — Si I' est un sous-groupe discret de Gy
(nilpotent), alors la variété G/T" est de Stein.

Remarque. — La démonstration de cette proposition repose
essentiellement sur le théoréme de Matsushima [9].

Avant d’¢énoncer la deuxiéme proposition que nous allons utiliser,
introduisons quelques notations.

Pour K =R, C, Z, onnote N le groupe des matrices triangulaires
supérieures d’ordre p, n’ayant que des 1 sur la diagonale, et a coefficients
dans K. Pour K=R ou C, on a un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe.

ProrosiTiIoON B (Théoréme d’Ado)[1]. — Tout groupe nilpotent
simplement connexe réel est isomorphe (en tant que groupe de Lie) d un sous-
groupe fermé d'un NE.
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Preuve de la proposition 2. — Par le lemme 2, il suffit de démontrer la
proposition 2 pour G = N&, et G. = N2. D’aprés la proposition A et
le lemme 1 de moyennisation, il suffit de montrer que N2Z/N? est compact.
Or soit ne NE, il existe nye N& tel que les coefficients de nn, soient
compris entre 0 et 1. Le choix de n, se fait de la fagon suivante. On
appelle a;; les coefficients de la matrice n et b;; les coefficients de n,
qu’on veut déterminer. (On a: 1<ig<j<net a;=b;=1). On détermine les
coefficients b;; par récurrence sur k =j—i. On appelle c; les
coefficients de nn,.

Pour k =1, on doit avoir:
Ciiv1 = Gijis1 + biivy avec 0<c¢i+ <1,
d’ou un choix pour les b; ;..

Plus généralement, pour k quelconque :

Cioisk = Giisk + b + D a;,jbjivk
i<j<i+k

d’ou un choix pour les b; ;4.

C. Le cas résoluble.

Montrons a présent dans le cas résoluble, la condition suffisante du
théoréme 1.

Soit L un groupe de Lie résoluble simplement connexe d’algébre de Lie
£, aspectre imaginaire pur. D’aprés la proposition 1, on le plonge en tant
que groupe de Lie dans un groupe de Lie S simplement connexe dont
’algébre de Lie 4 est scindée et a spectre imaginaire pur. Si on note S¢ un
complexifié de S, il suffit d’aprés le lemme 2 de démontrer la pseudo-
convexité du couple (S¢,S).

On se reporte & présent aux notations de la proposition 1. On a une
décomposition en produit semi-direct de S en un groupe abélien b
(correspondant a B) et d’un groupe distingué nilpotent N. Pour S., ona
une décomposition correspondante en be et N.

Soit I' le réseau dans B engendré par (#). Comme Expad x = id,
pour xe (%) et que B est commutatif, on en déduit:

Vxel, Expad x = id,.

Soit T" le sous-groupe fermé de B, image de I par I'exponentielle
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(qu’on note exp). Comme Ad, (exp x) = Exp ad (x), on en déduit que I"
est dans le centre de G.

On applique alors pour conclure le corollaire des lemmes 1 et 1’ 4 la
situation suivante :

B=H,, N=F, I'=I,, N=TI;.

D. Cas général.

Montrons, a présent, que si Gy est & spectre imaginaire pur, et si le
radical R, de G est simplement connexe, alors (G¢,Gg) est pseudo-
convexe.

Commengons par supposer Gy simplement connexe. Alors Gy est
isomorphe d’aprés le théoréme de Levi-Malcev [1] en tant que groupe
analytique 4 un produit semi-direct K x R ou R est le radical de Gy et

S

K est semi-simple. Mais comme K est a spectre imaginaire pur, c’est un
groupe compact d’aprés ce qui a été dit précédemment.

Soit K. un complexifié de K (on sait que K. existe). C’est un groupe
semi-simple simplement connexe et on peut définir K. x Rc. On peut
S

toujours supposer que G. = K: x Rc. Comme les couples (K.,K) et
S

(R¢,R) sont pseudo-convexes, on a par application du corollaire aux
lemmes 1 et 1’ en posant 'y = {1} et I'y = R, que (G,Gg) est pseudo-
convexe.

Si Gy n’est pas simplement connexe, soit Gy un revétement universel
de Gg; comme on I'a vu précédemment G admet un complexifié G.
L’application de revétement p au—dessus de G, peut étre choisie telle
que le diagramme suivant, dans lequel les fléches verticales sont des
inclusions naturelles, soit commutatif :

Gc—p—’ Gc

S

G, — G;.

En effet, I’existence d’un tel diagramme au niveau des algébres de Lie
est claire, les fléches horizontales étant des isomorphismes. Comme G est
simplement connexe, on peut remonter sur les groupes, et p est un
revétement. Montrons a4 présent que les fibres de p sont finies.
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11 suffit de prouver que le groupe fondamental de G est fini. A cet
effet, on considére la fibration : R = G¢ = G¢/R¢ qui donne naissance a
la suite exacte :

7(Ge/Re) = 7,(Ge) = m(Ro).

Or =m,(R() est trivial par hypothése, et de plus comme le groupe G¢/R¢
est semi-simple complexe, son groupe fondamental est fini, ce qui implique
bien que w,(Gc) est fini.

Par conséquent, p est fermé. On en déduit que Gy est fermé dans Gg.
Terminons la démonstration. Soit ¢ une fonction plurisousharmonique
d’exhaustion positive associée au couple pseudo-convexe (G¢,Gg). On a
un isomorphisme de groupes analytiques entre G et G ¢/C (ou C estun
sous-groupe fini central de G).

On définit une fonction ¢ sur G, par:

VgeGe, 0@ = Y o).
xlpx=g
On vérifie facilement que ¢ est de classe C%, strictement

plurisousharmonique sur G, invariante par Gy et d’exhaustion sur
G¢/Gg.

4. Le cas négatif.
A. Cas particuliers.

On commence par étudier les cas particuliers fondamentaux pour
lesquels le couple (Gc,Gg) n’est pas pseudo-convexe. On en déduit
facilement la condition nécessaire générale. On note P I’ensemble des
fonctions plurisousharmoniques sur G, invariantes par Gg.

Notations. — Soit S! le cercle unité de centre O dans C, et dO la
mesure de Haar normalisée sur S!. On désigne par D le disque unité
fermé de centre O et par (D) I’espace des fonctions holomorphes au
voisinage de D.

Le lemme et la proposition qui suivent ont ét¢ démontrés par
G. Coeureé.

Lemme 3. — Il existe une famille (f).», de fonctions de (D)
vérifiant :

) Ve >0, |Imf| <=,
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ii) f.(0) est constant, égal a c.

iii) On pose : b, = J' e®% d0. Alors b, est une fonction continue de €
S

et lim b, =+ 0.

e+
Preuve. — Soit Log z la détermination principale du logarithme dans
le demi-plan: Imz > 0. )
l1+e+z
O : = Logi——-
n pose: f.(z) 0gll+e-—z

On vérifie immédiatement i) et ii), ainsi que la continuité de b,. De
plus, d’aprés le lemme de Fatou

lim J e dp > J lim e®/ 46
s st

(e—0)
_ f

DeriNiTioNs. — Pour K = R ou C, on munit K2 d’une structure
de groupe analytique Gy dont la multiplication est donnée par :

1+

[—o® dd = + 0.

V(zb),  (z0,b0) €K?,
(z’b)-(209b0) = (z+zo’ezob+b0)'

Gy est une forme réelle de Gg.

Pour une fonction @(z,b) invariante par l’action a droite de Gy,

ona:
@(z,b) = @(i Im z,ie” **.Im b)

et on a un difffomorphisme entre G¢/Gg et R? donné par:
(b)) €Gc/Gy — (Imze **Im b)
ou (/z,_\b) est la classe d’équivalence de (z,b) € Gc.

Le groupe Gy (resp. G¢) est le revétement universel du groupe affine
sur R (resp. C) (*). On a la proposition suivante :

ProrosiTION 3. — Les seules fonctions ¢(z,b) de P sont les fonctions
convexes de Imz.

(*) Pour R, on a le groupe affine lui-méme.
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Preuve. — Sur D, et pour &€ >0, on définit une fonction g,
continue sur D et holomorphe & l'intérieur par :

20 =0 et Img(z)=e*.® —b  pour zeS'.

La fonction g, est bien définie car e**% est C® sur S', et que d’autre

part : _[1 e’ dd = b,.
S

Si @eP, alors la fonction h.(z) = @(f,(2).g.(z)+ib) est semi-
continue sur D, et plurisousharmonique a lintérieur. De plus, (par
invariance) :

?(fi(2).8:(2) +ib) = @(i Im f(2),ie™ 9 (Im g,(z) + b)) -

Pour zeS!, on a: h(z) = ¢(iImf,(z),i), et donc: VzeS!,
|h(z)| < K indépendant de ¢.

De plus: h,(0) = ¢(ic,,ie “1b)), ot onpose ¢, =Imc et ¢, = Rec.
On a d’aprés I'inégalité de la moyenne

h.(0) = @(ic,,ie~1b,) < j hdd <K.
S

Comme lim b, = + oo, et que b, est ‘continu, on en déduit que

e+ o
@(ic,,ib) < K’ avec K’ indépendant de b pour b > 0. Une telle
inégalité se généralise pour b e R, en remplagant @(z,b) par ¢(z,—b) qui
appartient aussi @ P, et comme ona: @(z,b+by) = ¢(z,b) pour b,eR,
on en déduit que @(ic,,b) est majorée pour tout be C. Or une telle
fonction est constante d’aprés Liouville, donc :

¢(icz,b) = ¢(ic,,0).

On peut remplacer ic, par n’importe quel autre élément de C, quitte
a remplacer ¢@(z,b) par @(z+a,b) qui appartient aussi & P. (Ici a est
une constante arbitraire). D’ou la proposition.

De la proposition 3, on déduit immédiatement le corollaire :

COROLLAIRE 3. — [l n’existe pas de fonctions de P qui soit strictement
plurisousharmonique, ou de fonction de P qui soit d’exhaustion sur G¢/Gg.
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DEFINITION. — Pour BeR, et K =R ou C, on munit K3 d’une
structure de groupe analytique G2 dont la multiplication est donnée par :

V(z,b), (zo,bo) €K x K2
(Z,b)(zo’bo) = (Z+ZanZOABb+bO),

1
ol A, est la matrice (“B [13)—_:14.;3], avec I=<(l) (1)) ot

1

J=< (1) +0>. Pour o¢(z,b)eP, on a:
©(z,b) = @(i Im z,ie”®¢*.* Im b)

et on a un difffomorphisme entre G&/GE et R® donné par:

(z,b) — (Im z,e~ "5 Im b).

ProrosiTiON 4. — Il n’existe pas de fonction de P qui soit strictement
plurisousharmonique sur G¢ ou d’exhaustion sur G¢/Gg.

Preuve. — Pour 6eR et @eP, on remarque que la fonction @,
définie par:

V(z,b)eGe,  9o(z,b) = @(z,e”.b)
appartient 2 P. En effet:

Vzb)eGE,  V¥(zo,b0) € G,
90(2,b) = 0(2,6"b) = @(z+20,6"%e"b + €”by)

le dernier terme est égal a
Q(z+20,e” (€8b+ by)) = @g(z+ 24, 8b +by);

d’autre part, I'application: b — e”b est holomorphe.
2n
On pose alors: @A(z,b) = J ¢(z,e"b) db.
(4]

La fonction ¢* appartient & P. De plus:

0*(z,b) = @ (i Im z,ie~Re*Me~Rez Im p)
= @*(i Im z,ie” ***.Im b)

car @* est invariante par l’action de 9.
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Soit beR?, on a:
VAeC, VzeC:o*@zAb) = ¢*(iIm z,ie”®**Im A.b)
et d’aprés la démonstration de la proposition 4, on voit que :

¢*(z.ib) = ¢*(2,0)

d’ou la proposition pour @*. Mais si ¢ est strictement

plurisousharmonique ou d’exhaustion, @* I’est aussi. D’ou la proposition
pour @.

Remarque. — L’amélioration suivante de la proposition 4 m'a été
- proposée par le referee.

« Les seules fonctions ¢(z,b) de P sont les fonctions convexes de
Imz», résultat analogue a la prop. 3.

Il suffit pour cela de considérer la fonction

(pS (Z9b) = SupOe[O,Zn] ¢ (Z’eejb) .

Le raisonnement fait pour ¢* montre aussi que ¢° ne dépend que de
z. Donc

0%(z,b) = 9°(z,0) = 9(2,0) = ¢*(2,0) = ¢*(z,b).

Ceci implique que @(z,e”b) = ¢(z,0) pour presque tout 0 €[0,2n], d’ou
la conclusion.

B. Cas général.

PROPOSITION 5. — Si Gy n’est pas a spectre imaginaire pur, il existe un
sous-groupe analytique complexe H de G sur lequel aucune fonction f
plurisousharmonique sur G, invariante par I’action de Gy a droite, ne soit
strictement plurisousharmonique. De plus, si G¢ est résoluble et simplement
connexe, linjection canonique de H/H n Gg dans G/Gyg est propre et fne
peut étre d’exhaustion sur H/H N Gg.

Cette proposition implique évidemment la condition nécessaire du
théoréme 1. Au paragraphe 6, on renforcera cette proposition.

Preuve. — 1l existe dans Lie (Gg) un élément X tel que adX n’ait

pas toutes ses valeurs propres imaginaires pures. Deux cas peuvent se
présenter.
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1 Cas: adX a une valeur propre réelle non nulle A. Alors il existe
Y non nul dans Lie (Gg) tel que: [X,Y] = AY. Les vecteurs X et Y
forment la base d’une algebre de Lie isomorphe a celle du groupe affine.

2° Cas : adX a une valeur propre de la forme A + ip (avec A.p#0).
Soit Z un vecteur propre de Lie (G() associé.

On écrit: Z = U + iV ou U, Velie(Gy).
On a: [X,U] =AU — pV et [X,V] =AV + pU.
De plus: [X,[U,V]] = [[X,U},V] + [U,[X,V]] = 2A[U,V].

On peut supposer [U,V] = 0, car sinon on est ramené au premier cas.
On vérifie immédiatement que X, U, V est une base d’une algébre de Lie
de dimension 3. Quitte a remplacer X par X/A, on peut supposer A = 1,
et donc l’algébre précédente est isomorphe a Lie (G}).

On pose la définition suivante :

DEFINITION. — On appelle groupe du type 1, un groupe de Lie (réel)
analytiquement isomorphe a un groupe dont le revétement universel est un
groupe GR ou le groupe affine réel.

Alors d’aprés ce qui a été vu plus haut, le groupe Gy contient un
groupe Hy du type 1. Si H est le complexifié de Hgy dans G, vérifions
qu’il n’existe pas de fonction strictement plurisousharmonique sur H,
invariante par Hg. Soit A le revétement universel de H. Alors il existe
une forme réelle Ay de A ayant méme algébre de Lie que H, tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

ﬁ—p—->H

],

HRL’HR

Les fléches verticales sont les injections naturelles. L’application p est
I’application de revétement, et p’ est la restriction de p.

On voit ainsi qu’on peut remplacer le couple (H,Hg) par (H,Hg). Or
soit Ag (resp. A¢) un groupe égala G ou au groupe affine (resp. G& ou
au revétement universel du groupe affine complexe), alors par simple
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connexité, on a un diagramme commutatif :

Hz,AC

]

HRL\’__,AR

(les fléches horizontales sont des isomorphismes analytiques et les fléches
verticales les inclusions naturelles).

On peut donc remplacer (H,Hy) par (Ac,Ag) mais dans ce dernier
cas, on sait qu’il n’y a pas de fonction strictement plurisousharmonique sur
Ac, invariante par Ag.

La derniére partie de la proposition se démontre en utilisant le lemme 2.

Remarque. — On a implicitement démontré (condition nécessaire et
condition suffisante : le cas D) que les algebres de Lie a spectre imaginaire
pur sont les algébres de la forme k + r (produit semi-direct d’un idéal r

s

et d’une algébre k) avec r résoluble et a spectre imaginaire pur et k
algébre de Lie d’un groupe compact semi-simple K. Démontrons
directement ce résultat algébrique (une des conditions découlant
directement du théoréme de Levi-Malcev, on va simplement montrer
qu’'une algebre ¥ de la forme k 48— s est a spectre imaginaire pur).

1° Pour kek, ad k a ses valeurs propres imaginaires pures. En effet,
£ est un K-module par I’action de Ad. Comme K est compact, il existe
un produit scalaire sur % qui rend les opérateurs Adu (ueK)
orthogonaux, et donc les opérateurs ad k (k € k) antisymétriques.

2° Soit maintenant £, € ¥ se décomposant suivant k et r sous la
forme ko, + ro. Soit &’ lalgébre résoluble Rk, + r.
s

Alors £ estun %’ module. En utilisant le théoréme de triangulation
d’Engel [1], il suffit pour conclure de montrer que ad,r, a ses valeurs
propres imaginaires pures. Soit donc Y € £, (complexifie de £) et
vérifiant : [r,Y] = A.Y pour un certain Ae C. Si A est non nul, alors
nécessairement Y appartient au complexifi¢ de r. Mais alors A est
imaginaire pur par hypothése.

L’utilisation du théoréme d’Engel m’a été suggérée par G. Coeuré.
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C. Le cas semi-simple.

On va montrer pour finir que dans le cas semi-simple, on a des résultats
négatifs plus forts que ceux décrits dans la proposition 5.

PRrOPOSITION 6. — Soit G¢ un groupe de Lie complexe semi-simple et
Gy une forme réelle sans sous-groupe compact distingué de dimension
positive. Alors P se réduit aux constantes.

CoROLLAIRE. — Pour G semi-simple, le couple (G.,Gg) est pseudo-
convexe si et seulement si Gy est compact.

Preuve du corollaire. — La condition suffisante a été évoquée dans
I'introduction. Pour montrer la condition nécessaire, on suppose Gy non
compact, il existe alors un sous-groupe de Lie simple G; de Gy tel que si
on note G¢ le complexifi¢ de Gy dans G, le couple (Gg,Gg) satisfait
aux hypothéses de la proposition 6. La restriction d’'une fonction de P a
G¢ est alors constante, et ne peut donc étre strictement plurisousharmoni-
que.

Pour la démonstration de la proposition 6, on utilisera les notations
suivantes :

On note Jg lalgébre de Lie de Gg, et soit: Jg =k +.p une
décomposition de Cartan ou k est I'algébre de Lie d’un sous-groupe
compact maximal. Soit ap une sous-algebre abélienne maximale dans p et
N une sous-algébre maximale abélienne de J; contenant ag. On sait [6]
qu'on a une décomposition: M = tg + ag, ou (tz est une sous-algébre
abélienne de k. On pose: v = iag + tg, et on sait que le sous-groupe de
Lie V de G correspondant & v est compact, (c’est un tore maximal). On
note Uy le sous-groupe de G¢ correspondant a iag.

Les sous-groupes de G, correspondant a ag et ac (complexifié de ag)
sont notés Az et Ac. On a le lemme suivant (connu) mais se trouvant
assez peu dans la littérature.

LEMME A. — Le groupe Uy est compact.
Preuve. — On suppose d’abord G, simplement connexe. Il existe une
involution 6 sur Ji telleque: X = X pour X ety et X = — X pour

X eag. On complexifie I'involution qu’on continue d’appeler 6. On a
alors :
iag = {Xev|0X=—-X}.
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Soit & Pinvolution associée & © sur G.. Le groupe Uy est alors la
composante connexe du sous-groupe fermé de V défini par:

{geVibg=g""}.
Comme V est compact, Up est compact.

Si G¢ n’est pas simplement connexe, on passe au revétement universel
Gc et Ug est I'image continue du sous-groupe compact de G
correspondant a iag.

Du lemme A, on déduit que si f est une fonction plurisousharmonique
sur A, invariante par I'action a droite de Ag, f est constante. En effet :
Ac = Ug.Ag, et on applique le principe du maximum.

On se place a présent dans les hypothéses de la proposition 5.

LeEMME B. — Un sous-groupe fermé de G contenant Gy et A est
G tout entier.

Preuve. — Soit C I’algébre de Lie d’un tel groupe.

Onpose: Jg=J1® ... ®J; oules J; sont des idéaux simples de
Jx. Pour chaque J;, on choisit ay sous-algébre abélienne maximale dans
la partie non compacte d’une décomposition de Cartan de Ji. On pose
ag = ay @ ... @a} et on vérifie que c’est bien une sous-algébre abélienne
maximale dans la partie non compacte d’une décomposition de Cartan
de Ji.

Si on note Jc, Ji, ab les complexifiés de Jg, Ji, ak, ona:
Cnl.2a; + J§.
Or ai # (0) d’aprés les hypothéses sur Gy, et il est bien connu que Ji

est une sous-algébre maximale de J.. Par conséquent: CnJL = Ji, et
donc C =1J., d’ou le lemme.

Preuve de la proposition 6 :

On pose: L = {ge GV eP,f(g)=f(1)}.

C’est un sous-groupe de G, car P est invariant par I’action de G, a
gauche. De plus L contient Gy et A.. En effet, il contient Gy par
hypothése, et d’autre part si on prend la restriction d’une fonction f de P a
la sous-variété complexe A., f est constante, égale a f(1), d’aprés le
lemme A. En appliquant le lemme B, on voit que L est dense dans G.
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On a alors:
VeeGe, VfeP: f(g) = f(1),

a cause de la semi continuité des éléments de P. Mais alors soit g, € G,
et feP. En considérant la fonction f(g,'(x)) dans P, il vient:

f) = f(g0 'g0) = f(g0)-
D’ou finalement : Vg e G, f(g) = f(1), pour feP.

Remarque. — Montrons que Gy & spectre imaginaire pur et semi-
simple équivaut a Gy compact. Tout d’abord si Gy est compact, il peut
étre réalis¢ comme sous-groupe de Lie d’un groupe orthogonal. Cela
implique que pour XelJgz, adX est antisymétrique et donc a valeurs
propres imaginaires pures. Réciproquement, si Gy n’est pas compact,
alors ag # (0) et pour X € ag non nul, adX a ses valeurs propres réelles
et non toutes nulles [6]. :

On retrouve ainsi le corollaire de la proposition 6.

Dans le cas ou Gy est un groupe de Chevalley [13], on peut renforcer la
proposition 1. On appelle by une sous-algébre de Borel de Ji, et By le
sous-groupe de Gy correspondant.

ProprosiTION 7. — Les fonctions plurisousharmoniques sur G,
invariantes par l'action a droite de By sont constantes.

Cette proposition repose elle-méme sur la suivante (on note B¢ le
complexifie de By dans G et Q Jlensemble des fonctions
plurisousharmoniques sur B¢ invariantes par Bg).

PRroPOSITION 8. — L’ensemble Q se réduit aux constantes.

Preuve de la proposition 8. — On définit L sous-groupe de B par:

L = {beBc|Vfe Qlf (b) =f(1)}.

Comme précédemment, L contient By et A, et 'algebre de Lie &
de L contient by et ac. Soit alors e, un vecteur propre de by associé a
la racine positive a. On sait quiil existe Heag tel que:
0 # [H,e,] = a(H)e,.

Les éléments iH et e, appartiennent a %, donc également
[(H,e,] = a(H).(ie,), donc ie,e ¥ car a(H)eR:{0}.
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Par conséquent ¥ = b, (complexifi¢ de bg) et comme précédemment
L = Bc.

Preuve de la proposition 7. — Sot R I’ensemble des fonctions
plurisousharmoniques sur G invariantes par I’action a droite de Byg.

Pour feR et geGc, on définit sur Be la fonction f, vérifiant:
f;(b) = f(gb) pour beB;. Cest une fonction de Q, et donc constante.
Par conséquent, f est définie sur G¢/Bc, qui d’aprés[13] est compact.
D’aprés le principe du maximum, f est constante.

Remarque. — Soit SL(2,C) (resp.SL(2,Z)) le groupe des matrices
carrées d’ordre deux sur C (resp. Z) et de déterminant 1. Les méthodes
précédentes permettent de démontrer que les seules fonctions
plurisousharmoniques sur SL(2,C)/SL(2,Z) sont les constantes.

5. Le cas des ouverts.

THEOREME 2. — On suppose le couple (G¢,Gg) pseudo-convexe.

Soit Q un ouvert de Stein de G invariant par l'action de Gg. Alors il
existe sur Q une fonction de classe C®, strictement plurisousharmonique,
invariante par Gy, et d’exhaustion sur Q/Gg, moyennant I’hypothése
supplémentaire suivante sur Gy : il existe un sous-groupe I" discret de Gg,
avec Gg/T' compact.

Illustrons le théoréme 2 par un exemple. On prend Gy = K x R" ou
K est un groupe de Lie compact et G = K¢ x C* ou K¢ est un
complexifié de K.

En posant I’ = {1} x Z", on voit que le théoréme 2 est vrai pour
(G, Gr) -

Remarque. — JYignore si ’hypothése supplémentaire est nécessaire.
Le théoréme 2 repose sur la proposition suivante :
ProposITION. — Soit F une variété de Stein, E une variété complexe,

et p: E - F un revétement holomorphe. Si Q est un ouvert de Stein dans E
vérifiant p~'(pQ) = Q, alors pQ est un ouvert de Stein.

(Remarque. — D’aprés un théoréme de Stein, E est de Stein).

Preuve. — 11 suffit d’aprés le théoréme de Grauert-Docquier [4], de
montrer que pQ est localement de Stein. Pour xeF, choisissons un
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voisinage ouvert D, de x, qu’on suppose trivialisant et difféomorphe
analytiquement a un polydisque de C". Fixons, d’autre part, un élément y
de la fibre au-dessus de x. Soit A, la composante connexe de p~'D,
contenant y. L’ouvert A, N Q est de Stein, comme intersection de deux
ouverts de Stein, et, d’autre part, d’aprés les hypothéses sur Q, on a un
difffomorphisme analytique induit par p entre A, N Q et D, n pQ.
D’ou la proposition.

Preuve du théoréme 2. — Le groupe Gy est unimodulaire, car a
spectre imaginaire pur. Donc le 2° du lemme 1 est vérifié pour Gg/T .
D’aprés ce lemme, la variété G¢/I" est de Stein. La proposition précédente
appliquée au revétement de G sur G¢/I' montre que Q/T" est de Stein.
En utilisant & nouveau le lemme 1, on en déduit le théoréme 2.

Applications a l’étude des tubes pseudo-convexes.

Ce chapitre généralise les résultats de B. Chafi [2] dans deux directions
différentes. D’une part, il donne un cadre géométrique au principe du
minimum (théoréme 3) et, d’autre part, il étend la classe des groupes
auxquels ce principe s’applique (théoréme 4).

DEFINITION. — On dira qu’une submersion surjective © de classe C®
d’une variété complexe E sur une variété connexe (réelle) B est totalement
réelle si pour tout point b de B, il existe un point e de la fibre F, au-
dessus de b tel que I’espace tangent en ce point d la fibre soit une forme réelle
de l'espace tangent a la variété totale E. On a:

PROPOSITION 9. — Soit T une submersion surjective totalement réelle de
E sur B, et f une fonction indéfiniment différentiable de B dans R telle
que fom soit strictement plurisousharmonique. Alors :

i) En tout point critique de f, le Hessien de f est strictement positif.

ii) Si f est de plus d’exhaustion sur B, alors f admet un point critique
unique qui est un minimum global (en particulier f a un minimum local
unique).

Preuve. — La théorie de Morse [10] assure I'implication 1) = ii).

La démonstration de i) utilise quelques résultats d’algebre linéaire que
nous rappelons ici. Soit G* le C espace vectoriel de R-formes linéaires a
valeurs complexes sur un espace vectoriel complexe G. On a une

décomposition de G* en somme directe : G* = G% @ G%, ou G estle
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C-espace vectoriel des formes C-linéaires et G—ﬁ le C-espace vectoriel des
formes C-semi-linéaires. Soit maintenant ¢, ..., @, une famille libre de n
formes de G* s’annulant sur une forme réelle L de G. Alors, si on note
¢, l'élément de G dans la décomposition de ¢,, la famille des n
formes ¢, est libre. Pour ceci, on suppose une relation de la forme :

1
a0, = 0. Comme @i (X) = % (@ (iX) + i9p, (X)) pour XeG, on a,

en prenant XeL: g, (X) =0 et Za,‘cpk(iX) =0 dou Xgq0, =0,
donc a, =0 pour k=1,...,n.

A présent, montrons i). L’assertion sur f étant locale, on peut, quitte a
composer avec un diffeomorphisme, supposer que B est un ouvert de R",
contenant lorigine, point critique pour f. Notons x,,...,x, les
applications coordonnées de B dans R, et wu; =x;0m pour
i=1,...,n. On a: fon =f(uy,...,u,.

) s of o
D’ou d9(fom) = §6u,-0ujaui A Ou; + ggaaui.

Comme 0 est un point critique de f, on a:

2
09(fom)(ep) =, of

i7 Ou; Ou;

(©) du; A Bu;

pour e, dans la fibre au-dessus de 0. On choisit e, tel que I’espace
tangent a la fibre soit une forme réelle de I’espace tangent total.

Comme 7 est une submersion, les formes linéaires du,, ..., du, sur
I’espace tangent total en e, forment une famille libre. D’aprés I’hypothése
faite en e, et les remarques d’algeébre lin€aire ci-dessus, la famille des Ou;
est libre. Ceci joint a la stricte plurisousharmonicité de fo n, implique que

o
Ou; Ou;
la condition i). O

la matrice des (0) est strictement positive, ce qui signifie justement

On se donne a présent: =n:E — B, une submersion surjective
totalement réelle et X une variété analytique complexe.

On note p la projection canonique de X x B sur X. Pour un ouvert
Q de X x B et pour £€X, on note ('2é I'ouvert de B défini par
QN p '({E})). On dit que c’est la fibre de Q au-dessus de &. (On ne
parlera plus ici de fibres associées a ).
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Par définition, un ouvert Q de X x E est invariant si on a:
(idx,m) ! o (idx,®)(Q) = Q. On dira qu’un tel ouvert invariant Q est un
tube si les fibres de l'ouvert Q = (idy,m)(Q) au-dessus de X sont
connexes. A une fonction u sur Q, on associe naturellement une fonction
u sur Q telle que: u(te) = u(€,me) pour (£,.e)eQ.

Le principe du minimum s’énonce comme suit :

THEOREME 3. — On se donne un tube Q dans X x E dont on note ®
la projection sur X.

Soit u une fonction indéfiniment différentiable sur Q = (idy,n)(Q) telle
que la fonction u naturellement associée sur Q vérifie les propriétés
suivantes :

i) u est plurisousharmonique sur Q;

ii) Pour tout & dans o, u(E,) est strictement plurisousharmonique sur
Q, =n"'Q, et u(e) est d’exhaustion sur .

Alors :

0(8) = inf u(&h)
est indéfiniment différentiable et plurisousharmonique sur .

COROLLAIRE DU THEOREME 3. — On garde toutes les hypothéses du
théoréme 3, en remplagant I'exhaustivité de u(,) sur €, par 'exhaustivité
de u sur tout Q. On suppose, de plus, qu’il existe sur X une fonction
réguliére strictement plurisousharmonique. (Ceci est vrai, en particulier, si X
est de Stein). Alors ® est de Stein.

Preuve du corollaire. — Se déduit immédiatement du théoréme 3 en
remarquant que v est d’exhaustion sur .

Preuve du théoréme. — Pour £ e X, la submersion Qg—"d')'5 est
évidemment totalement réelle. On note w(§) le point de Q§ ou la fonction
u(E,q) atteint son minimum. Ce point est unique d’aprés le ii) de la
proposition précédente. Considérons un systétme de coordonnées
Xy, ..., X, au voisinage d’un point b, = w(§,) de B. Alors la fonction

w(€) est solution du systéme : 667“ EwE) =0 pour i=1,...,n. Or,

le Jacobien de ce systéme est justement le Hessien d’une fonction u(£,s) en
son point critique. Ce Hessien étant strictement positif d’aprés la
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proposition 9, on déduit du théoréme des fonctions implicites que w est de
classe C*.

Soit £y € . Montrons que v est plurisousharmonique en &,. Quitte
a faire un difféeomorphisme holomorphe local, on peut supposer que X est
un ouvert de C" contenant 0, et que &, = 0. Le probléme étant
directionnel, on peut méme supposer que X est un ouvert contenant 0 de
C. Pour r > 0 et assez petit, il faut donc démontrer I'inégalité :

u(0,w(0)) < ﬁ L:l u(rt,w(rt)) %5-

Soit e, un ¢lément de E vérifiant m(e,) = w(0) et dont I’espace
tangent a la fibre soit une forme réelle de I’espace tangent total. L’inégalité
est vraie si on démontre pour r assez petit I’existence d’une fonction 6 du
disque fermé unité dans un voisinage de e,, continue dans le disque fermé
et holomorphe a l'intérieur telle que mo 0(t) = w(rt) pour |t| = 1. En
effet, sous cette hypothése, on a:

u(rt,0(t)) ? = L u(rt,w(rt)) ? .

) 1
u(0,w(0)) <u(0,0(0)) < b f 2in 1t=1

lt)=1
En passant pour E et B & des systétmes de coordonnées locales
(holomorphes pour E) et en utilisant le fait que la différentielle de © en e,
s’annule sur une forme réelle de I’espace tangent, on est amené a la
situation locale suivante : Etant donné une application n de classe C*®,
défini dans un voisinage ouvert de 0 dans C", a valeurs dans R"
vérifiant: n(0) =0 et n'(0)z=Imz pour zeC", et une autre
application w, de classe C*, défini dans un voisinage de 0 dans C" a
valeurs dans R”", il existe pour r positif et assez petit une fonction 6
continue sur le cercle unité S! et se prolongeant en une fonction 6
holomorphe a lintérieur telle que: mwo () = w(rt) pour teS!.

On va résoudre ce probléme par application du théoréme de submersion
dans les espaces de Banach.

Pour a = (ay,...,a,)€C", on pose:
lal = la;| + -+ + |a,l.

On note C(S') lalgébre des applications continues sur le cercle a
valeurs dans C" qu’on assimile a des fonctions sur R de période 2.
Pour keZ et feC(S') on note f(k) le coefficient de Fourier associé.
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On introduit les algébres de Banach suivantes :
1° 218" = {feC(SH| ¥ f(B)|< +o0}.

keZ
Cette algeébre est munie de la norme :

Il = X IF®I.

keZ

2° B(S') est I'algeébre des fonctions f sur S! a valeurs dans C" et
dérivables, telles que f’ appartient 4 #!(S'). On munit B(S!) d’une
norme d’algébre de Banach en posant:

A= 1A+ 10

On note Bg(S!) la sous-algébre des fonctions réelles de B(S!) et
& (S') la sous-algébre des fonctions de B(S!) vérifiant: f(k) = 0 pour
k < 0. Les éléments de cette derniére algebre se prolongent en des
fonctions holomorphes a lintérieur de S!.

Pour une fonction f= (f},....f,) de C(S'), on pose:
MMl = fillo + -+ +llfallo 00 |lfill = sup|fi(®)].
teS

On a le lemme suivant :

LeMME. — L’application f— mof est une submersion définie d'un
voisinage de 0 dans o/ (S') sur un voisinage de 0 dans Bg(S!). (Dans ce
lemme, on peut supposer m de classe C3).

Montrons tout d’abord comment ce lemme assure ’existence de 0.

On remarque qu’une fonction f de B(S!) est de classe C' et qu'on a
les inégalités de normes suivantes : )

Il < Il < K(Alw + 1" Nl) -

n
On peut prendre K = ﬁ
Ceci implique, en particulier, que mof existe pour ||f||; assez petit.
D’autre part, si on pose: w,(t) = w(rt) pour teS', on a:

lw. @l < KW &)l +1wiD)l)

et cette derniére expression peut étre rendue aussi petite que ’on veut, d’ou
I’existence de 0 a partir du lemme.
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Preuve du lemme. — Pour f assez petit dans B(S!), on a:
(mof) = (@ of).f.

La fonction 7' of est de classe C!, donc appartient 4 #!(S'). Comme
£(S') est une algébre, la fonction (mof) appartient a /'(S!). Par
conséquent mof appartient 4 B(S!). Démontrons la différentiabilité de
lapplication: f— mof.

Pour p et g de norme assez petite dans C", on a:

M t(p+q) — n(p) — v'(p).q = u(p.9)-q.
La fonction matricielle u(p,q) est de classe C! au voisinage de (0,0)
et verifie: u(p,0) =0.

Dans (1), on remplace p et q par f et h dans B(S') quon suppose
assez petits en norme. En considérant u(f,h) comme élément de C™, il
vient :

I (f+h)—=()—=' () - Al <2l u (LW - AII -
On a: ’

lu(£mll < K(llu(fb)lleo + Ny (SB) S Nlw + [|uy (SRl A1)

d’ou, par uniforme continuité, pour f fixé,
lim ||u(f;h)|,=0.

All—~0
De plus:
@) I =1uy (LR S +ua (L) Kl < uy (Lh) S Il + 21l (AR Il A

d’ou comme précédemment :

Lim ||(u(fR))l; = 0.
WAl

On déduit la différentiabilit¢ de Iapplication: f—->mnof. La
différentielle en f est ’application linéaire: h — n'(f).h. On vérifie
également que cette différentielle est continue par rapport a f.

Pour conclure, il suffit de montrer que la différentielle h — n’'(0).h au
point 0 de l'application f+ m of admet une section continue s de =/ (S")
dans Bi(S'). On définit une telle section s par

s<a0+ Y ae"™+ Y Zz,,.e""") =iay + 2i ), a,e™.

n>0 n>0 n>0
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Retour aux groupes.

Nous allons appliquer le théoréme 3 a la situation particuliére suivante :

E = G¢ groupe de Lie complexe.
B = G/Gg avec Gy forme réelle fermée de G.

Un ouvert invariant de G est un ouvert invariant par I’action a droite
de Gg. On se pose alors la question suivante :

La projection sur X d’un tube de Stein est-elle une variété de Stein ?
Une réponse affirmative a cette question a ¢été donnée par
C.O.Kiselman [8] lorsque X et G sont des espaces C" et
Gg = Re G, par B. Chafi[2] lorsque X est un groupe de Lie complexe
et (Gg,Go) = (K,Go) ou K est compact.

DEFINITION. — On dira que le tube Q vérifie le principe du minimum si
pour toute fonction u, plurisousharmonique sur Q et invariante par Gg, on
a:

v(€) = infu(&,g) est plurisousharmonique sur la projection ® de Q
9
sur X.

Pour un objet A invariant de G, on note A Iobjet associé a
G¢/Gg- ]

ProrosiTiION 10. — Etant donné un tube Q de X x Gg; s'il existe sur
Q une fonction ¢ de classe C® strictement plurisousharmonique,
invariante par Gy, d’exhaustion sur Q, alors Q vérifie le principe du
minimum. '

Ce résultat a été démontré par B. Chafi lorsque X est un groupe de
Lie.

Preuve. — Pour ceR, on pose:

= {2 eQloGE.g<c}.

Pour démontrer la proposition, on utilise simplement la propriété locale
suivante sur @:

Propriété d’exhaustivité locale : Pour tout compact K inclus dans o
et pour tout ceR, l'ensemble

& A (K xG¢/Gg) est compact dans €.
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La proposition 10 est alors conséquence du lemme suivant : (on désigne
par P;(Q) l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques sur Q
invariantes par Gg).

LEMME. — On suppose qu’il existe une fonction @ € P,(Q) strictement
plurisousharmonique et localement d’exhaustion sur Q. Soit ®w, < ® un

ouvert relativement compact dans un ouvert de coordonnées de ® et
Qy = QN (0 xGy).

Alors, pour toute fonction u e P(Q), il existe une suite décroissante de
fonctions u, € Pi(Q,), strictement plurisousharmoniques de classe C® sur
Q, et localement d’exhaustion sur Q,, convergent vers u sur €.

Preuve de la proposition. — On se place dans un ouvert Q, tel qu’il a
été défini dans le lemme. D’aprés le théoréme 3, la fonction
v,(€) = inf u,(£,g) est plurisousharmonique sur ®,. Comme v, tend en
décroissant vers v, on en déduit que Q vérifie le principe du minimum.

Preuve du lemme. — Pour ceR, on pose:
= {EoeoEe)<c}.

Comme ¢ est supposée localement d’exhaustion sur Q, on peut choisir
une suite strictement croissante d’entiers ¢, € N telle que

Q_omE'IC—kCQ_Or\Q‘Hl, keN.

Désignons par u, et ¢,, 0 < &€ < 1, les régularisées de u et ¢ par
une famille de noyaux de convolution a gauche sur le groupe C" x Gc.
Les fonctions u, et ¢, sont invariantes a droite par I’action de Gyg.
Choisissons une suite décroissante ¢, de réels > 0 tendant vers 0 telle

ue u, e $0i éfini isi . a u
e u, et @, soient definies au voisinage de Qy N Q*+2. Grace a

théoréme de Dini, on peut imposer de plus que @, < ¢4, sur Qg N Q.
On pose alors
+

U = “ekl»l ((pak - ck) + Z Xe ((Ps,) 5
{=k

ou W, Xi>%zs--- €€°(R,R) sont telles que:

e 0<spu<l1, p®) =1 pour t <0, u(t)=0 pour t > 1.
e X, est a support dans J]c,_,,c,.,[, convexe sur ] — o0,c,,,] et
strictement convexe sur [c,_,,¢,.,]-
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On remarque que Yx,0¢,, est plurisousharmonique sur Q%,
strictement plurisousharmonique sur Q% - Q%-! et a support dans Q“+2;
la fonction p((pgk — ¢,) est a support dans Q%+2 et vaut 1 sur Q%-1,
Ainsi w, = u, sur Q%-! et converge donc en décroisant vers u. On peut
donc alors, .# désignant la forme de Levi, choisir les 7, par récurrence de
telle sorte que pour tout k:

L0 Q) > L (u-0(@;, —¢;)) sur Q%= Q%=1
LMa+109,, ) > L0 @) + L (U -1(@—cp)) sur Q%1 O
LN 09) > LHe209;, ) + LNo100,,_)

sur Q«+1:Q% pour £ =k + 2.

u, est alors plurisousharmonique, strictement plurisousharmonique si
u lest, et dans C®(Q,); en choisissant les x, assez grands, u, est
d’exhaustiongur Q,. Lorsque u n’est pas strictement plurisousharmoni-
que, on peut appliquer le procédé de construction précédent avec u = ¢ et
k = 1 pour obtenir une fonction ¢; > ¢ strictement plurisousharmoni-

que et d’exhaustion sur Q_o. Il suffit alors de remplacer u, par

1 \ .
u, + E((pl—A), ou A =infs ;.

Le théoréme suivant met en évidence une classe de couples (Gg,Gg)
pour lesquels tout tube de Stein satisfait au principe du minimum.

THEOREME 4. — Soit X une variété de Stein et (Gc,Gg) un couple
pseudo-convexe tel que Gy soit fermé et contienne un sous-groupe T discret
uniforme. Alors pour tout tube de Stein Q dans X x G¢, on a la propriété
du minimum et la projection ® de Q sur X est de Stein.

Preuve. — On reprend les idées de la démonstration du théoréme 2. La
variété X x G¢/I" est de Stein, et on note g I’application de revétement :
X x Ge = X x G¢/T.

On déduit du théoréme de Grauert-Docquier que g est de Stein. Par
moyennisation, on a I’existence d’une fonction ¢ de classe C* satisfaisant
aux hypothéses de la proposition sur Q. On a donc le principe du
minimum pour Q. De plus, d’aprés le corollaire du théoréme 3, 'ouvert ©
est de Stein.
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6. Formes différentielles invariantes.

Pour énoncer la proposition 1, on a besoin de quelques définitions et
notations :

Soit X une variété réelle, on note AP(X) I’espace des formes
différentielles sur X et A(X) Palgebre graduée différentielle des formes
différentielles sur X -munie de la différentiation extérieure d. Pour xe X,
on désigne par T, (X) lespace tangent en x a X.

Soit Y une variété complexe, on note AP4(Y) I’espace des formes
différentielles sur Y de type (p,q) et A°(Y) Jlalgébre graduée
différentielle qui est (en tant qu’espace vectoriel) la somme directe des
AP°(Y), et dont la différentielle est 0.

On note R:A(Y) - A°(Y) I’homomorphisme d’algébres graduées
différentielles qui 4 une p-forme différentielle associe sa composante de
type (p,0). '

Pour yeY, on désigne par T,°(Y) I'espace tangent en y des
vecteurs de type (1,0).

Soit alors G un groupe de Lie complexe muni d’une forme réelle Gg
fermée et Q un ouvert de G invariant par I’action de Gy 4 droite. On
note m la projection canonique de Q sur Q/Gg et n* ’homomorphisme
(associé a m) d’algébres graduées différentielles de A(G/Gg) dans
A(Gy).

On définit alors AP9(Q) comme étant I’espace des formes différentielles
de type (p,q) sur Q invariantes par Iaction de Gy a droite. On a:
0(APY(Q)) = AP*14(Q). De méme, on définit I'algébre graduée
différentielle invariante A(Q). '

ProposiTION 11. — Pour (p,q) € N2, on a un diagramme commutatif :

APAQ) — =, (AP(Q/Gy)

| |

APFAQ) — =, (APF1(Q/Gy))n

(les fléches horizontales sont des isomorphismes d’espaces vectoriels, et n est
la dimension de Gyg).

Plus précisément, l'application R o n* est un isomorphisme d’algébres
graduées différentielles entre A(Q/Gy) et A2(Q).
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Remarque. — Si on note pour p > 1:

Ker {0 : AP9(Q) > AP*14(Q)}
Im {3: AP~ 14(Q) > AP4Q)}

HP4(Q) =

Alors de la proposition 11, on déduit immédiatement que HP(Q) est
isomorphe a .(H"(Q,C))CZ.

Preuve de la proposition. — Démontrons d’abord I’assertion sur
Ron*. Il est immédiat que R on* est un homomorphisme d’algébres
graduées différentielles. Montrons que c’est une bijection.

On remarque que pour ge G¢, l'application tangente induite par =n
de T;°%Go sur T,,)(Gc/Gg) ® C est un isomorphisme d’espaces
R

vectoriels, car par translation, on peut supposer g = 1 et, dans ce cas,
c’est clair. On en déduit I'injectivité de R on*. Il découle également de
cette remarque l’existence d’un isomorphisme =, entre I’espace des
champs de vecteurs complexes sur Q/Gg et 'espace des champs de
vecteurs Gg-invariants a droite de type (1,0) sur Q. Pour we A”°(Q),
on définit o sur Q/Gy par:

aXy,...,X,) = m(n;‘(Xl),. . .,n;‘(Xp))
ou les X; sont des champs de vecteurs sur Q/Gg.

On a:
Rom*a(n, '(Xy),. . .,y (X)) = n*a(n, '(X)),...,n. ' (X)),

car les m,'(X;) sont de type (1,0). On en déduit bien évidemment
I’égalité de Ron*a et o sur les champs invariants de type (1,0), donc
sur tous les champs de type (1,0) car ils sont engendrés par les champs
invariants. Comme Ron*a et ® sont de type (p,0). On a:
Ron*a = o, d’ou la surjectivit¢ de Ron*.

Pour terminer la démonstration de la proposition, on considére une
base (®;),.; de formes de type (0,g) sur G invariantes par I’action a
droite de G¢. Ce sont des formes anti-holomorphes. Toute forme B de
AP4(Q) sécrit de fagon unique sous la forme ) B;Aw; ou les B; sont

jel
dans AP°(Q). De plus, par I'anti-holomorphie des ®;, on a:
B =Y 0B;Aw;.

jel
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L’isomorphisme de AP4(Q) sur (A”(Q/GR))CZ est alors donné par :
B - (Ron*B;;.

THEOREME 5. — Soit G un groupe de Lie complexe et Gy une forme
réelle qui n’est pas a spectre imaginaire pur. Alors pour un certain sous-
groupe de Lie Gy de Gy, il n'existe pas de métrique kdhlérienne sur le
complexifié G de Gy dans G, invariante par action a droite de Gy.

En particulier, ceci implique qu’il n’existe pas de métrique kdhlérienne sur
Gg, invariante par l'action a droite de Gyg.

Remarque. — Si, par contre (Gg,Gg) est pseudo-convexe, alors il
existe une meétrique kéhlérienne Gg-invariante, construite de la fagon
classique a partir de la fonction ¢ strictement plurisousharmonique
invariante.

Preuve. — Le groupe Gy contient un sous-groupe de Lie G de
type 1 (voir 4° Partie, B). On va montrer que le couple (G,,Gj) satisfait
bien aux hypothéses de la proposition. On se raméne au cas G
simplement connexe en composant la métrique avec la projection du
revétement universel. Pour prouver la proposition, il suffit alors en vertu
des résultats du IV, de montrer que pour une forme fermée ® e A"*(Gp),
il existe une fonction ¢ réguliére sur G invariante par Gy et telle que :
009 =w®. La variett G /G est homéomorphe a R", donc
HP(G¢/Gg,C) est nul pour p>1. D’apres la remarque de la proposition 1,
il existe aeA)'(Gp) tel que: do=0. Comme Jw =0, on a:
0(@x) =0. La forme Jo est dans A22?(Gp) anti-holomorphe et
fermée.

Considérons le cas ou Gy = GE (le cas du groupe affine se traite de
fagon analogue) et cherchons dans Gf les formes j holomorphes
invariantes de type (2,0) et d-fermées. Rappelons que GE est C x C?
muni de la loi de composition :

(2,b)(20,bo) = (z+29,€*8b+by).

Nous utiliserons ici simplement le fait que tr (Ap) et dét (Ag) sont non
nuls. On a:
j =dzAH .db + g db,A db,

ou db = (Zl;) et H= (H,,H,) avec H, et H, holomorphes.
2
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De linvariance de j par le sous-groupe {0} x R? de Gf et de
I’holomorphie de H et g, on déduit que H et g ne dépendent que de z.
D’autre part, on a toujours par invariance de j par G§:

V(z,2) eC x R, H(z) = H(z+2zy)e™*
et g(2) = g(z+20)e ™.

Par prolongement analytique, ces égalités sont aussi vraies pour zy e C,
d’ou:
H(z) = Ke™™8 et g(z) = K,e "4~

avec K;eC? et K,eC.

Comme j est fermée, on déduit que g est identiquement nul. D’autre
part ;

H(z)dz = — (K, Ay le™™9), dou: j= — d(K,A; e 8 db).

Or, on vérifie immédiatement que la forme K;A; 'e 8 db est invariante.
En revenant a notre probléme de départ, on voit donc que da = 0 8 pour
3 € A°(Ge) holomorphe, d’out @ = da, avec a; = a — 8 A"%(G) et
aal = O.

En appliquant & nouveau la remarque de la proposition 10 pour a,,
(on remplace 0 par 0, mais ceci ne change rien), on en déduit o, = d¢
ou @eAX®, d’ou le théoréme 5.

ProprosITION 12. — On se place dans la situation suivante :

G : groupe de Lie complexe;

Gy : forme réelle n’étant pas a spectre imaginaire pur;

I’ : sous-groupe discret de Gy tel que Gg/T" soit compact et muni d’une
mesure dgg positive de masse 1, invariante par laction de Gy a
gauche.

Sous ces hypothéses, la variété complexe G¢/I' n’admet pas de métrique
kdhlérienne.

Preuve. — On raisonne par I'absurde en supposant G¢/I' muni d’une
métrique kihlérienne, ou ce qui revient au méme G muni d’'une métrique
kdhlérienne K invariante par 'action de I' a droite.

Pour ge G¢, onnote K, la métrique K au point g etsi X est un
champ de vecteurs sur G, on note X, la valeur de ce champ au point g.
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D’autre part, g transforme par son action a droite sur G un vecteur
tangent v en g,, en un vecteur tangent v.g, en g.g,.

On définit alors une métrique kihlérienne K invariante par I’action de
Gr a droite (ce qui est absurde d’aprés le théoréme 5) de la fagon
suivante :

Pour X et Y deux champs sur Gc, on pose:

Ka(xa’Yy) = f

Kggg(xo'gR’Yg'gR) dgy.
GRIr

Cette intégrale est bien définie car K est invariante par I’action de T .
L’action des éléments de Gy sur G étant holomorphe et réelle, il s’ensuit
que K définit bien une métrique kihlérienne.
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