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RÉSOLUTION SIMULTANÉE
D'UNE FAMILLE DE SINGULARITÉS

RATIONNELLES DE SURFACE NORMALE

par Michel VAQUIE

Nous nous proposons d'étudier une condition faible d'équisingularité
pour une famille plate de surfaces normales À, : i^ -+ T définie par
l'existence d'une résolution simultanée très faible (cf. [21]).

Alors que dans le cas d'une famille de courbes nous pouvons trouver
une condition d'existence de résolution simultanée ne dépendant que de la
géométrie des fibres, il faut dans le cas d'une famille de surfaces autoriser
un changement de base e : T -^ T surjectif fini pour espérer avoir un
résultat semblable.

Nous renvoyons à l'article de B. Teissier ([21]) pour l'étude du cas d'une
famille de courbes et pour le lien entre l'existence d'une résolution
simultanée très faible sans faire de changement de base et l'absence
d'homologie évanescente.

Nous allons considérer différents invariants d'une surface normale V :
les plurigenres y^(V) qui sont définis comme la longueur du conoyau des
morphismes canoniques ^((ù^") -> œ^, où n: M -^ Vest la
résolution minimale des singularités de V, où (OM est le faisceau
canonique sur M et où œ^ est le faisceau w-pluricanonique sur V, et le
nombre rationnel K2 qui peut être défini comme la limite de Yw(V)/w2

quand m tend vers l'infini. (Nous renvoyons au chapitre 1 pour des
définitions précises).

Le premier résultat a été obtenu par Shepherd-Barron dans le cas d'une
famille de surfaces de Gorenstein canoniquement libres ([20]). Ce résultat a
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été nettement amélioré par Laufer qui a démontré dans [13] :

THÉORÈME 5.7. — Soit À, : ̂  -^ T MU^ déformation plate d'une
singularité (V, p) d^ surface normale de Gorenstein; alors À- admet une
résolution simultanée très faible, quitte à faire un changement de base surjectif
fini, si et seulement si Kf est constant.

Dans le cas non Gorenstein la condition d'équisingularité considérée est
trop faible, et il est impossible de trouver une condition nécessaire et
suffisante d'équisingularité portant uniquement sur la géométrie des fibres.

Dans le cas d'une famille de surfaces à singularités rationnelles nous
pouvons énoncer un résultat similaire au théorème de Laufer en
considérant la condition d'équisingularité :

a) La famille ^ : i^ -^ T admet une résolution simultanée très faible
K : M -> i^ quitte à faire un changement de base surjectif fini
e: T -^ T.

b) II existe un entier m tel que le faisceau w-pluricanonique relatif
œ1^ soit inversible sur V^.

Comme la condition b) est toujours vérifiée dans le cas d'une famille de
surfaces de Gorenstein, ce résultat peut être considéré comme une
généralisation du théorème de Laufer.

La démonstration que nous donnons est très largement inspirée de celle
de Laufer, et nous renvoyons à son article pour certains détails.

Ce texte est une version corrigée de la thèse de 3e cycle de l'auteur.

1. Soit (V,p) une singularité de surface normale, nous supposons que
V est un schéma affine V = Spec R où R est une algèbre normale de
dimension 2 essentiellement de type fini sur un corps k algébriquement
clos et que p est un point singulier de V. Comme nous nous plaçons au
voisinage du point p nous supposerons parfois que l'anneau R est
l'anneau local de V en p.

Soit n : M -^ V une résolution de la singularité (V,p), nous notons
r

E = (JE, le diviseur exceptionnel sur M et U = V — [p] l'ouvert au-
1=1

dessus duquel K induit un isomorphisme. Nous notons KM le diviseur
canonique sur M, c'est-à-dire le diviseur associé au faisceau inversible
©M» faisceau dualisant sur M.
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PROPOSITION 1.1 ([10] dém. de la Prop. 2.2.). — Pour tout faisceau ^F
localement libre sur M il existe un isomorphisme canonique de k espaces
vectoriels entre l'espace de cohomologie à support H^(^) et le dual de
l'espace de cohomologie H^M,^"1 ®(OM).

^M

Dans le cas où nous avons une résolution n : M -> V des singularités
d'une surface normale V non supposée affine et pouvant avoir plusieurs
points singuliers, nous en déduisons le résultat plus général :

dim,(^(H^)),, = dim^R^OF-1 (80^.
^M

PROPOSITION 1.2 ([23], [13]). — Soit L un diviseur sur M vérifiant
L.E, ^ K M - E ^ V I , alors le faisceau R^^^L)) est nul.

Nous supposons maintenant que n : M -> V est la résolution
minimale de la singularité (V,p); le diviseur exceptionnel E vérifie alors
KM.E, ^ OVi et KM.E( = 0 si et seulement si, E; est une courbe de
Du Val, c'est-à-dire une courbe rationnelle d'auto-intersection — 2.

Nous déduisons de la proposition précédente que pour tout entier
positif m, le faisceau R17^(0)^") est nul.

PROPOSITION 1.3 ([20], [13]). — Soit L un diviseur sur la résolution
minimale M vérifiant L.E; ^ 2KM.EfVi , alors le diviseur L est sans
point base sur M.

Au lieu de dire que le diviseur L n'a pas de point base sur M, nous
utiliserons la propriété équivalente suivante : le morphisme canonique
7i*7t^M(L) -> ^M(L) est surjectif.

Nous en déduisons en particulier que les diviseurs mK^ sont sans
point base sur M pour m ^ 2; nous posons alors la définition
suivante [20] :

La singularité de surface normale (V, p) est canoniquement libre si le
diviseur canonique KM sur la résolution minimale M de (V,p) est sans %

point base.

Nous pouvons contracter les courbes de Du Val E( du diviseur
exceptionnel de la résolution minimale n : M -> V; nous obtenons alors
un morphisme propre birationnel g : M -^ M qui factorise
n : M -> V, où M est une surface normale ayant uniquement des points
doubles rationnels (P.D.R.) comme singularités.
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Nous appelons le morphisme /: M -^ V propre birationnel, la
résolution en P.D.R. de la singularité (V,p).

THÉORÈME 1.4 ([16], [13]). - La résolution en points doubles rationnels
f: M -> V de la surface normale V est canoniquement isomorphe à
Proj^(® 7î (œ^)) pour tour d^l.

w^O

Les faisceaux ^(œ^1) sont notés S^; si 71' : M' -> V est une
résolution des singularités de la surface V, nous avons encore l'égalité
<(°C1) = S^. De même, nous avons /^(©^) = S^.

Comme la surface V est normale le faisceau dualisant ©v sur V est
réflexif, nous notons Ky le diviseur de Weil associé. Pour tout meZ
nous pouvons alors définir le faisceau réflexif ©N associé au diviseur
wKy, mais en général ce faisceau est différent du faisceau œ®'". Si la
surface V est de Gorenstein, le faisceau coy est inversible et nous avons
alors ^m=G^].

Soit j : U -^ V l'immersion de l'ouvert des points non singuliers de
V, alors œ^ est isomorphe à ^(©^") où ©u est le faisceau dualisant
sur U.

Soit K : M -> V la résolution minimale des singularités de V, le
morphisme n induisant un isomorphisme de G = 71 ̂ (U) dans U.
Nous avons la suite exacte de cohomologie locale sur M :

0 - (C - J*(C) - H^«) -. 0
dont nous déduisons la suite exacte de ^y-modules :

0 ^ ^C1 ^ ^(<") - ̂ (œ^) -. R^Û)^.

Comme n induit un isomorphisme de Û dans U, nous avons :

^Mm)=U^m) -œ^.

Si m ^ 1 le faisceau R^œj^ est nul et nous trouvons la suite
exacte :

0 - 7c,(œ^) -. œ^ -. 7i,H^(œ^) - 0.

Le faisceau T^H^O)^") est cohérent sur V à support contenu dans le
lieu singulier de V, par conséquent c'est un faisceau de longueur finie et
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nous pouvons définir le plurigenre d'ordre m de V par :

yJV) = dim^H^) = dim.R^^œ^-)

d'après la proposition 1.1.

Si V ne contient qu'un point singulier p nous voyons que le faisceau
îi^H^œ^) ne dépend que du germe de V en p, nous disons alors que
y^ est le plurigenre de la singularité (V,p) et nous le notons y,n(V,p).
Dans le cas général y^(V) est égal à la somme des Y^(V,p) où p
parcourt l'ensemble des points singuliers de V.

Pour m = 1, nous trouvons le genre de la singularité (V,p) et nous le
notons: Yi(V,^) = hÇV,p).

Si m ^ 0 le faisceau îi^H^œ^) est isomorphe au faisceau
R1^®^1""1) donc est nul; nous avons alors l'isomorphisme :

^«)-<'.
Nous supposons que (V,p) est une singularité de surface normale, nous

notons comme précédemment n : M ->\ la résolution minimale.

Comme la matrice d'intersection (E^. Ej) des composantes irréductibles
du diviseur exceptionnel E est définie négative ([18], p. 6), il existe un
unique diviseur à support exceptionnel à coefficients rationnels C^(KM)

r

(i.e. C,(KM) e © QE,) vérifiant :

Vi, KM.E,=C,(KM).E,.

Si nous notons 5 la valeur absolue du déterminant de la matrice
1 r

d'intersection, alors C,(KM) € - © ZE,.
§1=1

PROPOSITION 1.5 ([17]). — Le plurigenre d'ordre m de la singularité
(V,p) est donné par la formule :

ïJV.p) = A(V,p) - ̂ m(m-l)c,(KM).c,(KM) 4- e(m)

où e(m) est une fonction de N dans Q ne prenant qu'un nombre fini de
valeurs et s'annulant pour les entiers m divisibles par S, ou tels que 1 —m
soit divisible par 8.
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Si la singularité (V,p) est de Gorenstein, le diviseur canonique KM est
à support exceptionnel; nous avons alors KM = C^(KM) et pour tout entier

m ^ 1 l'égalité y,(V,p) = h - ̂ m(m-l)KM.KM.

Soit V une surface normale ayant plusieurs points singuliers isolés
pi, . . . , p f c . Pour tout j nous pouvons définir la résolution minimale
KJ : Mj -> (V,p^) de la singularité (V,p^); nous notons 8^ la valeur
absolue du déterminant de la matrice d'intersection des composantes
irréductibles du diviseur exceptionnel sur Mj, C^.(KM.) le diviseur à
coefficients rationnels à support exceptionnel défini comme précédemment
et nous avons alors :

Y.(V,p,) = /i(V,p,) - ̂ m(m-l)^.(KM;.^.(KM; + e,(m).

k
Le plurigenre y^(V) de la surface normale V est égal à ^ Ym(V,^-)

j= i
c'est-à-dire :

YJV) = f: A(V,p,) - ̂ (m-l/i: c (KM,.)2) + ff: 6,(m)Y
j'-i z \j=i ' j / \j=i /

k

^ h(V,pj) est égal au genre /i(V) de la surface V, nous notons K2

j= i
k

le nombre rationnel négatif égal à ^ C^.(KM.).C^.(KM.) et e(m) la
j=l ; 7 ; j

n
fonction de N dans Q égale à ^ e/(w) • Nous trouvons donc :

j = i

Y.(V) = A(V) - ̂ m(m-l)K2 + e(m)

où e est une fonction de N dans Q ne prenant qu'un nombre fini de
valeurs et s'annulant pour les entiers m tels que m ou 1 — m soit
divisible par 8 le ppcm de 8^, 1 ̂ j ^ k.

La singularité (V,p) de surface normale est dite rationnelle si le genre
hÇV,p) est nul.

Toute singularité rationnelle est canoniquement libre, en effet le
diviseur canonique KM sur la résolution minimale vérifie KM . E, ^ 0, Vf ,
par conséquent est sans point base d'après le théorème 12.1 (ii) de [15].
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Pour tout entier m ç Z divisible par 8 nous avons c^mK^) = mc^(K^)
est égal à wKM. En effet, le diviseur mc^(K^) - mK^ est un diviseur de
Cartier sur M vérifiant (mc,(KM)-mKM).E, = 0, Vf , par conséquent
d'après le théorème 12.1 (i) de [15] ce diviseur est trivial. Nous en
déduisons en particulier l'égalité C,(KM).C,(KM) = KM.KM; si V est une
surface ayant plusieurs singularités pi, . . . , p^ toutes rationnelles, nous

k

avons K2 = ^ KM .KM mais ce nombre n'est pas égal à KM. KM.
j-i j j

Nous en déduisons aussi que si m est divisible par 8, le faisceau œ^
est inversible.

Soit À, : ̂  -> T une famille plate de surfaces normales, nous pouvons
définir le faisceau dualisant relatif œ^/y faisceau cohérent sûr T plat sur
T ([12], Prop. 9), et si les fibres de \ sont des surfaces de Gorenstein le
faisceau œ^/y est inversible.

Le faisceau «v/^ commute au changement de base ([12]), en particulier
si k(s) est le corps résiduel d'un point s de T et si V, est la fibre 5l-1 (s)
de À, au-dessus de s, nous avons un isomorphisme canonique entre
OV/T® fe(s) et le faisceau dualisant o>v = Oy/^) sur la surface V,.

Soit j: V° ç—^ i^ l'immersion de l'ouvert de lissité de À.; sur
chaque fibre V, l'ouvert i^° induit l'ouvert U, des points non singuliers
de la surface normale V,. Nous notons co^ le faisceau dualisant relatif
de À, |^o: i^° -> T, c'est un faisceau inversible sur i^° et pour tout
entier w e Z , nous posons œ^ =;^(œ^1 ).

En général, le faisceau œ^ est différent du faisceau œ^ et ne
commute pas au changement de base.

PROPOSITION 1.6. — Le faisceau dualisant relatif OV/T est égal au
faisceau œ^=^(œ^).

S'il existe un entier m tel que le faisceau (o^ soit inversible, alors il en
est de même des faisceaux ©M pour tout entier k et ces faisceaux
commutent au changement de base. De plus, les faisceaux œ1'"^11 et
OV/T ® œ^ sont isomorphes et commutent aussi au changement de base.

Démonstration. - Nous notons Y^g le fermé complémentaire de ^°
dans i^\ ce fermé induit sur chaque fibre V, la partie singulière V, ^g
de la surface normale V,.
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D'après le théorème 11.3.8 de [7], si ^ est un faisceau cohérent sur V
plat sur T vérifiant profy . ^, > 2 pour tout point s de T, alors le
faisceau ^ vérifie prof^. ^ ^ 2, c'est-à-dire est isomorphe à j^(^|^o).

Nous appliquons ce résultat au faisceau ^ = ©^ et nous trouvons la
première partie de la proposition.

Nous pouvons appliquer ce théorème à tout faisceau inversible ^ sur
i^ ; en particulier, si le faisceau ©M est inversible, les faisceaux ©M et
(co1^ )0^ sont deux faisceaux sur ^ coïncidant sur i^° et de profondeur
le long de Y^ing ^ 2, ils sont donc égaux.
^

De la même manière, nous montrons que les faisceaux ©[w+fc+11 et
ÛV/T ® œ1^ sont isomorphes et que tous ces faisceaux commutent au
changement de base.

Dans le cas général, nous déduisons du diagramme cartésien suivant :

Spec k(s)

un morphisme canonique de 7+(œ^1 ) ® k(s) dans (/s)^(œ0^1 ® fe(s)),
"r /T 1^/T (P—

c'est-à-dire de œ^,- ® fe(5) dans œ^.
' / 1 -̂c ' s

Si la base T de la famille X : V -^ T est une variété régulière, les
faisceaux œ1^ sont réflexifs, donc de la forme Homg, (^,^) où ^ est
un faisceau cohérent sur V.

PROPOSITION 1.7. — II existe deux faisceaux ^ et 3C cohérents sur i^
tels que pour tout point s de T, nous ayons la suite exacte de faisceaux
cohérents sur V, :

0 -^ Tor^,fc(5)) ̂  œ1;1 ® fe(s) -̂  œ^ ̂  Tor^(^,k(s)) -^0.
1 y / l (PT -s 1
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Si nous supposons que la base T est de dimension 1 (i.e. une courbe régulière)
les faisceaux Jf et œ^ sont plats sur T, en particulier le morphisme
œ1^ (g) k(s) ̂  œ^ <?5t m/ectïf pour rouî point s de T.

^T s

Démonstration. — Si nous notons ^ le faisceau cohérent sur ^ tel
que œ^ soit égal à Hom^(^,^), les faisceaux œ^ et
Honv (^ ® fc(s),^v.) sont isomorphes, car ce sont deux faisceaux réflexifss ^ y

sur V, isomorphes sur U,.

La proposition se réduit alors immédiatement au lemme suivant :

LEMME. — Soient R un anneau local régulier d'idéal maximal M, de
corps résiduel k, OC une R-algèbre plate et A = CC g) k.

R

Si ^ est un ÛC-module de présentation finie, pour toute suite exacte :

o -^ Hom^,^) ^ ay ^ a11

déduite d'une présentation de ^, il existe une suite exacte de ^.-modules :

0 -> Tor^Jf.k) -. Hom^,^)(g)k -. Hom^ (9 k,A)
R R

^ Torî(^f,fe) -^ 0

ou Jf et JSf sonî ks d^Mx (^-modules définis par

Jf = coker d^ = ker ^2 et ^ = coker ^2.

5Ï nous supposons que R ^5t MH anneau de valuation discrète, tout sous-
module d'un (^-module plat sur R est plat sur R; en particulier
Hom^(^,^) et Jf sont plats sur R.

Démonstration. — De la suite exacte ^ - ^ ^ - x ^ - ^ O , nous
déduisons les deux suites exactes :

0 -> HoniA(^ ® k,A) -^ A^ -^A4
R

o -^ Hom^(^,<^) ^ a^ ^ ^r4.
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Nous avons alors le diagramme commutatif suivant formé de suites
exactes :

0 0

Hom^ ® fe,A) Tor?(J^)
' R

0 -^ Tor?(Jf,k) -> Hom^,^) ( g k - ^ A ^ ^ ^ ^ f c ^ O

dont nous déduisons la suite exacte cherchée.

2. Dans toute la suite, nous supposerons que le corps de base k est
algébriquement clos de caractéristique nulle.

Soit ^ : V -^ T une famille plate de surfaces normales paramétrée
par une variété réduite T; nous la considérons comme le germe d'une
déformation plate de la singularité de surface normale (V,p) où V est la
fibre de ^ au-dessus d'un point fermé 0 de T; pour tout point t de T
différent de 0, nous notons V, la fibre de ^ au-dessus de t . Nous nous
placerons toujours dans un voisinage « suffisamment petit » de p et de 0.
Remarquons que la surface Y( peut avoir plusieurs points singuliers.

Pour tout m ^ 1, nous notons y^(V^) (resp. y^(V) = y^(V,p)) le
plurigenre d'ordre m de la surface normale V, (resp. de la singularité
(V,p)) et S(^ (resp. SJ le faisceau (^(œ^") où n^ : M( -> Y( (resp.
7l : M -> V) est la résolution minimale des singularités. Nous notons K^
(resp. K^) le diviseur canonique, K,2 (resp. K2) le nombre rationnel
négatif défini au chapitre 1, S^ (resp. 8) le p.p.c.m. des valeurs absolues
des déterminants des matrices d'intersections des différents diviseurs
exceptionnels sur la résolution M( (resp. M).

Nous rappelons la définition suivante ([21]) :

Le morphisme n : M -> i^ est une résolution simultanée très faible
de la famille À, : ̂  ^ T si :

• le morphisme n est propre birationnel;
• le morphisme composé p = ^on est plat;
• pour tout point t de T, le morphisme 7t, : M, -> Y( est une

résolution des singularités de Y(.
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Si la famille À- : i^ -> T admet une résolution simultanée très faible,
d'après [1] lemme2.1, nous pouvons contracter simultanément toutes les
courbes exceptionnelles de première espèce à support dans le diviseur. Nous
obtenons alors une résolution simultanée très faible minimale, c'est-à-dire
une résolution simultanée très faible qui induit sur chaque fibre la
résolution minimale des singularités.

De même, nous posons la définition :

Le morphisme n : M -^ i^ est une résolution simultanée en points
doubles rationnels (P.D.R.) de la famille \ : V -^ T si :

• le morphisme n est propre birationnel;
• le morphisme composé p = ' k o n est plat;
• pour tout point t de T, le morphisme ^ : M( -> V^ est la

résolution en points doubles rationnels de Y(.

Si la famille À, : i^ -> T admet une résolution simultanée très faible
minimale, nous pouvons contracter simultanément toutes les courbes
rationnelles d'auto-intersection — 2 à support exceptionnel, par
conséquent la famille admet une résolution simultanée en P.D.R.

Réciproquement, si la famille \ : i^ -> T admet une résolution
simultanée en P.D.R., il existe un morphisme surjectif fini e : T -> T tel
que la famille À,' : i ^ ' -^ T obtenue par changement de base ait une
résolution simultanée très faible ([13], [l], [2]).

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que la variété T est une
courbe régulière.

Soit n : 9C -> i^ une résolution des singularités de la variété ^, grâce
au théorème de lissité générique nous pouvons supposer que pour tout t
différent de 0 la fibre X^ du morphisme p = À, o n est régulière, que la
fibre Xo est un diviseur à croisements normaux de SC et que X' c Xo
transformé strict de V par 71 est une résolution des singularités de V.

Le morphisme n induit une résolution simultanée très faible
7 t : ^ = ^ - X o - ^ = ^ - V de la famille À, : ^ -. T - {0}; il
existe donc une résolution simultanée minimale 9 : ̂  -> ^U de la famille
\ : ^ -> T - {0} :
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Comme le morphisme 9, : W, -̂  V, est la résolution minimale de V,,
les faisceaux ^(6^(0)^) sont nuls Vi > 1, Vm > 0, W e T - { 0 } ;
nous déduisons alors du théorème de changement de base ([6], Prop. 6.9.8)
les isomorphismes :

(U(°Ç) ^ e^œ^T)®^) pour tout t de T- {0} .

Si nous notons i : ^ -> i^ l'immersion ouverte de ^ = ̂  — V dans
^, le faisceau œ^ est un sous-faisceau du faisceau quasi-cohérent
^(^-{o})- Comme le faisceau 9*(œ^_^) est un sous-faisceau de

^T-W nous Pouvons définir le faisceau ^ sur ^ par:

^^œ^nf.e^œ^^).

Le faisceau ^ est l'intersection de deux sous-faisceaux quasi-
cohérents d'un même faisceau quasi-cohérent sur i^ et il est inclus dans le
faisceau cohérent œ^, il est donc lui-même cohérent sur ^.

Nous définissons le faisceau cohérent Q^ = œ^/J^, dont le support
est inclus dans le fermé Y^ing des points singuliers de ^.

PROPOSITION 2.1. - Le faisceau Q^ est plat sur T.

Démonstration. - II suffit de montrer que le faisceau ^(QJ est sans
torsion, pour cela il faut montrer que si a est un élément de œ^ qui
vérifie a^^J.pour t + 0, alors (Xoe^Jo- C'est une conséquence
immédiate du résultat suivant :

Soit \ : i^ = Spec A -> Spec R = T un morphisme plat de type fini
où R est un anneau de valuation discrète d'idéal maximal (u), soit
V = Spec A/uA la fibre spéciale de À. et ^ = Spec A^ = ̂  - V, nous
notons i : ^ -^ i^ l'immersion ouverte, c'est un morphisme affine défini
par A -+ A^.

Soit M un Ay-module considéré comme A-module (M correspond à
un faisceau quasi-cohérent sur ï de la forme ^(^) où y est un
faisceau quasi-cohérent sur ^), soit N un A-module tels que M et N
soient deux sous-A-modules d'un même A-module et soit I = M n N.

Soit a un élément de N; alors a e l O O A y => a e l .
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En effet :

a e 1 ® Ay => 3fe e N tel que i^a e 1
A

==> 3 fceN tel que i^aeM
=> a e M car M est un Ay-module
=> ae l .

Par conséquent, comme le faisceau Q^ est plat sur T à support dans
^ng fini sur T, il est localement libre de rang r .

Si nous calculons le rang r en un point t + 0, nous trouvons
r = dim^(QJ, = yJV,). En effet, nous avons :

(̂  = (œ^ n fA«^))r = (W^\

qui est égal à (9^(0)^") et (œ^), qui est égal à ©N d'après la
proposition 1.7.

Comme T est une courbe régulière, d'après la proposition 1.7, ((0^)0
est un sous-faisceau de œ^ et nous notons /„, le quotient. Nous allons
étudier les deux sous-faisceaux (^)o et S^ de œ^ ; nous avons le
diagramme commutatif suivant où les flèches sont des inclusions :

a(m)

œ^ ̂ - (00 )̂0 <——^>^)o

(*) P(w) y(m)

S. ————ô('0————S, n Wo

codim P(m) = dim œ^/S, = yJV)
codim a(m) = dim ^m + dim (QJo = dim ̂  + y^(V,).

LEMME 2.2 ([13]). — 5'i (-^Jo ^^^ Pu5 ^^5 dans S^, ûtors i7 ^xist^
MM^ constante c > 0 î^fc ^M^ Vv » 0, codim y (wv) ^ cv2.

(*) Nous renvoyons à [13] pour la démonstration des lemmes 2.2 et 2.3; nous
donnons en appendice une démonstration du lemme 2.3 permettant d'éviter
l'hypothèse de compactification de Laufer.
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LEMME 2.3 ([13]). - II existe un diviseur effectif D sur la résolution
minimale M de V, à support exceptionnel vérifiant : Vw ^ 1 le diviseur
wKM — D est sans point base.

Alors nous avons l'inégalité :

codim ô ^ dim(HO(M,œ^j7HO(M,œ^(- D)))

qui est égale à une fonction linéaire en m : am + h.

Si nous supposons que J^o n'est pas inclus dans S^, nous déduisons
de l'égalité:

codim P(wv) + codim 8(wv) = codim a(wv) + codim y(wv)

l'inégalité suivante :

amv + fc + y^v(V) > y^(V,) + cv2, Vv » 0.

Si v est divisible par 5 et 8, l'inégalité précédente devient :

amv + b + /i(V) - ̂  K^vQnv-1) ^ hÇV,) - { K? mv(wv-1) + cv2,

d'où l'inégalité :

- K 2 ^ - ^ 2 ^ - ^ .
w2

Si nous supposons que (^Jo est inclus dans S^, c'est-à-dire que
codim y (m) est nul, pour tout m nous trouvons de même l'inégalité
-K^-K?.

Nous avons donc montré :

PROPOSITION 2.4. - Soit À. : 'T -> T tm<? /awï7k p;a^ ^ sur/ac^s
normales paramétrée par une courbe régulière, alors la fonction de T dans Q
définie par t h-^ — K2 ^sî semi-continue supérieurement.

Si la fonction est constante sur T ûfors (J^)o est inclus dans S^; nous
savons aussi ^M^ fa fonction t ̂  hÇV^) est semi-continue supérieure-
ment ([5]).

THÉORÈME 2.5. - Soit À, : V -^ T une famille de surfaces normales à
singularités rationnelles paramétrée par une courbe régulière; alors les
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conditions suivantes sont équivalentes :
i) la fonction t ̂  - K? est constante sur T.

ii) La famille À, : V -> T admet une résolution simultanée en P.D.R. et il
existe un entier m + 0 tel que le faisceau œ^ soit inversible.

iii) a) II existe un morphisme surjectiffini e : T -»• T tel que la famille
V : i^' -> T obtenue par changement de base admette une résolution
simultanée très faible n' : M' -> i ^ ' \

b) il existe un entier m ^ 0 tel que le faisceau œ !̂ soit inversible.
iv) a) Idem;
b)'il existe un entier m négatif tel que le diviseur mK^ à support

exceptionnel dans la fibre spéciale M de M' soit transporté par la
déformation M' -^ T de M.

Remarques 2.6. - 1) II suffit de supposer que la fibre spéciale (V,p) de
la famille K : V -> T est une singularité rationnelle, alors toutes les fibres
V, n'ont que des singularités rationnelles.

2) Comme le morphisme e : T -> T est surjectif fini, pour tout point
i ' de T' les singularités de la fibre V;, de la famille 5l' : ̂ ' -> T au-
dessus de t ' et les singularités de la fibre Y( de la famille À- : ^ -> T au-
dessus de t = e(0, ont les mêmes invariants numériques.

3) Pour pouvoir utiliser le théorème de Brieskorn—Artm, dont nous
déduisons ii) => iii), dans un cadre algébrique il faut supposer que nous
travaillons dans la catégorie des espaces algébriques ou dans celle des
anneaux locaux henséliens. Dans la suite, chaque fois que cela sera
nécessaire, nous supposerons donc que les anneaux considérés sont locaux
henséliens.

Démonstration.
i) => ii). - Comme la singularité (V,p) est rationnelle, elle est

canoniquement libre et dans le lemme 2.3, nous pouvons prendre D = 0;
nous trouvons alors que codim ô(w) est nul pour tout m, c'est-à-dire que
S^ est inclus dans (^)o.

Par conséquent, si la fonction — K? est constante sur T les deux
faisceaux (^)o et S^ sont égaux, le faisceau J^ sur ^ vérifie Vt e T,
(^=S,,.

Nous définissons la variété M = Proj ( ® ^), en posant ^n = (9y
m^O

et où ® ^ est une 6^-algèbre graduée, dont la multiplication
m^O
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correspond au morphisme canonique :

O'ACO n œ )̂ (g) (f,0,(œ^,) n œ )̂ -. 0,9,0)̂ ") n (01;;;1.

Nous avons alors un morphisme propre n : M -> ir ; comme les
faisceaux^ J^ sont plats sur T, nous vérifions que le morphisme
\ o n : M -> T est plat et que pour tout point t de T le morphisme n
induit le morphisme n, : Projy/C S,,J -> V, qui est la résolution en

m^O

P.D.R. d'après le théorème 1.4. Alors n : Jl -^ Y- est une résolution
simultanée en P.D.R. de la famille X : ̂  -> T.

Nous déduisons du diagramme (*) et de l'égalité (J^Jo = S^ :

Ym(V) = codim p(w) = codim a(w) = y^(V,) + dim ̂

si w est divisible par 8 et 5,, nous avons alors:

- ^ m(m- 1)K2 = -1 m(m- 1)K? + dim ̂

et comme K2 = K?, nous avons dim /„ = 0 c'est-à-dire (œ1^ )o = œ^

Le faisceau œ^ cohérent sur -T vérifie alors Vr e T (œ^^), est
isomorphe au faisceau œ^ inversible sur V,, par conséquent il est
inversible.

ii) => iii). - C'est une conséquence du théorème de Brieskorn-Artin
et de la proposition 1.6.

iii) ==> 0- - D'après la remarque 2.6. 2), nous pouvons supposer que
la famille À, : T -^ T admet une résolution simultanée très faible
minimale: T C : ^ - ^ ^ . D'après la proposition 1.6, nous pouvons
supposer que le faisceau œ^ est inversible pour un entier WQ divisible
par ô et ô,; et pour tout point t de T les faisceaux (©K)]^ et œ^01 sont
isomorphes.

Considérons les deux suites spectrales ayant même aboutissement E^ et
dont les termes initiaux sont respectivement :

'E^ =R-PW,(Tor;T(œ^,fe(0))

"E^=Tor;T(R-^(œ^),fe(r)).
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Nous déduisons alors risomorphisme :

[R1^^)], ^R^VûÇ)
et la suite exacte :

0 - M(Ù^)L - (^(oÇ) - Tor^R1^^), fe(0) -. 0.

Nous avons une suite exacte de faisceaux cohérents sur i^ :

0 - ̂ (œ^) - œ^ - B^ -> 0

où le faisceau B^ est à support dans ^sing 1e fermé complémentaire de
l'ouvert de lissité i^Q de À-, donc à support fini sur T.

Comme le faisceau œ^ est plat sur T, nous avons pour tout point t
de T une suite exacte :

0 -. Tor^(B,,fe(0) ̂  MOL - [<0 - [BJ, - 0.

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

[^(OL ———— [cO
P P<") i [

w<^ Œ—> ûÇ

par conséquent le morphisme de [^((û^)^ dans [œ^L est injectif pour
tout r et le faisceau B^ est plat sur T.

m < 0 : pour t + 0, nous avons les quatre faisceaux du diagramme
(**) qui sont isomorphes, par conséquent le faisceau (B^), est nul. Comme
le faisceau B^ est plat sur T, nous en déduisons qu'il est nul, donc que les
faisceaux ^(œ^) et co^ sont isomorphes.

Si de plus m est divisible par mo les faisceaux (0)^)0 et œ^ sont
isomorphes, donc il en est de même des faisceaux [^(œ^-)^ et 71^ (œ^).
Nous déduisons alors de la suite exacte associée aux suites spectrales de
changement de base que le faisceau R^^œ*^") est plat sur T, donc que
la fonction qui à t associe dim^tR1^®^")], est constante sur T.



18 MICHEL VAQUIE

D'après la proposition 1.1, nous avons ce nombre qui est égal à
Yi-m(V(); d'où la propriété i).

iii) => iv). — Soit n : M -^ i^ la résolution simultanée très faible
minimale de la famille À, : V -> T et soit WQ un entier positif tel que le
faisceau œ1^ soit inversible.

Si m est un entier négatif le morphisme de ^(œ^) dans œ^ est un
isomorphisme (cf. iii) ==> i)), si de plus m est divisible par mo le faisceau
71^(0)^) est inversible et nous déduisons du morphisme canonique
7i*^(œ^) -+ œ^ l'existence d'un diviseur de Cartier Q> effectif sur M
et à support exceptionnel vérifiant

co^^Ti^œ1;1)®^^).
^

Par construction le faisceau (9^ est plat sur T, le morphisme propre
Q) -> T restriction de p = \ o n est une déformation plate de la fibre

spéciale Do. Comme (V,p) est un germe de singularité, tout faisceau
inversible sur V est trivial, par conséquent nous avons œ^ ^ Oy et
co^=^M(Do), c'est-à-dire D o = m K M .

iv) ^> iii). — Soit n : M -^ i^ la résolution simultanée très faible
minimale de la famille À, : i^ -> T. Par hypothèse, il existe un diviseur Q)
dans M propre et plat sur T qui définit une déformation de sa fibre
spéciale Do = mKM. Nous pouvons supposer que l'entier négatif m est
divisible par 5 et ô,.

Nous avons les isomorphismes

(̂°0 ^ ^/T et (^«w) ^ <- V^T.

Soit JSf le faisceau inversible sur M égal à œ^, (g) ̂ (-^) et
soient les deux suites spectrales de changement de base ayant même
aboutissement et dont les termes initiaux sont respectivement :

^ = R-^VTor^,fe(0))

"E^=Tor;T(R^^(^),fe(0).

Nous déduisons l'isomorphisme [R^C^QL ̂  ̂ (n^^t) et la suite
exacte :

0 ̂  [n^)\ ̂  W^t) -^ Tor^(Rin^(^),fe(r)) ̂  o.
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Pour t = 0, nous avons J^o = ^M, d'où î^OtoU^o) = ̂ ^(^u)
est nul, par conséquent R^^Jêf) est nul sur Y^ et pour tout t nous
avons l'isomorphisme [^(^f)], ->• (^)^(^).

Nous avons alors un morphisme composé :

^v = ît.(^M) ̂  M^)]o - MOL ̂  [œ^o - <11

qui est un isomorphisme au-dessus de U = V — [p] ; c'est donc un
isomorphisme. Par conséquent, le faisceau œ1^ vérifie (œ^1), est
isomorphe au faisceau inversible œ^ pour tout t , il est donc inversible
sur Y^.

3. Nous allons étendre le résultat précédent au cas où la famille
X, : ̂  -^ T est paramétrée par une variété réduite quelconque.

Nous rappelons la définition suivante ([21]) :

La famille X : ̂  -^ T admet une résolution simultanée faible le long
de l'image T\ d'une section a : T -^ i^ s'il existe un morphisme
K : M -> i^ tel que :

• n : M -» Y^ est une résolution simultanée très faible de \ : i^ -> T;
• le morphisme induit par restriction p : (ît'^Ti))^ -> T est une

déformation localement triviale de sa fibre au-dessus de tout point de T.

Nous pouvons définir la résolution simultanée faible d'une famille de
surfaces normales sans introduire une section ([13], p. 21). Si la famille
X : Y -^ T admet une résolution simultanée faible n : M -»• ̂ , toutes
les fibres V, ont le même nombre fe de points singuliers qui correspondent
à fe sections distinctes <7i, . . . , c^ de À,.

Pour tout j, 1 ^ j ^ fe, nous considérons <^ la composante
connexe réduite du diviseur exceptionnel S de n, correspondant à la
section aj. Par hypothèse, la matrice d'intersection des composantes
irréductibles des diviseurs exceptionnels (<?(j))( est indépendante du
point t.

Remarque 3.1. — Comme les nombres ô, et Kf sont déterminés
uniquement par les matrices d'intersection des diviseurs exceptionnels sur
la résolution minimale M( , si la famille À, : i^ ~+ T admet une résolution
simultanée faible, les nombres ô, et K^2 sont constants le long de T.
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THÉORÈME 3.2. — Soit ^ : y^ -> T im^ déformation plate d'une surface
normale, alors la fonction t v-> — K2 ^sr semi-continue supérieurement
sur T.

£>î particulier, l'ensemble S = {teT/K^K2} ^r une sous-variété
fermée de T.

Démonstration. — II existe un ouvert dense T° de T au-dessus duquel
la famille À, : i^ -> T admet une résolution simultanée faible ([2l],
Prop. 2, p. 109), par conséquent la fonction — K2 est constante sur cet
ouvert d'après la remarque 3.1. Nous déduisons alors de la proposition 2.4
que la fonction — K2 est semi-continue supérieurement.

LEMME 3.3. — La fonction t ^—> ô^ ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Démonstration. - II suffit de vérifier que pour toute famille plate
À, : V -^ T il existe un ouvert dense T° de T sur lequel la fonction ô^
est constante. L'existence d'un tel ouvert est une conséquence de la
remarque 3.1 et de ([2l], Prop. 2, p. 109).

PROPOSITION 3.4. — Soit X : i^ -> T un germe de déformation plate de
surfaces normales n'ayant que des singularités rationnelles, paramétrée par
une variété réduite T. Nous supposons qu'il existe un morphisme sur jectif fini
e : T ->• T tel que la famille À,' : V -^ T obtenue par changement de base
vérifie :

a) il existe une résolution simultanée très faible n' : M' -> i^' de
^': y^->T;

b) il existe un entier non nul m^ tel que le faisceau œ^01 soit inversible ;
alors la fonction t ^-> — K2 est constante sur T.

Démonstration. — D'après la remarque 2.6. 2), nous pouvons supposer
que c'est la famille À. : i^ -> T qui admet une résolution simultanée très
faible et nous supposons qu'elle est minimale.

D'après le théorème 3.2, il suffit de montrer que pour tout point t ' de
T et pour toute spécialisation t de t ' les nombres K2 et K2 sont égaux.
Par une récurrence sur le degré de transcendance de l'extension
k(t) c k(t'), nous pouvons nous ramener au cas où ce degré vaut 1 ; il
existe alors un anneau de valuation discrète A et un morphisme
s : T = Spec A -^ T qui envoie le point fermé 0 de T sur t et le point
générique T| de T sur t ' .
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La famille ^ : i^ -^ T obtenue par le changement de base e : T -> T
vérifie encore les hypothèses a) et b) (d'après la proposition 1.6), le résultat
est alors une conséquence de l'implication iii) => i) du théorème 2.5.

Nous allons fixer maintenant quelques notations : V est une surface
normale affine ayant un seul point singulier p et nous supposons que la
singularité (V,p) est rationnelle; n : M -> V est la résolution minimale de
(V,p).

Nous notons p : V ̂  Dv et q : M -> DM les déformations verselles
formelles respectivement de V et de M. D'après le théorème
d'algébrisation d'Elkik([4]), nous savons qu'il existe un représentant
algébrique de la déformation verselle de V et nous le notons aussi
p : V -> Dv. Par contre, nous ne savons pas si un tel représentant existe
pour la déformation verselle formelle de M.

Comme (V,p) est une singularité rationnelle toute déformation plate de
M induit une déformation plate de V; nous définissons ainsi un
morphisme / : DM -^ Dy qui est fini ([!]; [25], Th. 3.2, p. 352).

PROPOSITION 3.5 ([13]). — La sous-variété S de Dy définie au
théorème 3.2 est incluse dans la sous-variété /(DM) de Dy.

Nous donnons en appendice une démonstration de cette proposition
dans le cas algébrique.

THÉORÈME 3.6. — Soit À- : i^ -> T un germe de déformation plate de la
singularité rationnelle (V,p) de surface normale; alors les conditions i) à iv)
du théorème 2.5 sont équivalentes.

Démonstration.

iii) ==> i) d'après la proposition 3.4.

i) => iii) a) par hypothèse le morphisme g de T dans Dy qui induit
la déformation À, : V -> T a son image gÇT) incluse dans S. Nous
avons le diagramme cartésien suivant :

h
T = T x /-^S)———^(S)

s
e D /

T————————.S
g
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Le morphisme f:f~l(S)->S est fini et surjectif d'après la
proposition 3.5; par conséquent, il en est de même du morphisme
e : T -> T.

Le morphisme h : T -^ /^(S) c= DM définit une déformation de M
qui est une résolution simultanée très faible de la famille À,' : V -> T
obtenue à partir de À- par le changement de base e.

b) nous supposons que la famille À- : i^ -^ T vérifie l'hypothèse i) et
qu'elle admet une résolution simultanée très faible minimale n : M -> V .
Nous notons j : i^° -^ i^ l'immersion de l'ouvert de lissité de À,; d'après
la proposition 6.9.8 de [6], nous avons deux suites spectrales ayant même
aboutissement £„ dont les termes initiaux sont respectivement :

'EL = R^O^^Tor^^^kCO))

"E^ = Tor^R-^Vœ0^),^)).

Comme le faisceau œ0? est plat sur T, la première suite spectrale
dégénère et nous trouvons : E^ = 'E^o, c'est-à-dire :

E^ = 0 pour n + 0, - 1
Eo =(j^(^)=^

t

E-^R^UÛÇ).
t

La suite spectrale "E^ vérifie "E^, = 0 pour p < 0 et pour q > 0
et pour q < — (d-1-1) où à est la dimension de la variété T.

Nous montrons par récurrence que la suite spectrale "E^ vérifie en
fait "E^ = 0 pour q < — 1 ; il suffit de vérifier que la nullité de "E^
pour q < — qQ où q^ ^ 2 entraîne la nullité de
"E^.-q = ^^(î00^) 8)^(0- Comme ceci est vrai pour tout r , on a la

nullité du faisceau R^(œ^) donc de tous les termes "E^.-^. De
l'hypothèse "E^ = 0 pour q > 0, ^ < — <?o » P < 0 » nous déduisons
une suite exacte E_^->"E^-^ -> "E^,-*! +1 et comme E_^ et
"E^ ,-q +i sont ^l^ ^us avons le résultat.

Comme la suite spectrale "E^ vérifie "E^ = 0 pour p < 0 et pour
q ^ 0, — 1 nous avons une suite exacte :

0 ^ X -i ^ "Eg.o ^ Eo ^ X - i ^ O
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et un isomorphisme

E "̂  "TÏ2
-1 ~^ ^0, -1 •

Nous étudions de la même manière les deux suites spectrales de
changement de base suivantes :

T^ = R-^(7i,)^(Tor^(œ^,k(0)) => ̂

"F^ = Tor^(R-^(œ^),fc(0) => F^.

Nous avons aussi un morphisme injectif de TC^(©^") dans œ^ et
nous notons ̂  le conoyau; et pour tout point t de T nous notons ̂
le conoyau du morphisme canonique de (^^((o^) dans ©N-

M( V^

En rassemblant ces résultats, nous trouvons le diagramme commutatif
suivant formé de suites exactes :

0 0

i l
Tor^R1^^)^)) Tor^T(R^(œ^),HO)

i i

Tor^(^,k(0) ————. (^.(0)< ————^ (œ1;̂ ). - (<^ ———. 0

i i
0 ————- (^Ç) ————. œ^ - ̂  ———> 0

l l

ToT^n^^Mt)) ^W^^Mt))

l l
0 0

Nous supposons que l'entier m est négatif et qu'il est divisible par tous
les 8^ (c'est possible d'après le lemme 3.3).

Comme m est négatif, nous avons ^ ̂  = 0 et nous déduisons de
l'isomorphisme entre "F^.-i et 'F^i.o q^ di111^)^1^*^^)]^ est égal
à Yi-JV,).
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Comme m est divisible par ô,, le plurigenre y i-„(¥,) est égal à

—^m(m—l)Kf, donc est indépendant de t par hypothèse. Par

conséquent, le faisceau R^^œ^,) est plat sur T et les faisceaux
[^(œ^)],, (^(©M? et œ^ sont isomorphes. Alors le faisceau
R^œ^) vérifie Tor^(R^(œ^), fe(r)) = 0 pour tout point r de
T, il est donc plat sur T et nous avons (œ^.A-^œ^. Comme les

r I 1 V^

faisceaux œ^ sont inversibles pour tout point t de T, le faisceau œ^
est inversible sur i^.

ii) => iii) se démontre comme dans le cas où la base T de la
déformation est une courbe régulière.

iii) => ii) le seul point à démontrer est que la résolution simultanée en
points doubles rationnels de la famille À- : ̂  -^ T s'obtient sans faire de
changement de base.

Si nous notons M la résolution en P.D.R.,de la singularité rationnelle
(V,p), et DM la base de la déformation verselle de la surface M le

morphisme / de DM dans Dy se factorise par D^ : DM -> D^ -> Dy.
D'après le théorème de Lipman ([16], [24], Th. 2.2, p. 48) le morphisme /
de DM dans Dy est une immersion fermée (c'est-à-dire que D^ est
isomorphe à la composante d'Artin /(DM) de Dy). Par conséquent, si la
famille À, : ̂  -^ T admet une résolution simultanée très faible après un
changement de base surjectif fini, elle est induite par un morphisme
g : T -> Dv dont l'image est incluse dans D^ ^ /(DM) et admet une
résolution simultanée en P.D.R. sans faire de changement de base.

iii) => iv) nous faisons la même démonstration que dans le cas où la
base T est une courbe régulière; c'est-à-dire nous déduisons du morphisme
canonique

^ = ̂ œ^ -. œ^

l'existence d'un diviseur effectif Q) sur M à support exceptionnel. Pour
montrer que le diviseur Q est plat sur T, nous utilisons le critère valuatif
de platitude et considérons la famille À,i : ^\ -^ T^ obtenue par le
changement de base e^ : T\ -^ T où T\ est le spectre d'un anneau de
valuation discrète; le résultat provient alors du théorème 2.5.

iv) ==> iii) se démontre comme dans le cas où la base T de la
déformation est une courbe régulière.
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Appendice.

Démonstration du lemme 2.3. — Comme la matrice d'intersection du
diviseur exceptionnel sur la résolution minimale n : M -> V de V est
définie négative, il existe un diviseur effectif D à support exceptionnel
vérifiant Vf D.E^ ^ — KM.E,, alors d'après la proposition 1.3 pour tout
m ^ 1, le diviseur mK^ — D est sans point-base. En particulier si (V,p)
est une singularité de Gorenstein, nous pouvons prendre D = — KM .

Nous avons la situation suivante :

7t : ^ -> i^ est une résolution des singularités de ^ telle que la fibre
Xo = p'^O) est un diviseur à croisements normaux sur °K et telle que le
transformé strict X' de V par 71 est une résolution des singularités de V;
le morphisme n' : X' -> V se factorise alors par la résolution minimale
7t: M ->V.

Soit a le morphisme de X' dans M ainsi obtenu, soit F le diviseur
exceptionnel de a; comme a est obtenu par une suite finie d'éclatements
pour tout diviseur D sur M si nous notons D' le transformé total de D
par a, et pour tout entier m il existe un isomorphisme canonique a^ de
H°(M,^M(wK:M-D)) dans H^X'.^wKx'-mF-D')). Nous choisis-
sons D diviseur effectif sur M tel que Vw ^ 1, mK^ — D soit sans
point base et tel que D soit à support dans le diviseur exceptionnel de M;

si nous notons E = [j E, le diviseur exceptionnel de n' : X' -> V alors
ieJ

D' s'écrit sous la forme D' = ^ d,.Ef avec Vf , d^ ^ 0. Le diviseur F est
1 6 J

aussi un diviseur effectif sur X' à support dans E et nous posons

F = ^y,E, avec V f , y , ^ 0 .
ieJ



26 MICHEL VAQUIE

Le diviseur Xo peut s'écrire sous la forme Xo = X' + ^ a^ ; quitte
l'e 1

à faire des éclatements, nous pouvons supposer que chaque composante
irréductible E, du diviseur exceptionnel sur X' est égale à A, n X', d'où
J c: 1 et V f e I \ J , A, ne rencontre pas X'. Pour tout i dans I, nous
avons di ^ 1 et nous posons y, = d^ = 0 pour i 'eI\J.

Soit oy un faisceau dualisant sur i^ et œ^ = 7T'(œ^) le faisceau
dualisant sur °K associé; œ^ est un faisceau inversible et nous notons K^
le diviseur associé. En fait, nous considérons ûy et œ^ comme les
faisceaux dualisants relatifs oy/^ et CO^/T. Nous avons alors
^XQ ^ ^/T ® ^XQ et le diviseur canonique K^ sur Xo est égal à K^.

Le faisceau dualisant sur X' est égal à îi''(cùv) =/'((0x ); comme Xo
est égal à X' + ^ a^ par adjonction, nous trouvons que le diviseur K^'

161 / \associé au faisceau o)x' est égal à K^—^^Ajix .
\ t e l /

Pour tout m ^ 1, nous définissons le faisceau J^f^ par :

^(m) = ̂ (mK^-S (mâ,+m/;.+rf,)A,V
\ ( e l /

alors J^^lx' est égal au faisceau ^x'(wK-x--mF-D'). Nous considérons
les deux propositions suivantes définies pour m ^ 1 :

(*)„: toute section de îî°(U^(mK^-D)) est induite par une
section de H°(^,^(wK^));

(**)^ : quitte à faire un éclatement, nous pouvons supposer que la
partie fixe de mKy est un diviseur F^ ; alors il existe un diviseur effectif
G^ sur ^ à support disjoint de X' tel que
^(-GjŒ^nK^-FJ.

(*)m =^ (**)m •' nous pouvons toujours faire un éclatement de manière
à ce que la partie fixe de wK^ soit un diviseur F^, comme une telle
opération ne modifie pas le groupe H°(^,^^(mK^)), par hypothèse toute
section globale de O^ÇmK^-D) provient d'une section globale de œ^.

Alors, grâce à l'isomorphisme o^ il en est de même pour toute section
globale de (^x(wKx'-wF-D') = J^f^lx .

Par hypothèse sur D et grâce à l'isomorphisme o^ JSf^lx est sans
point base sur X' et, comme ses sections globales sur X' se remontent en
sections globales de ^(wK^) sur °K', nous trouvons le résultat.
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(**)m ^ (*)m+i '' nous supposons que ^ est choisi tel que la partie
fixe de wK^ est un diviseur F^, et par hypothèse, nous avons l'inclusion :

^(^)(-GJ = ̂ (-GJ g) ^(K^-^(a,+/,)A,)
f e l /

Œ^(mK^-FJ®^(K^).

Le fibre mïCy — F^ est quasi-positif, nous déduisons alors du théorème de
Grauert-Riemenschneider ([9]) que H^.^mïCy-FJ (g) (9y(Ky)) est
nul. Si nous notons u un paramètre sur T (nous pouvons même supposer
que T est le spectre d'un anneau de valuation discrète R), nous avons la
suite exacte :

0 ^ ^((m+l)K^-FJ -^ ^((m+l)K^-FJ

^ ^((^+l)Kx^-FJx,) ^ 0

et nous trouvons alors un morphisme surjectif de

H°(^,^((m+l)K^-FJ)
dans

H°(Xo,^xo((^+l)Kxo-FJx,)).

Par conséquent, toute section de H°(X() ̂ (m+l\—G^\^) se relève en une
section de H°(^',^((m+ 1)K^)) et comme le support de G^ est disjoint
de X', il en est de même de toute section de H^X',^^1^'), donc de
toute section de H°(M,^M((W+I))KM-D) grâce à Fisomorphisme o^.

(*)i est vérifiée : nous déduisons du théorème de Grauert-
Riemenschneider et de la suite exacte :

0 ^ (9^) -^ ^(K^) ^ ^xo(Kx,) -^ 0

un morphisme surjectif H°(^,^(K^)) -^ H^Xo.^xo^xo))-

Par conséquent, toute section de H°(M,^M(KM—D)) qui se relève en
une section de I^CXo^xo^xo)) est induite par une section de
H°(^,^(K^).

Nous avons ainsi montré par récurrence que les propositions (^ et
(**)„ sont vérifiées pour tout m ^ 1. Comme toute section de co^11

provenant d'une section globale de œ^ est dans ^o u^s avons alors
l'inclusion îî°(M,(!)^(mK^-D)) c J>^ n S^ d'où l'inégalité :

dim S^/J^o n S^ ^ dim H\M^(mK^)lîî°(MMmK^-D)).
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0 ^ ^M(mKM-D) -^ ^M(mKM) ^ ^(^KM) ^ 0

nous déduisons que dim S^/j^o n S^ est inférieur à
dimH°(D,^D(wKM)) qui, d'après le théorème de Riemann Roch, est
majoré par une fonction linéaire en w.

Démonstration de la proposition 3.5. — V est une surface normale affine
ayant un seul point singulier p et nous supposons que la singularité (V,p)
est rationnelle; n : M -^V est une résolution minimale de la singularité
(V,p).

Nous notons Ç la catégorie des k-algèbres locales artiniennes de corps
résiduel k, et C la catégorie des fe-algèbres locales complètes A telles
que pour tout n l'algèbre quotient A/^ appartient à Ç.

Soit Dv (resp. DM) le foncteur qui, à une k-algèbre R de Ç, associe
l'ensemble des classes d'isomorphismes de déformation de V (resp. M) au-
dessus de Spec R. Nous savons que ces deux foncteurs admettent une
enveloppe et nous notons p : V -^ Dy et q : ]ÇÏ -> DM les déformations
verselles formelles respectivement de V et de M.

D'après le théorème d'algébrisation d'EIkik ([4]) nous savons qu'il
existe un représentant algébrique de la déformation verselle formelle de V
et nous le notons aussi p : V -> Dy. Par contre, nous ne savons pas si un
tel représentant existe pour la déformation verselle formelle de M.

DM est le spectre d'un anneau complet Q; si nous notons Q,, l'anneau
Q/^ la déformation formelle q : ]ÇÏ -^ DM est définie par une famille
<?„ : lîÏ^-^SpecQ^ de déformation de M telle que q^ se déduit de q^+^
par le morphisme canonique Qn+i -̂  Qn-

Comme M est une variété lisse, les faisceaux TM/K et TM/K définis par
le complexe cotangent sont nuls ([14]); comme n : M -> V induit un
isomorphisme au-dessus de V\{p} et comme la surface V est affine pour
tout faisceau cohérent ^ sur M, le groupe H^M,^) est nul, en
particulier, le groupe H^M.OM/K) est nul. Nous déduisons de ces résultats
que la base DM de la déformation verselle de M est lisse ([2]), Prop. 2.17,
p. 104), c'est-à-dire que l'anneau Q est égal à l'anneau des séries formelles
k[[ti,. ..,tj] où n est la dimension de l'espace tangent H^M.OM/K:).

Soit R la sous-variété de DM définie par :

R = { r e D M / A^dimH^M,,^) est égal à hç, = dim H^MA,)};
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alors R définit les déformations de M qui se contractent en des
déformations de V ([26], Th. 1.4, p. 329). Nous avons alors un morphisme
/ de B dans Dy. Comme la singularité (V,p) est rationnelle, nous avons
R = D M .

Soit S la sous-variété de Dy définie par :

S = { r e D y / K?=K2};

d'après le théorème 3.2, S est une sous-variété fermée de Dy.

Comme le morphisme / est fini, l'image /(R) de la sous-variété R
est une sous-variété fermée de Dy.

Nous supposons que la variété /(R) ne contient pas S, c'est-à-dire
qu'il existe une composante irréductible Si de S qui n'est pas incluse
dans /(R). Nous notons S^ les différentes composantes irréductibles de

N

la sous-variété S, nous avons donc S = (J S^.
1=1

Soit e : S' -> S l'éclatement du point 0 dans S, nous notons E le
diviseur exceptionnel et par ' le transformé strict par e d'une sous-variété
de S. Comme Si n'est pas inclus dans /(R), il existe un point fermé y
de E n S\ tel que y n'appartienne pas à (Sin/(R)y.

Nous pouvons trouver alors un morphisme Y : T -> Si, où T est le
spectre d'un anneau de valuation discrète complet, tel que l'image /(O) du
point fermé de T soit égale à y et l'image y'Cn) du point générique de T

/ N \
n'appartienne pas à E u (/(R)nSy u ( [j S[ ) '

\i=2 )

Nous définissons ainsi un morphisme y = e o Y : T -> Si et nous en
déduisons une déformation À- : V -> T de V de base T. Comme la
variété T est le spectre d'un anneau de valuation discrète et comme le
morphisme de T dans Dy a son image incluse dans S, nous savons
d'après le théorème 2.5 que la famille À, : V -> T admet une résolution
simultanée très faible, quitte à faire un changement de base surjectif fini
e: TI -^T.

Soit À,i : ^i -> TI la déformation plate de V obtenue par le
changement de base e : T\ -> T et soit n^ : M ̂  -> Y^i la résolution
simultanée très faible. Nous obtenons ainsi une déformation plate de M
que nous notons p i = ^ i 0 7 t i : e^i-^Ti et à laquelle nous pouvons
associer un morphisme (p : Ti -^ DM .
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La déformation pi : M ̂  -> Ti de M se contracte simultanément en
une déformation de V qui est isomorphe à À-i : ^ i -^Ti . Par
conséquent les deux morphismes 7 1 = 7 0 8 et / o (p de Ti dans Dy
induisent la même classe d'isomorphisme de déformations de V, et par
hypothèse ils vérifient : 7i(Ti) c Si et f o (p(Ti) c /(R). Nous allons
montrer que si Si n'est pas inclus dans /(R) cette situation est
impossible.

Quitte à nous restreindre à une composante irréductible de Ti, nous
pouvons supposer que Ti est égal au spectre d'un anneau de valuation
discrète complet D = k[[t]]. Le morphisme q> de T\ dans DM
correspond alors à un morphisme de fe-algèbre de Q dans D défini par :

Pi pour 1 ^ i < H .

Les séries formelles p,(0 vérifient p,(0) = 0 et comme la déformation
pi : M^ -> TI n'est pas triviale, il existe un î , 1 ^ i ^ H, tel que la
série p, ne soit pas la série nulle.

Nous notons 0 le point fermé des différents schémas DM, Ti et
DM x TI , nous pouvons définir le complété DM x Ti de DM x Ti qui

k . ^ k

est égal au spectre de l'anneau Q ® D = k [ [ t ^ , . . .,^,î]].

Soient i\ et i^ les immersions fermées respectivement de DM et de T^
dans DM x TI , correspondant aux morphismes :

• [[îi,...,^]] -^ fe[[îi,...,îj]

/(?!,..., t^t) ^ /(ri,..., t^O)

•fe[[ti,...^,t]] - k[[t]\

f{t^...^t) ^ /(0,...,0,0.

Nous pouvons alors définir un morphisme \|/ de DM x Ti dans DM
tel que le diagramme suivant soit commutatif:
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Le morphisme \|/ correspond au morphisme de fe-algèbres de
k[[ t i , . . . ,tj] dans k [ [ t ^ , . . . ,^ ,r]] défini par :

ti \-> ti + pi = <?f , V f , 1 < i ^ H.

Le morphisme (p est fini; en effet, comme les schémas T^ et DM sont
complets, il suffit de vérifier qu'il est quasi-fini, c'est-à-dire que le fe-espace
vectoriel fe[[î]]/(pi,.. .,pp) est de dimension finie. Or, ceci est immédiat,
car une des séries formelles p^ n'est pas la série nulle.

Soit B' l'image de ^(Ti) par le morphisme v|/; comme (p est fini
B' = (p(Ti) est une sous-variété fermée de DM. Le morphisme
cp : Ti -> DM induit la déformation pi : M^ -^ T^ de M qui se
contracte simultanément; par conséquent, la sous-variété B' est incluse
dans R.

Soit B l'image réciproque de la sous-variété B' par le morphisme v|/;
B est une sous-variété fermée de DM x T\ contenant ï'i(B') et ^(Ti).

Le morphisme \|/ induit par restriction un morphisme de B dans DM
dont l'image est incluse dans R, la déformation ^ -> B de M ainsi
définie se contracte donc simultanément en une déformation T : ^ -> B
de V. Cette déformation correspond au morphisme /o(v|/|B) : B —> Dy.

Par construction, la restriction de la déformation T : ^ -> B à la
sous-variété T^ de B est égale à la déformation À-i : Y^ -> T\.

Nous considérons maintenant le morphisme g de la sous-variété
fermée (B'x {0}) u ({0} x T^) de DM x T\ , à valeurs dans Dy, défini
par ses restrictions :

^ I B ' X { O } = /la'
^I{O}XT, = ïr

Le morphisme g existe, car les sous-variétés B' x {0} = i'i(B') et
{0} x Ti = 12(^1) sont transverses dans DM x T^ , et g définit une
déformation ^ de V isomorphe à la restriction de la déformation
T : ^ -^ B à la sous-variété (B' x {0}) u ({0} x T\) = C.

Nous allons montrer que nous pouvons prolonger le morphisme g en
un morphisme h de B dans Dy qui définit une déformation de V de
base B isomorphe à T : W -> B.

Pour tout n ^ 1, nous posons :

(DM x TO^ = Spec (fe[[r,... ,^]]/(îi,... ,̂  ,0",
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et
C, = C n (DM x TU
B^=BU(DMXT^.

Nous définissons alors les fe-algèbres locales artiniennes F^, G^ et H,, par
B^ = Spec F^, C^ = Spec G^ et B^_ i u €„ = Spec H^. Nous déduisons
des immersions fermées €„ -̂  B^_i u €„ et B^_i u C,, -> B^ les
surjections H^ -^ G^ et F^ -»- H^.

La base Dy de la déformation verselle V -^ Dy de V est égale au
spectre d'une k-algèbre locale E, alors par définition de la déformation
verselle, le morphisme de foncteurs He = Hom^E,.) -^ Dy est lisse, c'est-
à-dire, pour toute surjection A -> A' dans Ç, l'application
He(A) -> He(A') x Dv(A) est surjective ([19]).

Dy(A')

Le morphisme g de C dans Dy induit pour tout n un morphisme
^€HE(G^) qui définit la déformation ^eDv(G^) restriction de la
déformation Ç à la sous-variété fermée €„ de C. De même, nous notons
T^ et T^ les restrictions de la déformation T respectivement aux sous-
variétés fermées B^ et B ^ _ i u C ^ de B; nous avons T^6Dv(F^) et
T^€Dv(HJ.

Nous allons montrer par récurrence que nous pouvons trouver une suite
(hn) de morphismes vérifiant :

i) ^eH^(F^), c'est-à-dire le morphisme &„ correspond à un
morphisme de B^ dans Dy.

(ii) Le morphisme /?„ induit par restriction le morphisme ^eHE(G^),
et induit la déformation T^eDv(FJ.

(iii) Le morphisme hn+i induit par restriction le morphisme /?„.

Pour n = 1, nous avons les égalités F^ = G, = k et le résultat est
trivial.

Nous supposons que nous avons trouvé &„, alors le morphisme /?„ de
B^ dans Dy et le morphisme g^^ de C^+i dans Dy coïncident sur
C , = C ^ + i n B ^ ; ils se recollent donc en un morphisme h^+i de
B ^ u C ^ i . Nous notons h^^ le morphisme de He(H,,.n)
correspondant et par construction le couple Wn+i^n+i) appartient à
Hg(H^+i) x Dv(F^+i). De la lissité du morphisme HE -> Dy, nous

Dy^n+l)

déduisons l'existence d'un morphisme h^^ eHeCF^+i) qui induit h^^ et
T ^ + I , c'est-à-dire qui vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii).
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Nous avons ainsi trouvé une suite de morphismes h^ de B^ dans Dy,
comme B est une variété complète, nous en déduisons un morphisme h
de B dans Dy qui vérifie :

• h : B -> Dv induit la déformation T : ^ -> B ;
• la restriction de h à la sous-variété fermée C de B est égale à g .

Nous remarquons que nous avons les deux inclusions suivantes :

/ o (p(Ti) = /(B') Œ h(B) et y,(T,) c= h(B).

Comme le morphisme h induit la déformation T : ̂  -> B, l'image de B
par h est incluse dans S, et comme B est une variété irréductible,
l'image h(B) est incluse dans une composante irréductible S, de S. Or,
nous avons l'inclusion Yi(Ti) c= A(B), donc /i(B) est incluse dans Si.

Nous avons donc montré que l'image / o (p(1\) de T\ par / o q> est
incluse dans la sous-variété Si.

La contradiction cherchée est alors une conséquence immédiate de la
construction de y ^ , qui se factorise par l'éclatement e : S' -> S de 0 dans
S, et du lemme suivant.

LEMME ([13]). — Soit À-i : y\ -^ TI un germe de déformation plate de
la singularité de surface normale (V,p) dont la base T^ est le spectre d'un
anneau de valuation discrète complet k[[t\]. A lors si la déformation À,i n'est
pas triviale, il existe un plus petit entier n ^ 1 tel que pour tout morphisme
g : TI -^ Dv qui induit la famille À-i de la déformation verselle V -> Dy :

(i) g est l'application nulle sur la sous-variété fermée :
rT^=Spec(k[[t]]/(t)n) de Ti;

(ii) g est non nulle et uniquement déterminée sur la sous-variété fermée :

Ti.^i^SpeckŒTOr1) de T\.

Exemple d'une famille À, : ̂  -^ T d K^2 constant :

L'exemple que nous construisons est celui d'une singularité torique de
surface qui se déforme en une singularité torique. Pour les définitions et les
résultats sur les variétés toriques, nous renvoyons au premier chapitre de
[11] ou à l'article [8].

Soit V la singularité torique associée au cône polyhédral convexe
rationnel o = {(u^eN2/!; ^ 0, 24u—17i;^0}. Le cône o est engendré
par £o = (1,0) et e = (17,24); nous calculons le développement en
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/. ,. . , n 24traction continue de - = — :
P 17

n = k^p + ni => fe^ == 1, ^ = 7
P = MI^ÎI -h pi => Mi = 2, pi = 3
^i = fe2?i + "2 ^ fe2 = 2, ^ = 1
Pi = ^2 = 3.

Les points anguleux de la frontière Se' de l'enveloppe convexe de
a\{0} sont alors £o = (1, 0); s, = (1, 1); ^ = (5, 7) et
^ = e = (17, 24). Les points à coefficients entiers des faces bornées de
Sa'o sont qo=^o, î i=6 i ; ^ = Si + e'i = (3, 4); <?a = £3 et
<?4 = £2 = ^ *

Nous en déduisons que le diviseur exceptionnel E de la résolution
minimale n : M -> V de la singularité V est composé de trois courbes
rationnelles E^ , E^ et E^ vérifiant :

E ^ . E 2 = E 2 . E 3 = 1; E i . Ë 3 = 0 ;
E î = E j = -4; E j = -2; ([8]).

A partir de la matrice d'intersection, nous pouvons calculer le diviseur
3

c,(K:M)e ® QE, et l'invariant K2 = ^(KM).C^(KM). Si nous écrivons
1=1

^(KM) = fciEi + fe2E2 + fcaEs » le triplé (fe^ ,^2 ,k^ est l'unique solution
du système linéaire C,(KM).E, = KM.E,, i = 1, 2, 3.

Comme la singularité est rationnelle, toutes les composantes
irréductibles E; sont des courbes rationnelles et nous déduisons de la
formule d 'adjonct ion E? + E , . K M = 1g - 2 l 'égali té
K M . E , = - E ? - 2 .

Nous devons donc résoudre le système

- 4ki + fez = 2
fei - 2fe2 -h fea = 0
fe^ - 4fe3 = 2

et nous trouvons fe^ = fe^ == fc^ == — -.

D'où C,(KM)= - j(Ei+Ez+E3) et K2 = -j.

Le cycle fondamental Z est égal à Ei + E^ + E^, la multiplicité de
V est alors égale à - Z2 = 6 et la dimension de plongement est égale
à 7.
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V = Spec A avec A = P/I où P = k[x^ ̂ ,.. .̂  et
1 == (/!»• • -Ji5)- Nous connaissons le nombre de générateurs (15) de
l'idéal, ainsi que le nombre de relations (40) entre ces générateurs grâce au
théorème de Wahl ([47]). Par définition, nous avons A = Spec fe^uM]
où o" est le cône dual de a; nous trouvons alors :

A = SpecfetX.Y^Y-SX^-^X^Y-^X^Y-^.X^Y-17]
et les générateurs cherchés sont :

/l ^ ^ l - ^ ï , /2 = ^3 - ̂ 4. /3 = X^ - X2X4

/4 = ̂ 5 - ̂ XÎ, ^ = X 2 X 5 - X i X 4 , /<, = ^3X5 - X^

fi = ^ 6 - ^ 4 » /8 = ^2^6 - ^1X4X5 , /ç = ^Xe - X^

/10 = ^4^6 - ̂ L /11 = -^7 - ̂ S^L /12 = ^^P - ̂ J

/13 '= ^S^? — ^ô^l» /14 = ^^P — ^6^5 ? /15 = -^5^7 — XJ.

De la même manière, nous étudions la singularité torique V associée
au cône polyhédral convexe rationnel a' engendré par (1,0) et (11,15).
Nous trouvons que le diviseur exceptionnel E' de la résolution minimale
Tt' = M' -> V a deux composantes irréductibles E\ et E^ vérifiant
E'i2 = E'22 = - 4 et E'iE^ = 1. Le cycle fondamental Z' est égal à
E'i + E'2, la multiplicité de V est égale à - Z'2 = 6 et la dimension de
plongement à 7.

V'=SpecA' avec A '= P/F où F = (f\,.. .,/^) avec:

fl ^^-^S, /2 = x t - X ^ , /3 =X^3 -X2X4 ,

/4 = X,Xs -^3X4, /s = X 2 X 5 - X i X 4 , /^ ==^3^5 -^4 ,

/7 = ^ 1 ^ 6 - ^ 4 » /8 = ̂ 6 - ̂ L /9 =^3^6-^5^!,

/10 = -^6 - ^J» /11 = ^1^7 - ^5^4» /12 = ^2^7 - ̂ 3 »

/13 = ^3^7 - ^6^4» /14 = ^4^7 - ^5^6» /15 = ^5^7 - ^C2 .

Nous définissons alors le fermé -T de A^ = Spec k[xi , . . .,X7 ,r] par
l'idéal engendré par les polynômes F^, . . . , F 15 suivants :

Fi(x,0 = x î - X 2 X 3 , F2(JC,Q = xJ - XiX4, F3(x,Q = ^1X3 - ^2X4,
F4(X,Q = X^ - (î+X4)X4X3, F5(X,0 = ̂ s - (t^X^X^

F^X,t) = ^3X5 - (t+X4)X4, F7(X,0 == XiXe-(Î+^XÎ,

Fg(x,0 = X2X6 - (r-hX4)X4XiX5, Fç^.Q = X3Xe - (t^X^X^

FIO(^O == ^4^6 - XÎ, Fll(x,r) = ^1X7 - (Î+X4)X3XJ,

Fi2(^,0 == ^2^7 - (t^-X^X^, Fi3(x,Q = ^3X7 - (r+X4)X4X6,

Fi4(x,t) = ^4X7 - X6X5, Fl5(x,0 = X5X7 - X 2 .
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Nous vérifions que les 40 relations entre les F,(x,0) = fi se relèvent en
des relations entre les F,(x,0.

(Par exemple, la relation x^f-j — Xi/g — xîx5fl ~ xîx2f6 se relève en
^7 - X1P8 - X4(X4+Qx5Fi - X4(X4-K)X2F(,).

Par conséquent le morphisme ^ : ̂  -^ T = Aj^ induit par la
projection de Aj^ sur A^ est plat; nous avons ainsi défini une famille plate
de surfaces normales et nous considérons le germe de déformation plate de
la singularité (V,p) où V = ^(O).

La singularité (V,;?) est la singularité torique associée au cône a et
pour t ^ 0 assez voisin de 0, la surface Y( = ^^(O a un point singulier
pt et la singularité (V, ,P() est isomorphe à la singularité torique associée
au cône CT' . La famille À- : i^ -> T vérifie K2 = K,2, elle admet donc
une résolution simultanée très faible n : M -> Y^, et nous notons <f le
diviseur exceptionnel.

ê a deux composantes S^ et S^ qui induisent sur la fibre spéciale les
diviseurs Ei = ((^1)0 et E^ -h Ê3 = (^2)0 et sur ^a ^bre générique les
diviseurs E\ = (^i), et E^ = (<^2)f Nous vérifions alors que le diviseur

— 3KM = 2(Ei+E2+E3) est transporté par la déformation et induit sur
la fibre générique le diviseur — 3K^ = 2(Ei+E'2).
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