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ETUDE
DE LA CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE
DES FONCTIONS UNIMODALES

par Michel COSNARD

Dans sa collection de problémes mathématiques, S. Ulam [16]
pose le probléme de la classification topologique des applications
continues de [Ilintervalle wunité. Il1 illustre ce probléme par
I’exemple devenu classique de la conjugaison entre la parabole
(f(x)=4x (1 —x)) et la fonction ligne brisée (g(x) = 2x sur
[0,1/2],g(x)=2(1—x) sur [1/2,1]) par [intermédiaire de
hix) =2/n sin“‘\/_x—. Le but de ce probléeme est de ramener
I’étude de l’itération des applications telles que f a celle d’appli-
cations plus simples. Les progrés enregistrés dans la théorie de
I’itération (voir les excellents livres de I. Gumowski et C. Mira [10],
P. Collet et J.P. Eckmann [3] et G. Targonski [15]) ont montré
que cet objectif est quelque peu erroné : il est aussi difficile
d’étudier la conjugaison topologique entre deux applications que
d’analyser leur comportement itératif. Néanmoins, le probléme
se pose de maniére intrinséque et les techniques employées pour
le résoudre influent de maniére non négligeable sur I’étude du
comportement d’itération.

Dans la premiére partie de ce travail, nous montrons que la
caractérisation des suites de tricotage et des itinéraires admissibles,
proposée par Milnor et Thurston [13] peut étre simplifiée et
conduire a4 une étude beaucoup plus compléte de la structure de
bifurcations d’une application unimodale, voir Allouche et Cosnard

(1]

Deux applications admettant les mémes itinéraires seront dites
conjuguées macroscopiquement. Cette notion est plus faible que la
semi-conjugaison et peut &tre caractérisée par le fait que les deux
applications admettent la méme suite de tricotage.

Mots-clés : Fonctions unimodales — Conjugaison topologique — Systémes dyna-
miques — Itération.
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Nous étudions ensuite la conjugaison topologique et présentons
un théoréme de caractérisation montrant toute la complexité du
probléme. Nous en déduisons que chaque classe d’équivalence de
la conjugaison macroscopique se décompose en une infinité de
classes de la conjugaison topologique.

Enfin, nous illustrons ces résultats par la classification des
solutions de I’équation de Feigenbaum [6].

1. Le cadre.

Nous appellerons C I’ensemble des applications f unimodales
de [0, 1] dans lui-mé&me, c’est-a-dire telles que :

a) f est continue de [0, 1] dans lui-méme

b) f(1) =0 ’

c¢) il existe ¢ dans ]0, 1[ avec f(c) =1

d) f est strictement croissante sur [0,c], décroissante sur
[c,1].

DEFINITION 1. — Deux applications f et g de C sont semi-
conjuguées topologiquement s’il existe une application h continue
croissante de [0, 1] dans Ilui-méme telle que hog=goh. Si
h est une bijection, alors c’est un homéomorphisme et nous avons .
f=h"logoh+f et g sont dites conjuguées topologiquement.

2. Le codage.

Nous utilisons une technique de codage en affectant a [0, c]
le code 0 et a [c,1] le code 1. Cette technique n’est pas
nouvelle puisqu’elle fut employée par Metropolis et coll [12], Derrida
et coll [5], Guckenheimer [9] et systématisée par Milnor et
Thurston [13]. On pose :

_YO0six€[0,c]

Y= sixele, 1]

v(c)={0,1}.

A la suite f"(x) nous associons le code o(x) suivant
o(x)={v(f"(x)}, n=0,...,+e. Si x nest pas
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un antécédent de ¢, o(x) est alors un élément de {O, I}N . Par
contre, dans le cas contraire, il est possible de faire en sorte que o(x)
soit formé d’au plus deux éléments de {0, l}N . 0 est donc une
multiapplication de {0, 1N qui a x de [0, 1] associe au plus
deux éléments de {0, 13N, différant en une seule position.
o(x) sera appelé l'itinéraire de x.

DEFINITION 2. — f étant donnée, nous dirons que o de {0, 1N
est admissible pour f s'il existe x de [0,1] tel que a€a(x).
Nous notons A, l'ensemble des itinéraires admissibles pour f.

Pour déterminer les itinéraires admissibles pour f nous
introduisons une relation d’ordre sur {0, l}N . Dans la suite nous
identifions {0, 1}V et (2/22)M.

Sia= {o};= ..., estun élément de cet ensemble, posons

=) 2 ai; i=0.. ez/2zN

0<j<i
ou chaque terme de la suite 7(a) est pris modulo 2. Nous munissons
(Z /2Z)M de I'ordre lexicographique induitpar 0 < 1 et nous dirons
que « préceéde B si 7(a) < 7(8).

Une propriété importante de o est qu’elle préserve la
structure d’ordre de [0, 1] et celle que nous venons d’introduire

sur (Z/22)N . Si x n’est pas antécédent de c, on a alors la
relation classique :

Vi=0, o(fi(x)) = d'(o(x))

ou d est l'application décalage. Le cas ou x est un antécédent
de ¢ peut donner lieu & une relation légérement plus compliquée
mais tout aussi évidente.

Nous pouvons alors caractériser les itinéraires admissibles, voir
Collet et Eckmann [3] :

ProrosITION 1. — f étant donnée, une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un élément o de (Z/2 2N soit admissible
pour f est que :

Vi=0, 7(0(0) = r(d(0(1)) < 7(d (@) < 7(0(1)).

La proposition 1 montre que I’ensemble des itinéraires
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admissibles est caractérisé par un seul itinéraire : o(1).

DEFINITION 3. —« est une suite de tricotage s’il existe f
telle que o= a(1).

PROPOSITION 2. —a de (Z/22Z)N est une suite de tricotage si
et seulement si

Vi=0; 7(d(a)<7(a). @))

La condition précédente est purement combinatoire. Elle permet
d’étudier les suites de tricotage indépendamment des propriétés
topologiques propres des applications considérées. Cependant son
emploi est difficile puisque interviennent les deux transformations
7 et d'. Nous allons montrer comment surmonter cette difficulté.
Remarquons tout d’abord que la condition implique que o, =1
et o, = 0 (ce qui est naturel puisque « est I'itinéraire de 1).

PROPOSITION 3. — Soit & un élément de (Z/22Z)N tel que

a, =1 et a,=0. a est une suite de tricotage si et seulement
Si:

Vi=0;7(@) <d(r(@)<7(a). (2)

Si o est une suite de tricotage, alors [ est admissible si et
seulement si :

Viz0 r(@<d(@B)<1(
et d(r(@)<r71(B).

Démonstration. — La démonstration est basée sur les deux
identités suivantes : soit w €(Z/22)N :

i w=0w,w,...w, ... 7(dWw))=dT(w)

siw=1lww,...w,... 7dW))=dT (W) =d((w)).

Remarquons aussi que 7 (o) = ey ...a, ...

Démontrons la premiére partie de la proposition. Pour
cela nous montrons par récurrence que (1) implique :

ViZ0 r(d@)<7(d(n). (3)
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C’est trivialement vrai pour i=0 et pour i=1. Supposons
la propriété vérifiée pour i —1: 7 (d(@)) < 7(d"~ ()

1) Si7z(@ '(@)=0xx...x...

ona 7(d~ () <d(r(d” Y(a))) = 7(di(@)).
2) Sitd Y @)=1xx...x...
de (1) on tire 7(d'~ (@) = 7 ()

avec 7(d"" 1(@))=0xx...x ... et 7(@) =O0xx...x... .

Par conséquent,
T(d(@) =d(r (@) <d(r(d'~'(@)) = 7(d' ().

Montrons maintenant que (1) et (3) implique (2). De (1)
et (3) on déduit :

ViZ0;dr(@)<7(d(0)<7(x).

Or T—(?x—)<d(‘r(a)) car 77(701—) =00xx...x.... Donc (1) et
(3) impliquent

Vi=0; 7(a)<7(di(a)<7(a).
Ceci est équivalent a :
Viz0; r(0)<7(d(@)<7().

Or di(r(a)) est égal soit a 7(d(x)), soit a 7(di(a)), et
donc les deux conditions ci-dessus impliquent :

ViZ0; (@) <7(d () <7(a).
Pour la réciproque, on montre, en utilisant ’argument ci-dessus,
que (2) implique que
Vi=0; 7(0) <7(d'(0)) <7(x)
et donc que (2) implique (1).
La deuxiéme partie de la proposition se démontre de maniére
identique.

La proposition 3 est inspirée d’un résultat de Derrida et coll
[S]. Elle permet d’obtenir un algorithme pour déterminer les suites
de tricotage et les itinéraires admissibles. Pour cela, il suffit
de construire A telle que :
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A<di(A)<A avec A=A, =1,
puis de poser a =7~ 1(A).
Soit N, le nombre de 1 consécutifs dans A (N, =2), N,

le nombre de 0 consécutifs suivants (N, = 1), N; le nombre de 1
consécutifs suivants (N, =1)... . A vérifie la relation précédente
si:

N,<N,,Vi=>l
et,si 3iN; =N, , alors N;,; =N,
~et, si 3iN, =N, et N;, =N,, alors N;,, <N; etc. . .
Ces conditions se résument ainsi :

Vizl;Vj=0
1) Vk,

0< 2j i Npwg = Ngoy == Npgjur 2 Ny
2) Vk,0< 2

JH 1Ny = Neyy = Niwgpup SNpjus

3. Conjugaison macroscopique.

Dans cette partie, f et g sont deux applications unimodales
données et nous supposerons sans perte de généralité que les points
¢ et ¢, ou f et g admettent leur maximum sont identiques. Nous
I’appellerons c.

Nous munissons (Z/22)V de la topologie associée a la distance

1

Va,feE@/22N §,B) = Ry "

Muni de cette distance et de la relation d’ordre précédemment définie,
(Z/22)N est un espace métrique compact totalement ordonné. Il
est clair que d est une application continue de [(Z/2Z)N, 5]
dans lui-méme. A, et Ay (ensembles des itinéraires admissibles
de f etde g) sont des parties compactes de (Z/2Z)N .

On définit alors l'application R, de A, dans l'ensemble
des partiesde [0, 1] par:

Va€A,,R(a)= {x €[00, 1l/a€a(x)}.
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R.(a) est un intervalle fermé éventuellement réduit a un point.
On pose £, = f(Af).

Nous munissons Qf de la distance de Hausdorff A :

VA,BE.Qf; A(A,B) =max(sup 2(x,B), supL(x, A))
xXEA xEB

ou % estladistancede [0, 1].

(Qf ,A) est un espace métrique compact totalement ordonné
par la relation d’ordre induite sur £, par la relation d’ordre
de [0, 1].

Rf est une application continue de (Af,S) dans (SZ,,A).
On démontre alors facilement le

Lemme 1. —T de K, étant donné, il existe au plus deux
éléments différents de Ap,o et B, tels que : T = R(a)=R(f).

T est alors réduit d un point x, antécédent d'un certain
ordrede c.

Nous pouvons donc associer a f I’application F définie
de la maniére suivante :

F:(;,8) — (2, 4) F(T)=T'
ou, si a esttelque T = R(a), alors T' = R(d()).

Du lemme 1, nous déduisons que F est une application continue
dont le comportement itératif sur Qf est identique a celui de d
sur Af :

0,11-2=a —S-gq
o R
[0,1]— A, ——Q,

Pour pouvoir classifier topologiquement les éléments de C,
il est nécessaire de classifier les applications associées, d’oti la :

DEFINITION 4. — Soient f et g deux éléments de C et
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F:(Q,4) — (2,4); G:(Q,,4) — (,,4)

les applications associées. Nous dirons que [ et g sont semi-
conjuguées (resp. conjuguées) macroscopiquement si F et G
sont semi-conjuguées (resp. conjuguées) topologiquement.

Comme le montre le résultat suivant, la conjugaison
macroscopique ne dépend que des suites de tricotage de f
etde g.

THEOREME 1. —1i) f et g sont semi-conjuguées macroscopi-
quement si et seulement si 0,(1) = 0,(1) = .

ii) f et g sont conjuguées macroscopiquement si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites

a) of(l) = ox(l) =

b) R(@)= {1} = R ()= {I}.

Démonstration. — L’idée de la démonstration est de construire
une application H en faisant correspondre entre eux les éléments
de Qf et de Qg ayant les mémes itinéraires. La condition a)
est nécessaire et suffisante pour qu’un itinéraire admissible pour f

le soit aussi pour g. Par conséquent, c’est une condition nécessaire
pour i) et ii). Pour démontrer la suite, nous distinguons quatre cas.
Posons : o(c) = {w™ ,w"}.

Iy

La condition b) est alors équivalente a la condition suivante :
Re(w™) = {c} == Ry (w")={c}.
1) Si Rf(w‘)#= {c} et Rg(c..a‘)=iE {c}
alors V 8,6’ EA = A,
B#B8 = R/()) #R/(E) et R,(B) #R,(5).
Nous en déduisons que :
VTESR,,3B unique €A, telque T =Ry(B).
On définit H par: H(T) = Rg(ﬁ).

On vérifie aisément que H est un homéomorphisme de £2, sur
Q, etque F=H 'oGoH.

2) Si R(w™)=R,(w)={c},
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alors VB, EA,=A, BFf
R.(B)=R() <= R, (B)=R, ().

On définit H comme précédemment pour obtenir les mémes
conclusions.

3) Si Rf(w‘);ﬁ {c} et Rg(w“) = {c},

alors Rf(w‘) * Rf(w+) et Rg (W) = Rg (w*). 11 est donc
impossible de définir un homéomorphisme H tel que
F=H '0cGoeH ce qui montre que b) est nécessaire. Par
contre, VTEQ,, I wunique €A, tel que T= Rf(B). On
définit H par : H(T) = R,(8). H est une application continue
croissante (non strictement) de Qf sur Qg et HoF=GoH.

4) Si R(w™)={c} et Ry(w™)+* {c},

oninverse les roles de f et de g et on applique 3 avec K au
lieu de H.

La conjugaison macroscopique est donc, a peu prés, équivalente
au fait que f et g admettent les mémes itinéraires admissibles.
Cette relation implique, de plus, que f et g ont des comportements
itératifs proches. Il semble donc que, de ce point de vue, la conjugaison
macroscopique soit plus utile que la conjugaison topologique.
Remarquons que la conjugaison topologique implique la conjugaison
macroscopique. De plus cette derniére est une relation d’équivalence
sur C, dont les classes d’équivalence sont formées par la réunion de
classes d’équivalence de la conjugaison topologique.

4. Conjugaison topologique.

De nombreux contre-exemples (voir la cinquiéme partie)
montrent que les deux conditions précédentes ne suffisent pas
en général A assurer la conjugaison topologique. Cependant si
chaque itinéraire de f et de g ne correspond qu’a un seul point
alors H est un homéomorphisme de [0,1] et f et g sont
conjuguées topologiquement. Formellement, la relation de conju-
gaison entre f et g s’écrit alors

f=Rse0,0g0R, 00,
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On rencontre ce cas lorsque f et g sont 4 dérivée de Schwarz
négative et n’admettent aucun cycle attractif, voir Misiurewicz
[14] et Guckenheimer [9].

DEFINITION 5. — Soit J un intervalle d’intérieur non vide de
[0,1] tel que YV n=0, f," soit un homéomorphisme de J sur

son image.
J estunpuitssi: 3k=1,f*0)C)

J est un homtervallesi: Ym#*n,fmJ)Nf"J) est d’intérieur
vide.

Par la suite, nous ne considérerons que des puits et des homtervalles
maximaux, notion introduite par Misiurewicz [14]. Nous dirons, de
plus, que T est antécédent d’un puits J si:

k=0, (DcT.

PrOPOSITION 4. — Soit T de Qf. Une et une seule des trois
propositions suivantes est vérifiée :

1) T est d’intérieur vide
2) T est antécédent d'un puits

3) T estun homtervalle.

THEOREME 2. — Soit f une application unimodale n’'admettant
pas de puits. Une application unimodale g est conjuguée topologi-
quement avec [ si et seulement si :

i) g est conjuguée macroscopiquement avec f

i) VEEA = A, RE)=0 — R()=0

iii) f est une bijection de Rf(of(O)) dans Rf(d(of(O))) est
équivalent @ g est une bijection de Rg(ag(O)) dans Rg(d(ag(O))).

Démonstration. — La difficulté consiste 4 montrer que les
conditions sont suffisantes. Si nous pouvons construire une applica-
tion h de [0, 1] dans lui-méme telle que, pour tout § de A, =A,,
h est un homéomorphisme de Rf(ﬁ) dans Rg(B), alors h est un
homéomorphisme de [0,1] et f et g sont conjuguées topologi-
quement.
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Remarquons tout d’abord que f est un homéomorphisme de
T sur F(T), si T# Rf(af(O)). T de SZf étant donné, nous
appellerons orbite de T I’ensemble suivant :
o(T) = {SE€EN,/ILEN,F(S) =T ou F*(T) = S}.

Nous commengons par définir 2 sur U(T)= U S,
Se€o(T)

Supposons que T soit tel que Rf(of'(O)) &o(T). Soit B
tel que T = R.(). Posons T = R,(B). 11 est clair que
R, (0,(0) ¢&o(T').

Soit alors 2 un homéomorphisme croissant quelconque
de T sur T'. Nous allons étendre %# en un homéomorphisme
croissant de U(T) sur U(T'). Nous avons :

Vkez,
Vy €f¥(T)=F*(T), 3x unique €T,y = f*(x)
Vy' €g5(T")=G*(T'), 3x’' unique ET',y' =g*(x")

y de f*(T) étant donné soit x' tel que x'=h(x). On
pose alors :

, , def
£xN=y" = h(y)
(c’est-a-dire h(y) =g* o h(x))).
Si T est d’intérieur non vide, h est bien définie puisque T
n’est pas antécédent d’un puits. Si T est d’intérieur vide, h

est bien définie puisque tous les éléments de U(T) ne contiennent
qu’un seul point.

Bien évidemment 4 est une bijection de f*(T) sur g*(T").
Remarquons que cette construction implique que les extrémités
des intervalles se correspondent. Par construction on a de
plus:

VxEUM, ,hof(x)=h(y)=y' =g(x')=goh(x).
Examinons le cas de R.(04(0)). Posons :
R (0/0) =[0,w], R (d(0(0)) = [u,v],f(O)=1.

On a, bien sir, f(w)=v et f(0)=u. On définit, avec
des primes, les mémes notations pour g. Soit alors 7 un homéo-
morphisme croissant de [u,v] sur [u',v'] tel que A(r)=1t".
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En reprenant la construction précédente, on étend A en une
bijection de f*([u,v]) sur g*(u’,v']), pour tout k de N.
Si z€[0,w],3x unique €[u,v] tel que f(z)=x. Soit
x'"=h(x). On a x'">t" puisque h(t) =1t'. Par conséquent,
3z’ unique €[0,w'], g(z") = x’'. Définissons

def ,
h(z) = z',(h(z)=g ' o h(x)).

Remarquons que cette construction est possible si et seule-
ment si iii) est vérifiée. En effet la définition de A nécessite
que h()=1¢t. Si f n’est pas une bijection (#>u) alors que
g en est une, nous avons :

hit,v]=1[t',v']1=g[0,w']=1[u",v'],
ce qui contredit que A est un homéomorphisme de [u,v] sur
[u',v'].
En reprenant la construction du début, on étend 4 en une
bijection de f~*([0,w]) sur g *([0,w]), pour tout k¥ de N.

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que 4 est
croissant. Pour, cela remarquons que A4(0)=0, hk(c)=c¢ et
h(1)=1. Soit T un intervalle ou A4 est un homéomorphisme.
Nous allons montrer que 4 est croissant sur f~ '(T). Pour
simplifier nous supposons f~ !(T)C|[O0, c]

Vy,,y, €M ,y, <y, <= fO)<f(y,)
= x, <x, = h(x;)<h(x,) = x| <x,
— g(y))<gyy)
ou yy =h(y,) et y; =h(y,).

Le fait que h fasse correspondre les extrémités des intervalles de
Qf et Qg implique que g~ !(T')C[0, ¢]. Par conséquent :

g(y)<g(yy) == y\ <y, <= h(y,)<h(y,),

ce qui montre que 4 est croissante. On fait de méme la démons-
tration sur f(T) et, de proche en proche, sur U(T). h est
donc une bijection croissante de Rf(B) dans Rg(ﬁ) pour tout
B de A,=A,. Cest donc un homéomorphisme croissant de
Rf(ﬁ) dans R, (B) ce qui conclut la démonstration.
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La deuxiéme condition (la plus importante) est équivalente
au fait que les intervalles d’intérieur vide de f et de g se corres-
pondent, ainsi que les homtervalles. L’intérét de ce résultat est
double. Premiérement, il montre que, un itinéraire étant donné,
seul importe de savoir s’il correspond a un point ou & un homtervalle
et que, dans ce cas, aucune autre propriété du homtervalle n’est
nécessaire. Deuxiémement, il montre la complexité du probléme
de la classification topologique : méme si elles ont la méme suite
de tricotage, deux applications unimodales seront dans des classes
différentes dés qu’un itinéraire, correspondant a un point pour
I’'une, correspondra a un intervalle pour ’autre.

Une conséquence importante de la démonstration concerne
I’'unicité de I’lhnoméomorphisme de conjugaison 4.

COROLLAIRE 1. — Soient f et g deux applications unimodales,
n'admettant pas de puits et conjuguées topologiquement. L’homéo-
morphisme de conjugaison est unique si et seulement si f n'admet
pas de homtervalles.

Le cas des applications admettant des puits est encore plus
complexe. La conjugaison dépend du comportement de f et de
g dans chaque puits : nombre de cycles, attractivité, domaine
d’attraction. Il est possible par contre de restreindre I’ensemble
des applications considérées. Dans [9], on trouvera la classification
topologique des applications a dérivée de Schwarz négative et on
pourra noter la complexité du résultat alors que ces fonctions
n’admettent, au plus, qu’un seul puits, correspondant a un seul
cycle attractif, et aucun homtervalle.

Etudions tout d’abord le cas ou f est un homéomorphisme
croissant d’un intervalle fermé [ dans lui-méme et g un
homéomorphisme croissant de I’ dans lui-méme. Le cas des
contractions est étudié dans Godbillon [8]. Certaines parties
des démonstrations sont inspirées de ce travail.

DEFINITION 6. — Soit J wun intervalle fermé contenu dans 1.
—~J estdetype + 1 si fJ)=1J et VxE€J f(x) >x
—J estdutype —1 si fA)=17J et Vx€J f(x)<x

—J estdutype 0 si Vx€J f(x)=x et 1 est maximal pour
cette propriété (VT ,JET ,Ax €Y ,f(x) #x).
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LEMME 2. — Si f est un homéomorphisme d’un intervalle fermé
1 dans lui-méme alors il existe une partie P de R tel que :

I=U J avec

pPEP L
i) VpGP,Jp est un intervalle fermé du type —1, 0 ou + 1
i) Vp,,p, €P,p, <p, = Vx, €J,,,Vx, €]y, ,x; <x,.

THEOREME 3. — Soient f et g des homéomorphismes de 1
et de 1' dans eux-mémes, et soient {J,},pEP et {J}pEP,
les décompositions associées.

Alors f et g sont conjugués topolo’giquement si et seulement
s’il existe une bijection b de {Jp} dans {Jp} telle que

)Vp,,p, EP; Jlpl <Jp2 - b(Jpl)<b(Jp2)

i) VpeP ,Vie{—1,0,+ 1}

J, estdutype i=> b(],) estdu typei.

Retournons maintenant au cas général ou f et g sont des
applications unimodales admettant un puits. Soient TEQf et
o tel que T=Ry(a). Il est clair que o est périodique. Soit
q sa période. Posons :

T0=T,T"=f(Tl_l);i=l,...,q—l.

On a alors
fT,_)=T,
etles T, forment un cycle d’intervalles
fUT)=T,.

On effectue le méme travail sur T' = Rg(a). On introduit de méme
Porbite de T et 'orbite de T’ :

o(T)= {s€Q,/IKEN,F(S)=T} UM= U 8.
S€o(T)

Remarquons que f(U(T)) = U(T) et g(U(T'_ ) =U(TH.

Nous dirons que T est de type positif si f¢ est un homéomorphisme
croissant de T et dans lui-mé&me, de type négatif s’il est décroissant.
T est de type positif si et seulement si le nombre de 1 dans la période
de «a est pair. Nous obtenons alors la :
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PROPOSITION 5. — Les restrictions de f et g a U(T) et U(T')
sont conjuguées topologiquement si et seulement si :

— les restrictions de f9 et g? a T et T' sont conjuguées
topologiquement si T est de type positif ;

— les restrictions de f2? et g*? a T et T' sont conjuguées
topologiquement si T est de type négatif.

Dans I’ensemble des puits de f, la relation “T et S appartien-
nent 4 la méme orbite” est une relation d’équivalence. Nous
identifierons chaque classe d’équivalence avec un de ses représentants
et noterons T leur ensemble. En rassemblant le théoréme 3 et la
proposition 5 nous obtenons le :

THEOREME 4. — Deux applications unimodales f et g sont
conjuguées topologiquement si et seulement si :

i) f et g sont conjuguées macroscopiquement

i) VBEA=A ,RE)=0 — RE =0

iii) f est une bijection de Rf(of(O)) dans R,(d(of(O))) est
équivalent a g est une bijection de Rg(ag(O)) dans Rg(d(og(O))).

iV VTET et BE A, tel que T = R.(B) il existe une bijection
b entre les décompositions (J,},cp et {J,},cp de T et de
T = R (B) telle que :

a)Vvp.,p, €P,J, J,, =60, ) b0J,,)
b) VpEP,Vie{—1,0,+1},
J, estdetype i==b(J,) estdetype i.

Deux conséquences immédiates du théoréme 4 sont que :

—une classe d’équivalence de la conjugaison macroscopique
contient une infinité dénombrable (et peut-étre non dénombrable)
de classes d’équivalence de la conjugaison topologique ;

— I’'homéomorphisme de conjugaison est unique si et seulement
si f n’admet aucun homtervalle et aucun puits.

A la lecture de ce théoréme on comprend mieux la complexité
du probléme de la conjugaison topologique. Ce résultat n’est
cependant pas sans intérét puisqu’en particularisant la classe de
fonctions étudiée, les conditions peuvent se simplifier. Nous
illustrons les résultats de ce paragraphe dans la partie suivante,
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5. Conjugaison des solutions de I’équation de Feigenbaum.

Nous allons appliquer les résultats, présentés dans les paragraphes
précédents, 4 la classification topologique des solutions de I’équation
fonctionnelle de renormalisation (voir Feigenbaum [6], 71,
Campanino et Epstein [2], Lanford [11], Cosnard [4]), c’est-d-dire
des applications f continues paires unimodales telles que :

VxG[—l,+1],f(x)=—%f2(—-)\x) avec A=—7f(1)>0. ¢))

Soient X et p tels que 0<A<p<1. Dans [4]. on montre
que f peut étre choisie égale & un homéomorphisme fo quelconque
de [p.1] dans [—A,A?] et a une application g, continue,
décroissante quelconque de [\ . p] dans [f,(p).fy '(A?)].

PROPOSITION 6. — Toutes les solutions de (1) sont conjuguées
macroscopiquement et o = o(1) est l'unique point fixe de la
2-substitution: 1 — 10,0 — 11.

Bien entendu, les solutions de (1) ne sont pas toutes conjuguées
topologiquement. Nous présentons dans la suite quelques classes
topologiques.

THEOREME 5 (Guckenheimer [9]). — Toutes les solutions de (1)
a dérivée de Schwarz négative sont conjuguées topologiquement.

En fait, la classe précédente contient d’autres applications.
Nous dirons que f vérifie :
(2) si Vx,x"€[p, 1], x#x", |f(x)—f(x)>N |x —x']|,
(3) siVx,x €\, pl,x#x', |f(x)—fx)>Ix —x'l,

(4) si f admet dans [X,p] un unique cycle d’ordre 2 et ce cycle
est répulsif,

(5) si f admet dans [p,1] un unique x* tel que f(x*)=a? x*
et §’il existe un voisinage V(x*) tel que :

Vx ,x' €EV(x*),|f(x)—f(x)<a? |x —x],
Vx,x'€p,11=VE*),x#x',1fx)—f(x)>Nx—x'].

THEOREME 6. — Toutes les solutions de (1) vérifiant :
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i) (2) et (3) sont conjuguées topologiquement d une solution
de (1) a dérivée de Schwarz négative.

ii) (2) et (4) sont conjuguées topologiquement.
iii) (3) et (5) sont conjuguées topologiquement.
iv) (4) et (5) sont conjuguées topologiquement.

Les quatre classes de conjugaison sont différentes.

Démonstration. — 11 est clair qu’une démonstration compléte
nécessite une étude approfondie des solutions de (1). Cette étude
se trouve dans [4]. Toutes les affirmations présentées dans la suite
sont démontrées dans ce travail.

Si f vérifie (2) et (3), alors f n’admet aucun homtervalle,
et aucun cycle attractif, La conclusion provient donc du théoréme 2.

Si f vérifie (2) et (4), alors elle n’admet aucun homtervalle
et une infinité de puits. Quel que soit i de N, f admet un cycle
attractif unique d’ordre 2! dont le domaine d’attraction immédiat
est limité par un cycle répulsif d’ordre 2*' . Ce sont ces domaines
qui constituent les puits de f. Un tel puits T se décompose ainsi :
T=J,UJ, ou J, <J, et J, est dutype +1 et J, du type
— 1. La condition iv) du théoréme 4 est vérifiée.

Si f vérifie la condition (5), elle admet une infinité de
homtervalles dont les codes ne dépendent pas de f. Les conclusions
de iii) et iv) se déduisent donc encore une fois de I’application du
théoréme 4.

Bien évidemment, les quatre classes sont différentes,

Nous voyons donc que le théoréme 4 permet d’apporter un début
de réponse a un probléme non trivial : la classification des solutions
de (1). Bien évidemment, des variantes peuvent étre apportées a ces
résultats pour obtenir une infinité de classes d’équivalence. Nous
conjecturons que cette infinité est non dénombrable ce qui montre
bien toute la complexité du partitionnement d’une classe d’applica-
tions . conjuguées macroscopiquement en classes d’applications
conjuguées topologiquement. '

Remarquons aussi que nous avons construit des applications
admettant des homtervalles. En raffinant quelque peu la construction,
on peut obtenir des fonctions de classe C” possédant des hom-
tervalles.
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