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APPLICATIONS DE LA NOTION D’ENTROPIE
AU DEVELOPPEMENT D’UN NOMBRE REEL
DANS UNE BASE DE PISOT

par
Anne BERTRAND-MATHIS

1. Rappels et notations.

Etant donné un nombre réel y, nous désignerons par [y ]
et {y} les parties entiéres et fractionnaires de y; ||y || désignera
la distance de y a l’entier le plus proche.

Convergence modulo un

Soit T le tore et soit # un point de T; nous dirons qu’une
série réelle (u,),cz converge modulo unvers u si
n
lim "( )> uk) —ull=0
n—> k=—m
m —> oo

et nous écrirons alors

X o =u

k2

mod.1
Nous ferons la méme convention en ce qui concerne le tore a plusieurs
dimensions.

Mesure associée a une suite (nous entendrons par mesure une mesure
borélienne de masse 1).

Etant donné un espace métrique E et une suite (u,),5, sur
E, nous dirons que la mesure u est associée a4 la suite (u,),5,
suivant ’ensemble S §’il existe un sous-ensemble infini S de N tel
que pour toute fonction continue f sur E

Mots-clés : Bruit — Entropie — Nombres de Pisot — Répartition modulo un —
Théorie des nombres — Théorie ergodique.
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1
lim o [fQu)) +...+fw,)] = u(f)
n -3 ©O
nes
et nous dirons que la suite (u,),,, est u-répartie si I'on peut
prendre S =N. Lorsque E est un tore nous dirons qu’une suite
est équirépartie si elle est répartie selon la mesure de Lebesgue.

Processus

Nous entendrons par processus la donnée d’un espace métri-
‘que relativement compact E, d’une mesure u et d’une transfor-
mation T conservant la mesure.

Processus disjoints

Soient E, et E, deux espaces métriques compacts ; soit
E=E, xE,. Etant donné deux fonctions réelles continues f et
g sur E; etE,, posons

f®glx,,x;)=f(x;).8(x,).

L’espace vectoriel engendré par les fonctions f® g est dense au sens
de la convergence uniforme dans ’ensemble des fonctions continues
sur E;, x E, de sorte que I'on peut définir une mesure p, ® p, sur
E, xE, par

By ®Ou, (f®g)=pu,(f)u,(g).

Etant donné une mesure u sur E; ® E, nous appellerons [T
et u, lesmesuressur E, et E, respectivement définies par :

py () =w(f®l)
Ky (8) = u(l ®g).

Nous dirons que deux processus (E,,»,T,) et (E,,7,T,) sont
disjoints si pour toute mesure u définissant un processus
(E, xE, ,u,T, xT,) vérifiant

Ky, =v

Bz =7
alors :
u=v®7.
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Entropie

Soit E un espace métrique, soit T une application mesurable
de E dans E; étant donné deux partitions P=(P,,...,P,) et
Q=@Q,,...,Q,) de E, nous désignerons par Pv Q la parti-
tion dont les atomes sont ceux des P; N Q; qui sont non vides. Nous
noterons T~ " P la partition (T""P,,..., T"" P,).

Etant donné une mesure u conservant T, nous appellerons
entropie de u relativea T le nombre

1
h,(T) = sup lim —— ( z u(A) Logu(A,.))
n>e N CA,ET-NPy... VT—IPVP

ou le sup est pris sur I’ensemble des partitions finies de E.

Nous adop'terons les usages et notations classiques (Walters [13],
Parry [7], Smorodinsky [12 ] en ce qui concerne I’entropie.

DEFINITION 1. — Etant donné un espace métrique relativement
compact E, une transformation mesurable T et un point x de
E, nous appellerons entropie supérieure (resp. inférieure) de x
relativement ¢ T la borne supérieure h(x,T) (resp. la borne
inférieure h(x,T)) de I'ensemble des entropies des mesures
T-invariantes associées d la suite (T" x),5, -

Nous dirons que x admet une entropie h(x,T) = h(x,T)
lorsque h(x ,T)=h(x,T). Lorsquil n’y aura pas d’ambiguité
sur T nous écrirons simplement h(x).

Fonction de sélection

Nous appellerons fonction de sélection une fonction strictement
croissante d¢ N dans N; soit E un ensemble o= (a(n)),,, une
suite sur E; la sous-suite de o sélectionnée par 7 est la suite sur
E oo 7 définies par ao 7 (i) = a(r(i)).

Nous parlerons indifféremment de suite sur E ou d’élément de
EN

Notons 6. lasuitesur {0,1} :6.(G) =1 si i€7(N),0.()=0
sinon.

Nous dirons que la fonction de sélection 7 est déterministe si
Pentropie supérieure de I’élément 6_ de {0, 1}N relativement
au shift T est nulle.
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Le 6-shift
Soit & un nombre réel strictement supérieur a 1 ; tout nombre
réel x s’écrit de fagon unique ([11]) sous la forme
x=e +;—‘+§22—+... +%+...
ou la suite (g,),, est définie par la relation de récurrence
€ =[x] Q4= {x}
€nir =1092,] Q,., = (09,}

n

(D

Lorsque n est strictement positif les chiffres €, appartiennent a
I’ensemble A= {meEN ;0<m<6}.

Nous dirons que la suite (€,),5, est le 6-développement de x.
Les conditions (1) équivalent a la condition (2) :
peur tout n LEINCYS S (2)
grti gn+? on
Lorsque 6 est un nombre de Pisot § est un f-nombre au sens de
Parry ([2], [7]) et il existe une suite (a,),,, périodique apres
un certain rang, dite suite caractéristique de 6, et un nombre
strictement positif f tels que d’une part (e,),,, estun 6-dévelop-
pement si et seulement si pour tout n = 1, pour l'ordre lexicogra-
phique sur AN
(e, €441 - - ) <(a; a;)

et d’autre part, étant donné les développements (e, €, ...) et
(ep €7 --2)

€, € €
el...enaﬁe'l...e:,=’|(?l+§%+...+5;'—:-11-+...)

€ | € €1 | f

D 2 n

sauf s’il existe s tel que

—_ ! ’
Gl...e‘,_l—el...e_‘,__l
= ¢
€ =¢€ +1
€rp -+ €y =0...0

] 'y _
€gpp - € =0 Ay ... 0y
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auquel cas I’inégalité suivante a lieu :

Cr e )~

Nous appellerons X le sous-ensemble de AN® formé par les suites
(e,), > telles que pour tout k

€ €vq - aya, ...

et X le sous-ensemble de A? dont les éléments possédent la méme
propriété. Les nombres de [0, I[ admettent donc pour 6 dévelop-
pements les suites de la forme (0,e, €, ...) ou (e,),,, appartient
aX.

Munissons A de la métrique discréte, AN® et A% dela topologie
produit ; X et X sont des sous-espaces de AN® et A respecti-
vement et les cylindres

[b,...5, = {eEX (resp. X) s €0y ---€gug =b, ... b}
forment une base d’ouverts de X (resp. X).
Nous noterons T le shift sur X ou X :
Te=¢ ou e, =¢,,, -
Nous noterons d’ailleurs T toutes les transformations, sans que cela
préte a confusion.

Etant donné e appartenant a X, nous appellerons € la
suite de X telle que

vn=21l €

=
Vn<0 g =0.

Etant donné une mesure p sur X, nous noterons p son
extension naturelle & X.

Soit P la bijection de [0, 1[ dans X qui 4 un nombre réel
x admettant pour 0-développement (0,€, €, ...) associe
e=(€,),»,, et soit P Iapplication de [0,1[ dans X qui au
méme nombre x associe €.

Soit T I’application de [0, 1[ dans lui-méme qui 2 x associe
{0 x} : avec les notations ci-dessus :
€

n., _Sn+1 | Cn+a
T x = 0+ 02+...
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et ToP =PoT; parcontre T necommutepasa P.

Il existe ([11]) une unique mesure borélienne de masse 1 T-
invariante g, sur [0, 1[ absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue ; soit w, son image par l’applicati_on P:u,
est T invariante et nous appellerons 0-shift unilatéral le processus
(X, T,uy) ; nous appellerons 6@-shift bilatéral le processus
X, T, ).

DEFINITION 2. — Nous appellerons N(0) ['ensemble des nombres
réels x tels que la suite (T" X),>o de [0, 1[ soit répartie selon
la mesure de Rényi i, .

Nous supposerons désormais que 6 est un nombre de Pisot
de degré s vérifiant I’équation
0 =b,0°"' +...+b,0+b, .

Nous avons montré ([2]) que lorsque n=M,),cz est un

élément de X la série 2 N, 0" converge modulo un et que
neZ

I’application de X dansletore T :

qam)= 2 n,6°"

mod.1
neZ

est uniformément continue et commutea T.

Il s’ensuit que si la suite (T™ €),,, admet une mesure sur X
associée a u, la suite (g(T™ €)),,, admet pour associée la mesure
image q(u).

D’autre part, lorsque x admet la suite € =€, €, €5 ... pour
0-développement, alors

x 0" =q(T" €)mod. 1.

Soit T* le tore de dimension s, et soit T I’application du -
tore T® dans lui-méme :

TOx,...x)=0x, ,%5,...,%,,b,x, +...+b,x,).
Soit g, l'applicationde X dans T*:
q,(m)=(q(m),q(Tn),...,q(T° ' )
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est encore continue, commute & T etsi e =€, ¢, ... estle dévelop-
1 %2
pement de x
qg,(e)=(x0" ,x0"*' .. .  x6"*s~1)mod. 1.

Et comme ci-dessus lorsque la suite (T" €),., admet une mesure
associée p, la mesure image q,(u) est associée a la suite q,(e).

Nous avons montré ([2]) que toute mesure T invariante sur
le tore T° est image par I’application q, d’une mesure T inva-
riante sur X et qu’il existe un nombre réel x tel que la suite
(x 6™ ...x07*s=1) _ . soit v-répartie dans le tore.

Nous désignerons par Z[f] I’ensemble des nombres réels
de la forme :

{ecg e, 0+...+c_ 605 scy,...,c,_,EZ}

s—1

et par Q(6) son corps de fractions.

2. Enoncé des résultats.

Dans tout ce paragraphe, 6 désigne un nombre de Pisot de
degré s vérifiant

0°=b,0°" 1 + ...+,
et nous munirons le tore T° de la transformation T, :
To(xy.ooxg)=(x,...x, byx, +...+b,x,),

Q(6) désignera le corps des nombres de 6.

THEOREME 1. — Soit u une mesure sur X, d’entropie hy(u)
par rapport au shift ; alors l’entropie de la mesure q,(n) par rapport
d l'application T, est encore égale a he(u).

DEFINITION et PROPOSITION 2. — Soient x un nombre réel,
(€p,€,,€,,...) son développement en base 0, € = (e, €, ...

Alors les entropies supérieures du point € relativement a (X ;T)
et du point (x,x0,...,x0"**"1) relativement au tore T°
muni de lapplication T, sont égales et nous appellerons entropie
supérieure du nombre réel x relativement a la base 0 leur valeur
commune h(x ,0).
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Nous définirons de méme l'entropie inférieure et, si elle existe,
l’entropie du nombre x.

PROPOSITION 3. — Soit x un nombre réel, soit o un nombre
non nul du corps de 6

h(x,0)=h(ax,0)
h(x,0)=h(ax,0)
et lorsque h(x ,0),h(ax,0) existe aussi et :

h(x,0)=h(ax,0)-

PROPOSITION 4. — Soit x un nombre réel, et soit m un entier
strictement positif. Alors

h(x,0m™)=mh(x,0).

La méme égalité vaut pour h et h éventuellement.

COROLLAIRE et DEFINITION 5. — Soient 6 et (3 deux nombres
de Pisot vérifiant

0r=6t

ou r et t sont des entiers strictement positifs (nous dirons que 0
et B sont équivalents). Alors :

h(x,0) h(x,p)
Log 6 B Log B

et nous appellerons bruit supérieur du nombre x dans la base 0
le nombre

. hx,0)
b(x)= logh

h(x,0) . h(x,0)
log 6 log 6

Il en est de méme pour que nous appellerons

bruit inférieur et bruit de x.

Cette définition du bruit différe légérement du bruit défini
par Rauzy [10] mais recouvre la méme notion.
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PRrROPOSITION 6. — Soit G un groupe compact et soit T un
homomorphisme continu du groupe G.

Alors étant donné deux points u et v de G:
Au)—hw)<h(u +v)<h(u)+h();
h(u)—h(w)<h(u +v)<h(u)+h().

= =

En particulier si h(w)= 0 (nous dirons alors que w est un élément
déterministe de G)

h(u +w)=h(u) h(u+w) =h)
et lorsque h(u) existe, alors h(u +w) existe et est égal a h(u).

DEFINITION 3. — Nous dirons qu’un nombre est déterministe
en base 0 si:

h(x,0)=h(x,0)=0

Nous désignerons par D(0) I'ensemble de ces nombres.

COROLLAIRE 7. — Soit x un nombre réel ; posons h(x)=h(x,0).
Alors :

h(x +y)

h(x)—h(y) < h
) < h(x +y)

h(x)—h(y

et si z appartienta D(0) :
h(x +z)=h(x)
h(x +z)=h(x)

<
<

h(x +y)
h(x +y)

de plus lorsque x posséde une entropie, x +z en posséde une aussi.

PRroPOSITION 8. — D(0) est un Q(6)-sous-espace vectoriel de R
contenant Q(0) et pour tout entier positif m :

D(™)=D().

PROPOSITION 9. — Soit 6 un nombre de Pisot de degré s, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) x EN(0)
2) h(x)=1log6
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3) la suite (x 6" ,x6"*',. .., x0"*s=1) _ est équirépartie
modulo un.

De plus lorsque et 6 sont deux nombres de Pisot équivalents

N(@@) = N@

et pour tout nombre o non nul de Q(6) et tout nombre v de
Q) :

aN(8) +y=N(@0).

ProposITION 10. — Soit N(0)' [I'ensemble des nombres réels
tels que

x€EN(@) yEN@®) = x +y €N(@9)
alors

N4(8) =D(9).

Ceci est une généralisation d’un théoréme da a Rauzy ([10]).

PROPOSITION 11. — Soit 7 une fonction de sélection vérifiant

sup?<°°.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) la fonction de sélection T est déterministe,

'2) pour tout” nombre réel x appartenant @ N(0) la suite
(x0T xgrm+1 — ygT(n)ts- Yo est équirépartie dans le
tore T*.

Cette proposition généralise un résultat de Kamae ([5]).

Le résultat suivant s’inspire d’un résultat de M. Bernay [1] :

PROPOSITION 12. — Soit 6 un nombre strictement supérieur a 1
(pas nécessairement un nombre de Pisot). Alors

1) la dimension de Hausdorff de D(0) est nulle.

2) Etant donné N€1[0,1], soit H(O,\N) [l'ensemble des
nombres dont l'entropie en base 0 existe et est égale d ALogé ;

alors la dimension de Hausdorff de H(6 ,\) N [0, 1] est supérieure
ou égalea \.
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3. Démonstrations.

Preuve de la proposition 1. — Cette proposition est une consé-
quence du lemme suivant :

LEMME 1. — Soit 6 un nombre de Pisot de degré s ; il existe
deux nombres réels positifs ¢ et s et un nombre entier ny
tels que pour toute partition P du tore T° en cubes de coté

inférieur a c, pour tout n = no, pour tout atome A de la partition
PyT 'Py...vT"P:

T1<s
ou la somme est prise sur l’ensemble des cylindres B = [e, ... €,1°
tels que
g, B)NA+0.

Soient a, ... o les conjugués de @ distincts de 6 , qui sont
donc de module strictement inférieur 4 1; soit e = (,),cz un
¢lément de Y ; comme lorsque n appartient 3 N 0" +o +. ..+ o
est entier naturel, modulo un :

q(e) = Z €, 0"

mod 1

—(e_,ay+e_,0l +te_ ;03 +..)

4)
—(e, o te a7 +e_ 003 +..)
=t ittt
ou f;=—(e_,0;+e_,af +...) est un nombre complexe pour
i=2...s5.
r
Soit ( : ) le vecteur réel représentant q,(¢) dont les coordon-
r

s
nées appartiennent 4 [0, 1.

I1 existe des nombres m, ... m, bornés par

M = max (0’+i Ia’,'cl)

K=2..5 ji=1
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tels que :
ry=t;t... .+t +m,

r,=0t +to,t,+ . tat,+m,

(5)

=0Tt b ol +m,

cette égalité a lieu dans R” et non plus dans le tore.

Soit €' = (e, ),cz un autre élément de Y, soient t et my
définis comme pour €.

Supposons gq,(e) et q,(e') contenus dans un méme parallélé-
pipéde du tore T® de coté inférieur & c; il existe alors des réels
positifs &, ... 8, inférieurs & ¢ et des entiers n, = m, —m; bornés
par 2M tels que :

! '
€&, € 2 ) _ '
—+—+...)—(0—+—+...)—t1 -t

6 62 6?2

ng +9§, 1 1

n, +4, a, o
n, +8, o~ ! of 1
1 1 1

0 a, o
651! o5~ ! o1

Pour tout couple (5,2 de nombres réels positifs suffisamment
petits on peut trouver ¢ tel que le quotient t, —t, prenne
ses valeurs dans la réunion de (2M)’ intervalles disjoints (B,),c,
du tore T au plus, de longueur inférieure 3 §, séparés les uns
des autres par des intervalles de longueur supérieure 4 £.
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Nous fixerons 6,2 appartenant 4 R et r et k appartenant
a N telsque:

r<k
f f
6<4—0k<27;—1 6)
4
!2>45> Y 0'

ou f aété défini en (3) au premier paragraphe.
Soit ¢ défini par & et 2 comme ci-dessus.

Soit P=(P,...P,) une partition du tore T® en parallélé-
pipedes de cotés inférieurs a c.

Soit A=P, NT™'P, nN. .NT™"P,  un atome de Ia
partition Py T~ va. vT "P

Soient € = (e,),cz ¢t € =(e,),cz appartenant a X, et
vérifiant €, ...€, =€} ...€ .

Supposons q,(e) et q_'(e') tous deux dans A :
q, € P,-0
q,(Te)E Pi1

q:(Tn 6) € Pin

et il en est de méme pour € donc

, =t |—|(t9 +—2+ )—(i+i+...),<£.

4
Comme { est supérieur a 7 t, et t'1 sont dans le méme intervalle

B,, de longueur inférieure 4 & et donc a zf— d’aprés I’hypothése
(6).

D’aprés la remarque (3) du paragraphe 1
. I ’

.oubien €, ... €., =€ ...6.,,

.oubien €,,, =¢€,,, + | (oul'inverse).

- . 1] .
Recommengons le méme raisonnement avec Te et Te 1q,(Te)



14 A. BERTRAND-MATHIS

et q,(Te') se trouvent dans le méme parallélépipede P, . de coté
€ € .

au plus ¢ :(7+ .. ) et (? + .. ) doivent se trouver dans le

méme intervalle B; de longueur inférieure a & puisque leur

distance est inférieure a {.

. ] : .
-Si €,,, =€,,,, alorscomme ci-dessus :

ou bien €,,, = €.,

oubien €,,, =€/ ,, + 1

- Si €, =€, +1alors ¢,,=0 et €4+, =a, car sinon,

la condition

—_ ! ’
€ ...6 ——ez...e,

€r1 =€y T 1
’
€4+1 ¥a; ou ¢,, #0

implique d’aprés la remarque (3) du paragraphe 1 et la condition
(2) sur les 6-développements :

Q> >|(62+€3+ ) 62+62+ |>£>5.

61 6 6? 0 62
Recommengons encore une fois :
SL€ € €6y 6y TE ... € €y €, alors €,, =¢,,
ou €,;=¢€,5+1
Slo€ ... €, =€ ...€, ete,, =€,,, +1
alors €,,, =0 ete,, =a,
.Sl € ..., =€ ...€
€r+1 =€:+1 +1
€12 =0 €., =4,

alors toujours d’aprés (3)
0>= |( €2+ (3+ 2+ |> > 8

saufsi €,,5, =0 et ¢,,, =a,.

Itérant ce procédé nous arrivons a la conclusion que

0 '
€ ...€, =€ ...€,
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sauf §’il existe un entier s ne dépendant que de €, ...¢€, tel que
1 !
€, ---€ =€ ...€
I
€1 = €y T 1
€+2=...7€, =0
] " _
€4p v+ €, =y Ay ... Ay gy,
Une fois €, ...¢, fixé, €,,,...n ne peut prendre que deux
valeurs au plus et la somme cherchée est majorée par :
S=2x[6] M*.

Preuve de la proposition 1

Comme I’application g, est continue :
hy(T) = hz(T) = hqs(u) (D)

et il reste & montrer 1’inégalité inverse. Soit P une partition du tore
T° en parallélépipédes de coté inférieur a ¢, ou ¢ et S sont fixés
comme au lemme qui précéde

1
hgwy (M =A@, T)= lim —h@®v T 'Py...v T "P).
s n—>o N

Soit Q I'image réciproque par I’application q, de la partition
P; comme g, commute aux shifts :

RQvT 'Qv...vT "Q=r@vT 'Py...vT "P).

Soit A la partition de X dont les atomes sont les cylindres [u]®
ou u parcourt I’ensemble (0, 1,...[0]).

Cette partition est un générateur du 6-shift et donc
1
hz(T)= lim —h(hyv T"'Ry...v T""R).
n—>« N
Appliquons la formule classique :
h(R;)=h(R,/R,) + h(R,)

1
hy(M = lim —ARvT ' Ry...vT"R/QvT ! Qv...vT" Q)

n—>o N

1
+ lim —2QvT 'Qv...vT "Q).

n—>ow N
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Montrons que A(Rv T 'Rv...vT "R/Qv...vT "Q) est
borné indépendamment de n

1
hg (M =lim —hQv T Qv...vT"Q

n—>on

1
=lim —h@®PvT 'Py...vT "P)

n—->o N
< hqs(;;) (T)

ARy ...vT "R/Qv...vT "Q=2udrRv...vT "/d)
ou d parcourt Il’ensemble des atomes de 1la partition
RvT 'Ry...vT "R.

Comme il y a au plus S atomes (S est défini au lemme ci-dessus)
de Rv...v T™" R pour recouper d

ARy ...vT " R/d)<logS$S

et puisque Z u(d) est égal a1, la borne cherchée est Log S.

L’application ¢q, définie dés que 6 est un nombre de Pisot
laisse donc invariante I’entropie d’une mesure et c’est une application
surjective ([2]).

Il semble par contre impossible, lorsque 6 est un nombre
algébrique admettant un conjugué de module strictement supérieur
a 1, d’établir une telle relation entre le 0-shift et le tore T® car
les entropies de ces processus ne sont plus les mémes ([13]).

Justification de la définition 2

" Soit x un nombre réel que nous supposerons compris entre
0 et 1 (cela ne modifie que le terme partie entiére du développement
de x et n’affecte pas la répartition modulo un de la suite
(x0"),5,); soit €= (e € ...) son développement en base 6.

Soit v une mesure associée a la suite (T" €),,, de X;
alors la mesure q,(v) a méme entropie et est associée a la suite
dutore (T (x 6" ,x6"*! ,...,x6"**" 1)), .,

Soit 7 une mesure associée a la suite du tore :
+1 +s-1
(x6" ,x0" " ,...,x0""°" %), 50

il existe alors une mesure » associée a la suite (T” €),,, et telle
que :
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;) =1
donc :

h,(T)=h_(T).

L’entropie supérieure de € est donc égale a celle du point
(x0" ,x6"*' ... .,x60"*"1) du tore T°; il en va de méme
de l'entropie inférieure et de I’entropie lorsqu’elle existe. D’ou la
cohérence de la définition.

Preuve de la proposition 3
Soit y=c,+c,0+...+c,_,0°"! un élément de Z[6].
Soit q” I’application de X dans T:

2 n, 0"

mod. 1
ne

I

q"(n)

]

2 nn(co +C; 0+ "'+cs—1 0-""1)0—71

mod. 1
neZ

et soit q) I’application de X dans T®:

q(n)
s = 9(Tn)

q(T°*~ ' n)

De méme que q,,q] est continue et commute aux shifts ; soit
Xx un nombre réel, soit € = p(x) ; alors modulo un :

ax 6"
~ »
Y€)= axo”
.ozx gnts—1

Montrons que le lemme 1 reste vrai si 'on y remplace q, par q ;
soient v, ...7, lesconjuguésde 6 :
Yi=Cotc oyt +.. .+, ot

s—1
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Avec les notations (4) précédentes, modulo un
GgE=vt,+71,t,+...+7,1¢,
YO0t ty,at, + .ty a1

A T N A i 2 Ak

Le déterminant du systéme, analogue au précédent, est encore
non nul et nous tirerions ¢, et poursuivrions la démonstration
de la méme fagon.

11 s’ensuit que I’entropie supérieure du point
(yx,yx0,...,yx0"" ') du tore T® est égale a celle du point
€ = p(x) de X etquedonc:

h(x,0)=h(yx,0)
lorsque vy appartienta Z[0].
Comme

E(E,e)=i(7.3‘;,o)=h‘(x,e)

ceci est encore vraisi vy est un élément de Q(9).

Il en va de méme pour % et h.

Preuve de la proposition 4

Elle s’appuie sur le

LEMME 2. — Soient E un espace métrique compact, T une
transformation de E dans E, x un point de E. Alors pour tout
entier m Sstrictement positif :

hym (x) =m hy(x)
etde plus
B (TX)=h_, (x).
Montrons le lemme dans le casou m=2.

Soit v une mesure associée a la suite (T>" x),., ; il existe
donc un ensemble infini S tel que pour toute fonction continue f
de E dans R:
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1
lim — Y x)y= [ fav.
Nl—{nw 2N 2n<N f(T x) ff v
Nes

Il existe alors un sous-ensemble infini S, de S et une mesure T
invariante p tels que pour toute fonction continue f de E dans
R:

1
im — X f(T"x)= [fdu

Nes; N n<N

etsi v, estla mesure image de v par T :

1
im = ¥ 1" x)=[far,

N-« 2N p<N/2
et ainsi
1
k=@t
d’ou
1
hy2 (u) = 5 (hp2(v) + hpa(v))).

Or hTz(”x) est égale a hTz(V)Z soit en effet une partition P de
E telle que

1
lim —h,PyvT 2Py...vT "' P—ph@)|<e.

n—>o N

La partition T~'P de E vérifie puisque », est la mesure image
de v:

h,PvT 2Py...yT "P)
=h, (TT'PyT (T 'P)v...v T""(T"' P))

et
hT2 @)= hTz(v) —e€.
Comme » et v, jouent des roles symétriques :
hTZ(Vl ) = hTz(V)
et

h'r2 (’1) = hT2 (Vl ) .

Par ailleurs
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hia(u) =2 hy ()
hpa(w)=2h ().

Inversement, si u est associé a la suite (T" x),,, on peut écrire
de la méme fagon :

1
#=5(v+v1)

ou p, et v sont T invariantes et images réciproques I'une de l’autre :
le méme raisonnement conduit 4 la méme égalité, d’ou la premiére
partie du lemme.

La seconde est vraie car si v est une mesure associée i la suite

tT**(x)), 5, la mesure image réciproque », par T est associée
a la suite (T?>"*!x),,, et les entropies de ces mesures sont égales.

Preuve de la proposition 4

Montrons la dansle casou m = 2.

Soit X2 le shift pour 6% ; nous noterons S la transformation
associée (car il pourrait ici y avoir confusion) a 62 :

vy v,
s| - |=| - ou 62" =d 0*"-D + . +d,
vn
v, d,v,+...+d,v,

La transformation : x —> {62 x} n’est pas le carré de la transfor-
mation x —> {#x}; ces transformations sont probablement
conjuguées.

La transformation S du tore T° associée 4 62 n’est pas non
plus le carré de celle associée a 6 et nous ne I'utiliserons pas.

Nous utiliserons I'application q2 de X?® dans T° qui 4 u
associe le point du tore T* :
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—2n+s—1
> u, 0
ne2
mod. 1

Siv=(v,v,...) estle 62-développement de x enbase 6°
x 02n
x 02n+l
q2(8"v) =
;c g2n+s—1
et I’entropie supérieure de x par rapport a 0% est celle de v par
rapporta S.

Procédant comme au lemme 1, écrivant 1’image de u sous la
forme :

[ P
0t, +... . tast,
qi(u) =

0=t +...+ai"ly,
nous prouverions que
hs(v) = hy(x,0%)=h_, (x,x0,...,x0°"1);
d’aprés le lemme 2

hoy(x,x0, ..., x 0" 1)=2hy(x,x0,...,x61)

=2h(x,0)
d’ou la proposition.

Le corollaire S s’ensuit de fagon immédiate.
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Preuve de la proposition 6

Soit f:GxG — G
(x,y) — x+y
f est une application continue et fo (T x T) = To f.
Soit (x +y) unpointde G.

Soit u une mesure associée a la suite (T"(x + ¥)),5,, etsoit S
un ensemble tel que pour toute fonction continue g de G dans R

Z g(T"(x + ) = u(g).

'ZI--

es
Il existe un sous-ensemble infini S, de S et une mesure v

sur G x G tels que pour toute fonction continue g de G dans R
et £ de (G x G) dans R:

1
lim = X T" x T"(x,¥))=»(®)
N- e« NN
NESl
.1 n
lim — 2 g(T x)=V|1 &)
N>« NN
NeS;
lim — Y2 g(T"y)=v, @
N-o N n<N 12 .
NES;

Alors (G, T,u) est facteur du processus (Gx G, T x T,»):
il nous suffit de montrer que I’application f conserve la mesure ;cela
est vrai car étant donné un ensemble mesurable A

T"(x +y) =T"(x) + T"(¥)EA « (T"x,T"y)ef ' (A)
et donc '

he(W) < hg, .t ).

Montrons que Ay, (V) <h, +h

lvy lvg

Comme G est 4 base dénombrable il existe une suite croissante
(A,),>o de sous-algébres finies de I’algébre des boréliens telle que
la sous-algébre engendrée par les réunions soit précisément 1’algébre

des boréliens.
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Soit B, la sous-algebre de G x G formée par {D x G ;DEA,}
et C, = {GxD;D€EA,}.

La suite de sous-algebres B, xC, = {ExF;E€B,,CeC,}
est croissante et engendre la tribu des boréliensde G x G.
D’aprés un théoréme classique (Walters, p. 90)

lim &, (TxT)= lim h(TxT,B,vC,)
n— o

n-— o

ou h“(T x T,B, v C,) désigne I'entropie d¢ G x G muni de la
o-algebre engendrée par B, v C,v T 'B, v T ' C,v ... et dela
mesure u par rapport a la transformation T x T.

Or
h,(TxT,B, xC,)<h(TxT,B,)+h(TxT,C),)
=h,, (T,B,)+h,(T,C,)
et la limite de cette quantité lorsque » tend vers l'infini est égale
toujours selon le méme théoréme a h, +h,, .
Nous en déduisons
h(u +v) <h(u) + h(v).
Comme h(v)=—h(v)
;(u —v) <i7(u +v) + i?(v)
h(u) —h(v) <h(u+v).

Nous procéderions de méme pour 4 et h.

La proposition 8 et le corollaire 7 se déduisent immédiatement
des propositions 4 et 6 (Q(0) est inclus dans D(8) parce que 1
s’y trouve déja).

Preuve de la proposition 9

J’ai déja donné ([2]) de ce théoréme une preuve plus longue mais
plus explicite, qui ne s’appuie pas sur la notion d’entropie mais sur
des travaux de Salem.

La mesure de Rényi-Parry p, est la seule mesure T invariante
sur [0, 1[ dont I’entropie est égale a Log6 ([2][14]) ; les propo-
sitions 1 et 2 sont donc équivalentes d’aprés la définition 2 et la
proposition 2.
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La mesure de Lebesgue sur le tore T est la seule mesure T
invariante d’entropie Log® ([13]); ainsi les assertions 2 et 3 sont
équivalentes.

L’équivalence entre 1 et 2 confrontée au corollaire 5 prouve que
lorsque 6 et B sont équivalents N(6) est égale 3 N(B).

Comme h(ax,0) est égal 4 h(x,0) d’aprés la proposition 3
lorsque « est un nombre non nul de Q(4),

aN(0) =N(6)
et comme Q(0) est inclus dans D(0), d’aprés la proposition 6
aN(@) +y=N(@).

Preuve de la proposition 10

D’aprés la proposition 6, D(8) est inclus dans N(6)' . Montrons
Pinclusion inverse.

LEMME 3. — Soit 6 un nombre de Pisot ; y appartient a N(§)
si et seulement si

VxEN(@),Va#0€E2Z[0],VBEZ[0],ax + 8y EN().

Soient x ,a et B comme ci-dessus, y appartenant a N(8)* :

2 eN@®)
B

ax

? +yEN(@).
Multiplions par § :

ax+ By EN(@).
La réciproque est claire.

LEMME 4. — Soient % =dx, ...dx, la mesure de Lebesgue sur
le tore T°, 0 un nombre de Pisot de degré s, et soit y appartenant
da N(0)* ; alors pour tout x appartenant a N(60), pour toute mesure
v associée d la suite

(6", x 0", x0Tt yon yentt L ygnte-ty

du tore T° x T°, il existe une mesure v associée & la suite
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(o" ...y 0" 1) o dutore T° telle que
Y=2Q®v,

Soient (b, ...b,) un s-uplet non nul de Z°, (cy...¢p)

un s-uplet de 2Z°; soit x appartenant a N(6) ; d’aprés le lemme
précédent

x(by +b,0+...+b,6°"1) tyle, v, 0+ ...+, 0" 1)EN®O),
et d’aprés le critére de Weyl pour I’équirépartition modulo un :

1

lim — Z ezin[(b1+b29+...+b,os—l)x+(c1+czo{r...+c,93—l)ylen=0
N- Nn<N

ou encore, puisque

lim _1 2 elimlert...tes05—yxom —
N-= N,<N

1
N e N
1

i s—1
— = Y FTrOner . veg0 )f Q2B+ +bgxy) dx, ...dx_,]=0.
Nn<N

D) e2i1rx8”(bl+...+b,6-"—1) g2imler+ co.teg05—1)
dmd
n<N

L’espace vectoriel engendré par les fonctions e™ 151+ ..+xsby)
est dense au sens de la convergence uniforme dans 1’ensemble des
fonctions continues sur le tore T* ; il en résulte par passage a la limite
que pour toutes les fonctions continues f et g surle tore T* :

1
lim | — Z f(xen-..x0n+"_l),g(y0"_'.yen'*.r—-l)
Nn<N .

I
—_—— n n+s—1 —
NI 800 yo )fTsf(xl...st—OU)

et silamesure u est associée a la suite

(x 07, ..., x 0" =1 ygn L ygnremty

du tore T°x T*, il existe un sous-ensemble infini S de N et une
mesure v sur T° telle que
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lim --;If(x 0", ..., x 8" ) g(yon,. .., yonte-1)

N = o

NES
=/  (.ody

TSx TS

1

lim — on ..., yonts—1) = dv,

r;;;NENg(y y ) fTS g
(S

et d’apres (7),
Yy=L®v.

Cette démonstration a été recopiée dans Rauzy [10].

LEMME 5. — L'application q,,=q,®q, de [I'ensemble des
mesures T x T invariantes sur X x X dans ’ensemble des mesures
T x T invariantes sur T° x T* est surjective.

Soit une mesure <y ergodique sur T x T®: elle admet un
point générique (u,v) (c’est-a-dire un point tel que la suite
(T" u, T" v),,, soit répartie selon la mesure 7.

1 1 1
) o,
Soient w, = . w, = w, =
0.!— 1 Ol‘;_'l a;— 1

les vecteurs propres de T pour les valeurs propres 6 ,a,,...,q,

dans C* ou les a; sont les conjugués de 6, de module strictement
inférieura 1.
Ecrivons :
u=x,w, +x,w,+...+x,w, dans C’
v=y, w, +y,w,+...+y w, dans C*. ‘
La suite (T” u,T" v) est adjacente a la suite du tore T*x T :
(x, 0" ,x, 6"%1 ., x, 0"*,y 0", ..,y 0777, L,

Si e est le 0-développement de x et n celui de y, et si
8 est une mesure associée a la suite (T" e,T"7n) de XxX
glors vy est image de & par I’application gq,, = ¢, ® q,.
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L’application gq,; est affine et continue pour la topologie
vague : comme les points extrémaux (qui sont les mesures ergodiques)
de l’ensemble des mesures sur T° x T® sont atteints, toutes les
mesures sur T° x T® le sont (elles sont limite vague d’une suite de
combinaisons linéaires finies de points extrémaux).

LEMME 6. — Soit v =(y,y0,...,y0°"Y) un point de
T°, soit v une mesure associée ¢ (T" V),50 . SOit 7y une mesure
T-invariante sur T° x T* telle que :

v, =v.
1l existe un point (x,y) de [0,1[x [0,1[ tel que la suite
(xen’xerwl’.."x0n+s—1’y6n,y0n+1,_..,y0n+3—1)n>oad.

mette la mesure Y pour mesure associée ; on peut prendre x dans
N(6) lorsque v, est la mesure de Lebesgue sur T* .

Soit & une mesure sur X x X dont v est la mesure image ;
cette mesure existe d’aprés le lemme 5.

Soit 7 le O-développement de y: la mesure & =47
est associée a la suite (T" 7),5, -

Considérons 8§ comme une mesure sur
{0,...,[6D%* x {0,...,[613%:

d’aprés le théoréme 2 de Kamae [5] il existe un point € de
{0,1,...,[0]}% tel que la mesure & soit associée la suite
(T" e, T" Mp>0 5 € n’est pas nécessairement un 0-développement

maissi x = ' (e,)/6" alors la suite
nz0

(x0",...,x 0"t yon . ., yente-1)

est y-répartie.
Si 7v,, estla mesure de Lebesgue, 8, est ergodique et toujours

d’aprés le théoréme 3 de Kamae, on peut choisir € tel que la suite
(T" €),5, soit 8 -répartie: x est alors un nombre de N(8).

Preuve de la proposition 10. — Soit y n’appartenant pas a v(f):
il existe une mesure v d’entropie strictement positive sur T® associée
a la suite (y 0" ,...,y0"**=1) _ . La mesure » n’est donc pas
indépendante de la mesure de Lebesgue (Furstenberg [3]) qui est
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d’entropie strictement positive aussi : il existe une mesure v telle
que :

Y =2
Y2 =V
YFL®v

et il existe donc x appartenant a N(0) d’aprés le lemme 6, tel
que la suite (x60",...,x0"""l yon, ... ,y0"" N o,
admette la mesure vy comme mesure associée.

D’aprés le lemme 4, y ne peut appartenir & N(8)* qui est donc
inclus dans D(9).

Soit y appartenant a D(0); alors h(x+y,0)=h(x,0)
pour tout x d’aprés le corollaire 7 ; comme d’aprés la proposition 9,
x appartient 3 N(0) si et seulement si h(x,0)=Logf, x+y
appartient & N(f) dés que y appartient : ainsi D(6) est inclus
dans N(0).

Preuve de la proposition 11. — Cette démonstration est directement
inspirée de Kamae [5].
Montronsque 1 = 2.

Soit 7 une fonction de sélection déterministe telle que

7(n)
sup

< oo,

Soit 6, €{0,1}N, 6,(n) =1 si n€7(N)
= sinon.
Soit u une mesure associée a la suite
(x 07 x gr(m)* | x gr(m)te-1y

selon ’ensemble S.

Soit V I’ensemble infini : {n ;nE€EN,r7(n)€S}.

Soit 4 une mesure associée selon un ensemble WCV 4 la
suite  (x 6" ,x0"*' ..., x0"**"1 .0 (n),5, de T°x {0, 1}V,

Alors v, = u,

Y, est une mesure d’entropie nulle et (Pinsker [9]) les
mesures pg et v, sont disjointes :
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Y= Uy @7, -

Soit A un sous-ensemble mesurable de T®, soit B I’ensemble
des suites (w, ,w;,...) de {0, 1}V dont Ia premieére coor-
donnée vaut 1

1
Yp(B)=1lim — {n <N, 3p n=7(@P)}
Nes N

Y(A x B) = py(A) . v,(B).
Or

1
lim ﬁ# {(n<N;(x6",x0""',. .. ,x6""""1)eA;T"(,) EB}
N -
New

= y(AxB) = g1, (A) . 7,(B)

1
= lim -ﬁ# (n<N,3apn=7(p) et (x07P) . . x97(P*ts-1)cA}
N — e

New

P
= Jlim T—(;)# P<P;(x07®), . .  ,xg7(P)*-1)c A}
PES

et donc

lim # {p <P(x0"®) , . .. ,x07P)+s-1ye A} =y, (A)
P o

3=
et ainsi u(A) = uy(A) : (1) implique (2).
Montronsque 2 = 1.

Soit 7 une fonction de sélection non déterministe, soit 6, défini
comme plus haut ; soit une mesure » associée a 0, selon un
ensemble S, d’entropie non nulle.

Comme le processus (T°,T) est facteur par 'application g,
du 0-shift bilatéral qui est lui-méme un processus de Bernoulli [12]
son extension naturelle est un processus de Bernoulli. II existe
donc une mesure y sur T* x [0, 1]N telle que :
Y T Mo
Y2 =V

YF Py OV
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et en particulier il existe un ensemble mesurable A de T° tel que si
B={(4,),50 €0, 1}V su, =1}
alors
v(A x B) # i (A) . Y2 (B)
#* e (A) . v(B)
sinon le lemme 3.1 de Kamae serait en défaut.

Par le méme procédé qu’au lemme 6 nous montrerions qu’il
existe un point x de N(60) tel que la suite

(x 0" ,...,x0""*=1.0,.(n),s, de T*x {0, 1} N
soit répartie selon la mesure +y.

Comme ci-dessus nous montrerions que

7(A X B) — qs l_ 7(p) T(p)+s—-1
»(B) —l}lenéP#{p<P(x6 ye..,x0 JEA}
# g (A)

etdonc 2 = 1.

Preuve de la proposition 12.1

Recopier soigneusement la démonstration de M. Bernay [1]
en y intégrant le fait que le nombre de cylindres d’ordre
n [e;,...,c,]° de mesure non nulle du 6-shift est de ’ordre de
0" et que la longueur d’un intervalle de la forme

x€0,1];x=¢€y,€ ,€6 ,...;€,...,€
s ) 1

est inférieure ou égale 3 -

Preuve de l'assertion 12.2

Soit § = 6*.

Soit §, une suite croissante de B-nombres de limite & .
€
Soit A={x=) ()—::E]yGN(s),y=e1 €, ... en base §}.
n=1

L’entropie d’un nombre de A est Log 6§ = A Log 6.
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Considérons le recouvrement de A par des intervalles de la forme

I, . ¢, =1252=0,€, ,€,,... enbase 0; €,,...,6 =¢y,...,¢,}
ou ¢, ,...,c, parcourt!’ensemble des mots figurant dans les &-déve-
loppements.

Nous savons qu’il existe deux nombres réels a et b strictement
positifs tels que le nombre de ces intervalles soit compris entre
ad" et b&" (Ito-Takahashi, [4]) et que leur longueur est majorée

par o ; la mesure de A dansla dimension v est finie : la dimension

de A est inférieure ou égale a 7.

Nous ne la majorerons pas directement car nous ne savons pas
minorer la longueur des intervalles I, ... ¢ mais par intermé-
diaire de la suite 8, . Comme plus haut, le nombre d’intervalles de la
forme I, =~ ¢ Oulemot ¢ ,...,¢ figure dansles §,-développe-
ments (donc dans les 8-développements est minoré par a, 67 et
comme &, estun B-nombre, il existe v, tel que (v,)/(8%) minore
la longueur d’un tel intervalle.

Ainsi la mesure de A dans la dimension 7 est supérieure a

n
8% vy
k en'y

lim

n— o
qui est infini si 67 < §, .

La dimension de Hausdorff de A est donc supérieure ou égale
a A\, donc égalea A\.
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