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I. INTRODUCTION

La notation de deuxiéme microlocalisation le long d’une sous-variété
involutive réguliére V de T*R", le fibré cotangent 4 R", a été inventée
par M. Kashiwara (cf. [5], [1]). Indépendamment et en utilisant ses propres
méthodes J. Sjostrand a défini, dans [11], § 16 la notion de deuxiéme front
d’onde analytique sur une sous-variété lagrangienne réelle de T*R". Le
but de ce travail est de montrer comment la belle théorie de J. Sj6strand et
les résultats géométriques de P. Shapira[9] permettent de construire
naturellement une deuxiéme microlocalisation le long d’une sous-variété
isotrope réelle I' de T*R", indépendamment d’un éventuel plongement
de I' comme feuille d’une variété involutive V.

On utilise donc ici systématiquement les espaces H, de
J. Sjostrand [11]: si X est un ouvert de C”, et ¢ une fonction continue
sur X, a valeurs réelles, une fonction u(x,A) définie sur X x R, ,

holomorphe en x, appartient 4 H,(X) si, et seulement si :
1. Ve > 0, Ir(e), A = A(e) = VxeX, Ju(x,\)| < eMo*el,

Pour ue H,(X), on définit son spectre, SS(u), comme étant le fermé
de X, complémentaire des points au voisinage desquels on a une
estimation 1 avec ¢ remplacé par ¢ — C, ou C est strictement positif.
Lorsque ¢ est strictement pluri-sous-harmonique, la 2 forme de

.2 . . , L1
Lévi n 00¢ munit X d’une structure symplectique réelle et les éléments de
H, jouent le role des micro-fonctions sur T*R". Pour I' sous-variété
2 . . .
isotrope de X pour ?36(p, on introduit en IV.5 la notion de I’

analyticité (I’analogue ici de ’holomorphie partielle) et c’est cette notion
qui est (deux) microlocalisée en associant a tout élément u de H, un
deuxiéme micro-support noté SZ(u), qui est un fermé d’une variété
analytique réelle de dimension 2n, [ (construite en II) qu'on appelle
éclaté symplectique de I'; [° est un quotient des vecteurs tangents
d’ordre deux a I', est munie naturellement d’une structure symplectique
homogeéne, et on a une injection canonique de T*I' dans I.

Pour construire ce deuxiéme micro-support on procéde comme suit :
I’ étant fixée, on construit (cf. IV.3 pour les énoncés précis) des
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transformations intégrales dépendant d’un petit paramétre réel positif p :

2. u(x, M) > v(y, i, M) = je‘”""“"'”’p(y,x, 0, )u(x,A) dx A do

ou yeY estune variété analytique complexe de méme dimension que X
et les variables 0 des paramétres techniques auxiliaires, de sorte que pour
p>0 fixé, 2 est une transformation canonique quantifice de H,(X)
dans Hpy;,,(Y), (ou W(yu) dépend analytiquement de p et
Yo(y) = ¥(y,0) est strictement pluri-sous-harmonique), de transformation
canonique associée y — x,(y). La transformation y, dégénére lorsque
p =0, %(Y) =T, eten prenant la classe dans " du chemin tracé dans
X, p— %.(»), on obtient alors une transformation canonique A de Y

(muni de %36‘?0) dans I*, et on a:

A(y,) ¢ S2(u) si, et seulement s’il existe ¢ > 0 et W voisinage de y, tels
que:

Mer O<E<He ASAW = VyeW [p(ud) < M Mw-d

c’est-a-dire I’absence de spectre pour v en y, dans un espace de Sjostrand
avec paramétres (cf. [11], § 16).

Il est alors naturel de faire toutes les constructions en travaillant dés le
départ avec des espaces de Sjostrand avec paramétres, ce qui permet de
traiter d’'un coup les microlocalisations successives.

On a regroupé au III les rappels nécessaires de la théorie de
J. Sjostrand, la partie géométrique IIL.S est directement inspirée de [9] et on
a donné en II1.3 le théoréme d’inversion des opérateurs pseudo-différentiels
elliptiques avec parameétres, essentiel ici, et di a Y. Laurent (cf. [7]).

Les parties IV.l et 3 sont consacrées a la construction des
transformations intégrales de type 2, et le lemme IV.2 explique pourquoi
notre méthode est naturellement associée aux sous-variétés isotropes. En
IV.4 on définit le deuxiéme micro-support et en IV.5 la T'-analyticité; les
résultats principaux sont les théorémes IV.5.1 [prolongement analytique],
IV.4.4 (Water melon) IV.5.2, (régularité microlocale).

Enfin, dans la partie V, on applique les résultats qui précédent pour
résoudre un probléme de diffraction dégénérée qui permet d’étendre un
résultat de Kataoka (cf. [5] et aussi [10]), a des géométries non strictement
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convexes (c’est en fait ce probléme qui nous a donné l'idée des
constructions précédentes). Nous obtenons en particulier le résultat suivant
comme cas particulier du théoréme V.2 :

Soit Q un ouvert de R, de frontiére 0Q analytique prés de x, € 0Q.
Soit D la droite dans RM:

D = {X(s)=Xo+5&, |&ol=1}.

On suppose D — {xo} = Q preés de x,. Alors si u est solution de

I’équation des ondes OOU =0 dans Q x R, et si les points de

T*RY xR): '
(x=x(s), t=5;E=&p,1=—1)

ne sont pas dans SS(u) pour s # 0 petit, alors le point de T*(0Q xR,)
défini par:

(x=x0’ t=0’ T|=T|:(E_,0), = —1)

n’est pas dans le spectre des traces de u sur 0Q x R,. (n désigne la
projection de T*RN/0Q sur T*iQ).

Remarques générales.

Comme il est naturel d’aprés [11],§ 16, les techniques de deuxiéme
microlocalisation font intervenir des « petits paramétres ». Ici, pour
condenser les notations, les « petits paramétres » seront remplacés par les
¢léments a d’un espace topologique A muni d’un filtre £ :

01) F<c2A);, g¢F,F,eF et F,eF =>F, nF,eF,;
FeZ, FcG => Ge%.

Pour A’ sous-espace de A, toutes les applications de A’ dans R qui
suivent seront supposées localement bornées.

Si Q est un ouvert de R”, une fonction % analytique sur Q sera une
application f(x,a) définie sur Q x F pour un Fe %, analytique en x
et qui vérifie que pour tout compact K de Q, il existe Fxe #, Cx > 0
et a - Bg(a) de Fx dans R, (loc. bornée) tels que

(0.2) VaeN, VaeFx sup|f@(x,a) < Bx(a)C¥*'|o!
K

[donc f admet un prolongement holomorphe dans un domaine
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indépendant de a]. On ne distinguera pas entre deux fonctions qui
coincident surun Fe &, etondira que f est F.bornée si on peut choisir
Bg(@) =1 dans 0.2. Si fy(x) est analytique sur Q, I’expression :

0.3) lim f = f,
F

signifiera toujours pour tout compact K de Q, il existe Cx > 0 et pour tout
€>0, Fxe# tels que:

Vo, VaeF,sup|f@(x,a)— ) < CE |o'e.
K

Alors f est & .bornée et on a la propriété de limite localement
uniforme pour les prolongements holomorphes. On définit de méme les
fonctions & holomorphes. Pour x,€Q, f non nul au voisinage de x,
signifiera : il existe ® voisinage complexe de x, et Fe % tels que
inf {|f (z,a)|,ze ®} = [B(a)]"!, ou B(a) de F dans R% est localement

, 1 . . , . ,
bornée. Alors — est & analytique (mais pas nécessairement & bornée).

Lorsqu’il n’y a pas de confusion & craindre, on supprimera le préfixe & .
On aura a se servir du lemme suivant :

LemME (0.4). — Soit G(y,x,a)# .analytique sur U, x U, voisinage de
(0,0) dans R? x R" telle que lim G = g. On suppose que x — g(0,x) a
F

un point critique non dégénéré de signature (r,,r_) en x = 0. Alors il
existe V,CCU,, V,CCU, voisinages ouverts respectifs des origines dans
RP,R" et x(y,a)# .analytique de V, dans V, tels que l'unique point
critique de x — G(y,x,a) dans V, pour yeV, soit x(y,a); il est non
dégénéré de signature (r,o,r_) et li;n X(y,a) = Xo(y) ou Xo(y) est

l'unique point critique de x — g(y,x) dans V. pour yeV,.

Soit f(x) analytique sur R"” prés de 0 et admettant en 0 un point
critique non dégénéré de signature (r,,r_). Comme dans [11], on appelle
bon contour pour f une application ¢t —» x(t) de U = {teR'-, |{|]<C,}
dans R", C® injective a différentielle injective au voisinage de U telle
qu’il existe C, > 0, de sorte qu’on ait:

05 x(0)=0; VteU, f[x(®)]< f(0)— C,lt?.

Les contours (i.e. R") seront toujours orientés.



DEUXIEME MICROLOCALISATION 151

Il. ECLATE SYMPLECTIQUE D’UNE SOUS-VARIETE ISOTROPE

IL.1. Rappels et notations.

Soit M une variété analytique réelle, symplectique, de dimension 2n.
On note J I'isomorphisme canonique d¢ TM dans T*M déduit de la
structure symplectique et pour peM, u,veT,M on note {u,v) le
produit symplectique des vecteurs tangents u et v de sorte que
(u,v) = J()[u]. Pour feC®(M,R) on notera H le champ
hamiltonien de f défini par:

J(Hf) = df.

Si fet gsont deux éléments de C*(M, R), leur crochet de Poisson,
noté¢ {f, g} est défini par:

{rg} = Hlg] = dg[H,] = (H,,H,).

On a H, =[H;,HJ] ou. [,] désigne le crochet des champs de
vecteurs.

Soit I une sous-variété analytique isotrope de M, de dimension d [i.e
en tout point peI’, T,I' est un sous-espace isotrope de T,M]. On a
nécessairement 0 < d < n. On notera (TT)' Tlorthogonal pour la
2.forme symplectique de TT .

Dans la suite de ce paragraphe on fixe p, € I et les résultats qui suivent
s’entendront localement au voisinage de p,; toutes les fonctions utilisées
seront supposées analytiques au voisinage de p,.

LeMME 1. — Soit s une section de (TT)*. Il existe alors une fonction
ftelle que fIr =0, H/| =s.

Preuve. — Pour ueTI', J(s)[u] =0. Il existe donc f telle que
fle =0 et dfir=1(s).

LeEMME 2. — Soient sy, ...,Sy, lsections de TI [i.e. |champs de
vecteurs sur I'], linéairement indépendantes,telles que [s;,s;] = 0 pour tout
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ij. Il existe alors 1 fonctions f,, ..., f; telles que:
Viaj, f;’]’“ = 0; {f;,f:,} = 0; Hf,ll“ =5;.

Preuve. — Par récurrence sur [; si | = 1 on applique le lemme 1 car
TI < (TI)*. Soient donc s,,...,s4,; Vérifiant les hypothéses et
fis oo fi telles quefilr =0, {f;,fi} =0, Hglr =s5;. Soit gtelle que
glr=0, Hg|r = Si+1-

Posons 6; = {f;,g}. Par I'identité de Jacobi on a {f;,0,} = {£;,0,}.
De plus 6,/ = <s;,8+,» =0 car T est isotrope et

Heilr = [Hfi’Hg]Il' = [5i,841] =0

par hypothése. Soit alors X transverse aux champs H, et h I'unique
solution de:

Vie{Ll}, {fi,h} =6 hs=0.
Alors comme 6;est nul & 'ordre 2sur I'etles H 5, tangents arl, hest
nul a 'ordre deux sur I'.
Alors f,.; = g — h convient.

Choisissons alors d sections comme dans le lemme 2 et soient

o d
fi» ... fa les fonctions obtenues. Posons V = () f7'(0). Alors V est
i=1
une sous-variété involutive de M de codimension det T est la feuille de
V passant par p,. i.e. la variété intégrale des champs Hf, passant

par po.

DEFINITION 1. — Au voisinage de p,, un systéme de coordonnées locales
symplectique * de M, (x,E) est adapté a T si T est donné par les équations

‘xd+l='=xn=09 §=0'
* [c’est-a-dire {xi,xj} = {E.u'aéj} =0, {&i,xj} =9,
On notera alors x' = (X;,...,X3), X" = (Xg415---sXn) >

§ =G-8 & = Gas1s-- 80

LeMME 3. — Il existe un systéme de coordonnées locales symplectique,
(x,£) adapté a T.
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Preuve. — Soit V comme précédemment. On peut alors trouver (x,£)
tel que V soit donné par les équations &, = --- =&, =0 et p, = (0,0)
en posant &; = f; pour j=1,...,d et en complétant en un systéme de
coordonnées symplectiques. Comme I est la feuille de V passant par p,

0 i
et Hif = on a le résultat.

0x

I1.2. Construction de T'.

On revient a la situation globale; jusqu’a la fin de 1.1, I" désignera une
sous-variété analytique isotrope de M, de dimension d. On note
E I’ensemble des fonctions s— y(s) de C®(R,M) vérifiant y(0)eT,

d L
7(0) = 7 Y(S)ls=0 € (Yy(o)l“)l et E,, I'espace des jets a 'ordre 2 ens = 0

des ¢éléments de E; E(; est une variété analytique de dimension
d+2n—d+2n=4n. On munit E de la relation d’équivalence
~ définie par:
1) v:(0) = 7,(0)
2) VfeC*(M,R), flr =0 = (foy;—foy,)(s) € O(s?)
3) VfeC*M,R), flr=0, Hf|feTl

= (foy,—for))(s) € O(s®)

Y1~ Y2 =

et on pose

DtFINITION. — [ = E/~ .

Dans la définition de y, ~ y,, O(s?), O(s®) s’entend au voisinage de
s = 0; la condition 2) signifie ¥,(0) — 7,(0)e T, o[". Si v, et y, ontun
méme jet dans E,), ona y, ~ y, et donc [" s’identifie 4 un quotient de
E, . T est une variété analytique de dimension 2n; en effet soit poe T
et (x,£) un systtme de coordonnées symplectiques adapté a I au
voisinage de p,; notons y(0), y(0), ¥(0) le jet & 'ordre deux en s = 0

2 (s) — (0
de y dans le systéme (x,£), avec (0) = lir%M
s s

-

s’identifiant a

un vecteur tangent. Pour feC*® on a alors:
Sox(s) = flyOI + f(rON[¥O)s + [f70)[7(0),7(0)]

2
+ S G O)FONF + 0.
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Donc pour YeE, flr=0,H;|reTl:

2
fovl) = %[f'y'(o)[?(O),?(O)] + f1oi O] + 0¢?).

On a alors f=x".a+&.b+&".c avec alr=0, cr=0, dou
f"ITC x (TT)* = 0. Par suite y, ~ y, est équivalent a:

r

71(0) = v2(0), 71(0) — ¥,(0)e T, ¥,(0) — ¥,(0) e (T[)*

ce qui prouve que I['est une variété analytique de dimension
4n — [d+2n—d] = 2n.

Pour yeE, on notera ¥ sa classe dans T et = désignera
lapplication canonique de [ dans (TI)Y/IT  induite par
v = (v(0),7(0)); m est surjective. Soit O la section nulle de (TT)*/TI

sty tel que Yen~1(0), ie. 7(0)eTr. Alors lin&si2 fTy(s)], pour

f vérifiant flr =0, H,|re TT' ne dépend que de ¥ et vaut dans un
systéme de coordonnées adapté d’aprés ce qui précéde : — (H,(y(0), ¥(0))
donc ne dépend que de H[y(0)]. Par suite n~'(0) s’identifie & T*I" et
on notera j I'injection canonique de T*I" dans [" obtenue. On a alors la
« suite exacte » au-dessus de I':

0 - T*r L T 5 (TDY/Tr - 0.

I1.3. Structure symplectique homogéne de T'.

DEFINITION. — On définit TE comme I'ensemble des ® € C*(R,TM),
s = B(s) = (y(s),v(s)) qui vérifient :

{1) v(0)eTl’, yeE
2) VfeC*(MR), flr=0, H | €Tl = df,)v(s)] € O(?).

Pour ® e TE, on pose:

20(®) = lim < (7(90(5)>

qui est bien défini puisque y’(0) e (TT)*, v(0)eTT.
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Si ®eTE, on note & I’élément du fibré tangent 4 [ qui lui
correspond par la projection E — [*; alors &, = ®, si, et seulement si :

Yy ~ Y2, 0,(0) = v,(0)

VfeC*M,R), fIr=0 = df[yl(s)][vl )] - df(yz(s))[vz ()] € O(s*)
VfeC*M,R), flr=0, Hf| eIl
= df| lyl(x)][vl (9] — dfyyynlv2(s)] € O(s 3.

LeMME 1. — a(®) ne dépend que de ® et définit une 1-forme sur T
qu’on notera Oy .

DEFINITION 2. — On appelle o la 1-forme canonique de T°.

Preuve du Lemme 1. — Plagons-nous dans un systéme de coordonnées
symplectique adapté et effectuons pour @(s) = (y(s), v(s))e TE le
développement de Taylor a4 'ordre deux de s — dff,;[v(s)].

Avec v(0) = po, on obtient :
Ayl =, 0(0)) + sLf5 GO) + 7 [y f ©).0(O)]]
+ ;U;;[VJ(O),VJ(O),U(O)] + £,,[¥(0),0(0)]
+2f {,’O[YI(O),I'?(O)] + £,,[5O1] + O(s%)

par suite #(0)e(TT)* etona &, = &,, ®, = (y,,v,), ®; = (Y,0,) si,
et seulement si y; ~v,, v,(0) =0v,(0), ©,(0) — v,(0)eTI",
#,(0) — §,(0) e (TI)*. Or dans ce systéme de coordonnées on a:

20(®) = <7(0),0(0)> + <Yf(0),ﬁ(0)>

de 1a résulte aisément que o(®) ne dépend que de &.
Précisons ce qui précéde; soit (x,£) adapté a I'.

Pour (%',x".E'.£")eR*, soit yeE défini par:

s2
Y(s) = (i’ ’S%” b —2— E,’SE”) "
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S on

Alors P’application (%’,%",E’,Z") - ¥ est un systéme de coordonnées locales
sur T'; soit ®(s) = (7(s),v(s)) avec

U
v(s) - (yl’syll’ E n/,sn") .
On a alors:
2&((1)) = El'yl + E"~)~7” _ i”.ﬁ"

et donc dans ce systéme de coordonnées :

2up = &' dX’ + B"dx" — X" dE.

LEMME 2. — 1) o = dor est une 2-forme symplectique sur T* et
j*(ar) est la 1-forme canonique sur T*I.

o1
2) mf‘(d)l ,d)z) = 11_{‘(1);5 {v, (s)’UZ(S)>y(s) pour ®; = (y,v).

Preuve. — Dans une carte adaptée on a:
2dop = d&’' A dX' + 2[dB" Adx"]
et linjection canonique j de T*I' dans [" est donnée par
T*T 3 (x,v) - (¥,0,v,0) e [".

On vérifie 2) dans une carte adaptée.

DEFINITION 3. — On définit P’action de R% sur ' par:

VueRY, Viel, p.§=rylG)].

LEMME 3. — or est homogéne de degré 2.

Preuve. — Dans une carte adaptée

u . (il,ill,zl,zﬂ) = (il’uiu,uzg/,pgu) .

DEFINITION 4. — Muni de sa structure symplectique homogéne, on
appellera T l'éclaté symplectique de T .

Soit a présent M et M’ deux variétés analytiques réelles symplectiques
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de dimension 2n, et I', I" deux sous-variétés analytiques isotropes de
dimension d de M et M’ et x : M — M’ un isomorphisme symplectique
de M sur M’ tel que %(I') = I'; alors dy envoie TI' sur TI” et (TI)*
sur (TI")' et induit une application ¥ de [* dans I" déduite de
Yy—= 7oy, quon appelle I’éclaté de .

PROPOSITION 1. — % est un isomorphisme symplectique homogéne de T
sur T et le diagramme suivant est commutatif :

0->TT Lt 5 (TDYIT - 0

dixir]* ! X dy,

010 L 5 (aDYIr - 0

Preuve. — Soit ®eTE, ® = (y,0) et posons @ = dy(®). Alors

N—
& = (xov,dxlv])
d’ou

.1
200 (®) = lim ~<{dy,[1()], Ay [0 (SIDwe

.1 . ~
= lmg; {¥(s),v(s)P)m car y est symplectique donc x*(ap) = ap.

Si yeE, dy(n®®)) = dy[y(0)] modulo (TT")
~ /.\
et ' (4 (¥)) = y o y(0) modulo (TI").
Soit yeE tel que 7(0) e TT alors dy,[Y(0)] e TI". Si

geC*(M'R), glr-=0, Hgl|. e TI”

et si on pose f =goy ona flr=0, H/reTI'. Alors:
PN .2 .2 1
J7 () -Hg = lim 5 g[xoy(s)] = lim 5 fly(s)] =" (n).H,;

et Hg = dy[H,] ce qui achéve la preuve.
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III. GENERALITES ET RAPPELS

III.1. Espaces de Sjostrand avec paramétres.

Soit X wune variété analytique complexe, ¢ une fonction réelle
continue sur X. Pour tout ouvert @ de X on note H, s(®) I'espace
vectoriel des fonctions f(z,a,A), ze€eX, aeA, AeR, a valeurs
complexes, telles qu’il existe Foe # et a —» A(a) application de F, dans
R [loc. bornée] tels que f(z,a,A) soit défini pour zew, aekF,,
A = A(a), holomorphe en z et vérifie:

(11) Ve > 0’ HFEEf’ VaEFs N FO’ 3}"(aye)ER tel que
Vzeo, VA =A(@g), |f(zal) < M@+,

Ici a - A(a,e) est loc. bornée sur F, et on peut toujours choisir € - F,
croissante.

On notera Hz",(m) I’espace vectoriel des fonctions f = f(z,a,A) telles
que pour tout z € @, il existe un voisinage ®, de z avec f e H, 5(®,), et
pour f eH:“,(m), on notera S:(j) le sous-ensemble de « défini par:

(1.2) z ¢ S,(f) si, et seulement si, il existe ®, voisinage de z et une
constante ¢ > 0 tels que feH,  s(v,).

S:(/) est donc un fermé de . Lorsque S:(f) = @, ets’iln’y a pas
de confusions a craindre, on notera f ~ 0.

Remarque. — Si %' est un autre filtre sur A plus fin que &,

ie. F c F' alors H:;’;(m) c H:",,(m) et par suite pour tout

loc F' F
feH%‘(m) on a Sw f) Sw(f).

I11.2. Symboles analytiques.

Par définition, les &% .symboles analytiques sur @ seront les éléments de
Hyr(®w) (ou symbole analytique s’il n’y a pas de confusion).
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Soit fi(z,a), k=0,1,2,...,ze0, aeF,c % une suite de
fonctions holomorphes en z et telle que, il existe F, € # et une constante
C > 0 indépendante de aeF, avec:

2.1 YaeF,: sup|fi(z,a) < B(a)C*k!

ou B(a) est une application de F; dans R, loc. bornée. On dira alors
+

que Z fil™* est un (F).symbole analytique classique formel (de degré
k=0

0). Pour ze®, aeF,, A >1 on pose comme dans [l1],§1.

2.2 fear) = Y ) fi(z, a7k

. A
alors f est un & .symbole analytique car pour aeF,, 0 < k < 2C ona

|fe(z:@)A 7Y < B(@)C*k! A 7* < B(a)(%)k < B(a)27%.

D’ou:
|f(z.a,M)] < 2B(a)
[et par suite :

1 N
Ve >0, VaeF,, VA> - Log2B(a), sup|f(z,a,\)| < €4].

De plus, si on remplace C par C' > C, [l'inégalité

A
— == Lo
<2B@e T °

x Z Af,,(z,a))f"

30 Sk<3¢

'’

entraine f ~ f* sur o. De plus on a:

2.3) < 2B(@)QRONT'(N+1)1A-(®+D

fzar) — 'Z:o fi(z, @\

pour tout zew, aeF,, A >1, N>0.

Réciproquement, soit f(z,a,A) un £ .symbole analytique sur ® tel
qu’il existe une suite fi(z,a), k =0,1,2, ..., telle que (2.3) soit vérifié
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pour zew, aeF,e#, A >Aa) =1 et N >0. On dira alors que f
est un % .symbole analytique classique; alors (2.3) entraine que (2.1) est
vérifié avec B(a) [resp. C] remplacé par 2B(a) [resp. 2C] et de plus si f
est construit comme dans (2.2) on a pour tout N:

If(z,a,M) — f (z,a,0)] < 4B(a)(@O)NH' (N4 1)1 A~ ®+D

pour aeF,, zew, A > A(a), d’ou si C' est assez grand :

2.4 If(z,a\)— f(z,a\)| < 4B(a)e™™¢
N +
qui implique f~ f sur ©. On écrira f ~ Y fi(z,ah7*.
k=0

II1.3. Opérateurs pseudo-différentiels avec paramétres.

Soit z§ = (25,(°) € C*" et &7, I'anneau réunion des &, pour de Z
0 (]
avec:

+ o0
3.1 f:’d = {P=7~d > Pk(Z,C,a)X_"}
k=0
/{p,IF € F , p, = 0 pour tout k, et tout ae ¥}

ou pi(z,G,a) est holomorphe en (z,0) € ® voisinage de z¥ et défini pour
aeFy,e %, muni du produit :

1 0P 0°q
_ 2 woPO4q,
poa= 2 LN "G

On définit alors &, comme étant le sous-ensemble de & J; formé des
+ o0

p tels que dans (3.1), Y p(z4,@A7* soit un & .symbole analytique
k=0

classique formel au voisinage de z¥. Afin de se replacer dans la situation
habituelle des opérateurs pseudo-différentiels homogénes, a

+ o
p=Y Pk(z,g,a)l""eé"f;'o on associe :
k=0

+ o

6D peiia) = T pE/ran - ZT, P(zE.1a)

k=
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et suivant [3] on pose: (avec M = (§,1))

(3.3) N@paT) =Y 22+ 1))k

DDEp, (2o, L0, 1,a)| T+
L (o + R (B! PP CLa)l

Alors il résulte de la formule de' Cauchy que pour ped”,” on a
pPE 5‘:‘0 si, et seulement si, il existe F, e & et T, > 0 tels que

(34) a- N(p,aT,) est loc. bornée de F, dans R,

D’autre part, il résulte de [3] et [7], qu'on a:

ProrosiTION. — Soit i >0, j>0, peé’ ™, qed ™ alors:
(3.5 N(p 0 ¢,a,T) « ®(i,j))N(p,a,T).N(q,a,T)
avec
1t (k+i)! (k+))!
. O(ij) == ¥ 27k ST DWEDT
(3.6 @) =3 g Kl (k+it))!

Alors de la Proposition et de (3.4) il résulte immédiatement que & f, est
o
un sous-anneau de ff:.
o
. F - .
DeFINITION. — Soit peé),, p= MIpA~k. On dit que p est
F .elliptique si, et seulement si p,est non nul au voisinage de z§¥.

THeoREME (3.7). — Soit pe & i. Il y a équivalence entre :

1) p est % .elliptique.

2) p est inversible.

Preuve. — 2) = 1) est évident et pour montrer 1) = 2) il suffit
+ o

classiquement de prouver que si 2 € @":‘"' , lasérie ) +* converge dans
¢ k=0

af;:. D’aprés (3.5) on a:

Vn>1, N("a,T) « u,(N[2,a,T])"
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n—1

avec u, = [[ ®(1,k). Par hypothése, il existe T, >0 et F,eF tels
k=0

que N(2,4,Tg) < + 0 pour tout aeF,;. Dou:

+ + 00
Va € F1 ’ Z N(¢"9a’T0) S Z un[N(}L’a’TO)]" .
n=0 n=0

11 suffit donc de montrer que le rayon de convergence de la série entiére
+ 0

Y u,z" est + oo et ceci résulte de lixll ®(1,n) = 0 qui se voit sur (3.6.).
k=0 n— o0 D

II1.4. Lemme de propagation.

On étudie ici certaines relations entre les propriétés de ¢ et de S,.
(Voir aussi [11, Lemme 8.4].)

Avec les mémes notations que précédemment, soit X wun voisinage
ouvert de O dans C" muni du systéeme de coordonnées
(z1,25,...,2,) = (2,,2"). Soit d un réel strictement positif,; on suppose que
X contient le disque fermé K,:

K, = {(z1.2), l2/<d, 7'=0}

et que la fonction continue ¢ vérifie :

“4.1) (pIKd =0 et lim (1,0 =0 [i.e. 9(z1,0) € o(|z,| —d)].
Iz~ d |zy| — d
lzy1>d

LemME. — Soit feH,s(X) alors
o¢sf(/) = K,,ns;jg) =.

Preuve. — 1l existe a, 0<a<d tel que pour |Zz]<«a,
0<2<d+a le disque fermé K,, = {(z;,2'),|z,|<2} soit contenu
dans X.

Soit feH,4(X) et supposons 0 ¢ S:(j). Alors avec o assez petit, il
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existe Foe# et a—>Aa) de F, dans R, tel que:

@42) 1 <o, |zl <e, A>Ma) = |f(za})| < o7

et
43) Ve>0, IFe#, VaeFnF,, Ir(a,e)eR tel que
2| <o, |z;] <d+a, A>Aag) = |f(zad) < ST
Posons 0(z,2) = sup @(z;,z"), 05(z) = 6(0,2). Alors d’aprés (4.1) on
Izl <2
a 0y(#) =0 pour 2<d et:

4.4) 8,(d+p) € 0(p)
et ¢ étant continue :

(4.5  10',)—8() < R(lz7) avec limR(r) =0.

Posons pour aeFy, A = A(a), |z/|<a, :<d+ a:

4.6) g(z',a,2,\) = Log sup |f(z,,2z,a,\)|.

lzjl <2

D’aprés le théoréme des trois cercles de Hadamard, g est fonction
convexe de Log:. Alors soit p, 0 <p<a et s tel que:

4.7 Log (d + g) = sLoga + (1—s) Log (d+p).

Alors de (4.2), (4.3), (4.5) on en déduit :

4.8) Ve>0, JFe#F, |zZl<a, aeFnF,,

A = Aag) = g(z',a,d + %’ x)s AR(Z'D)+ (1 —s)[e+8(d+ p)] —sa].

Or on a d’aprés (4.7): s = m + o(p?). D’aprés (4.4), il existe
alors C>0 et py, 0 < p, < a tels que:

8(d+po) —sa < — C

po et C étant ainsi fixés pour € = C/4 et B tel que |z'| < B entraine
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R()z']) < C/4 on aura:
JF,e#, aeF,, |Z|<B,

A > Ma,Cld) = g<z’,a,d + %x) < —AC2

ce qui achéve la preuve. O

Revenant 4 la situation générale, on déduit alors du Lemme précédent
par des arguments géométriques standards :

CoroOLLAIRE 1. — Soit V = X une sous-variété holomorphe de X telle
que |y = 0. Alors pour tout feH,qz(w), S:(f) NV est réunion de
composantes connexes de VN .

COROLLAIRE 2. — Soit I une courbe analytique réelle, lisse, orientée,
dans X et soit V un petit voisinage de T" dans la complexifiée de T'. On
suppose @©(z) =0 pour zeV™ ={zeV,fmz<0} et ¢|y€o(fmz).
Alors pour feH,s(0), Sz(j) N I' est réunion de composantes connexes
de I'no.

II1.5. Géométrie.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. On notera
X® la variété réelle sous-jacente, TX ~ TX" le fibré tangent 4 X, T*X®
le fibré cotangent 3 X®, T*X Ie fibré cotangent 4 X. On identifiera T*X
et T*X® de la fagon suivante : a la forme C.linéaire { e T*X on associe
la forme R.linéaire wu - — fm{(u). =n désignera la projection

T™*X 5 X.

On notera d la différentielle sur X®, d[resp.d] la différentielle
holomorphe [resp. anti-holomorphe], ¢ = 0[{ dz] la 2.forme canonique
sur T*X, Reoc et #m o ses parties réelles et imaginaires qui sont des
2.formes symplectiques sur T*X® identifié & T*X; alors — $moc estla
2.forme canonique sur T*X®. Suivant la terminologie de [9] pour une
sous-variété de T*X, on dira qu’elle est R.symplectique (ou lagrangienne,
ou isotrope ou involutive) (resp. I.symplectique) si elle est symplectique
pour la 2.forme Re o (resp. Im o).

Soit ¢ une fonction sur X 4 valeurs réelles; on notera j, I'injection
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de X dans T*X:
: 209
(5.1 Jo(2) = (z,;—a—;(2)>
et
(5.2) Ay = jo(X).
Alors A, correspond par identification au sous-espace de T*X"®

{z.8) e T*X*, E=do(2)}

et donc est I.lagrangienne. On a:
2 2
(5.3) jg(Reo) =jg(o) = jg(dCdz]) = (5+5)(; 3(9) =7 00g .

Par suite A, est R symplectique si, et seulement si, 0d@ est non
dégénérée et dans ce cas cf. [9], T*X est complexifi€ de A,. Pour z*e A,
on notera alors u — u# pour l'unique application C antilinéaire de

. ' 1 _
T,.(T*X) dans lui-méme égale a Iidentité sur T,.A, et q(u) = n o (u,i)

qui est une forme hermitienne de signature (n,n).

2
On notera L@ (u,v) = - 00¢(u,iv) la 2.forme hermitienne de type de
i
Lévi associée & ¢.

Dans la suite ¢ désignera une fonction analytique de X dans R
strictement pluri-sous-harmonique, i.e. %, est définie positive. Alors A,
est ILlagrangien et R.symplectique, et X est muni de la 2.forme

. 2
symplectique H 009 .

LeMME 1. — Soit V un sous-espace R.linéaire de T,X, V' son

2
orthogonal pour la 2.forme ?aacp. Alors
a) (V) =i(VY); b)) VI@iv=TX.
Si de plus V est involutif et si H=V niV alors

OVE@H=V e V'@H®iV'=TX.
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Preuve. — a) On a 009 (u,v) = 009 (iu,iv).
b) Comme dimV* =2n —dimV, il suffit de prouver
2
Vi Aiv = {0}. Orsi ueV, iu eV ona Zo(uu) = ;Bacp(u,iu) =0

donc u=0.

¢) Si V est involutif par définition V' < V. Alors d’aprés b),
ViAH={0} donc V'*@®H=V et toujours daprés b),
V@iVt = (VH @iVt = T.X.

Remarque. — Si T = T,X est isotrope alors T'* est involutif et de c),
on déduit :

re T niryyeir = T,X.
En particulier: I' nill = {0}.
Soit I' une sous-variété isotrope de X, i.e. en tout point zeI', T,I’
est un sous-espace isotrope de T,X pourla 2.forme %Ea(p; alors d’aprés
la remarque précédente TI' niTI" = {0} (section nulle) et donc I' est

totalement réel. On notera I'® un complexifié de I' (au voisinage de I').

PROPOSITION 1. — Soit T" une sous-variété analytique totalement réelle de
X, de complexifiee TC. Il y a équivalence entre:

1) ' est isotrope pour %Ha(p.

2) Tj,(I') @ iTj,(T') est isotrope pour q.

3) Il existe une fonction réelle h pluri-harmonique sur T telle que
Qlc —h >0 et (p—h)ir =0.

Si 3) est satisfait, h est uniquement déterminée et de plus

Qlc — h > C*[dist (z,1)>.

2 . . .
Preuve. — i) I isotrope dans X pour ;36(p équivaut a j,(I') isotrope
pour la 2.forme canonique o de T*X, et pour (4,v)€[Tj,(I)* on a

o(uyv) = — %g(u+iv) d’ou 1) « 2).

ii) Supposons 3) et soit (localement) 8 holomorphe sur I'C telle que
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2re@ = h, 6 = u + iv avec u et v réelles sur I'. Alors ¢|r = 2u|r donc

u est le prolongement holomorphe a4 TI¢ de *. si zel,

2|
do|c(z) = 2Re dO(z) = 2 Redu(z) — 2 5mdv(z) donc Smdv est
connu sur I' et par suite v est connu a une constante réelle prés donc h
est unique. @ — h > C°[dist (z,I))*> résulte alors de ce que @l — h
est strictement pluri-sous-harmonique sur I'C.

iii) Soit I'—TC [linjection canonique. Alors I isotrope <

1
1*[00(@rc)] = 0 <> d[I* dprc] = 0 g il existe H analytique de I" dans
C telle que [*[dpc] = dH.

Soit © le prolongement holomorphe a I'® de H. Alors
I*[0pc] = dH < VzeI',do(z) = 2 Redb(2)

alors on peut toujours supposer (2ReO—¢@) =0 et h=2Reb
convient. D’ou 1) <« 3).

Soit a présent V une sous-variété involutive de X. D’aprés le lemme 1,
au voisinage de V, X s’identifie & V, réunion des complexifiées des
feuilles isotropes de V et on appelle ¢y la fonction réelle sur X au
voisinage de V déterminée par :

Pour I' feuille de V, ¢y|l;c=h ou h est la fonction pluri-
harmonique sur I'C de la proposition 1.

@v est analytique et ¢@ > @y avec égalité exactement sur V.
N .
Soit jo(V) la réunion dans T*X des complexifices des feuilles
TN
isotropes de jo(V); alors jo(V) n A, = jo(V).
Soit I' une feuille de V, zeI', z* =jo(z). On a:
T.jo(V) = T.Jjo(V) @ iT.jo(I)

TN
et donc T..jo(V) est isotrope pour g, donc transverse a n~1(z) car

n~!(z) est C lagrangien, transverse & A,, et g|,-1, est définie négative
N—

[11], §11. De plus jo(V) est I-lagrangienne. Par suite [11] il existe
(localement) une fonction ¥ réelle telle que:

~— 20
jo(V) = (Z’Y%(Z)) =A,.



168 GILLES LEBEAU

0 0
On a alors pour tout zeV, 6_‘: = a—(: et on peut donc supposer :
A) Yy=¢ sur V; diy — @] =0 sur V.

Soit 1: T€- T*X défini par I(z) = (z,%%) Ona I(T' = [je(D)]¢

(complexifié de jo(I')) car n est holomorphe et n(jo(I')) = I'; d’autre
part jo(I') est R et I isotrope donc jo(I')C est isotrope pour o, donc
I*(o) =0.

1*(0) = 0 < d[I*({dz)] = 0 < d[oV|r] = 0 < 30[Ylc] =0
donc \ est pluri-harmonique sur TC et de A) il résulte alors
" B) -V =>0.

Or, d’aprés la Proposition 1, A) et B) déterminent uniquement ¢y. On
a donc prouveé le:

N
LEMME 2. — Agy = jo(V).

COROLLAIRE 1. — Soit I" une sous-variété isotrope de X, V et V' deux
sous-variétés involutives dont T est une feuille. Alors

@v — @y €0 ([dist (z,T))?).

Preure. — Par construction @y — @y =0 sur I'C et d’aprés Ic
lemme 2:

Agy et Ag@y coincident sur  jo(I)¢ donc  d[ev—9y] =0
sur I'C.

Exemple. — Avec ¢ = (Imx)?, V = {Imx'=0}, x = (x',x") on a
ov = (Im x")2.

I11.6. Transformations canoniques.

Soient X, Y deux variétés analytiques complexes de dimensions

complexes respectives n,, n,; o,etc, les 2-formes canoniques sur T*X

et T*Y, ce qui suit sera local au voisinage de (y,,xp)€eY x X.
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Pour g(y,x,8) holomorphe au voisinage de (y,,%,0,) €Y x X x C¥
on notera C, = {(y,x,0),go=0} et A(g) désignera I'image dans
T*(XxY) de C, par l'application :

(:x,0) = (y,x.85.8%)
et A(g) = {(ysx’n’é)7 (,V,x,'ﬂ,—&) € A(g)} .

Soit @ une fonction réelle sur X, strictement pluri-sous-harmonique
(p.s.s.h. stricte en abrégé). Supposons :

A) (x,0) > — fmg(y,,x,0) + @(x) aen (x,,0,) un col [i.e. un point
critique de signature (n,+N, n.+N)].

Alors pour y voisinde y,, — fmg + @ auncolen %(y), ©(y) ou
x, ® sont des fonctions analytiques de yeY® et

V(@) = — Smglya(y), ©()] + o[x(y)] est pluri-sous-harmonique [11,
Lemme fondamental].

0 0 .o
Sous I’hypothése A), %, ceey %8 sont indépendantes comme
00, 00y
fonctions de (x,0); en particulier C, est lisse et A(g) est une C-

lagrangienne dans T*(Y xX) au voisinage de (¥o,Xo0,MNos%0)>

200 20¥ . R ..
o = — ?a—(x(,), No = ?Ey—(‘%)' Soit y Papplication de A, dans A,
définie par :

X0y () = Jjo(x ().

Alors le graphe de y est contenu dans A(g) et donc

X*[O’:JA(p = O'yimy,
d’ou:

LEMME 1. — a) x*<256(p> = %Ba\p,

i
b) si n,=n, il y a équivalence entre :
i) ¥ est p.s.s.h. stricte.
ii) x est un isomorphisme.

Si i) est satisfait, T*Y est complexifiec de A, et on note % la
complexification de y qui est un symplectomorphisme holomorphe de
T*Y dans T*Y, dont le graphe est A(g).
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Réciproquement, soient {, ¢ deux fonctions p.s.s.h. strictes sur Y et

X (n,=n,) et x un isomorphisme symplectique réel de Ay dans Ae,
.. 20y 209

au voisinage de | yo,Mo =~ 5 (o) |> X(VosMo) = | X0,&0 =~ 5= (Xo) |
idy i Ox

x¢ son prolongement holomorphe de T*Y dans T*X,y

I'isomorphisme sous-jacent de (Y,y,) dans (X,x,). Alors il est connu

(cf.[4]) quil existe g(y,x,0) holomorphe au voisinage de

(o»%0,80)€Y x X x CN telle que le graphe de € soit A(g), avec

0
8,70, %080) = Mo, 4(Vo»%0,80) = — B et les == indépendants en
(Yo,%0,00) €C, (et méme & y ou x fixé).

LeEMME 2. — A) est satisfait.

Preuve. — Soit @ I’application de (Y,y,) dans (CM,0,) définie par
(), O(») eC, (qui se déduit de I'isomorphisme de C, sur A(g)).
Les points critiques de (x,0) » — £ m g(y,x,0) + @(x) sont donnés par
les équations :

go(y,x,8) = 0
20

g0x® + -2 =0
i 0x

qui sont équivalentes 4 : x = x(y), 0 = ©(y). La non-dégénérescence du
point critique est équivalente a la transversalité de Ao et xc(n; 1(y) en

x(y,%@> (ou m, est la projection de T*Y sur Y) qui résulte de la
i

ay
. -1 20y

transversalit¢ de A, et m, '(y) en (y,? 5) Notons (2,,2_) la
signature du point critique, constante au voisinage de y,. On a
2y + 2 =2, +N) et 2, —2_ = 0[11]. ¢ étant p.s.s.h. stricte, il
existe h(y) pluri-harmonique tel que { — h ait en y, un point critique de
signature (2n,,0); (y,x,0) > — fmg + @ — h a alors en (y,,X,,6,) un
point critique de signature (I,,l_) avec I, —I_<2n, et
,x,0) > — fmg + @ — ¥ a pour tout y, en (y,x(»),0(y)) un point
critique de signature (z,,2_) et la valeur critique est constante. D’ou
ly =2,+2n, l_=2_ e de I, —1_<2n,=2n on déduit
2y =2_=n,+ N.
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II1.7. Transformations canoniques quantifiées.

Rappelons le théoréme de 14 phase stationnaire, version analytique, tel
qu’il est donné dans [11,§2]:

THEOREME (7.1). — Soit B < R" la boule unité fermée et
B = {Ax,xeB,LeC,[A|<1}. Il existe une constante C, telle que pour tout
NeN, A >0 et toute fonction holomorphe u au voisinage de B :

21‘ n/2 N-1 1

2
I = J e_lTu(x) dx = (—) Z (A> u(0)A™* + Ry(A),
Ix|<1 x k'

N
Ry < CA"2(N 4+ 1y2 N2

sup |u(z)| .
B

Remplagons u par un & -symbole analytique classique au voisinage de
{zeC"|z|]<1} (de degré 0).

N-1

u(z,ah) — Y, w(z.ar*

k=0

(7.2) < B(@CNNIAN

pour A = A(a) > 0.
Alors on obtient :

o \m2 N-1
IA)(a) = ( ) IR ( ) u,(0, a))k + Ry(A0)

k=0 \j+s=k J

(7.3) IRN(X,a)I < Cn)“ n/2 B(a)(N+ 1)n/2+1 CNN' ;\'_.

et donc I(A)(a) est un F-symbole analytique classique de degré — n/2.
En particulier si p(x,y,n,a,A) est un % -symbole analytique classique prés
de (xo,y0,Mo) dans C*, yo=x, p~ZpA~*.

(7.4) ﬁ(x,&,a,k)=(%) ﬁ, &M= 0p(x,yn.a0) dy Adn

n—&=-Cyi(y—x)

est un #-symbole analytique classique prés de (xq,E0=1o) = x¥ et

. 1 1 _
(7.5) P~§;Ww:3;h)7~ keg”
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Soit 4 présent G(y,x,0,a) holomorphe prés de (yq,%o,0,), telle que

(7.6) limG =g
F
ou g vérifie 1.2.6 A) et la valeur critique V¥ p.s.s.h. stricte soit :

(.7) Hyy = m Hop(0);  Hoxy = Hop/ {tx0 ¢ Sq ()}
XOE(I)
et on deéfinit de méme Hy,0s gy Soit q(y,x,0,a,A) un £-symbole
analytique classique de degré ¢:

+ o

(7.8) g~7NY q(.x0ar7k
k=0

Pour ueH,, on pose

(79 I@w(».ar) = J €089 (y,x,0,a,\)u(x,a,r) dx A do

ZnB

ou X est un bon contour pour (x,0) - — #m g(y,,x,0) + @(x) et Bune
petite boule de centre x, sur laquelle G, g, u sont bien définis. Alors de
(7.6) et [11, § 3] il résulte que I(g) définit un opérateur de #’,, dans
#yy,> indépendant de X, B et ne dépendant que du symbole formel
associé¢ & ¢ [cf. II1.2). On appelle I(q) une transformation canonique
quantifiée -(T.C.Q. en abrégé) et x: Ay, > A, (ou z: Y—->X) la
transformation canonique sous-jacente (T.C).

On 'ne cherchera pas a définir un symbole principal pour I(g), mais
sous la forme (7.9) on dira que I(g) est réguliére si g, est non nul au
voisinage de (yo,X0,00). Les T.C.Q. se composent entre elles et on a:

ProprosITION. — Si 1(q) donné par (7.9) est réguliére il existe une T.C.Q.
I(g") réguliére de ¥, dans K, telle que

I(ghol(g) =1, Tg)ol(g) =1

de T.C. sous-jacente ¥ 1.

Preuve. — Tout d’abord, par composition et le lemme 0.4, on peut
toujours supposer Y = @, Xo =y, €t que pour tout aeFe#F,
G,(y,x,0) = G(y,x,0,a) induit 'identit¢ de A¢@ dans A¢, puis par le
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théoréme de phase stationnaire et ’astuce de Kuranishi se ramener au cas
pseudo-différentiel ou G, = (y—x){ + H(a). La proposition est alors
conséquence de (7.4), (7.5), du théoréme (3.7) et de [11, §4].

Remarque. — On a défini les T.C.Q. dans les germes; mais il est clair
qu’une T.C.Q. I(g) étant donnée sous la forme (7.9), elle définit une T.C.Q.
de #,, dans #,,, z(y) = x pour tout x prés de x,.

IV. DEUXIEME MICRO-SUPPORT

IV.1. Préparation géométrique.

Soit M une variété analytique réelle, N une sous-variété de M. On
désigne par pe[0,uo], Mo > 0, un paramétre réel. Soit f(m,p) une
fonction analytique de M x [0,u,] dans R

(L.1) fmp) = f flmp®.

On fixe un point mye N et on suppose :

A) VmeN, df,(m) = 0 et f, est transversalement non-dégénérée sur
N, Clest-a-dire:

VmeN, rang Hessien f(m) = dimM — dim N.

On note (2,,2.) la signature de Hess f(m), constante au voisinage
de m,.

B) filn =

Sous les hypothéses A) et B) il existe alors un systéme de coordonnées
locales (x,y) au voisinage de m, = (0,0), tel que N = {y=0} et:

) 1
(1.2) Joley) =590y fi(xy) = B(xy).y

ou Q(x,y) est une matrice (q,q) symétrique, de signature (2, ,2_),
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2, +2_ =q et B(x,y)eR?. Alors Q étant non-dégénérée,

a_[_ =t 11 3Q t taB aﬁc k _
ay(x,y)—yQ+2yay+uB+|uayy+Z—1a =0

k2 0y

posséde une unique solution y = Y(x,u) pour p petit, y voisin de 0.

(1.3) Y =pZizw, Z(x0 = — Q' (x)b(x)

avec

Qo(x) = Q(x,0),  b(x) = B(x,0)

et on a:
1
(14 fY(xu)p) = u2[5 'ZQZ +'BZ+ kzzﬂ(x,Y(x,u))u"_z]

et on pose:

(1.5) Q709 = — 5'8Q3"b + £,(x0)

qui est une fonction sur N qui ne dépend pas du choix des coordonnées
locales car si y' = C(x,y)y, Co(x) = C(x,0), detCy # 0, Q, devient
Q, ='C5'QoCo ", b devient b’ ='Cy'b et 'b'Q b = 'bQy'b.

Supposons :

C) Qf a un point critique non-dégénéré de signature (s, ,s_) en m,.

LEMME 1. — Sous les hypothéses A), B), C), il existe W wvoisinage de
my dans M et p, > 0 tel que pour 0 < p < p,, m— f(my) ait un
unique point critique dans W, soit m(pn), ou p — m(u) est analytique sur

[O,u,], m(0) =my. Ce point critique est non-dégénéré de signature
(24 +54,2_+5).

Preuve. — Avec les notations précédentes, si (x,y) est point critique, on
a y=Y(x,u) et x est point critique de:

x = f(,Y(0p)m) = p?Qf (x)+Ow);

d’ou T'unicité et I'existence du point critique m(p) dans un voisinage fixe
de m, et l'analyticit¢ de p — m(u). Si on pose:

y=Ylxu +uo, x=x@+u, m@y=(x@.,yw)
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on obtient

Sy = HZ[F(H) + % (uQ’ f{0)u +vQo(0)r)

+O(luf® + u] vl + plu|* + plv|?)]
avec pu?’F(u) = f(m(p),p), d’ou la signature. O

Supposons que f dépende analytiquement d’un parameétre w e R” au
voisinage de w,, de sorte que A) et B) sont vérifiés pour tout w, et C) en
wo; alors Qf(x,w) aura un point critique de signature (s,,s_) en z(w)
pour w voisin de w,, et le lemme précédent reste vrai, avec point critique
(z(n,w), pZ(z(u,w),u,w)) et valeur critique p2F(p,w).

DEFINITION. — Par « bon contour » pour f(.,w) on entend une
application £ de U x [0,u,] dans M, U = {te R |t|<+}, C* au
voisinage de U x [0,u,], de la forme :

{Z(t,u) = (x(t,0),y(t,p) = pz(t,p))

O Vxom) = 2w, 2(O0m) = Z(uw)uw)

avec t — (x(t,n), z(t,|w)) injective a différentielle injective au voisinage de U
pour tout pe[0,u,], et telle qu’il existe C > 0, indépendant de p avec :

(1.7 SEE@Ew.uw] — w?F@w) < — Cp?le?.

Effectuons le changement de variable: x = x, y = pz et posons:

(1.8) I»lzi(x’z,ll,w) = f(x,uz,p,w).

Alors (x,z) - f(x,2,0,w,) a un unique point critique non-dégénéré de
signature (2, +s,,2_+s_) en (x,z2)= (0,Z[0,0,w,)).

Par le lemme de Morse réel, il existe un changement de variable au
voisinage de (x,z,u,w) = (0,Z(0,0,w,),0,wy) :

(19)  (xzpw) - (uBpw), aeR"™, BeR""
tel que dans les nouvelles coordonnées on ait :

(1.10) f=o =B+ Fw
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ce qui montre I’existence des bons contours. D’autre part, si £,, £, sont
deux bons contours pour f(.,w), p, assez petit et w prés de w,, il
existe une déformation X(t,u,s), C* au voisinage de U x [0,u,] x [0,1]
avec X(.,0)=2%2,, Z(.,1) =X, et X(.,s) est une famille de bons
contours pour f(.,w) avec une constante C (1.7) uniforme en s. [Pour
cela, on effectue d’abord une homothétie sur ¢t pour se ramener dans un
voisinage ou on peut appliquer le lemme de Morse, puis voir [11].]

Enfin, soit X, un bon contour pour f(.,wg). Il existe alors Q
voisinage de w, et C > 0 tels que pour tout weQ il existe une
déformation C®X(.,s) de T, & X, bon contour pour w, qui vérifie :

f[x(t’p’s)9z(tap9s)] - F(H,Wo) < - C/2 pour |t| =1
(1.11) 4 sup [F(u,w)—F(u,wo)l < C/2
Q
f[x(t,ll,l),z(t,ll,l)] - F(P:W) < - Cltlz .

(On déforme d’abord X, sur ¢ - (a(t) =0, B(t) = C,(t), C, assez
petit puis on utilise le changement de variable (1.9) et s = w, + s(w—wy)
fournit la déformation.)

Soit M’ une autre variété analytique réelle, 8 un morphisme de M
dans M’ et g(mm’) analytique sur M x M’, telle que

%(m,e(m)) = 0, le point critique 0(m) de m’' — g(m,m’) étant non-

dégénéré de signature (o,,0_)(oc,+oc_ =dimM’) et g(m0(m))=0.

LEMME 2. — On pose f'(mm'p) = f(m,p) + g(mm’)
N = {(mm'),me N,m =0(m)} .
Alors A), B), C) sont vérifiés avec +', =+, +0c,, 2= 1_+0_ et

d'=d.

Preuve. — 1l existe un systéme de coordonnées locales (x,y,z) sur
M x M’ au voisinage de (m,,0(m,)) = (0,0,0) tel que:

1
(1.12) f= E‘yQy + pB.y + Y, fitx,)p* + 2Cz
k>2
ou Q et B sont comme précédemment et C est symétrique a coefficients
constants, de signature (¢, ,o0_), qui raméne 0 a ’application constante
(x,y)) > 0 = z. La preuve est alors évidente. O
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Remarque. — Soit X un bon contour pour f et X, un bon contour
puur g(my,.), c'est-a-dire une application de {r'eR°”,|t'|<1} = U
dans M’, C* injective a différentielle injective au voisinage de U’, et

%, (0) = 0(mo), g(mo,Zp (¢)) < — CltP* (C>0).

Alors on peut déformer X,, en X, , laissant 62;,,0 fixe, de sorte que X,
soit un bon contour pour g(m,.), uniformément en m au voisinage de
my. Soit £oZX, le contour composé :

ZoZ,(tt W) = (Z(tH), Ty ().
Il n’est pas bon en général, mais dés que C > 0 est assez petit
&t > ZoZ,(1,Cut',p)
est bon comme on le vérifie immédiatement sur (1.12) et
VCo, >0, 3C, >0 tel que VeteU, VpelOu,].
(1.13) |t'] > Cop = f'[Eo Zy(t,t',p),u] — W?F(p) < — Cyp?.

Enfin, terminons par une remarque qui nous sera utile dans IV.3.
Supposons f de la forme:

u? u?

1
f=5+ [ =5 +39Qxuy+uB(xuy+p’f(xuy) + Y urfi(x,u,y)

k>3

ou (u,y) sont les variables normales 4 N dans M. Alors on a le
développement du point critique :

¥y =Y(0p) = pZ(x,p) = — pQy)B(x,0) + O(n?)

(1.149) P
u= U(x,}»l) = - af’[x,",z(x’ll)“u:o + 0(P3)

avec U(x,p) e O(n?).
IV.2. Un lemme.

Soit g une forme quadratique réelle sur C", pluri-sous-harmonique

g=h+¢ avee h()=31a()~a0], 16 =3 [g0)+g] >0. On
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note B, B,, B, les formes bilinéaires symétriques associées et o la 2-
forme antisymétrique :

o(u,0) = B,(u,iv) — B,(iu,v) = 2B,(u,iv).

On note (z,,2_) la signature de q.

Soit N un sous-espace R linéaire de C", de dimension d. On
suppose [y » 0 et N =noyau (B). Alors on a nécessairement
NniN={0} car si xeN\0, gq(x)=h(x)+2/(x) =0 donc
q(ix) = — h(x) + I(x) = 2¢(x) > 0. Ainsi N est totalement réel et on
pose NC =N @ iN.

LemMMme. — i) (N); = (Nc)éq.

i) 2, —2_2>d.
Preuve. — i) ue (N); < YveN, o(up) =0 < YoeN, B (u,iv) =0
< ue(iN)ﬁq < ue (Nc)éq.

ii) Soit F un R sous-espace de C" tel que gl « 0.

Alors FAN = {0}. Posons G =iF @ iN. Pour veF, ueN

q(iv+iu) = q(iv) + q(iv) + 2B, (iv,iu)

— h(v) + I(v) + 2l(uw) — 2B,(v,u) + 2B,(v,u)
— q(v) + 2¢(v) + 4B,(v,u)

—q@) + 2l(u+v) =20

etsi —q@) + 2lu+v)=0 ona v=0 dou I(u) =0 donc u=20,
d’ou gl »0 et dimG =dimF + d.
O

Remarque. — De i) il résulte que N est o isotrope car NC(NC)éq.

IV.3. Transformations F.B.I. de seconde espéce.

On conserve les notations de IIL.5, et ¢ est p.s.s.h. stricte sur X.
Ce qui suit est local au voisinage de x,€ X et I' désigne une sous-variété
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2 . . .. .
isotrope de X pour ;Bécp, de dimension d, au voisinage de x,. Soit Y

une autre variété analytique complexe de méme dimension que X, y,eY,
et g(y,x,0,0), yeY, xeX, 6eC", neC, holomorphe au voisinage
de (¥9,X0,00,0). On pose

3.1 f(}’,x,e,ll) = —JSm g(Yax9e’“') + o(x) = k;: fk(Y:xae)Pk

et on se donne une application holomorphe ® de (I',x,) dans (C,,,0,);
on pose:

(32) N={(x,0),xel,0=0(x)}, N€={(x,0),xeTI",0=0(x)}
et on fait les hypothéses suivantes :

0fo

_ 0fo
o0x 0,

H.l:Vy, foln=0, . 0

= 0, et (x’e) i fO(yO’x’ 9)

N

est transversalement non-dégénéré sur N, de signature (n,+m, n,+m—d)
(d’aprés IV.2, lemme ii), H.l impose le maximum de signes — dans le
hessien de f;).

H2.: Vy, filxc=0.

H.3: Si pour xeI', y voisin de y,, on note Qf(y,x) l'invariant
associé 2 f (IV.1.5) alors %(Vo’xo) = 0 et Hessien,, Qf (yo,Xo) est
non dégénéré de signature (0,d).

Sous les hypothéses H.1, H.2, H.3 et d’aprés IV.1, Lemme 1, il existe
alors W voisinage fixe de (x,,0,) dans X x C™ et p, > 0 tels que
pour 0 < p <p, et y voisin de y,, (x,0) = f(y,x,0,u) est un unique
point critique dans W, soit

(33 (x=2(y,1), 0=0(y,0)

qui est non dégénéré de signature (n,+m,n,+m). On pose

(3.4) G = fz(n), 0(y.p)u).

D’aprés II1.6, W est pluri-sous-harmonique en y et si on pose
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w..(Y) = z(y,n) on a:
3.5) x:;(% 3aq>> - pZ%Ba\v.

On posera Y(y) = ¥(3,0).

Soit y au voisinage de y,, (x,0) = (z(y,0), 6(y,0)), g = Hess g fo
et J =df;(x,0). D’aprés IV.1.3 on a:

(3.6) ' (x,0)eN

et H, entraine que J est perpendiculaire a TwoNC, appliquant alors
IV.2, Lemme i), 4 q et compte tenu de IV.1.3, on obtient :

d d 1
<H $(y,0) s d_,»l 9()',0)> € (N)%aafo

et comme 0df, = 00¢ il vient:

4

(3.7) i

=(7.0) € (TL), .

De (3.6) et (3.7), on déduit que y - {p—=(y,u)} induit une application de
Y dans ", I’éclaté symplectique de I', qu’on notera A.

LEMME. — A*(wp) = %96\11.

Preuve. — Soit y voisin de y,; notons y(u) le chemin p — z(y,u)
de sorte que ¥ = A(y)el.

Pour u;eT)Y, i=12 on a:

dA(y)(w) = §;

Oz
avec @;: pu— (Y(u), e (y,u)-u.-> € T,,X.
D’aprés I1.3, Lemme 2, on a:

Y o1 oz 0z 2
wr(¢1,¢z)='111}.?);5<5;“1, a_y‘“2>7aaq’
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d’ou :
N o o1 . 2
Or (31, ¢2) = lim 5 ={ 5900 J(uy, u2)

.2
= lim = 90%¥ (u, ,u,)
u=01

2
=3 0N (uy ,uy).

On introduit alors I’hypotheése :
H.4: ¥ est p.s.s.h. strict.

Alors, sous H.4, A est un isomorphisme symplectique de (Y,y,) muni

2
de 7 00y sur (raf’o) [fo=A00)].

Exemple.
1
X=Y=C", (p=§(me)2, Xo=0
x=(x,x"), X' = (X1,---,X0), X" = (Xga1s---rXp)
I'={x"=0,4mx’'=0}; rc: {x"=0}
6eC ¢, ®=0.
H — -p'z ’ n2 ” ” —
Soit g = 1?(y —x) + (W"—x").6 alors f=—-—Smg+ ¢

vérifie H.1, H.2, H.3 et

(Fm y')?

2O = Fmy) +

1
V() = E(j m y)?> donc H.4 est satisfait.

On va a présent adjoindre le paramétre p au filtre # de la fagon
suivante :

Soit A = R* x A et £ lefiltre sur A engendré par la base de filtre
formée des sous-ensembles F(p,,a) de A ou p, > 0 et a application
croissante de ]0,u,] dans & (u<p’ = a(u)Ca(u’)) avec:

(3.8) Fuo, o) = {(ma)e A, 0<p<p,, aca(p).
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Soit G(y,x,0,p,a) & holomorphe prés de (y,,xq,60,,0), vérifiant :

(3.9) g(y,x,0,p) = lisr,n G(y,x,0,u,a)

telleque f = — £Fmg + ¢ veérifie H.1, H.2, H.3, H4; ¥Y(y,u), V(»), A
seront les fonctions introduites précédemment. On pose H:”‘o = H, .
K qx, =Koy o H H ., sont définis en IIL7 et

®.xq ®.x0? ®.x0

(3.10) A=p2, Hf,_,o=Er£1) H (), #%,0=H; 0/{v,yo ¢ Sf}
®3y
avec H} (), S,f définis comme en III.1, mais avec le grand paramétre A
remplacé par A = p*\.

Soit p(y,x,0; u,a,A) un & symbole analytique classique de degré ¢
(II1.2) au voisinage de (yo,X,0,) et grand parameétre A:
+ o0
(.11 p~AN Y p(x0ma)Ar.
k=0

Soit enfin £, un bon contour pour f(y,,.). Pour ueH,‘,_xo on pose

. (312) sz,n(l’)(“)(y,l»l,a,/\) = f eﬂG p.u dx A d6

ZnB

ou pour tout p > 0 assez petit, 'intégrale est calculée sur 'intersection du
contour (orienté)

R ™3¢t > Zy(t,u)

avec B, petite boule de centre (x,,0,) sur laquelle G, p, u sont bien
définis.

Comme u eH}_,o, il existe une application ¢ F} de R% dans &,
A(a,e) défini pour ueF! et un voisinage ® de x, tels que:

(3.13) VaeF!, VA>=Aae), Vxeo, lu(x,a,\)| < eMe+a
et d’aprés (3.9) un voisinage U de (yo,%q,00,0), et € - F2 tels que:

3.19) VaeF?, sup|G(.,a)—g|l <c¢e.
8]

On peut supposer F! et F? croissantes; alors pour (x,0) € Z(t,u),
p
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x€®, (¥o,x,0)eU Ulintégrand dans (3.12) est majoré pour y = y,,
d’aprés I1V.1.7, (3.13), (3.14) par:
(3.15) A’B(p, a)exusz(yo W +2e—Clt2)

dés que aeFl2nF22 et A =p?\ > p*A(aep?). [On a utilisé la

majoration |p| < B(n,a)A’.] Alors de II1.2.4, 3.15, lin(l) Y(y,w) = V),
[Thad
IV.1.11 et la formule de Stokes on déduit :

LEMME. — 835(p) induit une application de #,, dans Jff,'yo
indépendante de X, B, qu’on notera 3(p) et qui ne dépend que du symbole
formel associé a p.

DEFINITION. — On appelle 3(p) une transformation de Fourier-Bros-
Iagolnitzer de seconde espéce sur T[FBIZ en abrégé]. Pour P = 8(p), on
notera A, la transformation géométrique de Y dans T correspondante.
Sous la forme (3.12), on dira que P = 8(p) est réguliére si, et seulement si,
Po le premier terme du développement de (3.11) est non nul au voisinage de

(Jo»%0,8,). On note d(p)u = Ie‘m pudx A de.

PROPOSITION. — Soit P = 8(p) comme en 3.12 une FBIZ de # :-"o

2
dans Hy, et

I(g)(v) = J M8 g(x.2. 8 a ) v(z,a,)\) dz A dE

T

une T.CQ. de #,, dans K, , de transformation canonique Y, :
X = Z. Alors:

i) PP(v) = 8(p)ol(q)(v) = fJeWG+”qpv dz AN dE A dx A dO est une
FBLZ, I = y(I).

i) A, = ioAp ou x: T - I est léclatée de y: X — Z(IL3,
Proposition 1).

iii) P’ est réguliére si d(p) et 1(q) le sont.

Preuve. — On considére (x,£,0) comme les nouveaux paramétres, au
voisinage de (x,&q,0,). Tout d’abord, comme g est un % -symbole
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analytique classique avec A comme grand paramétre, c’est a fortiori un %
symbole analytique classique avec A comme grand paramétre. S’il est de
degré I’ et g, est son terme principal, le terme principal de gp est
n2qopo donc iii).

Soit j =1lmJ et E(z) défini par:
F

(z1"' (@), E@) e C;
et

N ={zxt0);zel" ,z=x(x) ,E=E(x) ,6=0((x)}
N = {(z,%,£,0); ze ', z=xf(x), £ = EYr(2), 0=0O(x)}
ou %|S, E[S sont les complexifications de I' 5T, El..
Alors N’¢ est complexifié de N'. Soit f'= — fmg — fmj + ¢'.

Alors H.2 est évident et comme f' = f + ¢ — ¢ — Fmj d’aprés
IV.1, Lemme 2, H.1 et H.3 sont vérifiés; H.4 est trivial car ¥ ne change
pas; la remarque qui suit le lemme 2 de IV.1 prouve alors i), et ii) est
immédiat par définition de ¥, Ap, Ap’.

THEOREME. — Avec les mémes hypothéses que dans la proposition
précédente, soit P’ = 8(p’) une FBIZ réguliére de # ;,'ZO dans # \2%%,
telle que X (Ap(yo)) = Ap'(wo).

Alors il existe une T.C.Q., I(q") de # \zvwa dans K \ZMO (réguliére si
o(p) et I(q) le sont) telle que :

I(g) 0 3(p) = 8(p) 0 1(q)

et la transformation canonique sous-jacente d 1(q"), de Y dans W est
Ato YoAp.

Preuve. — Dr’aprés la proposition précédente, on peut supposer
1
0= UMY, ¢ =3Sm?, g = 1d, avec
x=((xx"eC", X' = (X1, .5Xg)

et I'=T={xx"),x"=0,5mx’ =0} et on travaille localement au
voisinage de x = 0. On peut de plus choisir 8(p’) arbitrairement. On
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pose avec p=l_u2:

—l; (w’-x’)2+|1(pw"—x”).9"

(3.16) 8(pHu= je u(x,a,\) dx A\ do”

et wo = (Wp,wp) e C" est tel que la classe dans I* du chemin:
x"=puwg, Rex’'=Rewy=0, Smx =p’Ffmw,

soit Ap(yo). On a alors y'(w) = %(J m w)? [cf. exemple, p. 181].

Dans la suite C,, k =0, 1,2, ... désignent des constantes strictement
positives choisies dans cet ordre; a part C,, elles seront toutes supposées
étre trés petites devant les précédentes. On fixe 2, > 0 petit, ® = {|x|<z,}
et on travaille avec ueH, 4(0).

I** étape : Etude précise de lintégrale (3.16).
Pour weC", on note X, ,, le contour:

x” = u(w”+t”) e" = — u Jm wll — iuCOtT
Rex’ =Rew +t Smx =p>Smw

3.17) {
avec Co » 1/2, t"eC" ¥ t'eR?, |t"? + t'2 < C, (w étant fixé, c’est
un « bon contour »).

On définit alors 8,(u) par Iintégrale (3.16), prise sur le contour X,
ce qui a un sens pour tout p, 0 < p < py <1, po, C; petit si:

3.18) pFmw|<C,, [Rew|<C,,  pw<C,.
Pour (x,0)eZX,,, on a:

- gRe (Z—x) — Fm(uz'—x").0" + %(.ﬁm %

2

2(1—-p?)
1
(Fmz—Fmw)? = WColt* — 5 (S m1")’]

2
- “7 (Fm 2)? — [Re 2/ —Re w' —t']2

(3.19)

4

m

T

2 —
- % [Fmz’ —fmw']? + Cop? Re (z"—w").t".
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Posons :
(3.200 Du,Cy)

= {weC" |[Rew|<C;, |[fFmw —Imwy|<

C
W —wil<Cy}.

Alors de (3.19) et de la formule de Stokes, il résulte pour w, ze D(,C,):

M:
1 - (Imz)?
(3:21) [3,(w)—3.W)(2) < C—u"““ e ? ¥4 sup jue |
4 [0}
MZ
- (m 22
5.0 < @M e T " sup jue.
4 [0}
Par construction, 3(p’)(u) est la classe de 3, () dans Jfﬁ,wo, donc

d’aprés (3.21), c’est aussi la classe de 8,(u) dans #i'“’o pour

tout we |J Du,C;).

u>0

Construisons a4 présent un inverse approximatif pour 3(p’). Posons:

(3.22) Q(p,Co)
= {xeC",|Re x'|<Cq, |Fm x'—p? Fm wi| <pCq, |x" —pwg| <puCs}

et pour tout ze D(,Cy):

K. [3. ()] (y.a,u,))
A\ o =Wy — ). &
- (51?> (ip)‘u"_dj, &7 s ) dw A e
Zx.n
(3.23)
KO[3.()](y,a,u,1)
A \2n—d L ' —w)2 +ik(y" —pw").E"
- (_> (ip)p" f 2T TS () dw A dE
2% £l 0
ou X, est le contour:
x" .
W = —u— + 5 g” = —Sfmx" — iCyus
(3.29)
j 7 7
Rew = Re x’ Smw' = mzx z
i M
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et Z;° le contour:

"

w =wp + 5" g" = —pSfmw’ — iCyus”
(3.25) ,
s
Re w' = Re wy Smw =Smwy + —
1
avec s"eC"?, s eR?, |5")> + s> < C5. Notons que les images de ces
contours sont contenues dans D(p,Cj3) X Cg,“', mais qu’ils ne sont pas
bornés uniformément en p. On a aussi Z.° =X, avec

R 120 _R ’ j 110 __ ZJ ’ ” 10 _ ” W
ex'°(n) = Rewp, Smx,” =p*Imwy, x"°() = uwg.

Sur ), on a:

P Re (Y —w)* — Sm O —pw).E + B (smwy
= 1(jm » + ———uz—(Re y —Re x)?
(3.26) 2 2(1—p%)
- 2_(11_;12)(" my—(Smx+ps)” + %(fm X'~ Fm y')

1 —
_ uz[colsﬂlz _ E (Jm Su)z + ”CO Re (y”_x”)'s"] .

En utilisant (3.21), (3.26), et la formule de Stokes, on trouve alors pour
x,y € Qu,Ce), zeDW,Cy):

(3.27)
le(az (u)) - Ky (u)) (X)| < ()\,uz) e—lp2C7 e; (Im x)
K@, () — K., w)()f ~ Cop
()\.',12)2" —d ; (Im x)?
C,¢

2
sup |ue 9|
[0}

K3, W)X < sup Jue ™).

Montrons alors le lemme suivant :

LemMME (3.28). — 1l existe Cg >0 tel que pour xeQ(u,Cq) et
M2 >1 on ait:

Iy
("'”2)2" —d 5(Im x)2—ku2Cg
— €

sup |ue ™.
Csu.d (|)p | |

[K® 8,,(w) () —u(x)| <
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Preuwve. — D’aprés (3.21), (3.27), pour calculer K° BWO(u) a
I’approximation imposée par le lemme (3.28), il suffit de choisir la
composition des contours (3.24), (3.17), dans I'intégrale composée. Aprés
avoir effectué le changement de variable :

y = x + pa, 6” - _ jm xn + p,Y// &u - fm xn + usn
fm x’ / x"
w'=(Rex’+i 3 >+iE w'=—+ p".
) p )

On a a calculer 'intégrale :

%(lm x? A \2" 4 —;p[uza’z—ZiB'-aHiku2[ﬂ”v”-ﬁ"8”—a”v”]
e
2

e (—p)u® '“(—
v(o,p,a,N) dB A dd” A da A dy”

ou:
A 5.
—E(Imx) +idpa.fm x
v(oap,a,h) = e u(x +pa,a,1)
sur le contour:
” " ” ’ t, +o! ’ ’ ” " " 2 7
a'=s"+t', dd=—+is, B =5, B'=5", 8 = —iCqys
[
Y' = — (Fms" +iCet"), t'2 + |t"? < C,, s2 4+ |s"?> < Cs.

On opére alors la déformation de contour définie par:

!

t
«=Ko+is, F=s+ ile(l—KZ)t'

ou K est réel, décroissant de 1 a p; comme le long de cette déformation
ona:

p Re (2’2 =2ip .a') — p2(Fma)? = p[s'2+t'%

qui est indépendant de K, la contribution du bord des contours
d’intégration de la déformation est négligeable a ’approximation du lemme
(3.28) d’apres (3.19) et (3.26). Lorsque K = pu, le contour obtenu est
uniformément borné en p et il suffit alors d’appliquer le théoréme de la
phase stationnaire IT1.7.1.

2 étape. — Soit 3(p)(u) sous la forme (3.12). Par changement de



DEUXIEME MICROLOCALISATION 189
variable en 0 dans (3.12), on peut supposer ® = 0 donc
329) N ={x"=0,#mx'=0,0=0}, N€ = {x"=0,0=0}.
Alors par le choix de ¢ et les hypothéses H.1, H.2, on a nécessairement :

(3.30) go(3:%,0) = ‘(x",8)Q(y,x,8)(x",0);
&1 (y9x’e) = B(,VaX,O) (-x”,e)
et on désigne toujours par =z(y,n), O(y,n) le point critique de
(x,0) > —Ffmg + ¢. Pour |y—y, < Cy ona z(y,n) € Q(u,Cq) pour p
assez petit et on peut aussi supposer que si X est le bon contour choisi dans

(3.12), 'image de X(.p) est dans Q(u,Cq) x Cg. On fait le changement
de variable :

(3.32) X' =p%, 0=ub
et on pose

(3.32) u*G =G@xpx", ubpa), pg = gQ.x,px"ubp).

Alors par le choix de # on a évidemment :

(3.33) imG =3, 1limG =3,
F #

et pour veH,#(D(C,))

0 A\l d 4(n—d)
3(p)oK’ = (ﬁ) (—ip)u

iA[G— i (x'-w')2+(i"—w").§~]
(3.34) f e 2(1-p2)
LI

p(y,x’,ui”,uﬁ,p,a,A)v(w,a,p,A) dw A d&" A dx' A dX” A dB
aprés avoir posé p&” = & dans (3.23). On pose:

’ — 5 i w2 I 4

(3.34) b=z —Z(I—uz)(x w)? + (X" —w").Z".
D’aprés (3.28) et comme (3.34) se présente formellement sous la forme
d’'une transformation canonique, il suffit de vérifier que
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1
—Ffmd + 3 ()mw)? a un col et quon peut remplacer le contour
ZoZ}° (quiest non uniformément borné en p) par un bon contour pour
1 . R .
—Smd + 2 (Fm w)2. Alors par construction méme, la transformation

canonique sous-jacente sera A,'oAp, et I(g’) donné par (3.34) est
réguliére si A(p) lest.

3¢ étape : Déformation du contour. On fixe y = y,.

Tout d’abord on choisit le bon contour ¥ pour &(p). D’aprés H.1
et (3.30):

(3.35) &0 > —sFmg + %(!m x")?

a un point critique non-dégénéré de signature (n—d+m,n—d+m) en
%"(x',w), 8(x',u) dépendant analytiquement de p au voisinage de 0 et de
x' présde 0 dans I'°. On note I(x',u) la valeur critique (p.s.s.h en x).

‘On choisit t” — Z{,, un bon contour pour (3.35), t"eR"™**",

[t"] < Cyo et sur X, .

1
(3.36) —fmg + E(Jm x)? < I(x',p) — C t"2.
Alors d’aprés H.3, si on pose x' = ReX' + ip fFm X’
~r ~r 1 n2
3.37) X - Ixp + E(fm x")

a un col en X'(p), et voir [IV.1.14), Fmx'(n) e0(?), x'(0) =0 et la
valeur critique est ¥(yo,p). Alors nécessairement :

(3.38) x' - I(x',0)
a un col en x' =0 et est défini négatif sur I.

On choisit donc comme bom contour X:

= r g d Rn—d+m ’ = x ’
(3.39) t=(tt")eR? x R {x"(t) X' (w) +t

1< Cy2 "] < Cyo ("0, () = K[, (¢

et d’aprés (3.27), on peut remplacer X par X, de sorte qu'on calcule
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I'intégrale (3.34) sur le contour:
(3.40) Z o Zhomo

qui est par construction centré au point critique de
1 . . NV

—Smo + 3 (Fmw)2. Lions les variables d’intégration de (3.34) par les

relations :

" S

w =X"+5"'=—-SFmXx"—iCys"

"2 12<C
me(p) s I +s 5

Rew =Rex’, SFmw 2
x"(®,0@) = Pz(x @), p)(t ") [t"] < Cyo
x,@)=x@ +7, TeC’, |Ret|<Cy,,|fm1| < Cy;.

(3.41)

-s:

Le contour XX, est défini par (3.41) et Sm7 = 0. Alors sous les
relations (3.41) on a: (x’=x;,(f’).

(3.42)

—Smo+ % (Fmw)’ < ¥(yo,n) — Cyyt"* - [CoIS"IZ— %(fm S”)z]
1
+1(x',) +ﬁi(f mx)? T[(j mx’) — S mx' (W)]* —'¥ (yo, 1)

52 1
(Jm x'—SFmx'(n)).

T20-w) T A-p) iI

Or de (3.37), (3.38) il résulte qu’il existe o >0, B > 0 tels que:

1 1
.4 ’ n2 __ N2
(3.43) I(x ,p.)+—2p2 (Fmx') —2u2(1—u2) (Fmt)

< ¥Y(o,n) — a(Re)? + B(FmT)2.

Alors effectuons la déformation de ZoZi )¢

jmw,=fm32c(u)
B B
(3.49)
~ _— U
gmt’ = 2)s’
m 28( €%)s
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(en conservant les autres relations de (3.4)), € variant de 1 a p/C,,.
Alors sur cette déformation |£Fm7| < gl;—cs— donc reste petit et la
contribution du bord des contours déformés (en appliquant Stokes a (3.34)
sera négligeable pourvu que BC?, <2. Donc — SFm® + %(.f m w)?2

posséde un col (uniformément en p) et pour € = p/C,, le contour obtenu

est un bon contour d’aprés (3.42), (3.44), ce qui achéve la preuve.
O

Remarque. — Intuitivement, I'inversion de d8(p’) nous a conduit au
. s . 2.2
mauvais contour x =0, y = E pour la forme quadratique — p?y* + xy

dans R2.

Mais il est facile de déformer comme sur la figure d’ou (3.44), et la
déformation du lemme (3.28).

IV.4. Deuxiéme micro-support.

2
DEFINITION (4.1). —Soit T" une sous-variété isotrope de X pour ?Ea(p

ou @ est p.s.s.h. stricte sur X. Pour ueH,s(X) on définit son T’
(deuxiéme) micro-support, noté SZ(u) comme le sous-ensemble de T défini
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par : ¥ ¢ SZ(u) si, et seulement s'il existe une FBIZ, P = §(p) de # ;'xo

dans .#3% avec xo =7(0), A,(yo) =7 et y0¢Sf(Pu). On pose :

SSZ(u) = SZ(u) N T*I
SSZ(u) = SZ(u) N (T*r'\I).
On appelle SS2(u) le T (deuxiéme) micro-support singulier de u.

D’apreés le théoréme de IV.3, la définition ne dépend pas du choix de la
FBIZ, 3(p), etsi I(g) est une T.C.Q. réguliére de¢ H,, dans H,, de
T.C. sous-jacente y ona:

42  Siw) = xSLA(@W)] avee T =y(@).

TuEOREME (4.3). — 1) S2(u) est fermé homogéne dans T .
) S W= =>TnS;w=0.

Preuve. — 1) Que SZ(u) soit fermé résulte de sa définition. Si
d(p)w)=v e t>0, on pose v'(y,aul) =rv(,atpA). On a
v' = 8'(p)(u) ou on désigne par &(p) la FBIZ déduite de 8(p) en
remplagant p par tp dans ’expression intégrale de 3(p).

t 2 . . , qe F _ F ¢
Alors v Eszv,f et ’11 est immeédiat que S, (v) = S,z\,,(”)' Comme

Agigy = t.As, 00 . désigne Phomogénéité de T, SZ(u) est homogene.

2) Si Sf w)nT =g, il est clair que Sﬁ(u) = & . Réciproquement
si S2(u) = & (ce qui est équivalent d’aprés 1) & SZ(u) "I = &), ona
d’aprés la preuve du théoréme et en conservant les notations de celle-ci,
avec wo = 0 [cf. (3.28), et puisqu’on a une hypothése de décroissance sur
tout le contour (3.29)]

lu(x)| < e sup |ue 9|~ WCW

pour A = A(p), |Fmx| < pCq, x| < pCs, |Rex'| < Cq, 0 < p < po
avec C(p) > 0. En fixant p, on obtient 0¢ Sy (u). O

Soit & présent 2 une fonction analytique réelle sur I', telle que
I’hypersurface 2 =0 de I' soit lisse (2=0 = dr#0).

Si yeI et 0 est un vecteur tangent, alors la classe dans I" du chemin
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2 .
s—v(s) + %—9 ne dépend que de la classe de 8 modulo (TIN* donc

définit une action (additive) de T*I' sur f.

THEOREME (4.4) (Water melon). — Soit u tel que
FrnSfwnis<0=g, alors SE(u)l,—o est invariant par dr.

Preuve. — On recopie la preuve telle qu’elle est dans [11]. Tout d’abord,

. . X 1
par transformation canonique, on se raméne au cas @ = E(Im x)?,

I = {(*,x"), x"=0, Fm x' =0}, X = (X1, X2, =X,

et on choisit comme FBI? celle qui est donnée par (3.16). Soit ¢ > 0. On
découpe alors I'intégrale (3.16) sur le contour (3.17) en deux parties,
suivant que ReX; < — ¢ ou ReX) > — ¢. Par hypothése, il existe
alors € - C, > 0 tel que pour 0 < pgy < p(e)

2 . 2
J € Htv—ct‘-/ug #’° J € H%"
Rew:i+t’d<—: Reu/d+t‘d>—t:

1 .
avec §. = ¢ si Rezj> —¢, §, = — E(Rez{,+za)2 si Rez; +¢<0.
De (4.5), il résulte alors par le choix du filtre # :

3P () e H; P

. ~ 1 .
avec  =¢ si Rez; >0, (p=(p—§(Rezj,)2 si Rez; <0 et on
. | .
applique IIL.4, corollaire 2a ¢ + 3 zZ etalacourbe: z’ =23, Z;=z,,

i=1...,d—1, Rez;=Rez},, Fmz;=tSFmz,,.
d ,0 s

IV.5. I'-(micro)analyticite.

L. 2
DEFINITION. — Soit T’ une sous-variété isotrope de X pour =309,
i

ou @ est p.s.s.h. stricte sur X, xo€I'. Soit V une sous-variété involutive
dont T est une feuille, prés de x,. On dit que uecH, 4(X) est T-
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analytique en x, si, et seulement s’il existe M > 0 et ® voisinage de x,
tels que ue H, ;(0) avec § = @y + M dist>(z,TC) ou @y est défini en
IIL.S. D’apreés 1115, corollaire 1, cette définition ne dépend pas du choix de V.
On note T'-support sing (u) l’ensemble des x, de I" ou u n’est pas TI'-
analytique; c'est un fermé de T et T suppsing(u) = SS(uw)nT
trivialement.

THEOREME (5.1) (prolongement analytique). — Si I'-supp sing (u) =
alors S: (w) " T est réunion de composantes connexes de T .

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de III.4, corollaire 1, car
@lrc = @v|c est pluri-harmonique.

ProrosiTiON. — Soit 1(q) une T.C.Q. de H,s dans H.,, & de T.C.
sous-jacente 7y, y(I") =T. Alors

x[I"-supp sing I(q)(u)] = I'-supp sing u

[i.e. la notion de I' analyticité est invariante par transformation
canonique].

Preuve. — On conserve les notations de IIL.5 et III.6 et supposons,
quitte a restreindre X, I'-supp sing u=(. Par un choix de coordonnées,
on peut supposer I' = {(z/,z"), z" =0, #Smz = 0}. Alors ueH; z(X)
avec § = @y + M|z")?; présde I, les feuilles de V sont paramétrées par
Z" etsi ze l'f on a @(z) < @y(z) + Cdist*(z,I',). Par le principe du
maximum et comme ue€H,s(X) on peut supposer M petit en se
restreignant & un petit voisinage de V. Alors si g est la phase de la
T.C.Q. comme en IIL.7.6, (x,0) > — fFmg(y,,x,0) + § a un col en
(x0580). Soit ¥(y) la valeur critique. On a I(q)(u) e Hy4(Y), ¥ =¥
sur T', x%(Ay,) = A,, daprés IILS, lemme2 avec (V) =V et
x*(Ag) = A§. Comme A, et A, coincident sur j, (D) = j, (T%), Ag
et Ay, coincident sur jy (') donc ¥ < ¥, + Ndist?(y,I"°).

O
THEOREME (5.2). — Soit © la projection de T*I'\I' sur T.
n(SS%(u)) = I support sing (u).
Preuve. — Par transformation canonique, on se raméne a

1
¢ =§(me)2
I = {(x',x"), x"=0, Fm x'=0}
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et on utilise une version légérement modifiée de IV.3.16 : pour ® ouvert de
2
n
r : = .
on pose (p 1 -l—lz)
- ; Pz —x)?

(5.3) ity(z,a,0,1) = j e u(x',uz",a,\) dx’

xXew

alors avec A(z) = {s»(Rez +is’fmz,sz")} on a A(z) ¢ SZ(u), si, et
seulement si, z¢ sf o 2 (@,) pour Rezew. Soit xpem fixé et
YeCl(w) telle qué 0 < W2 < |PIl, ¥ =¥ si |x¥'—xy| <2 avec
0 <2 =dist(xp,Co0). Soit z' =x+iyeC? x',y réels, tel que
|x"—x6| < 2/2. Comme u est holomorphe au voisinage de @ dans C",
pour |||l assez petit, on peut choisir comme nouveau cycle d’intégration
dans (5.3):

(5.9) 03t - t' +iPE)y.

Alors dans (5.3), on découpe lintégrale qu’on note I en deux:
I=1+1, avec

(5.5) Il = J‘ s 12 = J‘ .
|t'—xb|>z W—Xbl<4

Alors compte tenu de f€H,,qn.2s pour a€F] et A > Al(ag) on
obtient les majorations des intégrands de (5.5):

Ll

2 , A2 A, 5
A+r S (m)? - Sog +5p(1mz')2+5||~r|| (fm z)

pourl,: e

L2

2 A
eh+ A5 (Fm 292+ 5 p(sm 22 (1 - Wi+ guvnzum 2)?

pourl,: e

(5.6) (

et si f est I'-analytique au voisinage de @ les majorations

1
avec V={fmx} =0ona ¢y = E(Im x")?

2
3

w2 2 M2
A::+x7(.lmz") +Mp“l2”| —3P

A
+5p(Smz)2
pourl,: e
G.7) PP SIS 2 2

Le+17(fmz) +AMp“2"|< + ip(lmz') 1 -1l
pourl,: e :
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Soit alors ||W| assez petit fixé. Il existe C > 0, p, > 0, tels que pour
tout 0 < p < Yo etsi | Fmz| est prés de ﬁ, |z"| prés de 0, on ait:

A A
(58 [5 Z—EP(I—II‘PII)Z](J m z)? — AMp?|2"|> > chp?.

Alors de (5.7), (5.8), on déduit mn(8SZ(u)) = I-support sing(u). Pour
montrer la réciproque, montrons d’abord :

LeMME (5.9).

] A d —Ap 1,,, i 6u ,
(5.10) u(x',x a)»)—(—2;> L‘e [Eu“' 4)» 3'. ;ld&

ou dans I'intégrale on a posé¢ x" = pz", z' = x' — iy avec |o| = \/5,
& = pay, Dégalité (5.10) ayant lieu au voisinage de ® < I' dans C".

Preuve. — Un calcul élémentaire montre que le membre de droite de
(5.10) est égal a:

(5.11) ( ) f d&_[ (x y)§+7(x y)ltl]
g

—y) 2 Yu(y x"a)) dy
( 2\[(x )|§>(y ,a,\) dy

et on reconnait pour x’' réel une représentation de o,._,

Mais d’autre part, les estimations (5.6), entrainent I’absolue

convergence de l'intégrale (5.10), d’ou le lemme. O
p2
LemME (5.12). — Soit 0 < po < 1 et Ag>0, po =7 OuZ. Si dans
— Ho
(5.10), on remplace lintégration sur R® par, soit lintégration pour
I R v .
€] = po, soit lintégration pour < —> alors la fonction
V2 S+l A

obtenue est T-analytique sur ©.

Preuve. — En utilisant les majorations (5.6), on obtient le résultat dans

. .. . 22
le premier cas en choisissant |[|¥|| vérifiant Pog > 2||P|I% et
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poll —(1 =|I'¥ID?] > |I¥)|1> (la fonction obtenue est alors sans support au
voisinage de ®) et pour le deuxiéme cas il suffit de choisir ¥ = 0 car
alors pA est borné. O

LemME (5.13). — Supposons SSZ(u) = & au-dessus de o. Alors il
existe a>0, C>0, pu, >0, tels que pour |Z"|<a,
dist (Rez”,Cw) > a, |[Imz| — ﬁl <a, O<p<yp;, acekF,,
A = A(a,e) on ait:

W2
2415 (Um 2 —C)

(5-14) lia(z,0,0.0)] < e

Preuve. — D’aprés (5.6), pour aeF!, A > Al(a,e), 0 < p < p, assez
petit, on a (en choisissant ||¥||=p2)

W2
eA+A > [#£m 212

(5.15) lto(zapMl <e *

et par ’hypothése SS2(u) = & au-dessus de @, si o > 0 est assez petit,
|2"]| < a, dist (Rez',Co) = a, IIsz'—\/El <o, 0<p<p;, aeFZ,
u3A > A?(a,u) on a, avec une constante C > 0:

2,
S

(#m z)*—C]
(5.16) [U,(z,a,p,A)| < e .

1
sup I:P Az(a,u)} pour

2> 2)2&:
113/|J Edrel

Posons F, = F!n FEEW’ A (ae) =
C

acF, (ce qui est possible puisque A% est loc. bornée), et
2
A(a,g) = sup [A,A?]. Alors (5.14) est conséquence de (5.15) si p? < g

Ap? 2
car alors 2eA — —&_ C > e, et de (5.16) lorsque p? > ¢

2 [ -

Soit alors u tel que SS2(u) = & au-dessus de ®. Pour montrer que
u est I'-analytique sur o, il suffit d’estimer d’aprés les lemmes (5.9) et
(5.12):

A\ 1 i o
. J=(— Mg~y |at.
(5.17) (21:) J ze [2 Yo T 4ap o7 “ﬁ]d&‘

TSH2<HI
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On décompose & nouveau J en J, +J, avec:

(5.18) ], =j , I, =f
" 1x"} x|

>T HE—

ou o > 0 est déduit du lemme (5.13). Pour J, on a |z”| < a et on peut
utiliser I’estimation (5.14) pour |#m x'| assez petit d’ou:

A
2eA+5(Sm x)2

(5.19) J,| <C¥e pour aeF,, A= A(aeg).

Pour J, on utilise I'estimation (5.15) et I'inégalit¢ ap < |x”| d’ou:

A 5 AR
sl+5(.lmx') +7

(5200 )J,] < C*e o

(Fmx|2/2+|5m x'|)2)]

pour aeF,, A > A(a,g) ce qui achéve la preuve car dist (x,I'C) ~ |x"|.
Remarque. — En apparence, I’estimation (5.20), est meilleure que celle

qui est imposée par la I'-analyticité. Mais u e H, im a5 et u, I-
3 m x)~,

analytidue entrainent une estimation du type (5.20) par le principe du
maximum.

IV.6. Retour aux hyperfonctions.

On désigne par &&'(R") les fonctionnelles analytiques sur R” (i.e. les
hyperfonctions a support compact). Pour ue @’'(R") soit:

A
©.1) Tlu@)) = je_f(”)z u(x) dx.

Alors T'ueH,pm,2 = Hipyma2s avec A réduit a un point, donc
trivial et on a I’équivalence :

6.2) z=1x—ife S]/Z(lmz)z(T:) < x,£) € SS(u)

ou SS est le spectre de Sato de u.

Soit I' = T*R" la sous-variété isotrope de dimension d < n:

(63) T ={&xEE),¥=0,5=0,"=E#0}
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avec
X =(X1,...5%X3), X' = X411, -.Xp)

E.»I =(§la'-"§d)’ g” =(§d+19"*’§n)'

Par définition on pose :
6.4) S2w) = SATH e ' = T
avec I' = {zeC",z"=~if}, Fm =0} c C".
Si on pose pour p > 0
—x";(z—xﬁ—mxha;,-;(uz"—x">2

6.5 T?u(z,p,A) = j e u(x) dx

on a T*ueHiyynp2 ¢ avec A =R* et # le filtre des voisinages a
droite de 0 dans R. Comme on a:

' 2
5@ —zp-l@-xp —p) |2 A5 e-?
iz - [BU

(“)j {w

alors en posant pour zeC",

A(z) = s»(Rez,sRez", —s*fmz Ep—sfmz") el
on déduit de (6.6), T? étant la composée de T! et d’une FBI,Z-., sous la
forme IV.5.3:

6.7) A)eSi(u) <> ze€ Sl m Z)Z(Tzu) .

Soit z, fixé dans C" avec z, = (zy,0) et p(z,y,u,A) un %-symbole
analytique classique, avec grand paramétre A, défini pour z prés de z, et
y prés de Rez,. Pour ued@’'(R") ou plus généralement pour u
hyperfonction sur R" on pose:

2 A
—-).E——(z'—x')z—il.x". = xny2 ”
(M)ﬁ@:fe2 A p@%%%QMﬂh

ou u,(x) est une famille dans A@'(R"), pour p > 0 telle que si

Q= {(x',x"), |X'—Re zo| <A|x"| <pA},
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il existe 0 < A < B tels que

(6.9 1) u, =u dans Q4; u, =0 hors de Q.

2) p est défini au voisinage de z, x {|y’—Re zp|<B, |y"|<B}.

.1 1
3) Pour tout k>0, u, =u, si 2,‘—+1<p<u’<ﬁ-

[Pour construire une telle famille, on choisit B > 0 tel que 2) soit

vérifié, puis avec A = ry on construit les u,_, par troncature arbitraire,

alors les u, sont imposés par 3) et 1) est vérifié avec A = B/2]

Si u, et u, sont deux familles qui vérifient (6.9), alors pour z assez
voisin de z,, la différence des intégrales (6.8) calculées avec u, et u, sera
majorée pour tout € >0 et tout k par:

A
el + 3 uz(lm Z)Z—CMAZ

(6.10) A.Cy e ,
ou d=degré (p), C>0, 27**V <27 et C,, est une
constante sur laquelle on a aucun contréle, mais (6.10) entraine 1’égalité des

deux intégrales calculées, dans #f/z( omots, (f1V.3.10).

Par suite, u — T:(u) définit une application de a@'(R") dans

H f/z im 2.z Or sur ce dernier espace, on a aussi les opérateurs pseudo-

différentiels qui opérent. Soit donc

2n \™" [,
(6.11) Qv = (ﬁ;) fe'“‘z(”_’)‘“ qwn,u,A)v(z,a,Aldz A dn

un opérateur pseudo-différentiel, avec g(w,n,u,A), %-symbole analytique
classique avec grand paramétre A, défini prés de w = z,,

n=—Smz,. Alors le théoréme de la phase stationnaire entraine
aussitot :

(6.12) QoT} =T
avec

1 1
(6.13) pw,yp,A) =~ Y 1 QA 02 g(w,i(w—y),u,A).

aeN"
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En particulier, si qo(w,n,p) est le symbole principal de g et p, celuide p
on a:

(6'14) ¢10(W,7Ml) = Po(W,W‘f‘"],P)

et (6.13) permet de reconstruire g connaissant p.

V. APPLICATION A UN PROBLEME
DE DIFFRACTION DEGENERE

V.1. Introduction et notations.

Pour (X,£)e T*R"*! on pose:

X = (Xl,""xn+l) E = E.al"'"én+l)
6)) X =X, N &) £ = (E.tl ""’gn)

X = (X29""Xn+l) & = (& sEn+1)

X" = (X3, X,) & = (&2, .60

On fixe £jeR""! de norme euclidienne |Ej| = 1 et on note

g = 0.8, o= (5,0, & = (&,0)
@ [ = (RE),E=E,, X'=0} cT*R"*!
T = {(X.£), E=E,, X"=0} c T*R".

Par y(s) (resp y(s)) .on désigne le point de T' (respI') dont la
coordonnée X, vaut s.

Soit P un opérateur différentiel de degré deux, a coefficients
analytiques, défini prés de X, €[a,b], a<b, X' =0, de la forme:

(B P=- D;M_l +Qo(X,Dx) +X,+1Q: (X,Dx) + X2, ,Q,(X,Dx)

de symbole principal :

4 p=—EL + goX8) + X,114:(X ) + X7, 14,(X.E).
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On suppose p réel et:

940
3

5 o

ox =0,

= El, ” =
r I. agl"

de sorte que T est bicaractéristique nulle de p et x, est le paramétre sur
la bicaractéristique T .

Si uest une hyperfonction solution de Pu ~ 0 dans X,,, > 0, on
note # l'unique prolongement de u qui vérifie [cf. 9]

u =u dans X,,;, >0
6) u =0 dans X,,, <0
Pu=fo®8 o+ /i ® 5;("+|=o
et on note
@) SS;(u) = SS(fy) v SS(f,) < T*R"

ou SS est le spectre singulier de Sato. Rappelons qu’on a:
® Y(s) € SS(@) <> v(s) € SS,(u).

Soit T Iéclaté symplectique de I', muni du systéme de coordonnées
canonique (X,f)

o) {g = (Xl ’X/), X = (X"axn+l)a X = (XZ" . "Xn)
E = (El ,El)s E’ = (z”agm+1)’ E" = (EZa .. '9En)

ou les fonctions tildées sur I' sont définies par: pour pe T et TR (1))
chemin dans la classe d’équivalence de p on a:

X1(l~3) = X, (p(0)]
¢ A N d ’
Xp) = EX [Plu=0

{ d

(10) 26 = g7 STl
LG =4 e

\ 1(P -2d|.12 1 p("l |M=0’

Dans cette carte, la 2-forme canonique de T est dE A dx. Onnote £,
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Papplication de I dans T*R"*!:
{Xl = Xl XI = ],I,X'

& =nE, & =& +p¥

de sorte que le chemin p — Z,(p) est un représentant de p.

1

Soit @ la projection de L, _, sur [, réclaté symplectique de T,
déduite de la projection de T*R"+‘|Xn+l=0 sur T*R". Alors @ permet de
considérer X = (X,,X"), & = (£,,%") comme une carte sur ', et on
notera X, l'application de [' dans T*R":

(12) {X‘ =X X
& =n, & =&+ ue".

On note S*I'* le sous-espace de T*I' c [':
(13 ST = (R, X2 0,T'20,E,21).

Des relations p|r = 0, H,| € TT', on déduit que p définit une fonction
p sur T'. Si on pose:

(14) ARD = 5 pERD)
on a:
(15) B&RE) = poXD).
De 5, on déduit :
(16) p=-8, +8& +QX,.X.?)
ou Qest quadratique en (X’,£”). On posera :
(16) b= — B + 8+ QRY.

V.2. Enoncé du résultat.

Pour a < S, < S, < b introduisons I’hypothése suivante :

(17) (#'s,s,). Pour tout §Ef‘x"+l —o tel que p(P)=0,
w(P)eS*T*, S, < X (P) <S,, la courbe intégrale de H; dans T issue
de p ne recoupe pas I'hypersurface X,,, = 0 dans Uouvert S, < %, < S,.
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(18) TutorREME 1. — Soit u solution de Pu = Odans X,., > 0. On
suppose (¥'s, s,) vérifiée et Y(S;) € SS;(u) pour i =12. Alors pour tout
s€[Sy,8,] on a y(s) ¢SSy(u).

Notons que (16) entraine qu’il existe une constante C > 0 telle que
(#s,.s,) soit verifite dés que S, — §; < C. Alors du théoréme 1 et de [8]
on déduit le théoréme 2 qui étend a4 des géométries non strictement
convexes un résultat de Kataoka :

(19) TutoreME 2. — Soit Cela,b] et u solution de Pu = 0 dans
Pouvert X,,, + 0(x) >0avec 6>0, 6(C,00=0, 0(x,,0)>0 si
x, #C. Siy(s)¢SS(u) pour s < C et s > C, alors y(C)¢SS;(u), ou
SS, désigne le spectre des traces de usur le bord X,,, + 0(x) =0.

V.3. Preuve du théoréme 1.

On suppose a =s;, b=s,.

A. Paramétrix pour P.

Soit ®(x,y,0) la solution de:

p(,— ) = 6,0
20 Y
(20) {mly,=x, Z (=)0 + iCo(x'— )0

ou Cjyest une constante strictement positive, 0 = (6,,6)eC"*?,
0=(,.8,.,), 6=(,,...,6,) ou 6,,...,0,,, sont prés de 0, 0" prés
de &;, |0] = (8%)'/? avec la détermination positive sur le réel x' prés de
0dans C" et x, présde [a,b] dans C. On notera § le vecteur déterminé
par:

@) p(x8 =6,8, &E=(,8), &=0, & presde 0.

Alors (x,E) est prés de I'. Par la théorie classique des équations de
Hamilton Jacobi, ® est uniquement déterminée au voisinage de y = Xx.

(22) LeMME 1. — Pour (x,E) assez prés de T', ® se prolonge au
voisinage de y' =0, y,€lab].

Preuve. — Rappelons ’argument de [11]. Notons A, la lagrangienne
réunion des courbes intégrales de H,, rencontrant {(?,—Q;)} pour y prés
de x. Ona z, = exp/ H,(x,§) € A, et il suffit de montrer que T, Ao est
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transverse a la fibre de la projection canonique mde T*C"*! sur C"*!,
lorsque (x,E) el et ¢ réel. Alors z,e ' < T*R"*!. Notons h la forme
hermitienne sur T, (T*C"*!):

h(u) = ZLiQ(u,ﬁ)

ou Qest la 2-forme canonique sur T*C"*! et u — i est la conjugaison
complexe. Comme T, [Ao est image par le flot de H,de T,oA.,,,
zo = (X,E), que H, estréel et C, > Ola restrictionde h a T, Ao est
négative de rang n et dégénére exactement sur H,(z,). Or la restriction
de h alafibre de mest nulleet H,(zz) est transverse a cette fibre. D’ou le
lemme. O

La fonction ® est homogéne de degré 1en D, et par la méthode de
I'optique géométrique, il existe un symbole analytique classique o(x,¥,0)
de degré Oen 0, elliptique,. tel que:

(23) tP(j:,D;,)(emo-] = 0,/0)e®c
et d’aprés (20), si (x,E) est réel, on a pour y réel:

24 Sm ®(x,9,0) > C* dist’[y,n exp £H,(x,E)]
(25) et si y=mexp/H,(xE) alors (5,—®) = exp/H,(X.E) et

, 0
;= — /%(Gllﬁl).

Soit 4 présent U un petit voisinage ouvert réel de x, € [a,b], x' = 0 et
T(x,]0])) la troncature analytique habituelle :

12
(26) T(x,)0) = (%) 2 L . e~ C-P 4B

La fonction Test holomorphe, et par le théoréme de la phase
stationnaire, on a au sens des développements asymptotiques analytiques

en [0):

o1

@n T(x,J0) ~1 pour X au voisinage (complexe) de U
T(x,0) ~0 pour au voisinage (complexe) de CU
et pour Re|0] > 0:

n+1
(28) [T < vol (U) ’ﬂl T ol B A R 1+
VR 2n ’
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Posons § = |B|& et soit V un petit voisinage réel de (0,£j,0) dans S"la
sphére unité de R"*!, 4 bord AV analytique, transverse & a; = 0. Soit
% la fonction sur S" égalea 1dans V, 0 horsde Vet (ozl);1 les valeurs

1
au bord de = dans ¥ Sma, > 0. On pose:
1

29  s.(x.3.10) = T(x,/8) f g (x,3,101@) (o) ~ 1y () di
-

+

S, (%.y) = I s+ (x,3,/0)) d[8].

1

Alors S, est holomorphe prés de Rexe U, Smx =t§,, 0 <t < ¢,
yi€lab], y' =0 etprésde x réel, x¢ U, y, e[a,b], y = 0. Soit pour
€ > 0 petit:

(30) o = {yeR""!, y ela—e b+e[,ly|<e}

et pour v hyperfonction a support compact dans o, :
@31 S,v= ISi(i,i)v@) dy.

Alors S,v est holomorphe prés de RexeU, Smx =1¢€,, 0 <t <,
et analytique réelle dans CU. Par suite, on sait prendre la valeur au bord
(usuelle) de S,v, qui est une hyperfonction analytique hors de U [ce qui
justifie d’introduire T dans le calcul : on évite d’avoir a parler de valeur au
bord cohomologique].

D’aprés (24) et (25), la relation canonique induite par ® est I’identité et
celle de ®|,, ne rencontre pas I', et par (23), (27), il existe un opérateur
pseudo-différentiel elliptique H tel que au voisinage des points y(s) de T’
avec sela,b] on ait:

(32) S, .Pv = Ho.

D’ou nécessairement pour v a support dans o, :
(33) PH™!S,v = v au voisinage de ¥([a,b])

car par le calcul du spectre de (29) si SSv N T < ¥([sy, + ©[) on a:
(34 S8(S.+v) N ¥(la, + 0D <= ¥([so, +0D

i.e. S, propage a droite et de méme S_ propage a gauche.
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B. Réduction au bord.

Soit u solution de Pu =0 dans x,., >0, u, f,,f; comme dans
(6) et supposons vy(a) ¢ SS;(u) y(b) ¢ SS;(u). Pour € > 0 assez petit,
soient g,,g; deux hyperfonctions a support compact dans ®, N x,; ;-0
telles que g; = f; microlocalement au voisinage de ¥([a,b]). Posons :

35) W, =H"'S, (g,®3,,, -o+2:®%, =0)—

qui sont deux microfonctions bien définies au voisinage de ¥([a,b]). On a
¥Y({ab]) nPw, = & et d’aprés (34) et (8),

Y(@) ¢SS(wy),  ¥(b) ¢SS(w_),
d’ou par propagation des singularités y([a,b]) n SS(W,) = . Soit alors

BO)W =HW,-W_)=(8,-5)(g®3,,, -c+8®% _o)

*n+1

on a

(37 SS(W) n¥([a,b) = &

et nous allons montrer que cela entraine SS(g;) N ¥([a,b]) = &, i =0,1
ce qui prouvera le théoréme. Soit S =S, — S_; le noyau de S est

+ o

(€) Zin'[ T(i,lﬁl)f ¢*= M o (%,5,0/B)x() do d[B]
1 sn—1

avec a = (0,0), aeS" ' =S"n {a,=0} et on note toujours yx la
fonction sur S""! égaled 1 sur V. {a;=0}, etda 0 en dehors. Alors
par (20), (24), (25), on a:

(39) Im ®(%,5,0) =0 = p(x,d) =0 (xeS"?)

et donc pour tout v, SS[Sv] = p~!(0) et on peut prendre les traces
usuelles de Sv sur x,,; = 0. En particulier :

0

-0 0 7(@@b)) = S8 (— wl) ny(ab) = &.

(40) SS(wix o
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On introduit donc la matrice M :

Ml MZ
M =
(Ms M4>

(41) Mi(®) = S@®% ! Ik, -  i=12
0 o .
M;(g) = %1 S(g®8;(nil)|xn+,=o i=34.
Soit alors a<x;0<b et z5=1(2,00eC", Rez;o=x,,
Smz o= — 1 et T} la transformation des hyperfonctions sur R", dans
Jf’f/z(lmz)z, " introduite en IV.6.8, dont on conserve les notations. Alors

pour & assez petit on a:

N; N
(42) LemMmE 2. — 1l existe une matrice elliptique N =< ! 2)

N, N,
d’opérateurs pseudo-différentiels (de la forme 1.3.6.11) telle que :

(43) NoTi(g) = T{ o M(g)

pour tout g compactement supporté dans o, = ©;, N X, = 0.
Le théoréme se déduit du lemme car S*I'* (13) étant I'image par

lapplication A (IV.6.7) des z, = (z,,,0)eC", Smz, o= —1, on
déduit de (40), (43) et en inversant N:

(44) SS2(g) N S*T'* N {a<X,<b} = &, i=0,1

d’ou en appliquant les théorémes IV.4.3, IV.4.4 et SS(g) N I" = v(Ja,b)),
on déduit SS(g)nI'=¢.

C. Preuve du Lemme 2.

On va calculer T?o0M,, les trois autres cas étant similaires. On pose
U=Unx,,; =0, 6=(0,0,,,) et on désigne par ®(x,y,0) la
restriction de ®(x,y,8) 4 6, =0, x,,, =0, y,+; =0, et on choisit V
tel que Support (x) = {aeS" ™!, |Ja—Ep|<e}.

On choisit ¥ eCP, 0 < ¥ <1, ¥ =1 auvoisinagede U’ et T un
contour d’intégration: wu — u + ip(u)§,, ueR" avec peCQ,
0<p<|pll, p=0 au voisinage de {¥<1} et p = ||p|| au voisinage
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de U’. Comme @, est prés de £,/0] on a pourvu que |[|p|| soit assez
petit :

@45)  SmOu+ipW)o,y,0) > Fm®(u,y,0) + C* plf].

Alors pour g 4 support dans ®:

(46) T} oM, (g) = f F(zy,m,Mg(y) dy

avee

(47) F(zy.p.A)

= 2imh J; o1 e ‘I'(x)T(x,)»lﬁl)v:r(x,y,kﬂ)x('-g—’)lﬂl1 “"do dx
X€eX
ou
i p?
48) ¢ =®(x,y,0) — x".& + 3 (n2"—x")* + i (z,—x,)?

car T? et T? coincident sur les hyperfonctions 4 support compact et on a
tronqué par ¥ aux points d’analyticité de M,(g). Notons que par (45) et
(28), F est holomorphe en (z,y). Si on a une décomposition
F=F +F, avec

2
M oma2-q

IF2|<82 s

avec C >0, pour z prés de z5, 0 <p < po, A2 =A = Ap) et
yeW, ., (n) voisinage complexe de ®;, alors F, est un noyau
négligeable, i.e. :

f F,(z,y,u,M)g(y) dy

2

est toujours nul dans | f2am 2.7

(par abus) F =F,.

, pour g asupport dans o, et on écrira

Avec cette convention, par (45) et (28), on peut restreindre I'intégrale
47) a

9 ’
IT)T—&O

1

(49) OG{OGR" ss,xs|9|<M}
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ou M est une grande constante positive. On peut alors redéformer X en le
contour réel (i.e. ramener p a 0), puis d’aprés (48) restreindre
'intégrale a:

(50) Ix1—X1.0l < &x"] < pe.

Alors on peut restreindre I'intégrale a

(51) 0e®, = {een" AR

1
K€, < s 5
ol M <" M}

1
car pour |0] < M on aura d’apres (48) et (50), ¢/, prés de — £j et on

conclut par déformation en x” seul. Maintenant on peut pour & petit
éliminer ¥ et T dans (47). L’hypothése J#,; entraine (pour € petit) le
lemme suivant, qui va permettre de déformer le contour (50) et (51) pour
I'intégrale (47) :

(52) LemMmEe 3. — 1l existe po >0, 19 >0, et pour 0 <1< 1,
C.> 0 avec llm C,=0, tels que pour 0 < p < Yo,
o0t

(53) xeC", Rebe®,, |[Fmb <&, Reyeo,, |[Fmy <s,

les inégaliteés :

lxy—xy0l €T, IX'| <prt, |@,—& <pr
(54) ;2 2 , *
|, —p*l < p't, |l < pr
entrainent :
(55) yi=x10l <C;, 1Y <pC,
et
(56) 10" =&l < pC., [6,+1—nl < pC; ou |8,,;+p/<pCl.

Aussi, de (24) et puisque @5 est constant le long de la courbe

I - nexplHp(x,E), on déduit pour & petit:

(57) LemME 4. — 1l existe un ouvert QCCO,, voisinage de 0" = &,
0,,1 =0 et C;, >0, tel que Reyew,, |[Fmy <&, |x;—x;0/ <&
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x| <&, |[Fm0O <e et ReOe®,\Q entraine:

(58) &, —& >C, ou Sm®>C,.

A présent on fixe € = g,, et on choisit po, > 0, © > 0(r1<1,) trés petits
devant C,, g, et on choisit comme contour d’intégration dans (47):

(9 o= {6 €0, xR, Ix;—x o< 3 |x"|<u§}-

On pose x" =pX", X =(X%,X"), et on choisit W¥,(X)eCy,
0<%, <1, ¥;,=1 prés de (x;0,0), Support ¥, c

{|5‘1—x1,o|<£’ X< 2}3 \I’z(e)ECSD(@:o), 0<Y¥,<1; ¥,=1 pres
de Q et dans le domaine (complexe):

(60) XeC" |% —x;0l<7/4, Rebe®,, [Fm6 <c¢,.

P 4 3 Er 4 T4
On considére le champ de vecteur réel X = X; + X,.

61) {(u4+|f7’; Smo)2X; = y,(Re%) V;Smo
(W2 +]Vo Fm 92 X, = Y,(Re O) uV, Im @

=2 . . . ~ . .
ou V désigne les gradiants respectifs en X et 6. Soit pour ¢t > 0 petit

(indépendant de p), Z,. I'image par le flot de X de %o, qui reste
contenu dans le domaine (60). Notons que £ m @ est croissant le long du

flot de X , et 0%, = 0%, .. Dans (47), on remplace donc X, par X,..
D’aprés (48) on a:

O = WO, — pES + i (¥ —2")
62) 0 = @, + iw2(%,—z,)
% = .

Notons %(t,%,0) le flot de X.
Alors pour Reyew,, |[Fmy| < g, |y;—x,0 > C, ou |y’ > pC,,

lorsque (X,0) vérifie (60), on a d’aprés (54), (55), (62), soit |} = pz%
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soit |@g| = pt pour z présde z,. Sideplus y estréel,ona SFm® >0
sur Z,. et il existe alors C, > 0, indépendant de p, tel que:

2
(63) Sm ol > “? [—(Fm 2)?+Cy].

Donc pour z présde z, et ye W, voisinage complexe (dépendant de
W t,T,8) de {yea,|y'|>pC., [y;—x;0/>C.}, onapour A>A(p):

M2 1
(64) IFl<e” [cr= ”z'iCZ‘].

Maintenant supposons |y; —x; ol < C,, |y"| < uC,; on posera y” = py”
et y=(y;,y). Pour (x,6)eZX,., et 8 ne vérifiant pas (56) avec C,
remplacé par 2C,, la composante 6 de x(t,X,0) pour 0 <t <t
(indépendant de p) ne vérifie pas (56) (avec constante C.) d’apreés (61).
Donc pour ye W2 voisinage complexe de :

(65) {yeal,ly'l <nC,,ly;—x,,<Cs}

les contributions non négligeables pour (47) se calculent aux points de X

lo,‘!
paramétrés par les 0 vérifiant :

o =g+ul,  <2C

8,.,—1 < 2C
e — 6 n T
n+1 I:" n+1 ou {'6,,+1+1| S 2Ct.

(66)

D’aprés le lemme 3, C, est aussi petit qu’on veut et (66) découpe en deux le
domaine d’intégration. Alors avec § = (8”,8,,,) on obtient pour y e W2,
z prés de z,:

(67) F(z,5,m,)) = 2imAp2"~1 J o~ MV B+ b 5(5 5 B ) ) 4B d

avec

)  $=3G-9+8;  FEIIM = o(xy0)

et ou @ est la restrictiona X,., = y,+,; = 0 de la solution des équations
de Hamilton-Jacobi :

5,5, —%) =0
69 B y
) {®I;,=;, = (X =)0 + iCo(x' —7)7I0|
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ou p, est introduit en (14). Maintenant par (15) et (16), on peut appliquer
le théoréme de la phase stationnaire 4 (67), avec grand paramétre A = Ap?.
D’ou:

(70) LeMME 5. — Soit c° le symbole principal de |0 ™" (de degré 0).
Pour ye W2 et zprés de z, ona:

M2 N
- S @y -iny B — 5 (2 - y)?

(71) F(Z”H,M =e ‘11(2”11,1\)

ot q, estun %-symbole analytique classique, de degré 1 — n, de symbole
principal :

(72)  qY =iyt AT 3 0% (n,y, B ) + 00 (y.y, B 7))

ou B* = (0"674,), 0" =& + in(z"=j") et 65, = ngﬂ ou 8%, sont
les deux racines de I’équation :

CHE

ﬁ 1 + Qp(’ﬁ)

~

avec Q,, défini par (16"), et | = i(z—Y).
Preuve. — Les points stationnaires de @ sont donnés par les équations :
(73) i) &; =0, i) O, =iz—% = 1.

D’aprés (69) et (16), (16), i) entraine pour p assez petit X = et ii)
permet alors de calculer les deux valeurs correspondantes de 8.

Soit alors p;, i = 2,34 les %-symboles analytiques classiques qui
correspondront au calcul de T? o M;. On obtient :

(74) 3= —p3 = Q@m)"TIAZ TS
[Uo(y,y,B'+)e:+ 1 + Go(yxy,B’_)en—-F 1]

+ i(21‘t)"+ 1A3 —nuZn— 7
[Go(y9y9B’+)(e:+ 1)2 + Go(y’y,B’_)(en_+ 1)2] .

Le lemme 2 est alors conséquence de (64), (71), (72), (74), (75), des résultats

de 1.6, et du fait que la multiplication par p est un pseudo-différentiel
2
12(5m 22z "

(75 o}

elliptique dans #
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Preuve du lemme 3. — On pose y = (3,0), X = (x,0), 8 = (0,0). Ona
p(y, —®) =0 (car 6, = 0). Soit I tel que:

(76) (@,M) = exp — IH,(y, — D))
vérifie u, = x,. Alors

@) (x,2,0) = ®}(x,y,0)
) {@;(x,a,e) — OGE3D).

11 en résulte d’apres (54), |x'—u'| e O(ut), d’ou |u"| € O(ur), |u,+ | € O(u7)
et

(78) 0" =& + O(ur).
De plus, Q;’()'c,ﬁ,ﬁ) = — (D;l()'c,ﬁ,ﬁ) et p(a, —®). Comme
@, — ®,eO(ur)
on en déduit :
(79) 6,01 =2 p+ 0D
(80) (@mn) = £,@,70)
avec f; — 1€0(1), 1"€0(), f,+1 £ 1€0(7)
i =x; =X+ O0), " eO(1), #,,,€0(1).
Alors de (76), (80), et de I’hypothése 5, on a: puisque Y,,, =0,
(81) 1e0(v)

ce qui achéve la preuve.
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