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FORMES QUADRATIQUES ET EXTENSIONS
EN CARACTERISTIQUE 2

par A.-M. BERGE et J. MARTINET

Introduction.

Soit K un corps, et soit E une K-algébre étale, c’est-a-dire un produit
fini d’extensions séparables finies de K (cf. [3], A V.28). Lorsque K n’est
pas de caractéristique 2, la forme quadratique x> Trgx(x?) est non
dégénérée. A une forme non dégénérée sont attachés classiquement trois
invariants : le rang (ici, le degré n de E/K), le discriminant dans K*/K*?2
(ici, le discriminant de Tlalgébre) et Ilinvariant de Hasse-
Witt (cf. [7], p. 122), qui est un élément d’ordre 1 ou 2 du groupe de
Brauer de K; un procédé permettant le calcul de cet invariant pour la
forme x> Trgx(x?) a été donné par Serre ([12]).

Lorsque K est de caractéristique 2, la forme ci-dessus est de rang 0,
et il est naturel de lui chercher un substitut. Pour k = 1, ..., n, associons
a tout élément x de E sa «k-iéme trace » T,(x) définie & l'aide du
polynome caractéristique 7y, de x par la formule:

%) =X" =T ()X" + T,()X"2 + -+ + (=D)'T,(x).

Il est clair que T, est une forme quadratique sur E. On vérifie qu’elle
est de rang maximum, i.e. n ou n — 1 selon la parité de n (cf. § 2). En
remplagant ’algébre E par ’algébre E x K lorsque n est impair, on voit
que I'on peut associer & E une forme quadratique non dégénérée (de rang
n ou n+ 1); Clest cette forme que nous étudions dans cet article. (Voir
aussi [8].)

Dans le §1 et son appendice 1 bis, on étudie 'invariant de Arf d’un
espace quadratique non dégénéré (V, Q) : c’est un élément de K/2(K) (2

Mots-clés : Formes quadratiques - Discriminants - Equations algébriques - Polynémes.
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désigne I'application d’Artin-Schreier x+—x2+x), qui est 'analogue en
caractéristique 2 du groupe K*/K*? en caractéristique # 2. On définit
plus précisément, a ’aide de relévements en caractéristique 0, un invariant
de Arfdans K attaché a une base de V, qui coincide modulo 2#(K) avec
Iinvariant de Arf de (V, Q).

Dans le §2, on applique ces résultats au cas d’une algébre E. En
corrigeant l'invariant de Arf par un «signe additif», on définit le
discriminant additif appartenant a K/2(K); il est additif vis-a-vis du
produit direct des algébres. De plus, on montre que ’extension quadratique
séparable de K (ou K lui-méme) définie & isomorphisme prés par le
discriminant additif est celle qui est associée a I’algébre par la théorie de
Galois au moyen d’un calcul de signature (comparer avec [3). A V.151-152,
exer. 23, ou est également utilisé un relévement en caractéristique zéro pour
I’étude de la forme bilinéaire (x,y) — Tr(xy); voir aussi [2]; noter que la
relation entre discriminant additif et invariant de Arf est conjecturée et
démontrée dans un cas particylier dans [§]).

Dans le § 3, on détermine la classe d’isométrie de T, sur E ou sur
E x K. Le résultat est que cet espace quadratique est caractérisé par son
invariant de Arf et sa dimension; on montre en particulies que son algébre
de Clifford est décomposée.

Enfin, dans le §4, inspiré par l’article [11] de Serre, on utilise les
résultats du § 3 pour réduire des équations, a la fagon de Klein. Un résultat
typique est le suivant : une extension de degré 5 peut €tre définie par un
polyndme de la forme X5 + X +t (dépendant donc d’un seul
paramétre) si et seulement si son invariant de Arf est nul.

Postérieurement a I’envoi de cet article, nous avons appris ’existence
d’un « preprint » de Wadsworth [15], dans lequel est également étudiée la
relation entre invariant de Arf et discriminant additif qui fait 'objet du
paragraphe 2. En particulier, la conjecture proposée par Revoy dans [8] y
est aussi démontrée.

Par sa lecture attentive de notre manuscrit, le « referee » nous a permis
de corriger un certain nombre d’erreurs; nous l’en remercions, et le
remercions en outre de nous avoir permis d’attribuer a C.T.C. Wall le
lemme 4.1.

\

Cet article reproduit a quelques changements mineurs prés, avec
I’'accord des organisateurs, le texte d’un exposé fait le 3 juin 1983 au
Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux.
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1. Relévement en caractéristique 0.

Rappelons les définitions classiques, afin de fixer nos notations, qui
différent un peu des notations en usage sur un corps de caractéristique
#2.

Soit A un anneau commutatif unitaire, et soit M un A-module libre
de rang fini n, muni d’une forme quadratique Q. La forme bilinéaire
symétrique s, associée 3 Q

ot (%) = Q(x+y) — Q(x) — Q)

vérifie, pour tout x € M, la relation sqo(x,x) = 2Q(x); elle est donc paire.
Soit (e;);<i<» une base d¢ M sur A. Pour x =) x;c;,eM, ona:

Q) = inzQ(ei) + Y xixs(eie)).

i<j

Nous représentons la forme quadratique par la matrice triangulaire
supérieure C = (¢;;) ou ¢; vaut 0 pour i >j, Q(e) pour i=j, et
so(e;,e) pour i < j. Lamatrice de s, dans cette base est donc C + C,
et son déterminant s’appelle discriminant de Q dans la base (¢;). Cest
un ¢lément de A, inversible si et seulement si s, est non dégénérée, c’est-
a-dire identifie M a son dual. On dit alors que la forme quadratique Q est
non dégénérée. Nous allons montrer une propriét¢é modulo 4 de ce
discriminant. Pour cela, on utilise la matrice alternée C — 'C.

ProposiTioN 1.1. — On suppose l'anneau A intégre, local, de
caractéristique 0 et de caractéristique résiduelle 2, et la forme Q non
dégénérée. Le rang n du A-module M est alors pair, et le « discriminant a
signe » (—1)"2 det (C+'C) est congru modulo 4A au carré d’une unité.
Plus précisément, ona :

(—1)"? det (C+'C) = det (C—"C).(1 +4a),

ou I’élément a de A ne dépend modulo 2 que de la réduction de Q modulo
2.

Démonstration. — La matrice alternée R = C — 'C est inversible, car
elle est congrue modulo 2 a la matrice S = C + ‘C; son ordre n est
donc pair, et son déterminant est égal au carré d’une unité de A (cf.
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I’appendice a ce paragraphe). Notons yp le polyndme caractéristique d’une
matrice P d’ordre n a coefficients dans A :

1pX) = det XI,-P) =X" - T,P)X" ! + T,P)X""2 + ---
+ (= D'T,(P) e A[X].
1

De la relation S= — R + 2C = — ZR(—

3 I,,—R"C), on tire

det S = (—2)"det R.yz-1c(1/2),
d’ou la congruence modulo 8A :
detS = det R(1 -2T,(R!C)+4T,(R™1Q)).

Comme on a I, =R7!C — R ''C, et que les matrices R™!C et
— R71'C =*YCR™') ont méme trace, ’élément 1 — 2T,(R™!C) vaut
1 — n, A et prend, modulo 8, les valeurs suivantes: 1 si n =0, — 1 si
n=2,14+4sin=4, e¢ — 1+ 4 si n =6 modulo 8. Définissons le
« signe additif» &: Z —» Z/2Z par:

12) g=0 si i=—1,0,10ou2mod.8§
a. g =1 si i=3,4,50u6mod.8;

on obtient ainsi la relation de (1.1) avec a = T,(R™!C) + ¢,, c.q.f.d.

Dans la suite du paragraphe, K désigne un corps de caractéristique 2,
et A un anneau de valuation discréte de caractéristique 0 et de corps
résiduel A/2A = K. Onnote K le corps des fractionsde A, et ar>ala
surjection canonique de A sur K. Une extension séparable E/K de
degré n se reléve en la cloture intégrale B de A dans une extension non
ramifiee £ de K (cf. [10], ch. IT). Le procédé s’étend aux algebres étales
par produit direct, B est alors la cloture intégrale de A dans un produit
d’extensions non ramifiées de K.

Exemple 1.3. — Soit E/K une algébre quadratique étale,
éventuellement décomposée en K x K. L’algébre E est isomorphe a un
quotient K[X]/(X2—d), ou I’élément d de A est inversible et congru a
un carré modulo 4 (« congruence de Stickelberger »). A toute écriture
d = u*(1+4a), aeA, ueA* (groupe des éléments inversibles de A),
correspond un polyndéme X? + X + a définissant ’algébre E. L’élément
u est défini modulo 2; si I'on pose u = u'(1+2b), avec beA, on
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obtient d = uw'?(1 +4a+4b+4b?) mod. 8, de sorte que I'élément a de K
est changé en a + 2(b). (Noter que, si A est complet, d € A* est un carré
si et seulement si c’est un carré modulo 4 et si a est nul mod. Z(K).)

Considérons maintenant un K-espace vectoriel V de dimension n
muni d’une base £ = (¢;) et d’une forme quadratique Q. On associe a Q
etda £ la matricetriangulaire C = (y;;) a coefficients dans K, que I'on
reléve en une matrice triangulaire C = (c;j)) a coefficients dans A

(i.e., c_ﬁ=yij). La forme quadratique Q définie sur le A-module A" muni
de sa base canonique par la matrice C reléve Q, en ce sens que, pour tout

(@)eA*, on a Q((a)) = Q(Z Eie,-). A la forme quadratique Q, on

associe la matrice symétrique C + ‘C et la matrice alternée C — ‘C. On
suppose dans la suite que la forme Q est non dégénérée; la forme Q est
alors également non dégénérée sur A”".

La proposition (1.1) permet d’associer a la forme quadratique Q etala
base # un élément bien déterminé a de K.

ProPOSITION 1.4. — L’élément a est un représentant dans K de
linvariant de Arf de la forme quadratique Q; on le note Arfy(%).
(L’invariant de Arf est I’élément de K/P(K) défini dans [1], p. 154-155; voir
aussi [6].)

Démonstration. — Soient # et #' deux bases de V, et soient C et
C’ les matrices triangulaires associées 2 Q dans ces bases; P désignant la
matrice de passagede £ a #', C' estdela forme ‘PCP + T, ou T est
une matrice alternée. Relevons P et C en P et C, C étant triangulaire;
la relation € ='PCP + T définit de fagon unique une matrice
triangulaire C’ et une matrice alternée T, relévements de C' et T
respectivement. Les congruences modulo 8 (cf. prop. (1.1)):

(—=1)"? det (C+'C) = det (C—'C).(1+4a)
et

(=1D"2det (C'+'C) = det (C'—'C).(1+4a),

qui déterminent a et a’ dans K, montrent que'ona @' = amod 2(K):
en effet, det (C—'C), det (C'—'C') et det (C'+'C’).[det (C+'C)]! sont
des carrés. Calculons a modulo 2(K) en prenant pour # = (e;) une
base symplectique (au sens de [4], § 5, p. 81). Dans ce cas, la matrice C est
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n

formée de m = 3

blocs diagonaux de la forme

& 45 2
0 1) N0 %)

et 'on peut la relever en une matrice C formée de m blocs diagonaux de

la forme
'<cl 1) (c,,, 1)
0 ) ol o)
On a alors det(C—'C) =1, et
(=D"det (C+'C) = 1 —4c,cy) ... (1—4c,cl)

est congru modulo 8 & 1 + 4(c,ci+ -+ +cuc), d’oU

a=1171 + -+ Ym¥m = Qe)Qer) + -+ + Qle,-1)Qley).

On reconnait I’expression classique de l'invariant de Arf dans une base
symplectique ([6], p. 123; cf. aussi [1], p. 154), c.q.f.d.

Signalons que I'expression T,((C—'C)"'C) + g, d’un représentant de
Iinvariant de Arf de Q (qui résulte de la démonstration de (1.1)) a été
donnée par Tits ([14], p. 37).

Remarque 1.5. — L’élément Arfy(#) de K est généralement modifié
lorsque.l’on effectue une permutation des vecteurs de #. La remarque
(1™ 3) fournit cependant la relation Arfy(#,U%,) = Arfy(#,U%R,)
pour toute partition de #, qui sera utilisée dans la suite.

Remarque 1.6. — Examinons briévement le cas des formes dégénérées.
Pour un sous-espace non isotrope W de V, on appelle invariant de Arf de
W, et ’on note Arfy, l'invariant de Arf mod. 2 (K) de la restriction de Q
a W. Soit V° le radical de V, i.e. 'orthogonal de V pour s,. La
question se pose de savoir quelles sont les valeurs prises par I'invariant de
Arf des divers supplémentaires de V°. (Question analogue : quelles sont
les valeurs prises par I'invariant de Clifford — cf. infra, § 3 — des divers
supplémentaires de V°?)

Si Q s’annule sur V° (i.e. si Q est non défective), les supplémentaires
de V° dans V sont isométriques au quotient V/V°, et ont donc tous
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méme invariant de Arf mod.#(K) (et aussi méme invariant de Clifford).
Il n’en est généralement pas de méme si Q(V®) n’est pas réduit 4 0.
Plagons-nous dans ce cas, et supposons V distinct de V°. Choisissons un
élément e, de V° avec Q(e,) # 0, et un plan P, non isotrope dans V;
notons V' la somme directe P, @ Ke,. Soient P un plan non isotrope
de V', x#0 un élément de PN Py, y un élément de P, avec
so(x,y) =1, et z unélément de P tel que sqo(x,z) = 1; quitte a ajouter a
z un élément de Kx, on suppose z de la forme Ae, + y. Alors,
modulo #(K), on a la relation Arfy = ArfPo + Q(Ax)Q(ep). On en
déduit que, lorsque Q prend la valeur 0 en dehors de V°, les invariants
de Arf des supplémentaires de V° dans V décrivent le groupe K/#2(K)
tout entier; cette condition est équivalente & la suivante: il existe un
élément de K représenté par Q 4 la fois sur VO et en dehors de V°. I
en est toujours ainsi lorsque K est un corps parfait.

Signalons enfin, lorsque K est une extension séparable finie d’un corps
K’, une formule de transitivité relative a Q et d la forme Q' = Trgx 0 Q
sur V considéré comme K’'-espace vectoriel : on a, modulo 2(K’),

Arfy = Trgx (Arfy).

1™, Quelques calculs de pfaffiens.

Dans cet appendice au paragraphe 1, V désigne un espace vectoriel de
dimension n sur un corps K, muni d’une forme bilinéaire alternée ¢ non
dégénéree (de sorte que n est pair). Soit & une base symplectique de V. Si
A est une base quelconque de V, etsi P désigne la matrice de passage de
& a %, la matricce R de ¢ dans la base # a pour déterminant
det R = (det P)?; I’élément det P de K*, qui ne dépend que de ¢ et de
A, est appelé pfaffien de ¢ dans #, ou pfaffien de R, et noté¢ Pf, (%)
ou Pf(R) (cf.[4],§5, p. 82). '

-Soient V; et V, deux sous-espaces supplémentaires de V, non
isotropes (i.e. les restrictions ¢, et ¢, de ¢ a V, et V, sont non
dégénérées) et « presque orthogonaux » dans le sens suivant : il existe un
hyperplan H; de V,; orthogonal & V,, et un hyperplan H, de V,
orthogonal 3 V,. Si &, estune basede V, et #, une base de V,, on
a:

(1% 1) Pf,(#,08,) = Pf, (#,).Pf, (#,).
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Pour la démonstration de cette formule, la définition du pfaffien permet de
se ramener au cas ou V, et V, sont deux plans rapportés a des bases
symplectiques #; = (e;,e;)) avec e;e H;, i = 1,2; le premier membre de
(1°*1) est alors le pfaffien d’une matrice alternée (x;;) d’ordre 4 avec
X1 =X34=1 et X;3=x4=2x,3=0, qui vaut 1: d’une fagon
générale, un pfaffien d’ordre 4 est donné par la formule
Pf((x;j)) = X12X34 — X13X24 + X14X23, comme le montre par exemple la
méthode de développement suivante.

Soit C = (c;;) une matrice triangulaire supérieure, et soit R la matrice
alternée R = C — ‘C. Pour i > j, onpose c;; = c;;, et’'onnote R;; la
matrice alternée d’ordre n — 2 obtenue en barrant, dans R, les lignes et
les colonnes d’indices i et j. Alors ona:

(1% 2) PfR = i (=D)L PE(R) ¢y

ji=1

(cf. [4], § S, ex. 5, p. 86).

Soit enfin seS, une permutation de I’ensemble {1,2,...,n}. Nous
notons R® la matrice alternée définie par les coefficients (au sens
précédent) cj; = Cyysp> | < i, j < n. La formule (1°°2) montre que,
sous l’effet de la transposition qui échange i et i + 1, le pfaffien de R
devient Pf(R®) = — Pf(R) + 2Pf(R; ;+1)¢; i+1- En itérant (n—1) fois,
on voit que, sous I'effet de la permutation s: {1,2,...,n} — {2,...,n,1},le
pfaffien de R est inchangé. On en déduit immédiatement que, pour toute
permutation s de la forme :

(1,2,...,p,p+1,...,n) > (p+1,...,n1,...,p),
avec 1< p<n-1,

on a:

(1%3)  Pf(RY) = Pf(R).

2. Discriminant additif d’une algébre.

En caractéristique 2, la forme quadratique x— T,(x?) estderang 0.
Pour cette raison, nous allons étudier la forme quadratique « seconde
trace» xt+» T,(x) (cf. introduction). Pour alléger les notations, nous
écrirons souvent Q au lieu de T,. On note do(#) le discriminant de Q
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dans la base # (i.e. le discriminant dans # de la forme bilinéaire sq
associée a Q). Enfin, on note T la forme bilinéaire usuelle
(x,y)— T,(xy). La proposition suivante est partiellement démontrée
dans [8] :

ProposITION 2.1. — Soit K un corps, et soit E une K-algébre étale de
degré n.

(i) La forme bilinéaire s, est donnée par la formule :

so(x.y) = T, ()T, (y) — Ty (xy).

(ii) La forme Q est de rang n si la caractéristique de K ne divise pas
n—1, etderang n — 1 sinon, et son discriminant dans une base # de E
est lié au discriminant usuel dgyx(%#) par la relation

do(B) = (=1)""'(n—1) dgx(B).

(iii) Soit F I’hyperplan de E, noyau de la forme linéaire T,. Alors F
et K sont orthogonaux pour Q et T,, et sont supplémentaires dans E si
et seulement si la caractéristique de K ne divise pas n.

(iv) La restriction Q, de Q a F est de rang n—1 si la
caractéristique de K ne divise pas n, et de rang n — 2 sinon; les
discriminants de Q, et de T g dans une méme base #B, sont liés par la
relation

doy(Bo) = (—1)""! dr(By).

Démonstration. — Soient o, ...,0, les n K-homomorphismes de
E dans une cloture séparable K, de K. Alors,

Ty(x) = 2 o;(x) et T,(x) = Z 0;(x) o;(x)

donc

T,(x+y)=T,() =T, () = ¥ 6:(x) 5;0) =T, ()T, () =T (xy),

i#j
d’ou (i).
L’assertion (iii) est évidente.

Les formes sq et T étant opposées sur F, et T étant non dégénérée
sur E, les assertions (iv) résultent tout de suite de (iii).
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L’égalité qui figure dans (ii) ne dépendant pas du choix de la base, on
fait les calculs dans une base & = (e, ...,e,) telle que (e,, ..., e,) soit
une base de F. Soient (a;;) et (b;;) les matrices des formes sq et T dans
une telle base. Lorsque la caractéristique de K ne divise pas n, on prend
e, =1, dou a,; =n(n—1) et b, = n; (ii) résulte alors de (iv) et de
(iii). Sinon, quel que soit le choix de e;, ona a;; + b;; =0 si i > 1 ousi
j > 1; comme le mineur de a,, est alors nul, le quotient des déterminants
des matrices (a;;) et (b;;) est égal 2 (—1)", c.q.f.d.

Supposons maintenant K de caractéristique 2. Posons E' = E si n
estpairet E' = E x K si n est impair, et notons n’ le degré de E'. La
forme quadratique Q' = T, associée a I’algébre E’ est non dégénérée. A
toute base # = (e, ...,e,) de E/K correspond de fagon naturelle une
base #' de E sur K: ' =# si E =E, et
2 = ((e4,0),...,(e,,0),(0,1)) sinon. On reléve, comme au § 1, 'algébre
E/K en une A-« algeébre étale» B (rappelons que A est un anneau de
valuation discréte de corps résiduel K); la base # se reléve en une base #
de B sur A, a laquelleest associée comme ci-dessus une base #' de
B'B'=B ou B'=BxA) qui reléve encore #’. Enfin, la forme
quadratique Q =T, associée a la A-algébre B’ reléeve Q. Le
discriminant & signe (—1)"2dg(#’) est, d’aprés (2.1, (i), lié au
discriminant usuel dy,(#) (égal & dys(#)) par les relations

(=12 do(B") = (—1)"*(1—1) dy;ps(B") = (1+4¢,) dya(#) mod. 8,
ou g, = ¢, est défini dans (1.2).

Notons R’ la matrice alternée associée au module quadratique (B’,Q")
dans la base 4’, et 4 un représentant dans A de linvariant
Arf(Q,#’). La congruence (1.1):

(=1)"7 doy(#") = det R'(1+4a) mod. 8
s’écrit encore :

(2.2) dya(#) = det R'(1+4(a’ +¢,)) mod. 8.

On est conduit a poser la définition suivante :

DErINITION 2.3. — Soient E/K une algébre étale et # une base de E
sur K. On appelle discriminant additif de I’algébre E/K dans la base #
Iélément df, () = Arfy(#’) + €, de K. Son image dans K/?(K),
qui ne dépend pas du choix de £, est appelée discriminant additif de
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l'algebre, et notée dg . L’élément Arfy(#') de K est appelé invariant de
Arfde E dans la base #, et noté Arfgy(%#). Son image modulo #(K)
est appelée invariant de Arf de l'algébre E/K, et est notée Arfgy.

Remarque 2.4. — L’¢lément det R’ = (PfR’)? qui figure dans (2.2)
est le carré d’un élément inversible de A. Pour toute congruence
dB,A(ﬁ) = u?>(1+4v) mod.8 (upeA), 'image v de v mod. 2 est un
représentant dans K de djx (cf. (1.3)). On en déduit tout de suite la

’ + + + :
formule d’addition dE YEK = d x + dEle mod. Z#(K). On a en fait un
résultat plus précis :

ProPOSITION 2.5. — Soient E, et E, deux algébres étales, et soient

B, une base de E, et #, une base de E,. Ona:

dg xFq/K(gl x {0} {0} x #,) = d;'l,,((%) + d;lx(ﬁz).

/4 . ’ +
Démonstration. — On remarque d’abord que d R/K prend la valeur

0 sur la base canonique. La remarque (1.5) permet donc de se ramener au
cas ou les deux algébres sont de degrés pairs, e¢ > 2. On reléve en
caractéristique 0 la K-algébre produit des algébres E, et E, par le
produit B = B; x B, de relévements de chacune d’elles, et ’on reléve %,
et B, endes bases #, et #,, desorte que # = £, x {0} U {0} x B,
est une base de B. Pour montrer (2.5), il suffit de prouver les formules de
multiplication pour les déterminants figurant dans la congruence (2.2). La
formule dB,A(Q) =dy ,A(Ql) dy n(#,) est bien connue. La formule
det R = det R, det Rz, ou R, lt{ et R, désignent les matrices alternées
associées aux modules quadratiques (B,T,), (B,,T,) et (B,,T,) dans les
bases 4, #, et #,, résulte de (1 bis 1). En effet, soit K le corps des
fractionsde A, etsoient B, et E, les K-algébres K ®, B, et K ®, B,;
alors, £ = R ®, B s’identifiea B, x E,. Notons ¢ la forme bilinéaire
alternée sur £ quia R pour matrice dans la base #, et soit  la forme
bilinéaire associée a la forme quadratique T, de E. Par définition de R,
on a, pour x;€E;, et x,€E,:

0((x1,0),(0,x3)) = ¥((x1,0),(0,x3)) = Trg (%) Trex(x2).

Les sous-espaces E; x {0} et {0} x E, de E sont donc presque
orthogonaux pour ¢ au sens de (1°* 1), c.q.f.d.
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Rappelons maintenant comment on associe a I'algébre E/K une
extension quadratique £ de K (ou E=K). On choisit une cléture
séparable K, de K. Le groupe de Galois Gx de K,/K opére sur
I’ensemble H des n K-homomorphismes de E dans K, par
(s,6)»soc pour tout seGg et tout ceH. On prend pour E la
sous-extension de K,/K fixée par les éléments s de Gx qui induisent sur
H une permutation paire (ils forment un sous-groupe ouvert de Gg). En
caractéristique # 2, B est définie par le discriminant de E/K dans
K*/K*2. Le discriminant additif joue un réle analogue en
caractéristique 2 :

THEOREME 2.6. — L’extension E/K est I'extension quadratique de K
définie par U'élément dgy de K/P(K).

Démonstration. — La formule d’addition (2.5) permet de se limiter au
cas ou E est une extension de K, isomorphe a un quotient K[X]/(p), p
étant un polynome unitaire irréductible. On suit alors la méthode indiquée
par Bourbaki ([3], A V.151, Ex. 23; cf. aussi[2]). On décompose p dans
une extension galoisienne finic N de K contenant E en un produit

p =[] X—7); onreléve K, E et N en des anncaux A c B < C de
caractéristique 0, et p en un polyndme pe A[X], qui se décompose dans
C[X] sous la forme p =[] (X—c;), de discriminant d, = [] (c;—c)*.

i<j

Tenant compte du fait que p est un polynome séparable, on voit que

u= I—[(c,.+.c,-) est un élément inversible de A; alors,
i<j

v =3 v7;/(ri+7)* = PB), ou 8 =73 v;/(v;+7y;) estchangéen 1 +
i<j i<j

par une transposition de deux indices. On a donc E = K(S), c.q.f.d.

DEFINITION 2.7. — L’élément Y. v;y;/(v;+7;)* de K introduit dans la
i<j
démonstration du théoréme (2.6) est appelé discriminant additif de p, et noté
dy; l'élément d; + ¢, de K est appelé invariant de Arf de p, et noté
Arf,.

On peut également définir le résultant additif de deux polynémes
séparables et premiers entre eux p et g: on décompose p et q dans une
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1 x-3),

j=1

cloture algébrique de K, soit p = [] (X—7v,) et soit g =
i=1

etlonpose r*(p,g) = v:/(v;+95;). Cestunélémentde K, etl'onales
ij
deux formules r*(q,p) = r*(p,g)+mn et d;, =d; +d} + 2(r*(p.9).

Exemple 2.8. — Soit n un entier > 2, etsoient a et beK, a # 0
si n estpairet b # 0 si n estimpair. Soit p le polynéme X" + aX + b
de K[X]. Le discriminant du polynéme P = X" + TX + U € Z[T,U][X]
est:

dP = (_1)(n—l)(n—2)/2(n_l)n—lTn + (_l)n(n—l)/znnUn—l .

On voit facilement que, pour n >4, dp est, modulo 8, de la forme
a?(1+4e,). Donc, Arf, est nul pour n > 4. Pour n =2 (resp.3),ona
Arf, = ba™? (resp. Arf,=a’b"?) mod. 2(K).

3. Invariants de la forme T,.

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de caractéristique 2. Nous
rappelons quelques généralités sur les K-espaces quadratiques (cf. [9]).

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une forme
quadratique Q non dégénérée (n=2m est donc pair). On lui associe,
outre l'invariant de Arf

Arf, (ou Arfy) e K/2(K),
Iinvariant « de Clifford » (ou « de Hasse-Witt »)
Clifq (ou Clify) € Br(K)
qui est la classe dans le groupe de Brauer de K de I’algébre de Clifford de
Q.

Pour a, beK, notons P,, le plan K x K muni de la forme
quadratique (x,y) — ax? + xy + by?; linvariant de Arf de P,, est
représenté par ab, et I'invariant de Clifford (a,b) € Br K par 'algébre de
quaternions H,, définie par les générateurs i et j et les relations i2 = a,
j2=0b, et ij +ji = 1. L’espace quadratique V est isométrique a une
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somme directe orthogonale

3.1 Ve P,y L. ... LP 4,
et 'on a:

3.2) Arfy = a;b; + --- + a,b,, mod. Z(K),
et (3.3) Clify = (a;,by) + -+ + (@G> by) .

Lorsque n = 2, on a Clify = 0 si et seulement si Q représente 1 (et
alors V estisométrique 4 un plan P, ,), et Arfy = 0 si et seulement si Q
représente 0 (i.e. V est un plan hyperbolique; alors Clify est également
nul et V est isométrique & P,, ainsi qua P;,). Notons également
I'isométrie :

(3.4 PioLlP.=PioLl Py

Soit maintenant E une K-algebre étale de dimension n que I’on munit
de la forme quadratique Q = T,. On note m la partie entiére de n/2 eta
un représentant dans K de Arfgy . Quitte a remplacer E par E x K, ce
qui ne change pas a mod. #(K), on peut supposer n pair, et donc Q
non dégénérée.

THEOREME 3.5. — Soit K un corps de caractéristique 2, et soit E
une K-algébre étale de dimension paire n =2m. Alors E est somme
directe orthogonale de m — 1 plans hyperboliques et d'un plan isométrique da
P, .. En particulier, l'invariant de Clifford de E est nul.

Démonstration. — Soit E=P; 1 ... 1 P, une décomposition de E
en somme directe orthogonale de plans, et, pour tout i, soit x; un
élément de P; pour lequel Q(x;) est différent de 0. L’identité
Tj(xz) =(T ,(x)]z appliquée avec j=1 ou j =2 montre que les m

vecteurs x3, ..., x2 sont deux-a-deux orthogonaux. En outre, ces vecteurs

sont indépendants : soit en effet ) Ax? = 0 une relation de dépendance
j

sur K entre ces vecteurs; pour tout i, soit e;€P; tel que sqo(e;, x) = 1;
alors sq(e?,x?) estégala O si i#jeta 1 sii=j (pourtous x, yeE
on a so(x%y?) = (so(x,3))?), dou A, =0. Il existe donc une
décomposition de E en somme directe orthogonale de plans
E=P,L1l...LP, avec x}eP,,...,x eP,. Comme Q prend la
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valeur 1 sur les vecteurs (Q(x)) 'x?, la formule (3.4) permet de
conclure.

De fagon générale, 'homomorphisme d’anneaux x+— x? conserve le
rang sur K des systémes de vecteurs de E.

Dans la suite, on note F ’hyperplan F = Ker T,, noyau de la trace
de E sur K.

CoOROLLAIRE 3.6. — Si n est impair, F est somme directe orthogonale
de m — 1 plans hyperboliques et d’un plan isométrique @ P, ,.

Démonstration. — Dans lalgébre E' = E x K, soit P le plan
engendré par les vecteurs (1,0) et (0,1). On voit tout de suite que P est
un plan hyperbolique et que son supplémentaire orthogonal est le sous-
espace F x {0} de E’, isométrique au sous-espace F de E. Le
corollaire (3.6) se déduit du théoréme (3.5) appliqué a I’algébre E’, en
utilisant le théoréme de simplification de Witt (cf. [5], 1.4.1 ou [4], § 4, n° 3).

Remarque 3.7. — Revenons au cas ou E est de dimension m = 2 m
paire. Soit V un sous-espace vectoriel de E non isotrope de dimension
2p > 0, et soit V' le sous-espace de engendré par les carrés des éléments
de V. Soit b un représentant dans K de l'invariant de Arf de V. La
méthode utilisée pour démontrer le théoréme (3.5) montre que V' est
somme directe de p — 1 plans hyperboliques et d’un plan isométrique a
P,, (noter que b est congru 4 b*> mod. #(K)). Prenons pour V un
supplémentaire de K dans F; alors, V' est également supplémentaire de
K dans F, et son supplémentaire orthogonal V’° est un plan contenant
K. Si n est divisible par 4, la forme Q s’annule sur K (elle est de
défaut nul sur F), le plan V’° est hyperbolique, et V et V' ont donc
méme invariant de Arf que E (cependant, I'invariant de Clifford de V
peut ne pas étre nul). Si n est congrua 2 modulo 4, la forme Q estde
défaut 1 sur F, etl'invariant de Arf de V peut prendre n’importe quelle
valeur modulo 2(K) dés que n est > 2: c’est une conséquence de la
remarque (1.6) en observant que Q prend la valeur 1 a la fois sur K et
en dehors de K.

4. Réduction des équations.

On considére dans ce paragraphe un corps K de caractéristique 2, et
I’on cherche a décrire I’ensemble des extensions séparables de K de degré



72 A.-M. BERGE ET J. MARTINET

n donné, et, éventuellement d’invariant de Arf donné, a laide de
polynomes dépendant de peu de paramétres. Dans la suite, E désigne une
ext(gn§jon séparable de K de degré fini n et F I'hyperplan de E noyau
de la trace.

Si n = 2, on peut choisir les polynémes de la forme X2 + X + ¢, t
étant défini modulo #(K). Dans la suite, on suppose que n est > 3.

Les corps finis posent des problémes particuliers de dénombrement.
Pour les résoudre, nous utiliserons le lemme suivant, dont la démonstration
ne sera qu’esquissée :

LeEMME 4.1 (Wall). — Soit K un corps fini de caractéristique 2
possédant q éléments, et soit V un K-espace vectoriel de dimension finie t,
muni d’une forme quadratique Q de rang maximum (2s, si l'on pose t=2s
ou t=2s+1, s entier). Soit V° le radical de V.

(i) Si t est pair, le nombre d’éléments x de V tels que Q(x) = 0 (resp.
tels que Q(x) ait une valeur donnée non nulle) est a, = ¢>*~* + (¢*—q¢°" ")
(resp. b,=q* '—q*~') si linvariant de Arf de V est nul, et
d,=q* ' —(¢—q"") (resp. b,=q* '+4° ") sinon.

-(ii) Si t est impair, et si Q(V°®) = {0}, ce nombre est qa, (resp. gb,_,)
si linvariant de Arf de V/V° est nul, et qa, (resp. qb)) sinon.

(iii) Si t est impair et si Q(V®) # {0}, ce nombre est g**.

Démonstration. — On observe que le nombre de solutions a I’équation
Q(x) = a pour aeK* est indépendant de a. On démontre alors (i) par
récurrence sur t a partir du cas facile t = 2, en écrivant V comme
somme orthogonale d’un plan et d’un espace hyperbolique.

Les assertions (ii) et (iii) sont des conséquences faciles de I’assertion (i).

ProrosITION 4.2. — Soit E une extension séparable de K de degré
n>3. Si n=4, on suppose que K n’est pas le corps a deux éléments.
Alors, l'extension E/K posséde un élément primitif qui est racine d’un
polynéme de la forme X" + X""2 + g, X" 3 + --- + a,.

Démonstration. — Nous allons montrer que la quadrique Q définie
sur K par I’équation T,(X) = 1 posséde dans F = Ker T, un élément x
qui engendre E. D’aprés (3.6) et (3.7), il existe un sous-espace F' de F
de codimension 0 ou 1 dans F et de dimension > 2 sur lequel la forme
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T, est non dégénérée et représente 1. La quadrique Q' de F’ définie par
I’équation T,(X) = 1 est alors non singuliére. En particulier, si K est
infini, ’ensemble des points de Q' dans K, qui n’est pas vide, ne peut pas
étre contenu dans une réunion finie de sous-espaces stricts de F’'. Or,
I’ensemble des éléments x de E qui n’engendrent pas E sur K est une
réunion finie de sous-espaces de E dont la dimension est majorée par le
plus grand diviseur strict d de n. Si n n’est pas égal a 4, on a
d < dim F'; si n = 4, les sous-extensions quadratiques de E/K coupent
F' suivant des droites (car FFnK={0}). La proposition est donc
démontrée si K est infini.

Supposons maintenant K fini avec g éléments. Les sous-extensions de
E autres que E sont en bijection avec les diviseurs stricts de n (E/K est
cyclique); le nombre d’éléments imprimitifs de E/K est donc majoré par

d
S.= Y ¢ =(¢"""—q)(g—1). Si n est pair (n=2m), le nombre de
a=1

solutions de I’équation T,(x) = 1 dans F est minoré par ¢*™ 2 — g"!
et S, est majoré par (q"*'—q)/(q—1). Pour m >4, ona:

b

@' — @-D@" *—q""H =2 (@ *-D(@""' -9 > 0.

Pour m =3, le nombre d’éléments imprimitifs est
@ +q¢*—q<q*—q*, ce qui suffit d’aprés le lemme 4.1, (ii). Pour
m = 2, la sous-extension quadratique coupe la conique d’équation
T,(x) =1 dans F en au plus deux points. L’existence d’un élément
primitif est donc assurée dés que q > 2, mais le cas ¢ =2, n =4 est
une exception, les polynémes X* + X? + aX + b étant tous réductibles
sur F,. Pour n impair, on conclut facilement si n > 5 en utilisant
I'inégalité d < n — 4, etsi n = 3 en observant que tout élément x de E
non dans K est primitif, c.q.f.d.

Remarque 4.3. — La proposition 4.2 montre que les extensions
cubiques d’un corps K de caractéristique 2 sont paramétrées par la
famille de polynémes X3 + X + t, d’invariants de Arf t™2 et de
discriminant additif 1 + ¢t~2 modulo 2(K). Ce résultat compléte le
résultat suivant démontré par Serre ([12]) en étudiant la forme quadratique
Trex (x?) @ toute extension cubique d’un corps de caractéristique # 2 et 3
peut étre définie par un polyndme de la forme X3 — 3X +¢.

La proposition suivante permet de caractériser les extensions de degré n
définies par un polyndme dépourvu de termes en X" ! et en X" 2.
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PRrOPOSITION 4.4. — Sile degré n de E/K est > 5, ou si l'invariant
de Arfde E/K est nul (et n=23), l'extension E/K peut étre définie par un
polynéme de la forme X" + a;X"" 3 + --- + a,.

Démonstration. — Si n =3, [I’hypothése signifie que I’extension
quadratique associée & E/K s’obtient par adjonction 4 K des racines
cubiques de I'unité; c’est 1a une condition nécessaire et suffisante pour que
I’on puisse mettre E sous la forme K(¢'/3). Si n = 4, comme I'invariant
de Arf de E/K est nul modulo 2(K), on peut, d’aprés la remarque (3.7),
trouver un plan F' supplémentaire de K dans F qui soit un plan
hyperbolique. Soit alors x un élément de F’ tel que T,(x) = 0; x n’est
pasdans K, car F' n K = {0}, et n’engendre pas non plus une extension
quadratique de K (sinon, T,(x) serait non nul). Donc, E = K(x), et
T;(x) = T,(x) = 0. Supposons maintenant n > 5. La remarque 3.7
montre qu’il existe un sous-espace F' de F tel que T, soit non dégénérée
et représente 0 dans F’. Si K est infini, ou si n est impair, on conclut
comme dans la démonstration de la proposition 4.2. Supposons maintenant
K fini avec q éléments, et n pair (n=2m). Le nombre d’éléments
imprimitifs est majoré par S, = (q"*'—q)/(g—1) si n > 8, et est égal &
S¢ = ¢ + ¢> — q si n =6, alors que le nombre de solutions dans F a
I’équation T,(x) =0 est minoré par ¢°" % — g™. L’inégalité
S, < ¢*™ 2 — g™ est vérifie pour n> 6 et pour n=6, q > 2; si
n=6 et g =2, on constate que le polyndme X6 +X + 1 convient,
c.q.f.d.

Remarque 4.5. — La nullité de I'invariant de Arf est une condition
nécessaire lorsque n =3 ou 4 (cf. exemple 2.8). Par ailleurs, les
polynémes de la forme X" +aX +b avec a#0 et b#0 se
transforment en polynomes de la forme X" + tX + t par la substitution
X +— ba~'X. Le coefficient b est non nul si le polyndme est irréductible,
et, lorsque n est pair, le coefficient a est non nul lorsque le polynome est
séparable. Par conséquent, on voit que les extensions de degré 4 d’invariant
de Arf nul peuvent étre décrites par la famille des polynomes de la forme
X* + tX + t, dépendant d’un paramétre. Si K est parfait, comme b est
alors une puissance quatriéme, on peut utiliser les polynomes
X4 4+ X + 1.

On va voir qu’il est possible de faire une réduction analogue pour les
polyndmes de degré 5.

ProprosITION 4.6. — Soit E/K une extension de degré 5, et soit o€ K,
un représentant arbitraire de son invariant de Arf. Alors, il existe un élément
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x de E, qui engendre E sur K, et dont le polynéme minimal est de la
forme X35 + a(X3+X%) +AX + .

Démonstration. — On sait (prop. 4.4) que E est engendrée sur K par
un élément x racine d’un polynéme f de la forme X5 + ¢X? + dX + e.
Posons m = c2d + ¢*>. On voit tout de suite que m est non nul sous la
simple hypothése que f soit séparable (du reste, les calculs qui suivent
montrent que m est la racinecarrée du discriminant de f). Supposons
d’abord ¢ non nul, et définissons quatre éléments e,, e,, e;, e, de
F = Ker T, de la fagon suivante :

e, =x, e;=c 'x2, e3=c 2(cx>+ex+c?), e,=m~'c3e;x.

Notons P (resp. P) le sous-espace de E engendré par e, et e,
(resp. e; et e,). 1l est facile de vérifier que P et P’ sont des plans, que
F = Ker T, est somme directe orthogonale de P et de P’, et que 'on a
st,(e1,€) = spy(e3,e) = (e, P et P’ sont définis par des bases
symplectiques pour sr); il est également facile de calculer la valeur de T,
sur les e¢;: on trouve T,(e) =T,(e;)) =0, T,(e5) =1, et
T,(es) = m™2ec®. 1l en résulte que P est un plan hyperbolique, et que
linvariant de Arf de E mod. #(K) est égal a celui de P, lequel est
représenté par m~2ec®. Un calcul un peu pénible montre que T, et T,
prennent la méme valeur sur chacun des éléments e3, ele,, e,e, et €3, &
savoir 0,1,1 et m~2ec® respectivement (il est utile d’observer que I'on a
T;(») = T,(y®) pour tout yeKerT,). Posons, pour tout AekK,
x, = Ae; + e,. Il est clair que l'ona:

T,(x) = 0 et T,(x) = T3(x) = T, () = m~2ec’ + 2()).

On obtient le résultat cherché lorsque ¢ n’est pas nul en choisissant A de
fagon 4 avoir m~2¢® + #(A) = «. Le cas ou c est nul se raméne
facilement au précédent: on a T,(x) =0 pour i#*0 mod.5 et
T, (x3) =e #0, d’ou T, (x+x%) =T,(x+x%?) =0 et
Ty(x+x?) = T;((x+x%)3) = T,(x°) = e # 0, et il suffit de remplacer x
par x + x2, c.q.fd.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un théoréme de
réduction pour les extensions de degré 5 dont I'invariant de Arf est nul :

THEOREME 4.7. — Soit E/K une extension de degré 5. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
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(i) L’invariant de Arf de E/K est nul mod. #(K) (i.e. le discriminant
additif de E/K est égal a 1 mod. #(K)).

(ii) Il existe un élément x de E dont le polynéme minimal est de la forme
X5 +X +t.

Démonstration. — L’implication (i) = (i) résulte de I’exemple 2.8.
Réciproquement, si (i) est vérifiée, la proposition 4.6 montre que ’on peut
choisir un élément primitif x de E/K dont le polyndme minimal est de la
forme X° + dX + e. Si d # 0, le procédé de la remarque 4.5 permet de
conclure. Si d = 0, soit y = (x+e)/(x+1); ona x = (y+e)/(y+1), et
y est racine du polynoéme

X5 + ((e*+e)/(e+1)X + (e’ +e)/(e+1);
comme X3 + e est irréductible, e* + e est non nul, c.q.f.d.

Remarque 4.8. — Lorsque K est parfait, comme K* = K, on peut
définir les extensions E/K de degré 5 a I'aide de polynomes de la forme
X5+ X +t.

Pour terminer, voici quelques calculs d’invariants de Arf de polynomes :
on rappelle qu’invariant de Arf et discriminant additif différent de 1 pour
n=3,4,5 ou 6 mod. 8, et coincident pour n = — 1,0, ou 2 mod. 8
(n désigne le degré du polynéme). On note m la racine carrée du
discriminant. (Les résultats sont modulo #K).)

n=3, pX) =X3+aX? +bX + ¢c: |
m = ab + ¢, Arf, = m~%(a*c+a*b*+b%)
n=4, pX)=X*+aX® +bX®* + X +d:
m=a?d+abc+c*, Arf,=m~2(b%+a%c3 +a?b*d + a*b’c?)
n=5 pX)=X>+bX3+cX?*+dX +e:

. m=e?*+bce+c*d,
Arf,=m™2(b%€* + b3 (c?d* + de*) + b c*e® + bc*de + c®e)

n=6, pX) =X +dX®>+eX +f
m=e¢>, Arf, = e %fd.

On voit que I'invariant de Arf du polynéme pour n = 5 est celui du plan
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P’ introduit dans la démonstration de la proposition 4.6, et que, pour
n = 6, la possibilité de réduire le polynome en supprimant les termes en
X3, X* et X3 n’est pas liée 4 la valeur de I'invariant de Arf mod. 2(K).

Les calculs pour n = 4 et n = 5 ont été faits en utilisant les calculs de
discriminants de [13]. '
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