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INDICE D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL
p-ADIQUE —IV. CAS DES SYSTEMES.
MESURE DE L’IRREGULARITE DANS UN DISQUE

par Philippe ROBBA

1. Introduction.

Dans un article précédent [14], nous avons montré comment calculer
I'indice d’un opérateur différentiel linéaire ¢ agissant sur un espace H de
fonctions analytiques p-adiques, dans le cas ou ¢ est d’ordre 1. Nous
nous proposons dans cet article d’expliquer comment ce résultat permet,
dans certains cas, de calculer I'indice de ¢ dans le cas ou cet opérateur-est
d’ordre > 1. (Dans la pratique il est préférable de travailler sur des
systémes différentiels, ce qui est équivalent). Comme nous utiliserons
fréquemment les résultats de Particle [14] nous renvoyons a I'introduction
de cet article pour les applications aux cohomologies de Dwork ainsi que
pour un apergu historique.

Le premier résultat général de calcul d’indice a été obtenu par
Adolphson [1]. Nous allons décrire briévement le résultat et la méthode
d’Adolphson vu la similitude avec le résultat que nous désirons établir. Soit
A le complémentaire d’un nombre fini de disques. Il s’agit de déterminer
I’indice de ¢ agissant dans ’espace H des fonctions analytiques sur A.
Pour cela Adolphson donne un critére assurant que I'indice de ¢ dans H
est égal 4 l'indice de ¢/ dans L ou L est un espace convenable de
fractions rationnelles. (Notons que I’existence d’un indice et le calcul de cet
indice dans L sont faciles a établir). Par le théoréme de Mittag-Leffler ce
résultat global de comparaison d’indices se raméne 4 une comparaison
locale. Le critére d’égalité des indices établi par Adolphson est donc que,
dans chacun des disques exclus B(c,r”), 'opérateur ¢ est analytiquement
équivalent dans tout le disque a un opérateur dont la matrice des solutions
est (x—c) ou N est une matrice constante dont les valeurs propres ne
sont pas des nombres de Liouville p-adiques. Ceci signifie en particulier que

Mots-clés : Indice d’un opérateur différentiel p-adique - Mesure de lirrégularité d’un
opérateur différentiel p-adique - p-adique, indice, mesure de Pirrégularité.
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le systéme équivalent a seulement une singularité singuliére réguliére en ¢
dans le disque B(c,r”). Un résultat récent de Christol permet de
compléter le résultat d’Adolphson car il donne un critére pour que cette
équivalence analytique ait lieu.

Dans [14] nous avons indiqué comment la méthode d’Adolphson
pouvait étre étendue aux cas ou les disques exclus contenaient des points
singuliers non réguliers.

Nous nous proposons ici d’obtenir directement I'indice de ¢ sans
passer par un théoréme de comparaison. Comme précédemment on
rameéne, grace au théoréme de Mittag-Leffler, le calcul de I'indice global a
un calcul d’indice local, c’est-a-dire au calcul de I'indice de ¢ agissant sur
les fonctions analytiques dans un disque. Si alors le systéme différentiel
associé 4 7 est analytiquement équivalent dans ce disque a un systéme
différentiel dont la matrice est triangulaire on est ramené au calcul de
I'indice d’'un opérateur différentiel d’ordre 1 dans un disque, ce que 'on
sait faire. Nous discuterons alors le cas ou 'opérateur a une singularité
réguliére et le cas ou I'opérateur a une singularité irréguliére dans ce disque.
Nous proposerons enfin une mesure de lirrégularit¢é d’un opérateur
différentiel dans un disque ayant des propriétés analogues a la mesure de
I’irrégularité en un point introduite par Malgrange.

2. Notations.

Soit K un corps valué ultramétrique complet, algébriquement clos, de
caractéristique 0, dont le corps résiduel est de caractéristique p. On
notera Q une extension valuée compléte de K telle que le corps résiduel Q
de Q soit une extension transcendante du corps résiduel K. On suppose
que la valuation de K est normalisée par la condition |p| =p~!.

Si A < P(Q) on notera A° son complémentaire.

Pour ceQ on pose

B(c,r*) = {xeR;|x—c|<r}

B(c,r?) = {xer;|x—c|<r}.
Par convention

B(co,r*) = B(0,1/r7)°, B(oo,r7) = B(0,1/r*) .
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Si AcP(Q on nott R(A) lespace des fractions rationnelles a
coefficients dans K sans pdles dans A et H(A) le complété de R(A)
pour la norme de la convergence uniforme sur A (c’est ’espace des
éléments analytiques sur A ‘d coefficients dans K).

On appelle domaine de Laurent un sous-ensemble de la forme

@2.1) A=PQ - |Br)

ceS

ou S est un sous-ensemble fini de P(K) et les boules B(c,r,) sont
disjointes. Sans restreindre la généralité on supposera que o« €S.

Pour un tel domaine de Laurent A, et pour 0 < e <1 on posera

A, =P(@Q) — | B(cer.)

ceS

et #'(A) = |J H(A,), ceci est I'espace des fonctions analytiques sur A

e<l

surconvergentes, c’est-a-dire qui se prolongent en dehors de A.

On pose, pour ceP(K) et r >0

Hir) = #'Bc,r*)).
- Pour ¢ # o

.#E(r):{f= Z a,(x—c) ";a,eK,3p<r tel que Ia,,lp"'—vo}
n>0

et

n>0

LD = {f: Y ax";a,eK,3Ip<r tel que |a,,|p"'—>0}.

Le théoréme de Mittag-Leffler [2, Th. 4.7.7] nous dit que pour A,
domaine de Laurent de la forme (2.1) avec 0 €S, ona

x'(A) = #L(ry) @( ® —l—xl(rc)).

ceS—{oo} X —-cC
On notera /.(r) I'espace des fonctions analytiques dans le disque

B(c,r7), donc pour cekK

n=>0

A(r) = {f= > a..(x—C)";a,.EK,VP<r,Ia,.IP"—>0}
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et

A () = {f= Y a,,x"';a,,eK,Vp<r,|a,,|p"-—>0}.
n>0

Enfin on appellera disque générique du disque B(c,r*) tout disque

B(t,r”) = B(c,r*) ne contenant aucun point de K (un disque générique

de B(co,r*) sera un disque générique de B(0,1/r*)). D’aprés notre

hypothése sur Q, un tel disque existe toujours. Un centre ¢ de ce disque
sera appelé point générique.

Pour A < P(Q) et pour ReK(x) on posera

ord, (R) = nombre des zéros de R dans A - nombre des poles de R dans
A, comptés avec leurs multiplicités.

En particulier pour simplifier les notations on écrira
Ol'd: (R,r) = Ol’dB(c',—) (R)

Ord:' (R,r) = Ordn(c’,‘i’) (R)
ord, (R) = ord, (R) = ord; (R,0).

3. Indice local d’un opérateur différentiel.

3.1. Si R est un anneau on notera Mat (k,R) I’espace des matrices a
coefficients dans R et Gl(k,R) le sous-espace des matrices inversibles.

d
On note 2 = K(x) [E] I’espace des opérateurs différentiels linéaires

a coefficients fractions rationnelles et plus généralement on appellera
opérateur différentiel (en dimension k) un élément de Mat (k,9).

3.2. Dans ce paragraphe on notera par H un espace de fonctions
analytiques et par A le support commun de ces fonctions. Dans la
pratique H sera soit un espace #'(A) avec A de la forme (2.1) auquel
cas A sera considéré comme le support commun, soit /,.(r) auquel cas
A = B(ce,r7).

3.3. Rappelons que si E et F sont deux espaces vectoriels et si
L e Hom (E,F) on dit que L a un indice si son noyau et son conoyau sont
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de dimensions finies, alors I'indice de L noté x(L;E,F) (ou y(L;E) si
E=F) est par définition dim Ker L — dim Coker L.

Rappelons également que {’indice du produit de deux opérateurs a
indice est la somme des indices de ces opérateurs.

3.4. LeMME. — Soit H un des espaces indiqués en 3.2. Soit R € K(x)
et soit Pe R(A). Alors I'endomorphisme P:u+>Pu de RH a un indice
qui est

x(P;RH) = — ord, P

Démonstration. — Si la fraction rationnelle P sans poles dans A ne
s’annule pas dans A on sait que P"!eH, donc l'application P est
inversible et son indice est nul.

Si P estdelaforme P = x — a avec ae A, on voit facilement que P
est injectif et que son conoyau est de dimension 1.

Le cas général s’obtient alors en factorisant P.

3.5. CorOLLAIRE. — Soient H, R et P comme précédemment. Alors
I’endomorphisme de (RH)*, P:(u;)— (Pu;), a pour indice

x(P;(RH)) = — k ord, P

3.6. Soit L eMat (k,2). Alors I'application

L:(u)— (Z Li,-uj)

ne définit pas forcément un endomorphisme de (RH)*. Cependant il existe
PeR(A) tel que PL soit un endomorphisme de (RH)*. Par extension
nous dirons que L a un indice dans (RH)" si et seulement si PL a un
indice dans (RH)* et on posera

x(L;(RH)Y = x(PL;(RH)") — x(P;(RH)").
On voit que cette définition ne dépend pas du choix de P carsi QL est

aussi un endomorphisme de (RH)*, avec Qe R(A), -ona

1(PL; (RH)") — x(P; (RH)")
= x(QPL; (RH)") — x(P;(RH)") — %(Q;(RH)")
= 1(QL; RH)") — x(Q; (RH)Y.
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Exemple. — Soit Qe K(x). Alors
x(Q,(RH)*) = — kord, Q.

Nous allons donner une définition équivalente. Observons que, avec
PeR(A), ona

(RH)* = (P~'RH)* et dim (P~'RH)*/(RH)* = k ord, P.
Soit y une projection de (P !RH)* sur (RH)*. Ona
x(v;(P~'RH)*,(RH)*) = kord, P.

Par ailleurs L définit une application linéaire (RH)* —» (P~!'RH)*, et
I'on a

x(L; RH)*,(P"'RH)*) = x(PL;(RH)").
Par conséquent yL est un endomorphisme de (RH)* et I'on a

x(YL; (RH)Y) = x(L; (RH)",(P"'RH)") + x(v; (P~ 'RH)", (RH)")
= x(PL;(RH)*) +k ord, P=x(L; (RH)").

Nous allons vérifier que cette définition étendue de I'indice donne lieu
aux propriétés usuelles des indices.

3.7. LeMME. — Soit LeMat(k,2). Soit QeR(A). Si L a un
indice, il en est de méme de QL et de LQ et l'ona

a) 1(QL;(RH)*) = x(L; (RH)") + x(Q; (RH)")
b) x(LQ; (RH)Y = x(L;(RH)") + x(Q; (RH)".

Démonstration. — Soit P e R(A) tel que PL soit un endomorphisme
de (RH)*. Alors

x(PQL; (RH)*) = x(PL; (RH)*) + x(Q; (RH)"
2(PLQ; (RH)*) = x(PL; (RH)*) + x(Q; (RH)").

3.8. ProrosiTioN. — Soient L et T eMat (k,2), ayant des indices.
Alors LL a un indice et

1(LL; (RH)Y) = x(L;(RH)Y + x(L; (RH)Y.
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Démonstration. — Soient P et PeR(A) tels que PL et PLP!
soient des endomorphismes de RH. Alors d’aprés le lemme 3.7

A(L;(RH)Y = y(LB'B;(RH)*) = x(LP~!;(RH)Y + x(B; (RH)Y)
et, en écrivant PLL = PLP1PL

1(PLL; (RH)") = x(PLP~*;(RH)") + x(PL;(RH)")
= 1 (P; (RH)") + x(LE~*; (RH)Y) + x(PL; (RH)")
= x(P; (RH)") + x(L; (RH)") — x (F; (RH)")
+x(F; (RH)Y + x(L; (RH)Y)
= 1(P; (RH)") + x(L; (RH) + x(L; (RH)).

3.9. ProposITION. — Si L a un indice dans H*, quel que soit
ReK(x), L a un indice dans (RH)* et

x(L; HY) = x(L;(RH)").

Démonstration. — Soit P e R(A) tel que PL soit un endomorphisme
de (RH)*. 1l résulte de la composition des applications

-1

o 2 ®Ey 5 RHF 2 B
que 'on a
X(R™'PLR; (H)") = x(PL;(RH)").
Il résulte de la proposition 3.8 que

x(RT'PLR;H*) = x(R™';H" + x(PL;H" + x(R;HY
= ¢(PL; H¥)

d’ou le résultat puisque

1(P;(RH)Y) = — kord, P = x(P; HY).

3.10. DEFINITION. — On dira que L € Mat (k,2) a un indice local pour
le disque B(c,r™) si L a un indice dans [/ (r)]* et dans [H!(r)]*.

3.11. Nous noterons R (r) I’espace des fonctions analytiques dans une
couronne B(c,r) — B(c,r’t) avec 7 <r non spécifié. D’aprés le
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théoréme de Mittag-Leffler

1
R() =A@ —HI() si c#w
R, (1) = o ,(r) ® xHL(r).
ProposiTioN. — Si L eMat (k,2) a un indice dans deux des trois

espaces [ (D], [#!()]* et [R. ()] alors L a un indice dans le troisiéme
et

1L RO = x(L; [#.MF + (L [

Démonstration. — Soit PeR(B(c,r”)) tel que PL  soit un
endomorphisme de [«/.(r)]*. Notons y la projection de [R.(r)]* sur

1 k . , . . .
[ p .#I(r):l correspondant a la décomposition en somme directe ci-
x —

dessus. On a le diagramme commutatif

0 ot - Ror L [owto] o

PL PL YPL
y 1 k
0-> [#MF - ROF — [——Jf I(r)] -0

X —C

les lignes étant exactes (la fléche [/ (r)]*—[R(r)]* étant I'injection
canonique). Par conséquent

x(PL; [R.("N]")
= x(PL; [ (N])*) + x(vPL;[X—l_—c Jfl(r)]),

= x(PL; [#.(r)") + x(PL;[#(N]).

Tenant compte du fait que la multiplication par P est inversible sur
[R(]* et que

X(P; [dc(r)]k) =—k ordB(c,r‘) (P) =k ordB(c.r-)‘ (P) = - X(P; [”I(r)]k)

on obtient alors le résultat annoncé.
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3.12. CoNJEcTURE. — Si L € Mat (k,2) a un indice local pour le disque
B(c;r™) alors x(L;[R.(M]) = 0.

Cette conjecture est supportée par le fait que toutes les fois que I’on sait
montrer que L a un indice local la formule précédente est satisfaite. Le
résultat suivant montre qu’il suffit de démontrer la conjecture dans le
cas k= 1.

3.13. En utilisant le fait que 2 est un anneau simple et la théorie des
facteurs invariants on peut montrer le résultat suivant [10, Lemma 6.2] qui
exprime qu’un systéme différentiel est « équivalent» a une équation
différentielle.

ProposiTioN. — Soit L eMat (k,2) il existe U et VeGl(k,9)
telles que
ULV = 4

ou S est une matrice diagonale dont les coefficients sont 0 ou 1 avec au
plus une exception.

Le fait quee U et V soient des matrices inversibles entraine
immédiatement que U et V ont des indices dans [, (r)]*,[#!(R)]* et
[R.(M]*. Les indices de U et V dans [« (r)]* et [5!(r)]* ne sont pas
nécessairement nuls. Par contre, comme les éléments de Mat (k,2)
définissent toujours des endomorphismes de [R,(r)]*, les indices de U et
V dans [R,(r)]* sont nuls.

Alors il est clair que L a un indice dans I’espace HF si et seulement si
# aunindice dans H*, et ceci a lieu si et seulement si # n’a pas de 0 sur
la diagonale et le terme différent de 1, soit #, a un indice dans H. On a
méme y(£;HY = x(¢;H).

Donc L a un indice local si et seulement si il n’y a pas de 0 sur la
diagonale de # et ¢ a un indice local et alors

YL R = 25 R(r) .

3.14. Equivalences locales.

On notera «/,(r) I'espace des fonctions méromorphes sur B(c,r™) qui
n’ont qu'un nombre fini de pdles dans B(c,r7):

ch(r) = () ®r@ery K(x).
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On notera J!(r) I'espace des fonctions méromorphes sur B(c,r™)
surconvergentes : J#!(r) = #!(r) ®reery) K(x), cet espace s’identifie
au corps des fractions de #!(r).

DEFINITION. — On dit que L et L appartenant & Mat (k,2) sont :

— Localement éqyivalentes de type a) (par rapport a B(c,r 7)), s'il existe
M e Gl(k,4.(r)) telle que

L=M1LM.

— Localement équivalentes de type b) (par rapport a B(c,r 7)), s'il existe
M e Gl(k,#!(r)) telle que

L=MILM.

— Localement équivalentes (par rapport a B(c,r™)), s’il existe
M e Gl(k,R.(r)) telle que

f =M LM.

Les équivalences de type a) et b) sont donc des équivalences.

ProposiTion. — Si L et £ e Mat (k,2) sont localement équivalentes et
si L a un indice local relativement & B(c,r™) alors L a aussi un indice local
et

$(L; [ (N1 = x(L; [0
FUHE G S ERTIHE S JB

Démonstration.

a) Equivalence de type a).

Comme L,L,M et M~! définissent des endomorphismes de [R, ()],
M et M~! sont inversibles, donc d’indices nuls, et donc L et L ont
simultanément des indices qui sont égaux.

Soient P, QeR(B(c,r7)) tels que PM e Mat (k, o/ .(r)) et
QM 'P ! e Mat (k, /. (r)). Alors PM et QM P! définissent des
endomorphismes de [«/.(r)]* et 'ona

QM- 'P~!PM = Q1Id,
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qui a un indice. Donc QP !M ™! a un conoyau de dimension finie, comme
cet opérateur est injectif, il a un indice. Donc PM a aussi un indice et

2QPTM L[ (M) + x(PM; [.(N]) = x(Q; [.(N]Y).

Soit alors R eR(B(c,r”)) tel que RLP™! définisse un endomor-
phisme de [«.(r)]*. Ona

RQP 'L = (QP!M~!)(RLP™!)(PM)
donc le membre de gauche a un indice et de plus

*(RQP™'L; [ (MY
= x(QP M Y[ (MY + x(RLP ', [#.(N]) + x(PM;[.("]")
= x(L;[#.() + xRQP™H; [ (])

d’ou I'égalité des indices de L et L. On utilise alors la proposition 3.11
pour en déduire I’égalité des indices dans [ [(r)]*.

b) Pour ’équivalence b) on procéde de la méme fagon en échangeant les
roles de .(r) et de #!(r).

¢) Si MeGl(kR.(r), alors d’aprés le résultat de Christol sur la
factorisation d’une matrice en facteur singulier [4, corollaire 3.3] il existe
FeGl(k,#!(r), GeGl(k,.(r)) et une matrice diagonale
N e Mat (k,Z) telles que

M = (x—c)"FG.
Posons
L, = FY(x—¢)""L(x—c)"F.

Ceci montre que L, est une matrice dont les coefficients sont des
polynomes différentiels a coefficients dans # ! (r). Mais on a par ailleurs

L, = GLG™!

ce qui montre que les coefficients de L, sont des polynomes différentiels a
coefficients dans «/.(r). En combinant ces deux observations on en déduit
que L, a ses coefficients dans 2 (polynomes différentiels a coefficients
fractions rationnelles). Donc L et L, sont équivalentes de type a), L, et
L sont équivalentes de type b) et par conséquent la proposition découle
de a) et b).
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4. Expression de Pindice global
a Paide des indices locaux.

THEOREME. — Soit un domaine de Laurent

A =PQ - B(r)

ceS

ou S est un sous-ensemble fini de P(K), co €S, les disques B(c,r.) étant
disjoints. Soit L € Mat (k,2). Si L a un indice local relativement d chaque
disque B(c,r), L a un indice dans [#'(A) et

AHEACY VDI TIHE (AR

ceS

Par conséquent si P € R(A) est tel que PL définit un endomorphisme
de [#'(A)]*, on aura ’

1(PL; [#1(A)]) = ZSX(L;[%’ Lo~k ord, (P).

Démonstration. — Ecrivons S = {0,145 .. .,C,}. Posons
i

A; = BO,1/rt) — (J B(c;pry).

j=1

Donc A, = B(oo,r ) et A, = A. Soit PeK][x] tel que PL définisse
un endomorphisme de

AN = L)
Ona

X(PL; [#'(AQ)) = 1 (L; [H# L)) — kordg (P,1/ry,).

On raisonne par récurrence sur i pour montrer que PL a un indice
dans [#'(A)).

Pour chaque i,1 <i<m,A; =A;_; — B(c;,r;) et par le théoréme
de Mittag-Leffler,

HA) = # A ® ——HIC).
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k

Si v, dénote la projection associée de [ (A sur [x p .%’j?(r,-)]
—_ f 1

on voit comme dans la démonstration de la proposition 3.10 que, puisque

k
PL a un indice dans [»#'(A,_,)]* et dans I:ﬁ X’ ::(ri)] (et donc

Y, PL a le méme indice dans [

dans ['(A)]F et

k
o H j:(r,.):l ), PL a aussi un indice

S(PL; 1A
k
= et ac b + o nPL| oo )
= 2PLT (A, + 1L 6 + kord, (B

Par conséquent, PL a un indice dans [#'(A,)]F = [ (A)]* et
x(PL; 1AM
= X(La ['#zo(rao)]k) -k Ord('; (P’l/rao)

+ 3 QL= + kord” Br)
i=1 !

= Y x(L;[# L) — ords (P).

ceS

S. Calcul de Pindice local: &k =1, L d’ordre 1.

Dans ce paragraphe nous rappelons essentiellement les résultats de [14]
en les complétant.

§.1. Soit L = d—‘i— + m avec neK(x). Soient ¢, un point générique

du disque B(c,r*) et B(t,,r”) (resp. B(t,,1/r7) si c=0) le disque
générique correspondant. Soit u # 0 une solution de Lu =0 au
voisinage de t,. Nous poserons

p.(L,r) = min (rayon de convergence de u, rayon du disque générique)
= min (rayon de convergence de u,r) si ¢ # ©
= min (rayon de convergence de u,1/r) si ¢ = .
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On dira que L est soluble dans le disque générique de B(c,r*) si u
converge dans ce disque générique, donc p.(L,r) = r (resp. 1/r si c=00).

Dans la suite nous ferons les démonstrations dans le cas ¢ # oo . Le cas
¢ = oo s’en déduira par la transformation x — 1/x qui échange les disques
B(oo,r7) et B(0,r7).

d
5.2. LeMMe. — Soit neK(x). Alors L = I + n est localement

d - ~
équivalent de type b), relativement @ B(c,r™), a L = I + m ou M adans

B(c,r”) au plus un péle en c (c’est-a-dire que L a au plus une singularité en
¢ dans B(c,r7)).

Démonstration. — Soit 1, la partie singuliére de 1 relative a B(c,r ),
c’est-a-dire la somme des parties singuliéres de m relatives aux poles de n
situés dans B(c,r”). Considérons le développement de Laurent de m,
valable pour |x—c| > 77 avec r <r

an
N =y

n>0 (x_c)n+l .

a a . .
La primitive de n, — ——: — Y. —— est aussi analytique pour
x—c w1 h(x—c)

|x—c| >r, donc pour ¥ <r” <r onaura lim |a,/n|r" "= 0. Soit
n—>+o

N tel que pour n > N |a,/n|r" ™" < |p|"®"~Y_ Alors { = ), ;‘"_7
asn n(x—c)

est analytique dans B(c,””)° et sup |{(x)| < |p|*®~ Y Qui est le rayon

Ix—c|>r"

de convergence de I’exponentielle, donc u = exp{ e # [(r) et alors

u"Lu—i+ +u’/u—i+ -+ S E—
S T T TN TNt L ey

d
5.3. LeMME. — Supposons que L = ™ + M soit soluble dans le disque
générique de B(c,r*) (c’est-d-dire p.(L,r) =r si ¢ # o) alors L est
, . d ~ . ~ .
localement équivalente de typea) ¢ L = I + M ou m =n, = partie
x

singuliére de m relative a B(c,r7).
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Démonstration. — On sait [9, Theorem 5.4] que L est soluble dans le
disque générique B(t,r™) de B(c,r*) si et seulement si il existe R, € K(x)
telles que IIR,/R,+1n]|], = 0 quand n - oo ou

Ifll, = sup [f(x)| = |f(¢)] pour fe K(x). Soit RS le facteur singulier

xeB(r”
de R, rela(tif )2‘1 B(c,r ), c’est-a-dire que tous les poles et zéros de RS sont
dans B(c,r”) (ou alinfini) et que R,/RS n’a ni pdles ni zéros dans
B(c,r7). Alors (Rf)'/R; est la partie singuliere de R,/R, relative a
B(c,r™) et le théoréme de Mittag-Leffler nous dit que

IRZ/Re+ncll, < IR,/R,+1]|, et donc lim |IRY/R;+n.[, =0,

ce qui implique que L + m, aussi est soluble dans B(t,r7). Il existe donc
u et v analytiques dans B(t,r™) telsque v'/u + n =0, v/v + n. = 0.
Nécessairement v ne s’annule pas dans B(t,r~) (car m_, n’a pas de poles
dans B(t,r”)) donc { = u/v est analytique dans B(r7) et
¢/ +n —n,=0. Comme le disque B(c,r~) n’a pas de singularité pour
Popérateur D + n — n., d’aprés le principe de transfert [8], il existe §
analytique dans B(c,r”) solution de {'/{ + n — n, = 0. Et I’on a alors

d d
C“LC=E+n+C’/C=2;+nc-

5.4. LemMe. — Soit L = di +Mm avec n= Y a/(x—c).
>

I<ngN
Supposons qu’il existe r' < r tel que L soit soluble dans le disque générique

de B(c,r'*) (donc p.(L,r)=r). Alors L est équivalente de type b),

d
relativement @ B(c,r™), 4 —— + a,/(x—c) et a,€Z,.

dx
Démonstration. — Ici m =mn, et il résulte de la démonstration
du lemme 5.3, avec r remplacé par r’, que [In.+(RE)'/RE|, =0
pour une suite d’¢éléments R,eK(x). Par conséquent

a, = Res. (n,,r) = lim Res, ((R%)'/RE,r); or Res, (RY)'/R:,r)e Z, donc
a,€Z,.

x—c
Comme a,€Z,, (?—-—

) l converge dans le disque générique B(t,r'7)

du disque B(c,”*). Comme L est soluble dans B(t,” ) il en résulte que
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d .
L,=—+ Y a,/(x—c)" est aussi soluble dans B(t,). Comme L,
dx = 2men
n’a pas de singularité dans B(c,”*)°, d’aprés le principe de transfert déja
mentionné, il existe u analytique dans B(c,r’*)* tel que

Wu+ Y af(x—c)"=0. Donc ues#!(r) etlona
2<n<N

d d
u 'Ly = T +n+vu=—+a/(x—c).
x dx

5.5. DEFINITION. — Soit ae€ K. On dira que o est un nombre de
Liouville (p-adique) (*) si

a) liminf |a—m|'™ < 1

meN,m— 4+

ou

b) liminf |a+m|'™ < 1.

meN, m— + o0

On voit facilement que les nombres de Liouville appartiennent 4 Z,,, et
on montre que les nombres algébriques (sur Q) ne sont pas de Liouville.

d
LeMME. — Soit ae K. L’opérateur L = (x—c) Ix + o a un indice

local relativement a B(c,r™) si et seulement si o n’est pas de Liouville. Alors
A(L; L (M) = x(L; #1(r) = x(L;R.(1) = 0.

Démonstration. — 1l a été observé depuis longtemps par B. Dwork
(cf. [12;§4.1.9]) que si a vérifie la condition b) de la définition 5.4, alors L
n’a pas d’indice dans .«7.(r). On vérifie de méme que si o vérifie la
condition a), L n’a pas d’indice dans »# [(r). Doncsi a est de Liouville,
L n’a pas d’indice local.

Si u=)Y a,(x—c)e(r) (resp. u= Za,,(x—c)"e.}fl(r)),
n>0 n<0
I’équation Lv=u a toujours la solution formelle unique

v=Y a,(x—0o)/(n+0) (resp. v=Y a,,(x—c)"/(n+a)> si o n’est pas

n>0 n<o0

(*) Par la suite on omettra « p-adique ».
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un entier < 0 (resp. = 0) et ’hypothése que a n’est pas un nombre de
Liouville entraine que le domaine de convergence de v est le méme que
celui de u, donc ve . (r) (resp. # 1(r)). Si aest unentier < 0 (resp.
=>0) on a alors

dim Ker (L,#.(r)) = 1 = dim coker (L,«/.(r))
(resp. dim Ker (L,o# [(r)) = 1 = dim coker (L,5# !(r)))

et donc dans tous les cas I'indice de L dans </,(r) (resp. #(r)) est nul.

5.6. DEFINITION. — Soit € K(x). On note Res, (n dx,r) = résidu de
n dx relatif au disque B(c,r™), la somme des résidus de M dx relativement
aux poles de m dx situés dans le disque B(c,r™). Si ¢ # oo, Res. (1 dx,r)

est le coefficient a_, dans le développement n = Y, a,(x—c)" valable dans
neZ

une couronne B(c,r™) — B(c,r't), ¥ <r; si ¢ = o0, Res, (ndx,r) est le

coefficient — a_, dans le développement m = Y. a,x" valable dans une
nel

couronne B(oco,r”) — B(oo,r' ™), ¥ <r.

Dans le théoréme suivant ( > dénote la dérivée a gauche.

dLogr

d
THEOREME. — Soit n € K(x). L’opérateur L = o + M atoujours un

indice local relativement a B(c,r™) sauf si on a simultanément L soluble

dl L)\~
dans le disque générique de B(cr?), (%(rr)) =1

Resp. dlog p.(L.7) = —1 si ¢c=00) et Res.(ndx,r) de Liouville
dlogr

(auquel cas il n’y a pas d’indice local). Alors

d Log p.(L,r)

XL () =( e ) = — 2@ #L0)

x(L;R.(r)) =0.

Combiné au théoréme 4, ce théoréme résoud complétement le probléme de

calcul d’indice dans le cas L = % +1n.
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Démonstration. — On traite d’abord le cas ¢ # .

On sait déja que si L et L sont localement équivalents par rapport a
B(c,r7), ils ont simultanément des indices locaux ou non, et ces indices
sont les mémes (proposition 3.14). On peut observer de plus que pour
¥ <r, proche de r, on aura

pe(Lr) = p(L,r)

et donc aussi par continuité pour r =r. Par conséquent (pour r' <r
prochede r) L et L seront simultanément solubles ou non dans le disque
générique de B(c,r*) et 'on aura

dLog p.(L,r)\~ _ (dLogp.(Lyr)
dLogr ~\ dLogr

Enfin on a mMdx = ndx + du/u avec ueR.(r) et pour un tel u

Res, (dufu,r)e Z, donc, comme

Res, (n dx,r) = Res, (n dx,r) + Res, (dufu,r),

Res, (1 dx,r) sera de Liouville si et seulement si Res,(n dx,r) est de
Liouville.

Considérons d’abord le cas ou L n’est pas soluble dans le disque
générique de B(c,rt), cest-a-dire p.(L,r) < r. En vertu de la continuité
par rapporta r de p.(L,r), onaencore p.(L,”) <r pour ' < r proche
de r.

Soit PeK[x] tel que PneK[x]. Le théoréme 4.2 de [14] et sa
démonstration montrent que.pour r' < r proche de r, PL a un indice
dans H(B(c,r"))

d Log p.(L,r)

X(PL;HB(e,r ) = ( T

+
) —ordf (Pr) > — &

ou & = max (degré numérateur de m, degré dénominateur de m).

D’aprés la proposition 4.5 de [14] x(PL;H(B(c,”*)) est une fonction
décroissante de r’, cette fonction étant bornée inférieurement et a valeurs
entiéres est donc constante pour ' proche de r. De plus pour r proche
de r,” <r, on aura également ord' (P,r) = ord, (P,r).

Utilisant le fait que pour » <r” H(B(c,r”*)) est dense dans
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H(B(c,r'*)), que .(r) = ()H(@B(cr")) et que pour r proche de r
Iindice de PL dans H(B(c,r’)) ne dépend pas de r’, on déduit de fagon
classique (cf. [12, lemma 4.7]) que PL a un indice dans «/.(r) qui est le
méme que dans H(B(c,”*)). De plus si pour r, <r <r, ord} (P,r)
reste constant et x(PL; H(B(c,”*)) aussi, il résulte du théoréme 4.2 et de

la proposition 4.5 de [14] que la dérivée dld%g;_(:;,r’_) existe, est constante
et égale a (“%S;(TLJ))_. Par conséquent
R e I
et donc
wit, o) = (LR CD)

Soit QeR(B(c,r)), tel que QL définisse un endomorphisme
de o#!(r). Alors pour ¥ < r, proche de r, on a d’aprés la formule du
§4.8 de[14]

rQLH@Er ) = - (LE2CD) 4 o).

Comme pour r’ voisin de r, ¥ <r, ona

dLogp(L,)\~ dLogp/(Lyr) (dLogp.(Lr)\"
dLogr ~ dLogr ~ \ dLogr

et ord, (Q,”) = ord, (Q,r), il en résulte que cet indice reste constant
d Log p.(L,r)

etégala — ( dLogr ) + ord; (Q,r). Comme de plus pour ' < r”

H@B(c,’ ")) est dense dans H(B(c,r"")) et que #I(n) =)

r<r
H(B(c,r’")) il en résulte de fagon classique que QL a un indice
dans #!(r) qui est

1QL; #!(r) = — (%?gﬁ>— + ord; (Qr)
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et donc

AL #P) = — (M)

dLogr

Considérons maintenant le cas ou L est soluble dans le disque
générique de B(c,r*). En appliquant les lemmes 5.2 et 5.3 on se raméne au
cas ou n est de la forme n = )Y a,(x—c)7".

I<ngN

Si alors pour tout # < r, L n’est pas soluble dans le disque générique
de B(c,r’*), la démonstration faite précédemment reste valable pour
montrer I'existence d’unindice local et calculer sa valeur.

S’il existe » < r tel que L soit soluble dans le disque générique de
B(c,r'*), d’aprés le lemme 5.4 on peut se ramener au cas N = a/(x—c)
avec oa€eZ,. Alors pour tout r  p.(L,)=1r, donc

dLog p.(L,)\™ _ S .
( dLogr = 1. De plus d’aprés le lemme 5.6 si o = Res, (1 dx,r)

n’est pas un nombre de Liouville, L aura un indice local avec

x(L; () = x((x—C)% + o, () + ord;” (x—cr) =1
WL H# ) = — 1.

Si ¢ = o0, le changement de variable y = 1/x envoie B(oo,r™) sur
B(0,r~) et définit un isomorphisme entre o/ (r) et o/ (r), entre H# L (r)

d
et Hl(r). A lopérateur L = ™ + n(x) correspond

L=- y’d% + n(1/y). Enfin les rayons de convergence des solutions

pres des points génén’qués sont liés par la formule po(L,r) = r?p (L,r).
On aura donc

d L t’ B d L © L, -
X(L;dm('))=x(r.;do(r))=(__;i_s_‘;.(r—r)> _2=( _%(rr))

= —x(L;#30) = — AL HLE).

Le cas ou L est soluble dans le disque générique de B(oo,r’) pour tout
r <r proche de r, correspond a p, (L,”) = 1/r et donc

dLog p,(L,r)\~ _ 1
dLogr B )
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5.7. Le résultat suivant nous servira lorsque nous interpréterons 'indice
en terme d’irrégularité.

ProprosiTioN. — Soit L = c;ix + n avec neK(x). Supposons que L

soit soluble dans le disque générique de B(c,r*). Alors ona

dLogp.(L,;r)\~ dLog p,(L,r)\~ .
—=rer) > (—=""] =~ =0 ).
< dLogr =1 [resp dLogr 1 st c=0w

De plus on a égalité dans la formule précédente si et seulement si, pour
tout ¥ < r prochede r,L est soluble dans le disque générique de B(c,r'*).

Démonstration. — On a toujours p.(L,r)/r <1 (resp.r'p,(L,r)<1).
L’hypothése faite sur L signifie que p.(L,r)/r =1 (resp.rp,(L,r)=1)
d’ou I'inégalité annoncée.

Si pour tout » < r proche de r,L n’est pas soluble dans le disque
générique de B(c,r), on a vu dans la démonstration du théoréme 5.6 que,
dLog p(Lr) _

dLogr
(resp. x=—1), comme p.(L,r) =r (resp. po(L,r)=1/r) on aurait pour
r < r prochede r, p.(L,r) = r' (resp. po(L,r)=1/r") ce qui signifierait L
soluble dans le disque générique de B(c,r’) et contredirait I’hypotheése.

pour r proche de r, =c'. Si l'on avait g =1

Dans le cas contraire on a vu que L était équivalent a
d d .

=—+ax—c) !, aeZ, (resp.L=—+ax"!sic=o0) et L est
dx dx

soluble dans le disque générique de B(c,r’*) pour tout r, donc L est
soluble dans le disque générique de B(c,r’*) pour tout r < r proche
de r.

6. Réduction du calcul de Pindice au cas £k = 1.

6.1. DEFINITION. — Soit L € Mat (k,2). On dira que L est sous forme
réduite si la matrice de L est triangulaire.

Le cas qui nous intéressera particuliérement sera le cas

d d
L= ™ +G= Eld + G ou GeMat(kK(x)). Alors L est sous

forme réduite si et seulement si la matrice G est triangulaire.
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6.2. LeMME. — Soient E,F deux espaces vectoriels sur K. Soient
A:E->E, B:F—->F, C:F—>E des applications linéaires. Soit
A C c’est-a-dire
O B)’

Au+C
que l'on a L(:) =( ut v). Alors L a un indice si A et B ont des

L:E x F - E x F Ulapplication linéaire de matrice

Bv
indices et
X(L;ExF) = x(A;E) + x(B;F).
Démonstration. — En effet le diagramme suivant est commutatif avec

des lignes exactes

00— E — ExF — F — 0

A L B

00— E — ExF — F —0

oui E—-E x F est l'injection canonique de E dans E x F et
E x F - F est la projection canonique d¢e E x F sur F.

6.3. CoroLLAIRE. — Soient E;,1 < i < k, des espaces vectoriels sur
k
K. Soit E = []E; et soit L E — E une application linéaire. Soit (L)
i=1
la matrice de L avec L;; application linéaire de E; dans E;. Sila matrice
de L est triangulaire et si pour tout i L; a un indice alors L aussi a un
indice et

k
(eyx(L;E) = 'Z‘x x(Li; E).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur n. On applique le
n—1

lemme62 avec E=T]]E, F=E, A=(,), 1<i<n-—1,
i=1

i<j<n—-1,B=L,, C=(@Ly)1<i<n-1.

d
6.4. THEOREME. — Soit L = ot G avec GeMat(kK(x), G

triangulaire. Si pour chaque i Res,(g;; dx,r) n’est pas Liouville, L a un
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indice local relativement a B(c,r™) et

k dLOg Pe (;;i;"'giiar) i
AL [ = ¥

i=1 dLogr = — x(L,[#INH.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 6.3
et du théoréme 5.6. Pour pouvoir appliquer le corollaire 6.3 on commence
par multiplier L par Pe R(B(c,r7)) (resp. Pe R(B(c,r 7)) tel que PL
définisse un endomorphisme de [« (r)] (resp. [ (r)]").

7. Mise sous forme réduite. Disque singulier régulier.

d
7.1. DEFINITION. — Soit L = Ix + G avec GeMat(k,K(x)). On
dira que le disque B(c,r™) est singulier régulier pour L si (x—c)L
d
(resp. xL si c=0) est équivalente de typeb) a L = (x—c) Ix +G (resp.

d
ﬁ—xa

poles dans B(c,r7)).

+ G) avec G e Mat (k,R(B(c,r7))) (c’est-a-dire G n’a pas de

Si L a une seule singularité dans B(c,r~) en c et si cette singularité est
réguliére, cela signifie qu’il existe M e Mat (k,K(x)) telle que

M Y(x—c¢)LM = (x—c)% +G (resp. M_‘xLM=x% +G) ou G

n’a pas de pole en c, et en utilisant la décomposition de M en ses facteurs
singuliers [4] on obtient un systéme équivalent avec G qui n’a pas de poles
dans B(c,r”). Donc le disque B(c,r™) sera singulier régulier pour L.

7.2. DEFINITION. — Ondira que L = % + G avec G e Mat (k,K(x))

est complétement soluble (resp. n’est pas soluble) dans le disque générique de
B(c,r*) s'il existe k vecteurs solutions de Lu = 0, analytiques dans ce
disque générique, linéairement indépendants (resp. s’il n’existe pas de vecteur
solution analytique dans le disque générique).



36 PHILIPPE ROBBA

7.3. Comme I’a remarqué Christol [6, Proposition 6.1.2], si L est
complétement soluble dans le disque générique de B(c,r*) alors la
définition 7.1 ne dépend pas du choix du centre ¢ du disque B(c,r7).

7.4. Dorénavant nous considérons le cas ¢ # o, le cas ¢ = o0 s’en
L . . as d R
déduisant sans difficulté. Si L = (x—c¢) Ix + G avec G sans poles en c,

la théorie classique des points singuliers réguliers nous dit qu’il existe une
matrice M a coefficients analytiques dans un voisinage de ¢ et inversible,

sauf peut-étre en ¢, telle que M™!LM = (x—c)—;)—c +G=L ou

G e Mat (k,K) est une matrice de Jordan. Les termes diagonaux de G (les
exposants de L) sont, a des entiers prés, les valeurs propres de G. On voit
donc que L est sous forme réduite. Mais pour que L et L soient
équivalentes de type a) il faut que M € Mat (k,/.(7)). Le résultat suivant
de Christol nous donne des conditions sous lesquelles il en est bien ainsi [5].

d
ProrosiTioN. — Soit L = (x—c)a; + G avec

G eMat (k,R(B(c,r7)). Si L est complétement soluble dans le disque
générique de B(c,r*), les exposants de L en c (c’est-d-dire les valeurs
propres de G(c)) appartiennent a Z,. Si de plus les différences de ces
exposants ne sont pas des nombres de Liouville, il existe M e Mat (k,/,(r))
telle que

M™ILM = (x—c)—dd; +G

ou G eMat (k,K) est une matrice de Jordan.

Remarque. — Si les exposants de L appartiernent 4 Z, et s’il existe
, d
M e Mat (k,o/,(r)) telle que M~ LM = (x—c)d—x +G avec G de

Jordan, alors L est entiérement soluble dans le disque générique de
B(c,r?).

7.5. CorOLLAIRE. — Soit L = ;; + G avec GeMat(kK(x)). Si

L est complétement soluble dans le disque générique de B(c,r*), si B(c,r™)
est est singulier régulier pour L, siles exposants de L relatifs a ce disque ne
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sont pas de Liouville -et leurs différences non plus, L a un indice local
relativement a B(c,r™) et

(x—L; [ (1) = x(x—)L;[# ()] = 0.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 3.13, de la
proposition 7.4, du corollaire 6.3, et du lemme 5.5.

7.6. Le cas suivant se rencontre souvent lorsqu’on étudie les équations
de Picard-Fuchs associées 4 une famille de courbes algébriques sur Q
dépendant d’un paramétre.

THEOREME. — Soit A = P(Q) — () B(c,17) avec S sous-ensemble

ces
finide P(C,), 0 €S, les B(c,17) étant disjoints. Soit L = ;; + G avec

G e Mat (k,Q(x)). Supposons que L soit entiérement soluble dans le disque
générique de B(0,1%), et que pour tout ceS le disque B(c,17) soit
singulier régulier pour L. Alors L a un indice dans [ T(A)J* et l'on a

x(L;[#1(A]*) = 2k — kcard (S).

Démonstration. — On applique le théoréme 4 et le corollaire 7.5. Le
fait que G a ses coefficients dans Q(x) assure que les exposants seront
des nombres algébriques donc ils ne seront pas de Liouville, non plus que
leurs différences.

Remarque. — Si L a une structure de Frobenius forte alors L est
complétement soluble dans le disque générique de B(0,1%).

8. Mise sous forme réduite. Disque singulier non régulier.

8.1. Considérons le cas ou dans le disque B(c,r”) L a une seule
singularité située en ¢, irréguliére. La théorie classique nous dit que pour
obtenir la mise sous forme réduite de Turittin il peut &tre nécessaire de faire
de la ramification sur la variable c’est-a-dire qu’au lieu de travailler avec
x — ¢ il faudra considérer y avec y°* = x — c¢,s entier > 1.

Avant d’étudier plus a fond la mise sous forme réduite, nous allons
étudier l'effet de la ramification sur la variable.
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8.2. Nous prenons ¢ = 0, le cas général s’en déduisant sans difficulté.

Si L,=x Ed; + G(x) avec G eMat (k,K(x)), correspondant au

changement de variable y*=x, seN, nous poserons

1 d
L=y + OO

PRroPOSITION. — L, a un indice local relativement au disque B(0,r'”) si
et seulement si, pour tout 0 < j < s — 1, x /L .x/* = L, + j/s aun indice
local relativement a B(0,r). Alors

XLy [ 9)]) = ’io (Lo tils; Lo @)

j:

s—1
XLy [N = Y 2 (L+i/s; [ IO
j=0
Démonstration. — On pose

AP = {y=f(y);fe o)}
= {Z a,y™"; la série convergeant pour | y|<r”’}.

n=>0

Soit PeK|[x], tel que P(x)L, définisse un endomorphisme de o/ (r).
Alors P(y)L, définit un endomorphisme de o(r'”).
Observons que

s—1
o) = @ YA P,
i=0

et que P()y’)L, est stable surchacun des [/ §(r'/*)]*. Par conséquent
P(y)L, a un indice dans [/ (r'/)]* si et seulement si il a un indice dans
chacun des [/ §(r'”)]* et on aura

r—1
XPOIL,; [ o () = .;0 LPOIL,; Y P9

L’application y/Xa,y™ > Xa,x" définit un isomorphisme de
YL ') sur Ao(r) dans lequel & P(y)L, correspond

x IP(x)Lx/* = P(x)(x L x) = P(x)(L +j/s).

Donc P()*)L, a un indice dans [/ (') si et seulement si
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P(x)(L,+j/s) a un indice dans [/,(r)]* et ces indices sont égaux. On
obtient donc finalement

XLy [0 ()] — k ordg (P(),r'")
= ¥ (L. +i/s; [ o)1) —k ordg (P(x),)]

j=0

d’ou la formule annoncée puisque
ordy (P(y*),r'’) = s ordg (P(x),r).

L’existence et la valeur de I'indice de L, dans [# {(r'*)]* se démontre
de la méme fagon.

8.3. On n’a pas nécessairement

AL +j/s; [ o) = (L[],
pour j # 0, comme le montre ’exemple suivant en dimension 1.

Notons p le rayon de convergence de (1+u)'/?, ona p < 1. Soit ©t
tel que 7' = —p.

d
Soit L = X + g, de solution formelle expg, donc pour r < 1

po(L,r) = r* et donc y(L; (1)) =1.
Pour 1 <j<p—1,L +j/p a pour solution formelle x /7 exp—,

donc pour r <1, proche de 1,pyo(L+j/p,r) =pr et donc
x(L+j/p; #o(1)) = 0.

1d n
Si y»=x,L — lution fi lle —- Comme
iy x,L, = p” dy + » a pour solution forme expy 0

1
exp n(}% — 1) e X)), L, est équivalent de type b) a ;Lx et donc
y
xX(Ly; Zo(1)) = 1.

On voit que ce phénomene pathologique ne se produit que si p|s, en
effet si pts,(1+u)’ a rayon de convergence 1 et I'on a donc

—Jls
po(L+j/s,;r) = po(L,r) pour tout r car prés du point générique t (;)

converge dans le disque générique.
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CONJECTURE. — Si pA's, x /*Lx/* a un indice dans [ ,(r)]* (resp.
[#3(]) si et seulement si L a un indice et ces indices sont égaux.

De fagon équivalente (avec les notations du §8.2): Si pts, L, a un
indice local relativement au disque B(0,r'”%) si et seulement si L, a un
indice local relativement a B(0,r) et alors

ALy, [ o () = sy (L, [#o(])
AL, L)) = sy Ly, [£ IO -

8.4. ProroSITION. — Avec les notations du § 8.2, si L, a un indice dans
[ et si de plus

a0 xriem - 2Ly (x| 1]))

alors L, a un indice dans [H{(r)]* et on a
(8.4.2) XLy, [ ) = sy (L, [ IO
Démonstration. — Soit i,(L) lirrégularité de L au point 0 d’aprés

la définition de Malgrange (Cf § 11.2). Tenant compte de la notion d’indice
généralisé le résultat de Malgrange [11] ou Adolphson [1] s’écrit

o (L)

On sait par ailleurs [14, Lemma 3.8] que I'on a pour tout r

844 wworion > oL (x]1]))

(lorsque l'indice a gauche existe).

D’apreés la définition de iy(L) rappelée au § 11.2 on voit sans peine que
I'on a

(8.3.5) io(L,) = sig(Ly+j/s) 0<j<s—1.

Il résulte de (8.4.1) (8.4.3) et (8.4.5) que pour 0 <j<s—1 ona

(8.4.6) -:-X(Ly,léi" §) < x(Ly+ifs [ IO
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Par ailleurs d’aprés la proposition 8.2
s—1
Ly, [ = Y Ly+ils,[# 5019
j=0

ce qui montre que dans (8.4.6) on doit avoir égalité pour tout j ce qui
termine la démonstration.

8.5. On prend toujours ¢ =0 et L de la forme L = x% + G. Le

théoréme de Turrittin nous dit que, aprés avoir éventuellement effectué une
ramification sur la variable y* = x, il existe M e Mat (k,K((y))) telle que

1 d .
M"LyM = 3 y ;i; + G ou G est une matrice de Jordan, les termes sur la
diagonale étant des polynomes en 1/y.

De plus un résultat de Baldassarri[3] nous dit qu’en p-adique, la
matricc M a un rayon de convergence non nul si les différences des
exposants de L, en 0 ne sont pas des nombres de Liouville.

Pour pouvoir appliquer nos techniques de réduction il faudrait savoir si
M e Mat (k,o/,(r'”*)). 1l serait donc important de généraliser le résultat de
Christol (proposition 7.4) au cas des points singuliers irréguliers.

Notons que nous saurions alors calculer Iindice local de L,
relativement & B(0,r'*7), mais que la proposition 8.2 ne nous permet pas
de calculer l'indice local de L, relativement a B(0,r") (elle assure
cependant I’existence de cet indice). Si la conjecture 8.3 était démontrée on
pourrait alors calculer I'indice de L, dans le cas ou pts. On sait que s
divise k!, donc si p > k, on n’aura pas p|s.

9. Existence d’un indice local.

9.1. Nous allons rappeler un critére d’existence d’indice local, bien que
cela ne permette pas de calculer cet indice local. Le résultat suivant offre
également une vérification partielle de la conjecture 3.11.

THEOREME. — Soit L = Ed; + G avec G e Mat (k;K(x)). Supposons

que L ne soit pas soluble dans le disque générique de B(c,r*) (cf. définition
7.2). Alors L a un indice local relativement a B(c,r™) et ona

1(L[R.M]) = 0.
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Démonstration. — Voir [12, Th. 4.16] et [13, Th. 3.4]. Le théoréme est
démontré pour un opérateur £ € 2, mais on peut se ramener a ce cas la en
utilisant la proposition 3.12.

9.2. Soit £ € 2. On sait [9, Theorem 4.1] qu’il existe une factorisation
de £:¢ =¢,/, telle que ¢, ne soit pas soluble dans le disque générique
de B(c,r*) tandis que ¢, est complétement soluble dans ce disque
générique. Mais ¢, et ¢, ne sont plus des opérateurs a coefficients dans
K (x) mais a coefficients dans H(A) ou A est une couronne de la forme
B(c,r”) — B(e,’*) (donc H(A) = R.(r)). On ne pourra donc pas
appliquer 2 ¢, et ¢/, les techniques développées dans cet article. Notons
cependant que l'on a encore, comme dans le théoréme 9.1,

X([l > Bc(r)) = 0 .

10. Mesure de Pirrégularite.

10.1. DEFINITION. — Soit L = % + G avec GeMat(kK(x)). Si

L est complétement soluble dans le disque générique du disque B(c,r™) et a
un indice local pour le disque B(c,r~) nous mesurons l'irrégularité de L dans
B(c,r™) par

(L) = — W((x—o)L;[#!O) si c#
= — x(L; [ LM si ¢c= .

(Si la conjecture 3.12 est démontrée on aura

ie(Lyr) = x(x—)L; [ (N]") si ¢ # o0
= XL [ o (N9 si ¢ = 00).

10.2. Si B(c,r7) est un disque singulier régulier pour L, alors d’apreés
la proposition 7.5 i.(L,r) = 0.

10.3. En dimension 1 (k=1), d’aprés le théoréme 5.6 ona

, dL L)\~ .

i(Lr) = (———-*;i g;(r r)> -1 si c# o
_(dlogpuMNY . . _
—( dLlogr +1 si ¢=o0.
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Cette formule permet de définir l'irrégularité de L méme si L n’a pas
d’indice local (sous réserve que L soit complétement soluble).

De plus, d’aprés la proposition 5.7, i (L,r) > 0 et i(L,r) =0 siet
seulement si, pour tout » < r proche de r, L est (complétement) soluble
dans le disque générique de B(c,”*), et ceci a lieu si et seulement si le
disque B(c,r”) est singulier régulier pour L comme on le voit facilement
par les lemmes 5.2, 5.3 et 5.4.

d
10.4. Toujours pour k=1 si L= ™ + n est (complétement)

soluble dans le disque générique de B(c,r*), d’aprés le lemme 5.3 'indice
local de L, donc l'irrégularité de L, dans B(c,r”) ne dépend que de la
partie singuliére 7. de L relativement & B(c,r”), ce qui est raisonnable.
Il n’en est plus de méme lorsque L n’est pas (complétement) soluble dans
le disque générique comme va le montrer I’exemple suivant. C’est pourquoi
nous avons fait cette hypothése dans la définition 10.1.

Soit L = ad; + % avec ptd. On montre facilement [14; § 5.4.2]

que pour r <1 po(L,r) =r?*!, donc Lest soluble dans le disque
générique de B(c,1*) et io(L,1) =d ce qui est normal.

Rappelons que le rayon de convergence p de (1+u)'/P est < 1.

d nd 1/p

Soit alors L = —— + —37 + ——- La solution formelle de L est
dx x 1 —x

(1—x)?exp n/x? et cette fois pour r < 1, r prochede 1, pyo(L,r) = p,
donc

x(xL; #o(1)) = — 1.

10.5. Soit A = P(Q) — {J B(c,7;) ou S est un sous-ensemble fini de

ceS
P(K) et les B(cr.) sont disjoints. Soit L = di + G avec
x
G e Mat (k,K(x)). Supposons que, pour tout ce S, L soit complétement
soluble dans le disque générique de B(c,r*) et ait un indice local
relativement 3 B(c,r7). Alors la formule du théoréme 4 peut s’écrire sous
la forme

A(L; A = 2k — Y G.(L)+k).

ceS
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Cette formule est a rapprocher de la formule qui donne I'indice de L
dans le cas algébrique (Théoréme 11.3) et de la formule d’indice dans le cas
complexe donnée par Deligne [7, Formule II 6.21.1].

10.6. La définition que nous avons donnée de l'irrégularité nous améne
a poser les questions suivantes :

10.6.1. Si pour tout ' < r proche de r, L est complétement soluble
dans le disque générique de B(c,”*), est-ce qu’alors le disque B(c,r™) est
singulier régulier pour L? C’est vrai pour k =1, la réciproque est
toujours vraie.

. d .
10.6.2. Pour k=1, soit L= Ix + n soluble dans le disque
générique de B(c,r*), avec i (L,r) =d > 1. Est-ce que L est équivalente

de type b) a L =% +1n avec N, = Y a,/(x—c)"*? (pour c=

osn<d

No= 2, a,,x") ? On sait déja que L est équivalente de type b) a un

0<n<d-1

L= d—i— + n ou 7N adans B(c,r”) un podle seulement en ¢ (lemme 5.2).

Si L est équivalente 4 un L de la forme indiquée alors nécessairement
i.(L,y) <d.

10.7. Nous allons montrer que la réponse a la question 10.6.2 est oui si
I’on suppose de plus que K est sphériquement complet, c’est-a-dire que
I'intersection de toute suite emboitée de disques est non vide.

Avant de le démontrer nous allons réduire la question 10.6.2
a une forme plus simple. Considérons le cas ¢ # oco. On désire trouver
ueX!(r) tel que n,+w/u= )Y a,/(x—c)"*! avec d =i/(L,;r). Or

0O<n<d

d’aprés le lemme 5.3, comme L est soluble dans le disque générique de

dx
peut donc supposer que 1 a seulement un péle en c. De plus d’apres le
lemme 5.4 a,e€Z,, doncsi t est le point générique du disque B(c,r*),
((x—0c)/(t—c))* converge dans tout le disque générique, par conséquent

pc dx nc’ - pc dx nc aO X C)’r

B(c,r*), L est équivalent a ;ld; + n,., donc i(L,;r) = ic(i+ nc,r). On
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et

ii+ r—ii+ —ap/(x—c)
o\ dx Nes i Ne—ao/(X—c),r ).

On peut donc supposer que Res,(n.dx,r) = 0. Enfin par une inversion
on se raméne au cas ou ¢ = 0.

On est donc ramené a résoudre le probléme suivant :

Soit M =a, +a,x + --- + a;x*~'. Montrer que si
dLog po(L+n,n)\* -1
dLogr -

il existe ue #'(B(O,r*)) telque M + u'/u = by 4+ byx + -+ + bpx®~ 1.
(Ceci correspond a im(%+n,l/r>=8>.

La fin du § 10 est consacrée a la démonstration de cette propriété dans
le cas ou K est sphériquement complet. Le résultat crucial est le lemme
suivant. On rappelle que = est une solution de I'équation zP~! = — p.

10.8. LEeMME. — Soit K sphériquement complet (et algébriquement
clos). Il existe (,),.n une suite d’éléments de K, telle que, pour tout
m=1, le rayon de convergence de la fonction

m—1

X" "
exp n(p—m+a1p—+ --~+on,,,x> soit 1. On a alors

1 1 1
(10.8.1) ord, (a,) = — <—+—2+ . +—m>-
P p
Démonstration. — On pose o, =1. On suppose construits
oy ...0%,_; €t on va déterminer a,.

a) Vérifions que, si a, existe, sa valuation est donnée par la
formule (10.8.1).

Pour 0 <i<m— 1, lafonction exp m(ax”" /p™ %) converge pour

—i—orda; m—i 1 1
—_ + “ e +—.

ord, (x) m =

pm—i - pm—l' + pm-i+1

Les rayons de convergence sont donc tous différents et le plus petit rayon
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de convergence correspond a i=m— 1. D’ou

m-—1 i A ‘ 1 1
exp(—ﬂ: Z ax” /p"‘“) converge pour: ord,x > ; + -+ ?’ et
i=0

comme

. ’ m—1 .
CXp T, X = eXp (” ) °‘i""’"—l/l’"’—i) exp (—'" > aix”m_'/l)"'_"),

i=0 i=0

. 1 1 . N
cette fonction converge pour ord,x > ; + -+ IF ce qui entraine

ord,a, = — Y p7.
j=1
b) On pose

&) = ,_io o fp

Ja(X) = gm-1(x) + ax

p(a) .= rayon de convergence de exp =f,(x)
C = {p(0);xe K}
R = borne supérieure de C.

Il s’agit de montrer que 1€ C. Nous allons montrer que ReC. Pour
cela nous utiliserons le fait que K est sphériquement complet.

Puis nous montrerons que si p(a) <1 il existe o tel que
p(a) > p(a). Pour cela nous utiliserons le fait que K est algébriquement
clos.

Il résulte immédiatement de ces deux résultats que R > 1. Nous
montrerons par ailleurs que R <1, d’ot R =1. Ceci achévera la
démonstration du lemme.

¢) Montrons que ReC.

Pour peR*, posons

B(p) = {aeK;p(x)=>p}.

Si B(p) est non vide, alors B(p) est un disque. En effet si o et
B e B(p), le rayon de <convergence de
exp n(a—PB)x = exp nf,(x)/exp nfy(x) est > p, et donc on doit avoir
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|o—B| < p~!. Réciproquement si o€ B(p) et |a—B| < p~! on voit que

BeB(p).

Soient alors p,eC, p, suite croissante, p, > R (R=+o0 si C non
borné).

Alors les B(p,) sont non vides et la suite B(p,) est décroissante.
Comme K est sphériquement complet () B(p,) # &. Soit ae () B(p,).

Alors Vnexp nf,(x) a un rayon de convergence > p,, donc un rayon de
convergence > R. Comme R est la borne supérieure de C, exp nf,(x) a
exactement le rayon de convergence R.

d) Montrons que ’on a toujours p(a) < 1 et quesi p(a) < 1 il existe
o' tel que p(a) > p(a).

Posons L, = % — 7f, = exp 7f, o% oexp — nf,. Nous allons

déterminer p,y(L,,7).

Soit t le point générique du disque B(0,r*), onadonc |t| =r. La
solution u de Lu =0 prés de ¢ est

u(x) = exp n(f(x)—fu(1))
soit en posant x =t + y

u(t+y) = exp n(f(t+y)—£(®) = exp n(Z ai,-t"y")

la somme portant sur les i,j tels que
0<i<degf,—1 1 <j < degf,.

Regroupons dans cette somme tous les termes pour lesquels i/j est
constant, soit i/j = s et posons

05(2) = Z aijzj

ifj=s
vs = rayon de convergence de exp n,(z).

Alors

u(t+y) = expn Y. @,('y) = [ exp no,(r*y)
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et comme le rayon de convergence de exp n@,(t°'y) est ysr~°, on voit que
le rayon de convergence de u(t+y) est égal & min,ysr~° si ce minimum est
atteint pour un seul s. Comme pour tout r, il existe un voisinage V de r
tel que les ys”~* soient tous distincts pour ' € V — {r}, on en déduit par
continuité sur r que le rayon de convergence de u(t+y) est toujours
min,y,s"* et donc

po(L,,7) = min (r,mingy;s~%).

dL L *
dLog po(Laor))* toujours un entier,
dLogr

il en résulte que le minimum est atteint pour s entier).

(Remarque : comme on sait que (

Aprés cette discussion générale sur le calcul de p.(L,r), revenons a
notre exemple. Ici on a toujours i + j = p" avec 0 < n < m. Les valeurs

possibles pour s sont donc s = i/j = I;— —1L,0<n<<m, 1 <j<p".

On a
90 (2) = fo(2)

etpour n>1,1<j<p", ptj

K I
Opj1(2) = X (,.I:—..)“m—k

n<k<m )4

n<k<mp (m""’) ZWH

;_(J ) it "(Pk"l) (Pk ka_"+1) _ (_l)ipk-"—nmod P

On a

Gt =1).jp*”
)’“modp"snp;é2oup—2 etk=n
=—lmodp sip=2etk+#n.

Pour p # 2 écrivons

. k
;];(i;:—") = (—1Y*! + by, p**! avec ord, (b, =0
Alors

o1 n
‘Pp"/j-n(z)=(“‘1)"+1']Tgm—n(zi)+ z B jnOm— kD" Y —1P 7"

n<k<m
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D’aprés I’hypothése de récurrence, pour n > 1,
exp n(—1Y"1 7 g, _(2)) = [exp ngp-n(zN]'"

a un rayon de convergence 1 comme exp ng,_,(z) puisque pJfj. De
plus ona

1 1
ord, (byjutm-xP" ") 20+ 1 — (;"’ +;ﬁ) >n>0

donc expm ) b,,,,a,,,_kp"“j"z"”k ™" aun rayon de convergence > 1 et
n<k<m
par suite exp @,;_,(z) a un rayon de convergence 1.

Pour p =2 on pose

: k
%(ﬁ%_”) = — 14 b;;2*"*! avec ord, (by;,) =0,

valable pour tous k,j,n. Par un argument similaire on montre encore que
pour n>1 exp@pm;_;(z) a un rayon de convergence 1.

Finalement on trouve

Yo = p(®)

Y, =1 s=p'i—1,1<n<m, 1<j<p", pkj.

Finalement

s>1

po(L,,7) = min (r,p(a), min r“‘)
= min (r,p(),r 7).
Si r = p(a) d’aprés le principe de transfert
Po(Las P(@)=p(®) donc p(a) =min (p(a),p(0),p(®) " *")
ce qui entraine p(a) < 1.

Soit alors p(a) < 1. Prenons r = p(a) """, Ona r>1 et

dLOg pO(Lu’r) - _ dLOg pO(Lu9r) * m
( dLogr =0et dLogr =-r+l
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Comme p™ — 1 # 0 (car m>1), d’aprés la proposition 4.5 iii) de [14],
il existe ceK avec |c| =r tel que

dLog p.(Las 1)\~
( dLogr #0

et comme L, n’a pas de singularité dans le disque B(c,r~) ceci entraine
d’aprés la proposition 4.6 de [14] que la solution v de L,y=0 présde ¢ a
un rayon de convergence supérieur au rayon de convergence de la solution
u prés du point générique t¢.

v(c+y) = [T exp no,(cy)

= exp (@ (y) + @pm_, (" ') l;Im exp nQ,(c*y).

Pour s #0, p"—1, ona

rayon de convergence de exp m@,(c'y)=r*>r7" *!
= p(a) = po(L,,r) =rayon de convergence de u(t+y).

Il en résulte que
exp T(@o(1) —@pm_1 (" ') = exp n(fo(0) + ¢ 'y)
a un rayon de convergence > p(a). Donc pour o =o + &',

p(@) > p(®).

10.9. Pour tous les résultats suivants qui découlent du lemme 10.8 on
suppose que K est sphériquement complet.

COROLLAIRE. — Pour tout deN il existe By ... Bs_, tels que la
d
x
fonction exp u(F +Box "+ + B,,_1> a un rayon de convergence 1.
Démonstration. — Ecrivons d = 3p™ avec pt 8. Alors

5p™ 5pln—l
[exp ng, (xﬁ)]l/S =expmn x_+a0x___+ o4 i
m Spm spm—l 'm 5

a un rayon de convergence 1 comme exp mg,(x).
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d .
10.10. CoroLLARE. — Soit L = ——+m Y ax'"!. Soit r tel que
I<i<d '

L soit soluble dans le disque générique de B(0,r*). On a nécessairement
r<la" . Si r<|ay"Y il existe ue#'(BO,r")) tel que

u 'Lu = =%+n Y bt

Igj<d-1
Si r= Iadl_l/d’ lao(Lal/r) = d

Démonstration. — Le changement de variable y = a}/*x nous raméne
au cas |g4| = 1.

Posons f(x) = ), a,.xT- Alors v = exp nf est solution de Lv =0
I1<i<d
prés de 0. Comme dans la démonstration du lemme 10.8 considérons les

@, et 7y, associés & f (au lieu de f;). On aura
(10.10.1) r = po(L,r) = min (r, min yor~%).

Iei @;_,(z) = z*"! (parce que ag;=1) donc y,_, =1 et on a
r<r @MY ce qui entraine r < 1.

Soit alors r < 1, il existe d’aprés le lemme 10.9 un polynéme g e K[x]
xd
d
convergence 1, donc ue #'(B(0,r*)). Alors

de degré <d—1 tel que" u =exp — n( +g(x)) ait un rayon de

L=u"'Lu=L—nx!"!—ng'(x) = c;ix +n ) ax'"'-ng

I<i<d-1

a bien la forme indiquée.

Si r=1, daprés (10.10.1) on a
1 = min (1, min, y,)

donc -y, = 1 pourtout s, eeonavuque y,_, =1. Comme s <d — 1
on a donc pour r > 1

po(L,”) = min (r, min, yr =) = r~@- 1
et donc

; _ _ (4Logpo@Ln\" | _ _
i (L) = ( TLogr )'=l+1—(d—l)+l—d.
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10.11. CoroLLAIRE. — Si K est sphériquement complet la réponse a la
question 10.6.2 est vraie.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la réduction 10.7 et
du corollaire 10.10.

10.12. Le fait que, dans le lemme crucial 10.8, les coefficients
®;,®, ... appartiennent 4 une extension sphériquement compléte de C,
semble peu naturel. Nous proposons une autre méthode d’attaque de ce
probléme qui permettra peut-étre de montrer que les coefficients o,
peuvent étre choisis dans C,.

+o0

Soit E(x) = exp ), x?/p* Pexponentielle d’Artin-Hasse. On sait que

i=0

son rayon de convergence est 1. On voit facilement que la fonction
m

f(x) =expm Z (ox?" _i/p"'"") a un rayon de convergence 1 si et
i=0
seulement si il existe B,, B, ... dans K avec|B;] < 1 pour tout i et tels

que
1) = T E@ac.

En explicitant les relations ainsi obtenues on trouve que les (%;)y<;<m €t
les (B;),; Vvérifient une suite d’équations polynomiales. Il s’agit de montrer
qu’il existe une solution (a;) (B;) avec ay = 1,|B;| < 1 pour tout i, les
o; et B; ftant pris dans C,. Le lemme 10.8 nous assure qu’une telle
solution existe, les o; et P, étant pris dans une extension sphériquement
compléte de C,.

11. Indice algébrique.

11.1. Soit S un sous-ensemble fini de P(K) avec o0 € S. Notons &
Pensemble des fractions rationnelles € K(x) sans pdles en dehors de S.

Si S ={0,1,..sCm}> .9’=K[x, ! ye s 1 ]

x—cy X—Cp

d
Soit L = I + G avec GeMat(k,K(x)). Si les poles de G

appartiennent & S, alors L définit un endomorphisme de #*. Mais si
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ce n’est pas le cas on peut définir I'indice x(L,#*) comme on a fait au
§ 3.5. On choisit P e K[x] tel que PG n’ait pas de poles en dehors de S,
et on pose

x(L; £% = x(PL; £4 — x(P; £%)
= x(PL; £%) + ordg (P).

Si y désigne une projection de P~ #* sur #* on a également
1(L; &%) = x(YL; £9.

11.2. Il est bien connu [7, Lemme I1.1.3] que L est « équivalent » & un
opérateur £ € 2 d’ordre k, précisément il existe M € Mat (k,K(x)) telle
que

MIM=L=% 48
dx

ou G ala forme

0 1. 0
G= 0. 1
ao al .. ."’ak_l

avec g;eK(x),0<i<k-—-1.

11 résulte alors de la proposition 3.7 (avec £ jouant le role de RH) que
I'on aura

A(L; LY = x(L; LY.

dk dh——l
Posons ¢: =Tk~ a*“F — - —ayeP. Soit PeK[x] tel
que P/ (et donc PL) n’ait pas de poles en dehors de S. Notons y une
projection de P~ '% sur £, et notons encore y la projection
correspondante de P !'#*sur £*. Considérons le diagramme

{
¢y Y, @

gk g)k
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avec u(f) =(f ... * ), v@=0@,...,0,g). Alors ce diagramme
induit un isomorphisme entre le noyau de v/ et le noyau de y. d’une part,
le conoyau de yZ et le conoyau de yL d’autre part. Par conséquent

x5 L) = w(L; LY = y(L; £9.

Suivant Malgrange [11, § 3.2] on définit I'irrégularité de ¢ (et de L) au
point ¢ par la formule

i.(lL) =i(f): = sup (j—ord.(aj)) —k si c# ©

o<j<k

in(L) = ix(£): = sup (—j—ord,(ay))+k.

0<j<k
En effet si 'on écrit :

d
(x—c)f¢=0+b,_,* '+ ---+by, avec 3=(x—c)E

(resp. x*¢=0"+--- +b, avec 6=x% si c=oo)

alors

i.() = sup (O, sup — ord, (bj)).

0<j<k—1

11.3. Dans [1], Adolphson a calculé I'indice y(£;.#). Nous réécrivons
son résultat en utilisant Iirrégularité.

TitoReME. — Soit L = - + G avec G e Mat (kK(x)). Alors L a
L X dx
un indice dans £L* et

WL; £ =2k — 3 ((L)+k).

ceS

Et donc si PeK[x] est tel que PL n’a pas de pdles en dehors
de S

x(PL; £% = 2k — Y (i.(L)+k)—ords(P).

cesS
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