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STRUCTURE DE HODGE MIXTE
SUR LA COHOMOLOGIE EVANESCENTE

par Philippe du BOIS

0. Introduction.

Soit f:X — S un morphisme propre dun C schéma
intégre dans une courbe algébrique lisse sur C.

Soit O un point fermé de S, et Y = X xg {O}, rappelons
qu’on définit les complexes évanescents R Yy Cy et RPCy
de la fagon suivante (cf. [13], XIV) : soit S* wun disque de
coordonnées centré en O sur l'analytis¢ de S, S*" le disque
S privé de 0, S* le revétement universel de S*** ,

X =X xg 8%, X* = X xgn S*,j : X* — X ,i: Y" — X",
et Cy le faisceau constant de fibre C sur X*"

Yan i > an ¢ i ;{*

T

~

{O} - San <_‘—S*

par définition, Ry Cy =i* Rj, j*Cx et R®C, est le cone
de C,—> RyYyCy; ces deux complexes évanescents sont
des objets de D” (Y*" , C[Z]).

En particulier, pour tout entier i, H(Y**,Ry Cyx) et
H (Y" , R®Cy) sont munis d’'un automorphisme de monodromie

T; on sait que T est quasi-unipotent de niveau au plus i ([8],
3.2.1), c’est-a-dire qu’il existe un entier N tel que (TN —Id)*! =0.

Dans cet article, nous construisons des complexes de Hodge
mixtes cohomologiques sur Y ([2], 8.1.6) qui incarnent les

Mots-clefs : Structures de Hodge mixtes, Cohomologie évanescente, Monodromie.
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complexes évanescents Ry Cy, et R®Cy. IIs définissent
une structure de Hodge mixte (qui ne dépend que du choix
d’un paramétre sur S) sur H* (Y*" ,R ¢ Cx) et H*(Y*" ,R® Cy).

La structure de Hodge mixte sur H*(Y" Ry Cy)
apparait comme limite de celle sur H*(X{",C) quand s
tend vers O (théorémes 2.5 et 2.6). Nous prouvons le résultat
suivant (théoréme 3.1) : [l’action de la monodromie sur
HI (Y ,R ¢ Cy), (resp. H'(Y*" ,R ® Cy)) est quasi-unipotente
de niveau au plus d,(y), (resp.d;(®)), ou

d(y) = sup((b — a)/Vj,j€Ela,b], Gry H'(Y"" ,R y Cx) #0),

(resp. d;(P) = méme définition avec P au lieu de ), il existe
donc un entier N tel que (TN —Id)¥i¥*! st nul sur
H'(Y*" ,R ¢ Cyx) (et de méme avec P).

Quand f est génériquement lisse, la structure de Hodge
mixte sur Hi(Y“",Rlpr) est construite dans [10] et dans
[11], et la majoration du niveau d’unipotence est donnée par
(f10], 6.1).

Si f est projectif, on trouvera dans [6] une autre construc-
tion de structure de Hodge mixte sur H'(Y*” , R ¢ C4).

Je remercie L. Illusie pour l'aide et les encouragements qu’il
m’a apportés pendant la rédaction de ce travail. Je remercie
également Mme Bonnardel qui a réalis€ en un temps trés bref
et avec grand soin la frappe du manuscrit.

0.1. Plan

On construit en 1. des espaces simpliciaux lisses au-dessus
de X, de telle sorte que la fibre générale soit un hyperrecouvrement
de la fibre générale de X —— S et la fibre spéciale un diviseur
a4 croisements normaux simplicial; on se raméne de plus au cas
ou la fibre spéciale est réduite.

On peut alors en 2. construire un complexe de Hodge
mixte qui exprime R ¢ Cy (en utilisant [11]), puis un complexe
de Hodge mixte qui exprime Cy , muni d’une fléche dans le
précédent. Par passage a la cohomologie, on trouve les structures
de Hodge mixtes indiquées plus haut.
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En 3., on trouve la majoration du niveau d’unipotence grice
a un lemme de P. Deligne.

0.2. Notations

Soient M’ un entier tel que R’y Cy =R'®Cy =0 pour
i>M', M" un entier tel que

H (Y ,R Y Cy) = H/(Y” ,R°®Cy) =0

pour 0<i<M et j=M', et M=MX) =M +M'+1;
on a donc H'(Y" ,RYyCy)=H'(Y" ,R®PCy)=0 (et
R'yCy =R'®Cy =0) pour i>M — 1.

Nous noterons enfin S* = S — {0}, X* = X xg S*,

1. Construction d’hyperrecouvrements.

1.1. PROPOSITION . — a) Soit f: X —> S comme ci-dessus,
il existe un C-schéma simplicial lisse s-scindé ([2], 6.2.2.) X.,
et une augmentation propre €:X.—> X (ie. €, est propre
pour tout n), tels que e€:X¥ =X.xy X*—> X* so0it un
hyperrecouvrement de X* et que D.=X.xyx Y s0it un
diviseur a croisements normaux de X.. Quitte a remplacer S
par un ouvert dense, sqy X* est lisse sur S*.

b) Deux tels systémes sont coiffés par un méme troisiéme.

Démonstration. — a) Considérons X* &= X, soit X une
désingularisation de X, X3 [louvert dense image réciproque ds
X* dans X, on peut trouver un X, lisse sur C et X, — X
propre, de telle sorte que 7~ !(X}) —— X} soit un isomorphisme
et D, =X, xx Y soit un diviseur a croisements normaux de X,
somme de diviseurs lisses (avec multiplicités), d’ou le premier
étage de X. :
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Supposons sg,, (X.) construit, on a une immersion (ouverte,
mais d’image non dense en général)
C:+ 1 = (Cosqn (sqn (X?) - x*))n+ 1 - Cn +1
= (cosq,, (sq, (X.) — X)), ., »

notons T [I’adhérence de I’image, T une désingularisation de T
(i.e. ?—>:I: est propre et surjectif, et T est lisse sur 0,
N(X},,)=Tx; Cr,,, et prenons pour N(X,,,) un _schéma
lisse sur C muni d’une fléche propre N(Xn,,l)—l'-* T telle
que 7~ '(N(X;,,)) — N(X},,) soit un isomorphisme, et
ND,.,) o N(X,+;) Xx Y un diviseur 4 croisements normaux
de N(X,,,), somme de diviseurs lisses. Posons enfin

i=n
Xpor = NKpp) 1 I 5(X,),

et de méme avec des *, on a ainsi construit s X.):
n+1

/N(Xn+l)
\

NG, )

C*

n+l

!

X5

Cn+l

Moo e e

X

on remarque que X},, — Cr,, est propre et surjectif;
en répétant cette construction pour tout n, on trouve donc
le C-schéma simplicial augmenté ¢ : X,— X demandé.

b) Supposons que € :X.— X et €':X! —X
vérifient les conditions 1.l.a, nous allons construire €¢:X.— X
qui vérifie les conditions 1.l.a et qui s’insére dans un diagramme
commutatif

XI

N

X! —f—X



COHOMOLOGIE EVANESCENTE 195

Notons T d’adhérence de X.* x4+ Xi* dans X, xx Xy, T une
désingularisation de T, on définit X% =T xgS* et on
prend pour X, un schéma lisse sur C muni d’une fléche propre
X" T telle que n~'(X3)—" X soit un isomorphisme
et X, xg {O} soit un diviseur a croisements normaux de X,
somme de diviseurs lisses (avec multiplicités).

Supposons  sq, (X.) construit, on construit X,,, en
procédant comme pour 1.1.a) a partir de
C =X

n+1 n+1 X(cosqy sanXDn+1 (cosq, 9, X.),.,

XN

X(ca.\'q,l $qn XDp+1 “Pn+1
% — *
et Crii =C,huq xg ST

La fleche X%, — (cosq, sq,X'*),,, est propre et

surjective (en effet, X.* est un hyperrecouvrement de X*), par

3 . * Ik *®
suite la fleche C5,, — X%, X (cosay $nX "I+ 1 (cosq, sq, X), .,

est propre et surjective. Il en est de méme par construction de

X%, — Cr,,, etpar composition, on voit que la fléche

* 1%
Xn+1 Xn+1 X(cosan sap X' *In+1
est propre et surjective, ce qui entraine que X* — X* est
un hyperrecouvrement, car X'* —> X* en est un (cf. [2], 5.3.5).

(cosq, sq, X*¥)pe1

On trouve donc ainsi le C schéma simplicial augmenté
€:X.—> X demandé.

1.2. Remarque. — On notera qu’en général D. n’est pas
un hyperrecouvrement de Y. L’explication de ce fait apparait
sur I'’exemple simple suivant : supposons X lisse et f: X —> S
lisse, sauf en un point de Y =f"'(0); notons ¢, :X,— X
une désingularisation de f, ie. X, est lisse, €, propre et
surjective, €, : X, Xg S* —> X xg S* est un isomorphisme, et
(f (:'o)‘l (0O) est un diviseur a croisements normaux de X,;
(fey)"' (O) est la réunion d’une désingularisation Y de Y et
de diviseurs exceptionnels E;; la diagonale de X, xy X, est une
composante irréductible (isomorphe a X,) de X, xx X,, et les
E; xE; sont aussi des composantes irréductibles de X, xy X, ;
celui-ci étant réductible, on ne peut le désingulariser, ni espérer
que la construction 1.1 donne un D. qui soit un hyperrecouvre-
mentde Y.
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1.3. Soit s wun générateur de mg o, €t pour tout entier
d>1, soit S; la normalisation de S dans ’extension de corps
engendrée par s'@; notons m, :S;,—> S le morphisme
canonique, O, = ;' (0), S} =S, privéde O, .

Si f: Z—> S est un morphisme d’une variété algébrique Z dans
S, si f est lisse sur S*, et si Z xg {O} est un diviseur a
croisements normaux (un D.C.N), somme de diviseurs lisses,
il existe un entier e et une variété Z, lisse, propre sur Z xg S,
telle que Z, xg, Si est isomorphe & Zxg S} et F, =Z, x5, {O,}
est un D.C.N. réduit, somme de diviseurs lisses (théoréme de
réduction semi-stable, [7], II). On appellera une telle Z, 1la
lissifiée de Z xg S, .

Si d est un multiple de e, Z;=Z, x5, S; est une
V-variété, et F,; =Z; x5, {04} =Z, x5, {O,} est un diviseur
a V-croisements normaux (un D.V.C.N) réduit, somme de diviseurs
lisses (cf. [7], IL.3 et [12], 2.2). On notera f, (resp. f;) le mor-
phisme Z, —> S, (resp. Z, —> S,).

Si X est le li'gu singulier de Z,, et j:Z,—X — Z,
I'inclusion, on définit Q'Zd =ixQz,_x,

2, (log Fy) =jx 2y, _5 (log F, — )
et
2 s, (log Fy) = Q5 (log F,)/ fy s, (log O4) A Q57" (log F,).

D’aprés ([9], 1 et 2), on dispose d’un dictionnaire qui met en paral-
léle les propriétés de 2, » (resp. §2; » (log F,), resp. ﬁld /54 (logF,))
et cellesde Q7 (resp. &2, (logF,), resp. 7 s (log F,)).

e’

1.4, PROPOSITION . — Soit X —> S comme en 1.1, il existe un
entier a=>1, un C-schéma simplicial s-scindé M-tronqué X.
dont les composantes sont des V-variétés, et une augmentation propre
€ :X.— X' =Xxg8,, tels que, si on note X"*=:X"xgS;
et X*=:X\xg S;,€:X* — X" soit un hyperrecouvrement
M-tronqué de X', et que D'.=X\xs {O,} soit un D.V.CN.
réduit de X'.. De plus, X'* est lisse sur S .

Démonstration. — Les espaces simpliciaux étudiés sont s-scindés,
il suffit donc de construire N; = N(X}) pour 0 <i <M.



COHOMOLOGIE EVANESCENTE 197

Partons de (*):

(ou N; =N(X;)). D’aprés 1.3, on peut trouver un entier d, tel que
la lissifiée N 5, de Ng xg S, soit lisse, et que N, ;4 XS4, {04, }
soit un D.C.N. réduit. On a

* L — *
No, 4, XSdq Sqo = No xg 84 XS4, Sao = No X5 S5, »

on voit que Ng 40 Xg o Sg, est lisse sur Sy ; le diagramme (*)
devient donc

N _— —_—
------ ——— —_— N S
Ny Xs S4, > Ny —1 X5 S84, > — Ny Xg 94,
A,

> No,qy 7 X Xg Sq — S4,

ou les fléches (1) sont deux applications rationnelles définies
au-dessus de S7 .

En effectuant des modifications dansla fibre de N, xg §; — S,/
au-dessus de O, 0° On peut trouver une double fléche
N, 4,— No,4, Qui élimine les indéterminations de (1) et telle que

Ny 40 XS4, {O4,} soit un D.C.N., d’ou un nouveau diagramme

(2)
..... 2 S 3 —_
Ny X5 Sgg = === Ny X5 84,72 Ny 4 7 N 4,

— Xxg S5, = 84 -
En itérant ce procédé, on trouve un diagramme (*,)

—_ —_ —_—
- Iz —

—_
—_— > — —
NM,do NM—I,do Nl,do NO,do

B XXS Sdo - Sdo (*o)

qui vérifie : au-dessus de S:‘,‘o , le diagramme (*;) s’obtient a
partir de (*) par le changement de base S;‘o —> S*, les fibres
\ P XS4, {O4,} sont des D.CN,, la fibre No",0 XS4, {04,} est

un D.C.N. réduit.

4
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On applique ensuite 1.3 a Nx,ao — Sdo, on trouve un
multiple d, de d,, tel que la lissifiée vadl de N, 4. XSqq S4,
soit lisse et que N 4, XS4, {O4,} soit un D.C.N. réduit. De
plus d’aprés 1.3, Ny, =:Ng 4 XSaq Sy, est une V-variété,
No.4, Xsq, {O4,} est un D.V.CN. réduit, on a donc un
diagramme

A Tlaide de modifications adéquates au-dessus de (O "
on construit comme ci-dessus un diagramme (*,),

—_ —_— —

NM,::1 ’ NM-—l,dl ’ - Nl,dl . No,d1

—>

—> XXg 84, ™ Sd1 *))

qui vérifie lesmémes propriétés que (*;), et telque N, , Xsq, {0y, }
et No 4, XS4, {O4,} sont des D.V.C.N. réduits.

En poursuivant la construction, on trouve finalement un
entier a =dy , etun diagramme (**),

_ e e
[N [N — ' ; [N R * %
Nu Ny -1 - N; N X xs S, S, .(**)

(on notera N; au lieu de N et S' au lieu de S,) qui vérifie

i,dm
les propriétés suivantes : pour tout i,0<i<M, N,f est une
V-variété, N;xg {O,} est un D.V.C.N. réduit, somme de diviseurs

lisses, N; xg» S'* "est isomorphe & N; xg S$'*, et lisse sur S"*.

Les fléches du diagramme (*) vérifient des relations
(8; 8, =6; 8;,;) qui traduisent le fait que N; =N(X;); au-dessus
de S'*, le diagramme (**) s’obtient a partir de (*) par le
changement de base m:S'—— S, les mémes relations sont donc
vérifiées par (**) sur un ouvert dense et donc en tout point; par
suite, i existe un C-schéma simplicial s-scindé¢, M-tronqué
X' telque N; =N(X)).

Vu la construction, X'* —> X'* est un hyperrecouvrement
M-tronqué de X'*, d’ou la proposition.
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1.5.Si b est un multiple de a, le changement de base
S, — S, donne des objets que ’'on notera

S"=8,,X"=X"xg S, ,X"=X"xg S, . Daprés 1.4et 1.3,
a a
€’ : XV —> X" vérifie les propriétés 1.4.

Le résultat suivant est bien connu ([8], 3.1).

1.6. PROPOSITION . — Soit f:X — S comme plus haut,
I'action de la monodromie sur H*(Y*",RyCyx) et sur
H*(Y®" , R ® Cy) est quasi-unipotente.

Démonstration. — La fléche d’adjonction
Cx — RexCy = Rex€e* Cy

donne un quasi-isomorphisme j*Cy — j* RexCy , car
X*%* — X* est un hyperrecouvrement, d’ol un quasi-isomorphisme

RYyCy — RYRexCy.
En composant avec I'isomorphisme R Y Rex Cx, — Rex Ry Cy,
(e est propre), on trouve un isomorphisme

RyCy—> RexRyCy_, (1.6.1)
puis une fléche qui est un quasi-isomorphisme en degré <M — 1 »

RYCx — RexRYCy x. . (1.6.2)

Le morphisme de triangles distingués ci-dessous donne une fléche
1.6.3 qui est un quasi-isomorphisme en degré <M — 1:

c, RyC,————=R&C,
1 l(l.6.2) (1.6.3)
C, RexRYCy x,——cdne(Cy — RexRY cquX-’)

Les fléches 1.6.2 et 1.6.3 permettent donc de calculer
tous les termes non nulsde R* y Cx et R*® Cy .

Notons 7 le morphisme X —> X, on a un isomor-
phisme #* Ry Cy L&4 Ry Cyx', et de méme que 1.6.2,
une fléche 1.6.5 qui est un quasi-isomorphisme en degré <M — 1

R Yo~ Rek Ry Cys, .
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Si T est un générateur de la monodromie sur X, T¢ donne

par 1.6.4 et 1.6.5 un générateur (encore noté T% de la
monodromie sur X' — S’ et X\ — §'.

D’aprés la construction 1.4, pour 0<i<N ,N;. est de
la forme N, , x5, S,, ou b divie a, N;, est lisse, et
N; » X5, {O,} est un D.C.N. réduit; daprés ([11], 2.2.1) T
est donc l'identité sur R* YCy; ,» et T? est alors Iidentité
sur R* ¢ Cy: . -

D’autre part, X/ est somme disjointe de copies des N;
(0<i<n), T* est donc [lidentit¢é sur R*y Cx: ., pour
0<n<M.

On voit que T° agit trivialement sur le terme E}? de la
suite spectrale T? équivariante

Ef? = H” (D™, R? y Cy ) == H*(DY",RyCyx:)
1.6.4

s L83, H*(Y™, Ry Cy),

T® agit trivialement sur E_ et laisse stable le drapeau “filtra-
tion de l'aboutissement”, l'action de T¢ sur H*(Y*",RyCy)
est donc unipotente.

L’action de T° sur H*(Y*,R®Cy) est également
unipotente, on a en effet un diagramme commutatif a lignes

exactes :
— H{(Y*™",C)— H{(Y*",Ry Cyx) — H{(Y*" ,R®Cyx)— H™*'(Y",C)
) lo (2)[(T“—ld)" @) l(T“—Id)" @ [0
— H{(Y",C)— H{(Y™,RyCyx)— H{(Y",R®Cx)— H"(Y",C)
— H*I(Y" Ry Cx) —
Q) l (T* —1d)"
— H*'(Y",Ry Cx)—
choisissons n de telle sorte que les fleches (2) et (5) soient nulles,

on voit alors que (T® —1d)* est nilpotent sur H'(Y*" ,R®Cy),
d’ou la proposition.
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1.7. PROPOSITION. — Soient €:X. — X et 7n:V. — X
deux schémas simpliciaux augmentés vers X vérifiant 1. 1.a,
soit f:V.—> X. tel que n=¢€fB. 1l existe un entier a =1
tel que, si l'on note X'=XxgS,, on peut trouver € :X'.— X',
n' V. — X" et B': V. — X' telsque n' =€'B’ et que €' et
n' vérifient tous deux 1.4.

Démonstration. — On procéde comme en 1.4, en plus
compliqué.

1.8. Nous pouvons -maintenant appliquer aux espaces
simpliciaux construits plus haut les méthodes de Steenbrink [11] et
[12] pour étudier R y Cx et R ® Cy

2. Construction de complexes de Hodge mixtes
cohomologiques (C.HM.C.).

2.1. Avec les notations du 1.4, on a d’aprés ([11], 4 et [12],
2), D'. étant réduit, un quasi-isomorphisme

Ry Cyr, — Qg (logD.) @4, Op:

choisissons un paramétre ¢ sur S’ (i.e. un générateur de mgy ,),
C e qdt V5 ./ dS

qui vegﬁe =g, posoni 6 =¢'* (T)= e'* (_a;) , notons
AP? = QFT9"! (log DV)/W, (25777 (log D)),

définissons d': AP? — APTPY par  d'(w)=cl(dw), et
d":AP? — AP?Y par d"(w)=cd(BAw); (A,d,d")
est un complexe double et nous noterons A’ le complexe simple
associé.

La fleche 9 Qx /s' (log D", )®, ., O — A définie

par G(w) = (- 1)? 8§ A w pour une sectlon w de

Qg(;l/sl (log Dn) ® ox;, OD;'

est un quasi-isomorphisme ([11], 4.16) d’ou une deuxiéme repré-
sentationde R ¢ Cy: .-

On définit sur A des filtrations F et W par
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FPA'= @ A7 WA= & W,AM
p'>p P,q>20
q>0
ou
W,APY =W, ., Q&19%1 (log D\)/W, Q219" (log D).
D’aprés ([11], 4.19) les données Ry Zy:, (RyQy: ,W)
(W est définie en ([11], 4.11)) et(A", F, W) définissent un C.H.M.C.
sur D..
Soient B:2X. — 'X. et d:X.— S (i=1 ou 2)
vérifiant 2e ='ef comme en 1.7, on définit de méme des
C.HM.C. sur ‘D’., nous noterons

TAPT =GP *9*1 (log 'D') /W, (&25,7" " (log ‘D))
et ‘A" = @ AP?. La fleche [ définit des morphismes

ptq=n
B* : 1 AP9 — R B4 2AP? et un morphisme de C.HM.C.

B*:(RyZ,,, . RyQ,,, 'A)
— (RBxRYZ,,, ,RBx RYQ, ., ,RB: *A).

Par passage a4 la cohomologie, d’aprés ([2], 8.1.15), nous
trouvons pour O <j<M une structure de Hodge mixte sur
Jin! iAN = Wiin' O° in y .
H ('D.,'A") H(D”Q‘ix'./s' (log D.)®,,ix,. _o,.D,.).
Nous avons un diagramme commutatif :

(1) , H D\, 'A)
/ lg*

}H"(ZD'. JZAY).

H(Y* ,R y Cy)

Les fleches (1) et (2) ci-dessous sont par construction des
" isomorphismes d’espaces vectoriels, il en est donc de méme
pour p*; celuici est compatible a F et W, c’est donc un
isomorphisme de S.H.M. .

Soient X. et X! comme dans 1.5, on remarque que
XV == ' ‘est lisse au-dessus de S™, et que DY’ =Xxg {0}
estun D.V.C.N. de X', on peut donc former
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~

Qs (log D"y = S5 gn (log DY)
et "
Q;( I'I/Sl (log D,-”) ® ox!! O‘D'.” = Q)'('.'/S” (log D’-,) ® ox,., O‘D'.’ .

Nous trouvons donc une fléche v* :
Qs (log D) ®, , © ) — Ryx(Qyy/s (log DY) ® oxr Ot

*

Y

R’Y* (Q;(I.I/sll (log D,o’) ® ox! ODl.I)
Posons A'P? = (259! (log DY)/W,
AP = Q25T (log DU)W,
on définit comme plus haut des complexes doubles A''"" et
A,”-.'; ils Vérifient A”pq = A'"pq. 5 den = d:\ln et an: = bqu s
on a donc un isomorphisme bifiltré (A'""**,F, W) — (A"""",F,W)
et de méme en passant aux complexes simples associés s(A""") = A"

et s(A""")=A""", unisomorphisme bifiltré
(A"",F,W) <<(A""",F,W).
Le morphisme naturel (A°,F,W) — Ry« (A""",F,W)
donne par composition un morphisme y*
(A’F,W) _l‘—) R‘Y* (A,“ ) wa)’

par passage a la cohomologie, on trouve un diagramme commutatif :

(1) _~HD., A)

H/(Y” ,R ¢y Cy)
OO, A",

Comme plus haut, on trouve que <7* est un isomorphisme de
S.HM..

En conclusion, nous avons ainsi construit pour 0 <j<M,
et donc pour tout j, une S.HM. sur H/(Y®",RyCy);
cette structure ne dépend que du choix du paramétre s sur S.

L’action de N =1ogT® (ou T est le générateur de la mono-
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dromie sur H(Y®,R ¢ Cy)), s'exprime simplement via les
isomorphismes ci-dessus :

d’une part, N est le bord de la suite exacte de cohomologie pour
H* de la suite exacte suivante

0 — ;7 ks (log D)) ®,,, Op, — S (log D.)®,. 0.,
' — f55 (0g DY) @y, O, — 0(*)

et d’autre part, si I'on note »:AP? — AP~ 191 |3 projec-
tion canonique, d’aprés ([11], 4.22), N est induit par 1’endo-
morphisme 7 de A’ quiest (— 1)**9*! p sur AP9.

On voit facilement que 7(W, A)CW, , A et que
V(FP A") CFP- LA, par suite N est un morphisme de structures
de Hodge mixtes de type (—1,—1).

Nous trouvons donc le théoréme suivant :

2.2. THEOREME . — Soit f: X —> S un morphisme propre d'un
C-schéma intégre dans une courbe algébrique lisse sur C, soit O
un point fermé de S et Y =X xg {O}, le quasi-isomorphisme
Ry Cy/ 2L, A" définit sur H*(Y*",R v Cyx) wune structure
de Hodge mixte qui ne dépend que du choix du paramétre s sur S.

Si a = deg(S'/S) = [C(S') : C(S)], ’endomorphisme N =log T*
de H*(Y®" ,R ¢ Cy) est un morphisme de structures de Hodge
mixtes de type (—1,—1).

Les théorémes 2.5 et 2.6 décrivent le lien entre la structure
de Hodge mixte de H*(Y®",R ¢ Cx) et celle de H*(X{",C).

En conservant les mémes notations, on a les résultats suivants :

2.3. PROPOSITION . — Soient s'€S™*, et s =n(s"), on a pour
tout q,0 < q <M, des isomorphismes

H(X.y, Q5 s log DY) ® oy, Oy ) = HIX'Y,C) = HUX[",C).

Démonstration. —On a1 /g (log DY) @, 03('-3' > Q;('-;' ,
dont l’analytisé est une résolution de Cx;:x:n , d’ou le premier
isomorphisme ; de plus X. s — X, est un hyperrecouvrement
M-tronqué de X, =~ X, d’ou le second isomorphisme.
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Si on filtre ces espaces par la filtration de Hodge F, on
trouve :

2.4. PROPOSITION. — Soient s €S'*, et s=m(s'), on a
pour tous p et q tels que 0<p +q <M, des isomorphismes :

H' (X', ﬁ')’(',,/s' (log DY) oy Ox'.s')
= Grg HP " (X¥%",C) = Gr§ HP ™7 (X", C).

2.5. THEOREME. — Pour  tout q, 0<q <M, le [faisceau
R? € (Qx: ;s (log D%)) est localement libre sur S', et pour tout
s' €S', le morphisme canonique

RY €4 (D s (0g D) ® ,, O p/mgr o)

— HI(X.,, Qx5 (log DY) ® o, Ox)

est un isomorphisme.

Si s'#0,H(X.,, 1 g (log DY) ®,,, Ox: ) ~HI (X" ,C),
et HY(D', 8y, s (log D%)® o, Op:) = HI(Y™ R ¢ Cy).

Démonstration. — Comme dans ([11], 2.18), on utilise le
théoréme ([9], corollaire 2, p. 50) : X.* — S* est un fibré
vectoriel C™ localement trivial, €' est_plat, et d’apreés 2.1 et 2.3,
la  fonction s +— dim(l; HY(X., Q2% s (log D') ® ex: Ox! )
est localement constante sur S, car
HY(Y®" ,R § Cx ) =HY(D'™ ,R Y Cy:) = HI(X'*" xgan S*,C)

= HY (X', C)

(X" xgan. S* se rétracte sur X!%"), d’ou le théoréme.

2.6. THEOREME. — Pour tous p et q tels que 0 <p +q <M,
le faisceau R? ex(80%: ;s (log D.)) est localement libre sur S’
et pour tout s'E€S', le morphisme canonique

R ex(§%: s (g DY) ® o, O /g )
— HI(X.y, % /s (g D)) ® oy, Op

J’

est un isomorphisme.
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En particulier,
Grl H?'? (X{",C) = H'(X'yr, 0% /s (log DL) ® s Ox: 1)
et Gri HP™9 (Y™ Ry Cy) = HY(D., Q% o (log DY) ® oy, Ope)

ont méme dimension.

Démonstration. — Les suites spectrales suivantes dégénérent en
E, :

ER?(0) =H' (D", 5% /s (log D') ® 4., Op;) = HP "4 (Y™ Ry Cy)
et pour s'€S8™* et s = n(s)

E5? (s') = H'(X4yr , 251 s (log DY) ®, , Oy ) = HP*9(X¥",C).

Par suite, la fonction s’ — Y,  dimg EP4(s') (0<n<M)
ptq=n
est localement constante sur S’'. Les fonctions s’ +— dimg EP(s’)

sont de plus s.c.s. sur S', elles sont donc constantes, et on conclut
comme en 2.5.

2.7.Nous allons maintenant exprimer la fléche de DP®(Y)
C,an — RYCy en termes de C.HM.C.; en premier lieu,
exprimons la fléche de D°(D'):Cp. —> Ry Cys en termes
de CHM.C.

Le normalis¢ D. de D’ est lisse, en effet, d’aprés 1.3,
D; est somme de diviseurs lisses ; soit D$*) la somme disjointe
des intersections £k a k _ des composantes de D" (donc
D.=D{")  notons g, :D%*) — D. la fléche naturelle,
indexons par i, 1 <i <N, les composantes D, ; de D, et notons
8 D¥) — D*-1D a2 fléche de composantes les inclusions

D, N...ND,, — D,, N...ND

n,iy

NnD N...ND,, .

n,ij_1 n,ij+1
On définit un complexe double K°° sur D. comme suit :
soit KPQ = (aq+1)* Qpﬁ'(q+l).’ soit d' . I{:q —_— Kp+1,ﬂ, }al
différentielle de (g4 )x Q5(g+1y> et d": K — KP4
la fléche simpliciale de composante en degré simplicial » la fléche
d": (ags)x QB ga1y ™ (ag4)s Q%,‘.‘”“
n

définie par d" = 'S0 (= 1)7* 5*

nie pa 2 i

j=1
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L’isomorphisme Res “résidu de Poincaré” ([3], 3.5) fait de K¢
un sous-module de AP?
Res W

KP? = (aq+1)* Q%.(q*'l) = —_\1/1_1‘ ﬁx;{?(ﬁ*l (lOgD'.)Cqu

a

et fait de K'° (resp.K'=s(K"")) un sous-complexe de
A" (resp. A°).
Les filtrations induites par F et W sur K' prennent la
forme FPK' = & K et W, K'= & K.
r2p $2>—q
Le complexe 5;),. des formes différentielles de Sullivan
sur D', est défini par

~

51—5%
Q% = ker((a))+ 25, — (a,)x %),

on sait ([4], 4.7) que (SNZI'):_ ,F) est quasi-isomorphe au
complexe (K',F) et que (8 ,F) est un représentant de
Qp ,F); (K',F,W) est donc muni de filtrations F et W
telles que (Z5,(Qp , W), (K°,F,W)) est un CHM.C. sur
D’ qui donne la structure de Hodge mixte de H'(D",Cp:).

On voit facilement que I’endomorphisme 7 de A’ envoie
le sous-complexe K° sur 0O, on trouve donc un diagramme
commutatif ou les fléches horizontales sont compatibles a (F, W) :

K A
lo ¥

K" — A"

2.8. Nous pouvons maintenant exprimer les fléches de
D’(Y*™) C,,, — RexCpi— Rex RYCy:  en  termes
de CHMC.. Soit  D..=cosqg(D. —> D.) [Iespace bisim-
plicial  M-tronqué en la premiére variable de composantes
D, = ﬁn Xp, + - XpY, '13,1 ((m + 1)  termes), notons  «
Paugmentation D.. — D, « est un hyperrecouvrement
propre et lisse de D.. Si I'on munit £  de la filtration
de Hodge F et de la filtration W définie par W_, Q =0,
WoQp =85, le complexe bifiltré (K',F,W) n’est
autre que (Raxfp...F,8(W,L)), ou &(W,L) est Ia
filtration diagonale définie en ([2], 7.1.6).
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Soit de méme Y..= cosq(ﬁ. —> Y) de composantes
Yum =Duxy...xy Pn  ((m +1)  termes), notons b la
fléeche naturelle D.. — Y.. et n l'augmentation Y.. — Y,
n est un hyperrecouvrement propre de Y, et b:D,, — Y,
une immersion fermée.

Choisissons un hyperrecouvrement  propre et  lisse
¢:Y... — Y..de Y.., posons

Q.. F,W) = (R¢ Q... ,F,8(W, L),

les filtrations F et W sur Qy = étant la filtration de Hodge
F et lafiltration W définiepar W_, 3 =0, W,Qy =Qy
on a (Ry, ,F)=(Qy,, ,F) et la fleche naturelle ([4], 3.2)
compatible 3 F:Qy. 25 by Q) =Rby; . est de plus
compatiblea W (W_, b« Q2 =0, Wy b4 Qp = Qp ).

Notons (v ,F,W) = (Rne &y, ,F,8(W,L); @y,
est quasi-isomorphe & (fy ,F), nous avons ainsi construit une
filtration par le poids sur un représentant de (2y , F), et la filtration

W sur Q, = R(n¢)s Qy,  vérifie (Qy , W) ®C = (5, W).
Par application de Rny 4 la fléeche b*, on trouve un

morphisme de complexes bifiltrés :

~

By = Rnu 8y — Rmaba Q. =ResRaw @) = Really .

2.9. Avec les notations ci-dessus, on a d’aprés 2.6 et 2.7 un
diagramme commutatif

(Qy ,F,W) — (RexK',F,8(W,L)) — (Rex A", F,5(W,L))

lo lo >

@y ,F,W) — (RexK',F,8(W,L)) — (RexA",F,8(W,L))

Nous noterons (Q;&gcb), F,W) 1le cone mixte ([5]) du
morphisme composé¢ (Q0y ,F, W) — (Rex A", F,8(W,L) et
vV P’endomorphisme de 5 (®) induit par ’endomorphisme 7 de
R €x A

On a un quasi-isomorphisme R ® Cy —> Q4 (®), et le triple
R®Z, ,(RPQy ,W),(Q4(®),F,W)) est un CHM.C. sur Y.
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Le C.HM.C. ainsi construit donne par passage a la cohomologie
une structure de Hodge mixte sur H'(Y® ,R®Cy) et I’endo-
morphisme 7 de Q4(®) donne I’endomorphisme N = log T?;
on montre comme en 2.1 que cette structure ne dépend que du
choix du paramétre s sur S.

En effet, si on note (y),, (RexA), et (Q5(P))
(i=1 ou 2) les constructions effectuées avec des espaces simpli-
ciaux ‘X. liés par une fléche B:%X. — !X., on a un
morphisme de triangles distingués

£y ,F,W), — (Rex A", F, W), — (24(®),F, W),
1(1) 1(2) ©
(@ ,F,W), — (Rex A", F, W), — (Q(®),F, W), .

Les fléeches (1) et (2) donnent des isomorphismes par
passage a la cohomologie, il en est donc de méme de (3).

Nous avons donc trouvé le théoréme suivant :

2.10. THEOREME. — Soit f: X —> S un morphisme propre
d’un C-schéma intégre dans une courbe algébrique lisse sur C, soit
O un point fermé de S et Y = X xg {O}, le quasi-isomorphisme
R®Cy 22, Qy (®) définit sur H*(Y®" ,R® Cy) une structure
de Hodge mixte qui ne dépend que du choix du paramétre s sur
S.

L’endomorphisme N = logT® de H*(Y",R®Cy) est
un morphisme de structures de Hodge mixtes de type (—1,—1).

2.11. Fonctorialité. Soient f:X—S et g:V —S§
vérifiant les hypothéses de 2.10, soit #: V— X un morphisme
au-dessus de S (A4 est donc propre) ; on peut construire, en
procédant comme en 1.1 un diagramme commutatif

h.

. X.

\'%
al e
V— X

g\s/f
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ol € et n vérifient 1.l.a, puis, aprés avoir tronqué a l’ordre
M = sup(M(X), M(V)), trouver un  changement de base
S’ — S et un diagramme commutatif

ou € et n' vérifient 1.4.
Notons A’ (X) (resp. A" (V) le CHM.C. sur X. (resp. V%)
construit en 2.1, on a donc un diagramme commutatif

Ry Cy Rex R ¢ Cyr Rek A" (X)

l l l

Rhyx R Y Cyr —> RAy RNy R Y Cyr — Ray Ry A’ (V).

Par passage & la cohomologie, et en procédant de méme
pour R @ on trouve donc la proposition suivante :

2.12. PROPOSITION. — Les structures de Hodge mixtes construites
en 2.2 et 2.10 sont fonctorielles : si X — S et V— S sont
comme en 211, si Y =Xxg {O} et W=Vxg {0}, les
morphismes

H*(Y*" ,Ry Cy) — H*(W* ,RyCy)
et
H*(Y** ,R®Cy) — H*W** ,R®Cy)

sont des morphismes de structures de Hodge mixtes.

2.13. Cas des singularités isolées

Si dans 2.2 et 2.10 on suppose de plus que X est lisse et que
f:X —™ S a un point singulier isolé x (tel que f(x)=0),
on peut choisir les espaces simpliciaux X. (resp. X.) constants
de valeur X, (resp. Xp), ou = : X, —> X est une résolution des
singularités de f (ie. X, estlisse, m: X, — 7~ ! (x) — X — {x}
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est un isomorphisme, et 7~ ! (x) est un D.C.N.), et X:, est la
normalisée de X, xg S'. Il est alors clair que la S.H.M. construite
ici sur H*(Y®,RyCy) est identique a celle que Steenbrink
construit dans [12].

Pour construire une S.H.M. sur H*(Y?%", Rd>cx), nous avons
exprimé la cohomologie de Y*' 4 I'aide d’un hyperrecouvrement de
Y, n:Y.=cosq(D — Y) — Y; dans [12], Steenbrink
utilise la construction suivante : soit D, la composante de D’
qui domine Y, si D’ =D,UD, U...UD,, on pose
C,=D,ND,;(0<i<m),C=UC,, C? 1la réunion disjointe
des illtersectio.ns q a q des composantes, ¢, la fléche naturelle
de C@9) dans D, ; on définit ([12], 3.4) un CHM.C. A’ (Y)
sur D' qui exprime la cohomologie de Y% (par exemple,
A(Y)q =(@Qp, — ()% Qg — () Qze) —> ...)) et on a
un morphisme de CHM.C. A" (Y) — A°. Les immersions
fermées C9) — D@V — (D/D'Y¥*' — (D/Y)*! nous don-
nent un morphisme de C.H.M.C.

Rn4 (25, F, W) — Rek (A" (Y),F,W)

qui donne l’identité de H*(Y®",C) par passage i la cohomologie.

On voit donc que les S.H.M. sur H*(Y*", R ® Cy) construites
ici et dans [12] sont identiques.

3. Majoration du niveau d’unipotence.

3.1. THEOREME. — Avec les notations 2.10, 1 ‘action de la
monodromie sur H'(Y*" ,R®Cy) (resp. H (Y ,R ¢y Cy)) est
quasi-unipotente de niveau au plus d,(®) (resp.d;(y)), ie.
(T — 1" =0, ou

d(®) = sup((b —a)/Vj,j€la,b], GreH (Y" ,R®Cy) #0)
(resp. d;(Y) = méme définition avec Y au lieu de P).

Démonstration. — Le théoréme découle du lemme suivant,
qui nous a été communiqué par P. Deligne.

3.2. LEMME. — Soit (H,F, W) une structure de Hodge mixte,
et soit N un endomorphisme de type (—1,— 1) de (H, F, W),
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alors N est nilpotent de niveau au plus d (ie. N?*' =0), ou
d = sup((b —a)/Vi, i€[a,b],Gr, H#0).

Démonstration. — Soit

(Qanl ’qz ,Q3,-")=(q,Q3q_1’q—2:'"),
posons

Hg? = (o; Wpiq_i () NF? (H)> n (o:‘:, Wy 1q () NFY! (H))'
D’aprés ([1], 1.2.11) les H5? forment une bigraduation de H, et
W, = Y HIPH= Y H,

p+q<n p'>p

N étant de type (—1,—1), N(HEY)CHZ'9~' et donc si
Gry™'(H) = 0,N°~¢*'(Hp?) = 0, d’ou le lemme.
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