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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
35, 1 (1985), 93-116

PROLONGEMENT DES SOLUTIONS
HOLOMORPHES DE PROBLÈMES AUX LIMITES

par André MARTINEZ

1. Introduction.

On se propose de généraliser à un problème aux limites un
théorème de Zemer (Cf. [7]), repris par Bony et Schapira dans
[l], affirmant que toute fonction u, holomorphe dans un
ouvert de C" à frontière non caractéristique pour un opérateur
différentiel P en un point ZQ , et solution de Pu = f (où
toutes les données dont holomorphes près de Z g ) , se prolonge
holomorphiquement au voisinage de ZQ .

La condition "non caractéristique pour P" devra être
remplacée ici par une notion d'ellipticité pour un problème aux
limites dans C" , et le prolongement se fera alors à travers
une hypersurface réelle tracée sur une hypersurface complexe
non caractéristique pour P.

Outre l'intérêt que ce résultat peut avoir en lui-même,
on peut aussi en espérer deux applications : d'une part l'étude
de la structure analytique de la trace de la solution élémentaire
du problème mixte pour l'opérateur des ondes; d'autre part
mieux comprendre, et éventuellement généraliser, certains
résultats de Lebeau (Cf. [3]) relatifs à la ramification des singu-
larités analytiques d'un problème diffractif. Signalons aussi
que Fallu de la Barrière et Schapira ont obtenu dans [5] un
résultat de régularité pour des solutions ramifiées de certains
problèmes aux limites, résultat que l'on peut retrouver à
partir de notre théorème.

Mots-clefs : Problèmes aux limites, Extensions holomorphes, Opérateurs pseudo-
différentiels.
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On commence ci-dessous par introduire la notion d'ellipti-
cité, après quoi la section 2 sera consacrée à une nouvelle
démonstration du théorème de Zemer, qui n'utilise pas Cauchy-
Kowalevski, et dont de nombreux éléments resserviront dans
la section 4 où notre théorème est énoncé et démontré. Quant
à la section 3, elle introduit des éléments géométriques et
donne un premier résultat de prolongement.

Soient P(x , D .̂ ) et By(x , D^ ) (/ = 1, . . . , fi) des opérateurs
différentiels à coefficients holomorphes au voisinage d'un point
ZQ de C" , et avec ^ < m = deg P. On note B = (B^ , . . . , B^),
ainsi que p et b les symboles principaux de P et B .

Soient aussi :
HC3ZQ une hypersurface complexe holomorphe de C" , non
caractéristique pour P en ZQ ;
H 3zQ une hypersurface réelle de 9€, de classe C2 .
F = T^ H H ; T^ H hyperplan complexe de T^ 9€.

On note H^ ,. . . , H^ les hyperplans de T^ C" qui
sont caractéristiques pour P en Zç et qui contiennent F.
Pour tout / , H^ sera donné par une équation h. = 0 où les
fonctions Ay sont choisies telles que :

A, = ̂  sur T^ 3e
pour tout couple (/ , k).

Soit alors 0 = { { H ^ ,. . ., H^}, {H^ ^ , . . ., H^ }} un décou-
page de {HI , . . . , H^ }, tel que

{ H , , . . . , H ^ } H { H ^ , . . . , H ^ } = 0 .

DEFINITION . - Le problème aux limites (P, B) sera dit
elliptique en ZQ pour le découpage (D si le système :

P(ZQ ,D^)u=0

^O.DJ^IT^ = 0 ( / = 1 , . . . , ^ )
n 'admet pas de solution non nulle du type :

M
u = S ^(^)exp(-^)
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où y^ = 0 est une équation pour T^ 9e, et où Cy est un polynôme
à coefficients complexes de degré strictement inférieur à l'ordre
d'annulation de p.^, ^ en* H. sur N^ H/(N* ^ fibre conormal).

ZQ ZQ !

(Remarque : l'homogénéité de p et bj montre que cette
définition est indépendante du choix des h. vérifiant hj = h^
sur T^9€).

2. Théorème de Zemer.

THEOREME (Cf. [1]). - Soit H = [ h ( x ) = 0} une hyper-
surface réelle de C" , de classe C1 , non caractéristique pour P
en Z Q . Alors, si u est holomorphe dans H_ = = { A ( x ) < 0 }
près de ZQ , et si Pu se prolonge holomorphiquement au voisi-
nage de Z Q , il en est de même pour u.

Démonstration. - On peut supposer ZQ = 0 et, par des
arguments géométriques standards, se ramener au cas ou h est
réel-analytique. Il suffit alors de démontrer le théorème lorsque
h est de la forme : h(x) = dh(0) • x + C^ \x\2 , avec Ci > 0.
Par changement C-linéaire de coordonnées, on peut aussi
imposer : dh(0) • x = Imx^ .

Pour e > 0, on considère le difféomorphisme holomorphe
local de C" dans C" : ^ ( y ) = (^ -i{e + My2), y^ , . . .,^),
où y = (Yt , . . . ,^), et où M = 4Ci .

Posons x = V/ç(>0, et supposons x^.ïl+ = {h(x)>0},
x assez voisin de 0 ; on a alors :

h(x)=ïmy, -6-MRe(;^)4-Ci(|^12 + . • . + \Yn\2

4-|^ -i(e^^y^)\l)>0
d'où :
Imy, +4Ci e2 -e +M(Im^) 2 -M(Rej^)2

^r-^7^ + 2 C i |^|2 +4Ci M2 |^|4 >0 .
si 6 assez petit i^^~^ '"• "̂

< C i l 3 / t 2

si 1>> 1 assez petit
(indépendant de e)

On a donc : Im^i > C^ (Re>/) 2 -7Ci (Im^)2 + e/2 si
x = V / ç ( ^ ) G H + est assez voisin de 0, et si e est assez petit.
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On en déduit en particulier que si e est assez petit, et si V est
un voisinage de 0 dans R" assez petit (indépendant de e), on a :

V/, (V) C H_ .

Posons alors : v, = (uo V/^y) - ̂  , où Xi est une fonction
troncature à support dans V, et valant 1 près de 0.

Vç est donc une fonction analytique au voisinage de 0,
et le problème est maintenant de montrer que Vç se prolonge
en une fonction holomorphe dans un voisinage V\ de 0 indépen-
dant de e (il suffira ensuite de prendre e assez petit pour
que ^-1 ( O ) G V ^ ) .
On peut écrire :

v, ( x ) = (211)-" / ̂ "3/H ̂  W dy d^

=(211)-" /^-^-l^-.)2^ a(x-y^)v^y)dydf,

avec a(x , Ç) == 1 + (z/2) f "̂  .
f c = l I c i

(La seconde égalité s'obtient en intégrant Ç sur le contour :
S —> S + 0'/2) 1^1 (x — > / ) , comme cela a été observé par
Lebeau dans [4]).

On déduit de cette expression qu'il suffit de prouver que :

fei(x^-^-y^/2a(x-y,S;)v^y)dy

est majoré en module par une expression de la forme C ^- c l ç l ,
où C^ > 0, et où 00 ne dépend pas de e ceci uniformément
en x dans un voisinage V^ (indépendant de e) de 0.

En fait, étant donné la forme de a, il suffit même de le
vérifier en remplaçant a(x -y , Ç) par 1 et par y^ (k = 1,. .. , n),
ou encore par 1 et 1 -h iy^ (ceci évitera par la suite de procéder
à une inversion d'opérateur).

i) Cas où Ç reste à l'extérieur d'un voisinage conique de
(-1,0,..., 0).

(En fait, dans les nouvelles coordonnées, le vecteur
N = (--1,0,,. . . ,0) n'est autre que - 2i Q h / S x ' (z^) +0(e)).

Dans ce premier cas, il existe une constante C > 0 telle que
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S reste dans {Ç/^ >-C(|^| +. . . + |Çj)}.

On peut voir alors qu'il existe 17 > 0 et un ensemble fini A
d'éléments y^ G R"/^ < 0, |̂  | = 1, vérifiant :

V^O tel que ^ > - C ( | ^ | + . . . + ISJ),
il existe y^ G A tel que j/o Ç < — î? |Ç | .
(il suffit de prendre

y l (-1- -^ A-))^//i- i + ( c + i ) - 2 v c + 1 ' i^r 'w
Soit maintenant ô > 0, et \ une fonction troncature

à valeurs dans (0 ,1) , à support dans {Xi = 1}, et valant 1
près de 0. On a, pour y G R" et y y € A :

l m ( y + i ô - ) c ( y ) y o ) i +^ C^ïm(y + i 6^(y) y^))2

=6x(y)ylo +7 Ci ô^x^))2

=x(y)(Sylo +7Ci ô^^)).
On en déduit, pour ô assez petit (indépendamment de e) :

Adh ( {^ ( y + i ô \ ( y ) y o ) / y € R" , e > 0}) C H_ .
On peut donc écrire :

J\,.(.-y)î-lîl«-^ a ( x - y , fi) v, (y)dy

= ̂  e^-y)^i(.-y)^^_y^^^y^y

où u^(^) = \ i ( y ) u ( 4 / ^ ( y ) ) , et où 7, désigne le contour :

V —> Y + i 6 \ ( y ) y Q .
Or Sup{| t^(^) | /^e7i ,e > 0} < + °o, et sur 7, , on a :

Re(l•(.x-^)$-ISI(x-y)2/2)=-(Imx)ç+ôx(Re^).^'oS

-^- [(Rex-Rey)2-(ïmx-Sx(Rey)yo)2]

<-(3|$| avec ^>0, si y^ $ < - 17 |Ç|,

et si R e x £ { x = 1}, 5 et \îmx\ assez petits.
D'où le résultat dans ce cas.



98 A. MARTINEZ

iï) Cas où ç / I C I reste dans un voisinage Vç de N ;
Posons, pour x e C" et À > 0 :

T o ^ ( x , X ) = fe-^-y^^v.^dy

T^Oc,X)= fe-^-^^d + i y , ) v , ( y ) d y , k = 1 , . . . . ^ .

TQ , T^ sont donc des transformations de Fourier-Bros-Iagolnitzer
de même phase, et à symbole elliptique.

On fixe désormais k^ G {0, 1,. . . , n} , et on note T = T^ .
On a alors (cf. Sjôstrand [6]) : . °

Tî;,eH^(^) où ^(x)=(lmx)2/2,

et où Sî^ est un voisinage complexe assez petit de XQ = — f N .
D'autre part, si x = z — i Ç , on a :

^(x-y)2/! ^ ç\^(x) ^\(^-y)ti-\(z-y)2/2

par conséquent, il suffit de montrer que ||Tt;JL 2,0 -. est majorée~ " \p \""i /
par une expression de la forme : Cç e'^10 , avec Cç, C > 0, C
indépendante de e,Sî^ voisinage de —z'N indépendant de e,
et où L^(î2i) = L2 (Î2^ ,^-2^ L(d^)), L(^) = mesure de Lebesgue.

Soit alors P un O.P.D. tel que (cf. Sjôstrand [6], Prop. 7-4) :

VveôD^Fr),^ TPi;=PTt; dans H,, ;
r f " Q

plus précisément, on a alors :
3î2i voisinage de — ï ' N , î 2 ^ C C R " voisinage de 0, et

00 tels que :

Vi;eCo'(î2,),||X— TPi;-PTi; ||̂ ^ <C^/c ||<î .

/^/
(Remarque : P est ici défini avec un contour d'intégration

adapté à ^ , de la forme

F ( x ) : 6 = -2i9^/9x -^-iR(x~=~y), \x -y\ <r).

D'autre part, P est d'ordre 0, et a pour symbole principal
?(-<' » S) = PCv 4- i^ ^)> où p désigne maintenant le symbole
principal de P dans les nouvelles coordonnées.
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Posons Ï ( x ) =<p(x) + 61 \x —xj2 , et prenons 6^ > 0
et Î2^ assez petits pour que p(x + 2 3^/ôx, - 2f3y/ôjc)=^0
sur S2i .

Si Î2^ est un autre voisinage de — ; N tel que îî^ CCÎ2^ CCC" ,
on a le résultat suivant, observé par Sjôstrand dans [6] :

LEMME 1 (Sjôstrand). — II existe CQ>O (indépendant de S^
et de e assez petits) tel que : \fv Œ H^ (î^ ), VX > 1,

| |P^;-p(x,-2^^y/^^)t;(x)| |^^^<CoX- l / 2 | |^; | |^^^.

Démonstration. — Par la formule de Stokes, on a :

fv(x , X) == (X/2II)" [ PQc, 0 , X) É?1^-^ i;(^) ̂  rf0 + w(x , X)
"'r^)

avec F(x) : Q = — 2i9^/9x + iR(x~=~y), bc —^ | <r; et

II-!IL^)<C.-^ IK^
si r est assez petit et si R est assez grand.

Le lemme se montre alors comme dans [6] (démonstration de la
proposition 10-1), en tenant compte du fait que toutes les majorations
sont uniformes en ô^ E ] 0, ô? ] et en e € ]0, Cç ], S^ et 60 assez
petits.

D

D'autre part, p ( x , —2i ô <?/3x) ne s'annulant pas sur Î2^ ,
on a :

ll^ellL^) ^ c IIP^ ' ~ 2 1 9 (?/^^ ̂ "L^) '

d'où, en appliquant le lemme à TVç :

ll^ellL^) ̂ 2 IIPT^II^^^ 4-C, X-^ IITt;JÎ ^

< C, IITPt;JI,^^^ +C, ̂ ^c 4- C, X-1/2 IIT.JI,̂ .

Par hypothèse, P^j^ ^ ^ = P^o ^^[^ ^ ^ se prolonge holomor-
phiquement dans un voisinage de 0 indépendant de e. Par
suite, si Î2i est assez petit, on a : I ITPUç | | ^2^ ) ^C'^"^,
et donc :

ll̂ ellL^) ̂ ^ ^-1/2 IIT"A^) + c; ̂ ^ •
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On en déduit, pour X assez grand :

ll̂ ell̂ ,) < C, X- ̂  HT.JI,, ^ + c:' e-^ .
Or,

"^A^,) = / , e-2^-2^-^ |T^OQP L(Ac)
^ "2^1

< e-2^ IIT.J^^ <C^-2^

avec ^ = I n f { | ^ -^|2/x G^^i } >0 .

On a donc finalement :

^^HL^O ^C^-^ avec C indépendant de e.

Soit alors Î2^ CCÎ2^ un autre voisinage de — /N ; on a :

"^ll^no) <"TÎ;ell4(^,)^x61 ^{'——o'2/.^}

< C2 ^-2xlc~ l -6! Sup{^-a;ol2/Jceno}]

et donc, si Î2o est assez petit (indépendamment de e) :

"^A^no) < ce^~x / c ' . avec C'> 0 indépendant de e.
D

3. Préliminaires géométriques.

On reprend les notations de l'introduction, et on fixe VQ dans
^o^0 (où N3^ désigne le fibre normal de 96). On choisit
de plus les hj tels que si T^ H = {Im s = 0}HT^ 3€ (avec
5 C-linéaire), alors hy= s sur T^9e. Appelons TT la0 projection
de T^C" dans N^3€. Pour tout couple (j\k), on a alors
hj-h^=Cte sur Tr-1^), et si ® est un découpage de
{H^ ,. . . , H^ } , on fait les hypothèses :

(Hl) : (P ,B) est elliptique en z^ pour Q) ;

(H2) : Im h, < .. . < Im ̂  < Im h^, < . . . < Im h^ sur

Soient maintenant .̂ G TT- ! (v^) H H,, V .̂ un voisinage conique
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de Vf dans T^ C" ^ C" , U un voisinage de ZQ dans H, et V
un voisinage de ZQ dans C" .

On voit alors facilement que si ^ G ?r~ 1 (^ ) H H., il existe
Vj voisinage conique de v^ U' voisinage de ZQ dans H, et
V' voisinage de Zç dans C" , tels que :

(U' 4- v '̂) n v' c (u + vp n v.
De même, si 0 : C" ——> C" est un difféomorphisme au voisinage
de ZQ , il existe U voisinage de 0(Zo) dans 0(H), V voisinage
de 0(Zç) dans C" , et Vy voisinage conique de ^(Zo)^/)^
tels que :

(U + vpnvc0[(u + v^)nv].
Si / > 1, on a le résultat de prolongement suivant :

THEOREME 1. - Si u est une fonction holomorphe dans
(U + V .̂) H V telle que Pu se prolonge en une fonction holomor-
phe au voisinage de ZQ , alors, pour tout hyperplan complexe
G = {g = 0} de T^ C" tel que :

G n T^9€ = F ;

g = s sur T^ 96 ;
Im hf_ i < Im ^ < Im Ay sur TT~ 1 (^ ),

cw a :

77 existe U' voisinage de ZQ dans H, V' voisinage de ZQ
dans C", ^r Wy voisinage conique convexe de v. et de
wG7r~ 1 (^o)HG, tels que u se prolonge en une fonction holo-
morphe sur (U' -h W? H V'.

Démonstration. — On se place en coordonnées locales de
manière à ce que :

96 = {^ =0} , Z Q = 0 ; T ^ H = { I m ^ =^ =0};

î^^i =^=0} ;
et on note :

H = {A(x ' )=0} , x ' = ( ^ i , . . . , ^ _ ^ ) , ^(0)^ '=Im;Ci,
avec h de classe C2 .
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On peut aussi imposer VQ = (0,.. ., 0, 1), ainsi que :

l hf = x^ 4- X, ̂  ; .̂ = (-X, , 0, . . . , 0, 1) ;

( g = x ^ 4-r^ ; W = ( - T , O , . . . , O , 1),

avec Im X. ^ < Im r < Im X. .

Montrons d'abord que (U -+- V? H v contient un ouvert
de la forme :

Î2 = {x/ | lmxj <8 Rex^ ,-(Im X, + e) Re^ <h(xf)
<-(ImX^.-e)Re^} H V ^

et que l'ouvert ( U ' + V j ) n V ' que l'on cherche est inclus dans
un ouvert de la forme :

S2' = {x/\lm xj < 6' Re^, - (Im X, + e') Re^ < A(x')
< - (Im r - e') Re x^} H V^

avec e, 6, e', ô '>0 , et V\ , V^ voisinage de 0.

En effet, si x G S2, on a :

^ =(^i +X,Re^ ,x^ , . . . , x ^ _ ^ ,0 )+ Rejc^ (^+0(6))
et
A(^i +X^ Rex^ ,x^ ,. . . , ^ _ i ) = A ( x ' )

+ImXy.Re^ +Rejc^ 0(|x|)
= R e ^ O ( | x | + e ) .

On en déduit : 3 a G H tel que

(Xi + X, Re x^ , x^ , . . ., x^ _ i , 0)
= a+0( |x | +e )Re^ , | a | =0(|;c|),

d'où
x =a + Rex^+Odjcl + e 4- S))e(U4-V^nV< /̂

si e , ô , et Vj sont assez petits.

D'autre part, (U' + W .̂) n V' est de la forme :

{a+ \(tv/+(l -t)w+u')/aeH,\(x\ <e,

0<\<e, \u\ <e,0<t< 1}
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et donc, si x = a + \(t Vy + (1 -1) w + u) E(U' + W? n V' , on a :

llmx,, | lImM,, | ,
——"- = -———"— <S si e est assez petit,Re^ 1+Re^

et
h ( x ' ) = \dh(a)(t^. -4- (1 - r ) w + ^ ) + 0 ( X 2 )

=\dh(0)(t^ -h (1 - r )w)+ X0(e)
= - X O I m X , + (1 - r ) Imr )+XO(e ) ,

avec X = Rex^/O + Re^) = Rex^ (1 + 0(e)), d'où

h ( x ' ) = - Re^ (t Im X .̂ 4- (1 - t) Im r) + Re^ 0(e)
et donc :
-(ImX^ + e^Rex^ < h(x) < - (Im r - e') Rex^

si e est assez petit.

On est donc ramené à montrer que si u est holomorphe dans S I ,
et si P u se prolonge au voisinage de 0, il existe V^ , e , et
&' tels que u se prolonge à Î2'.

Pour cela, on va procéder par déformations non caractéristiques.

En supposant e assez petit pour que Im Xy — Im r > e, et en
faisant le changement de variables :

Y\ =x! + ^'(Im X . — e ) x ^
y^ = x^ si k > 2

on se ramène à Im X. = e et Im T < 0.

Soit alors e^ > 0 tel que I m X . i < I m r — e ^ , et posons
M = Ci — Im r > 0. On a :
u holomorphe dans

[x/\lmx^ | <S Rex^, - 2eRex^ <h(x')<0} n\^ = S2
et il suffit de montrer que u se prolonge à :

{x/\lmx^\ <Si Rex^ , -2eRe^ <h(xt)<Mf Rex^} H V^ ,

avec V^ voisinage de 0, S^ > 0, et M' > — Im r .
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Soient donc S'e]0 , ô[ , et Xi ^C00 (R) telle que:
Xi = 1 sur [-6', S']
SuppXi C[ -ô ,ô ]
Xi croît sur [—6 , — 5 ' ]
Xi décroît sur [5', 8].

Soit aussi ^2 ecao (cn" l » R+) à support dans V^ H {^ = 0} ,
et valant 1 près de 0.

Soient enfin 0 < e < e/(2 4- e/M), 0 < 77 < p (p sera
ultérieurement fixé assez petit), et (î^)a>o ' (^ax) ' (Pa)a>o '
(?a )a > o ^es familles de réels, tels que :

Va>0 , r?<^ <^ < e ̂  ̂  <Pa<Pa<P

p^ ——^ p et p^ —ï> TÎ lorsque a —^ 4- oo

a(^ --17) —> e ' ( p — r?) lorsque a —> 4- oo.

Posons alors, pour y G R et a > 0 :

0 si y < 7?/2 ou y > p 4- T?

Xa(^ )== o0 -T?) si ^e]^ ,r^[

\ -e'(^ -p) si y ^ ] p ^ , p ^ [ .

On impose de plus à Xa d'être C00 sur R , de dépendre continû-
ment de a, et à Xa d'être croissante sur ] î? /2 , î^[ et sur
]?a ' P "h r? l ' décroissante sur IT?^ , p^ [.
On définit aussi Xo = 0 •

Soit f^ : C" x R —^ R définie par :

fa(x , y ) =y -x^(Re^ -y/M)^ (Im^/(Re^ -^/M))x2^').
On a :

A ( x , y )

Sf./Sy = 1 + (x. X. X. - (R,̂ ;̂  xa xl ̂

> 1 -e'/M (car x'a > - ̂  et -Im^ xi > 0).
Comme de plus f^ est de classe C00 (car Xa = 0 ^
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\Rex^ —y/M\ < 17/2), on en déduit qu'il existe une unique fonction
^ G C00 (C" , R) telle que :

Vxec",^(x,^))=o.
On définit alors F^ comme étant l'hypersurface donnée au
voisinage de 0 par: h ( x ' ) — g ^ ( x ) = 0.

On va montrer que, pour un choix convenable de p, F^
est non caractéristique pour P.

Pour cela, calculons Q g ^ / S R e x ^ et S g ^ / ô x ' :

â ^ / a R e j c = W^^O^OO) , Mx^g^x))
a n Q f J S y ^ , g ^ x ) ) l+ ( l /M)AOc,^Oc) )

avec A > - e et e < e/(2 4- e/M).
On en déduit :

~e/20^/ôRe^ < M .
D'autre part :

Q f J Q x ' Ç x ^ g ^ x ) ) _ Xq Xi X2
9 f J ^ y ( x , g ^ ( x ) ) 1 + ( l / M ) A ( x , ^ ( x ) )9^/a^

d'où ia^/ôx'1 < Ixa X2 l /d ^^/M) < 2 € ' p l x 2 l .
Or, d'après l'hypothèse, si K (C V^ ) est un voisinage compact
de 0 assez petit, on a :

Vjc G K , p(x , — 2 f 3 A/ÔJC' , ̂  ) n'a pas de racine dans

( ^ / I m ^ E [ ~ ^ M J J .

(Il suffit de remarquer que — 2 i ô A/3x'(0) = (— 1, 0 , . . . , 0)).
On impose alors à ^2 d'avoir son support dans K H {x^ =0},

et on pose C = Sup 1^2 1 •
Maintenant, si p est assez petit (indépendamment de a),

on a :
V j c e K . V ^ e C " - 1 tel que H < 2 C e ' p ,

p(x , — 2 ï 9 h / S x ' + u , ̂  ) n'a pas de racine dans

e
j^/lm^e - f ^ J ) -
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Quitte à rediminuer un peu p, on peut aussi supposer que K
contient

(SuppX2) x [x^/\îmx^\ < 8 Rex^ , Rex^ <p + T?}.
De cette façon, on aura g^(x) = 0 lorsque x ^ K . (En effet, si
x f. K , y = 0 est la solution unique de f^(x , y ) = 0).

Si maintenant x G K, du fait que \2i9 g ^ / à x ^ < 2 C e p ,
et que Im(2f a^/ôx^) = àg^/QRex^ e[-e/2,M], on a :

p(^ , -2 fôA/ax '+2 fô^ /3x ' ,2z3^ /a^ )^0 ,

i.e. r^ est non caractéristique pour P en tout point de
I\ H K. D'autre part, les ensembles

K n i ^ n {Re^ =0} , K n r ^ n { l lmjc j = ô R e ^ } ,
K n r ^ n { x 2 =0} , K n r ^ n {Re^ =p +7?},

sont tous indépendants de a et inclus dans K O {A(x') =0}.
On en déduit par le théorème de Bony-Schapira-Zerner, que

u se prolonge à ( U F^)UÎ2 .

Posons
^'.r, == {x/x^xf)= l , | ImxJ<6 ' (Re^-A(^ ' ) /M) ,

r? < Re^ < 2 e'p/e, |AOc')| < e'p(l - 2e7e),

0 < A O c ' ) < M ( R e ^ -7?)}
et montrons que Ag»^ C U r^ .

Soit donc x G Ag» . Il s'agit de montrer qu'il existe a > 0 tel que
h(xf)-g^x)=0\ On a déjà AOc')-^(x) = A(x') > 0.
Par continuité en a, il suffit donc de voir qu'il existe a > 0
tel que h ( x ' ) - g ^ x ) < 0, i.e. tel que f^(x, A(JC'))< 0,
puisque y —^ f^(x , y ) est croissante.

Comme Rejc^ —h(xf)/M>rî, on aura, pour a assez grand :
Rex^-h(xt)/M>^ .

Par construction, on a alors

Xa(Re^ -/z(x')/M)>-e^(Re^ -A(^')/M-p)

avec e^ = û?(^-r?)/(p-^)—^ e .
+00
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D'autre part, f^(x , h{x')) = h(x)-\^(Rex^ -A(^)/M), et
il suffit donc de montrer que :

h Oc') < - e'(Re x^-h (x')/M - p)

i.e. h(xf)< € ' ( ? — R e x ^ ) / ( l — e ' / M ) , ce qui résulte du fait que
R e x ^ < 2 € f p / € , et |AOc') |< e'p(l -2e7e).

On a donc finalement : u se prolonge à A^^(UÎ2) pour
tout S' < 6 , et pour tout 17 G ]0, p [.

On en déduit :
u se prolonge à

[ x / ^ ( x ' ) = l , | I m ^ i < S ( R e ^ -/zO^/M),

(XRejc^^e'p/eJ/zO^Ke'pO^eVc)
0<h(xt)<MRex^} U Î2

d'où le résultat en prenant M' G 1 - Im r, M [ et S i =0 (1 - M'/M).
D

Remarque. — Lorsque 7 = 1 , on voit de même que u se
prolonge à :

{x / | Im^ |<ô Re^ , - ( ImXi + e)Re^ <h(xf)} H^

(il suffit de remplacer partout dans la démonstration 1/M par 0).
D'autre part, lorsque 1 < ; < m, on a le résultat analogue avec
Im Xy < Im T < Im Â-+ ^ (même remarque lorsque / = m).

4. Théorème.

On reprend les mêmes notations que dans les sections 1 et 3,
et on choisit h et les A. de la même manière, c'est-à-dire telles
que : si T^ H = {x G T^SC/lm s(x ) = 0}, alors :

dA(Zo)-x=Im5( jc) ,VjcGT^ae ;

h. = s sur T^ 96 , pour tout 7 = 1 , . . . , m ;

Im h ̂  < . . . < Im h < Im h + ^ < . . . < Im h^ sur TT~ 1 (^o ) •
Si (D = { {HI , . . . , H^ } , { H ^ + 1 , . . . , H^ }}, on peut alors énoncer :
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THEOREME 2. - Soit (P, B) un problème aux limites elliptique
en ZQ pour (Q , et soit u une fonction holomorphe définie sur
y^i ( U + V ^ ) n V telle que Pu se prolonge holomorphiquement
au voisinage de Z Q . On note ^ = Ml(u+v, )nv • Alors, si les
prolongements des u^ donnés par le théorème 1 coïncident
dans les intersections deux à deux de leurs domaines, on a :

a) II existe V' voisinage de ZQ tel que u se prolonge à un
ouvert Sî vérifiant : SI H ge = H_ n V', où H_ = {h < 0}.

b) Si de plus Bu\^^^ se prolonge holomorphiquement au
voisinage de ZQ dans ge , alors u se prolonge holomorphi-
quement au voisinage de ZQ .

Démonstration. - De même qu'à la section 3, on se ramène à :
ZQ=0',3€== [x^ = 0 } ^ ( x t ) = x , ',h^x)=x, +X^,

Vf =(-\,0,...,0, 1) .

D'autre part, si a e ]Im \, Im X^ [, le changement de
variables :

( Vi =x^ 4- iax^
( y , ==^. si /=^1

nousramèneà: Im \ <... <lm\ <0<ïm\^ <... < Im X^ .
Du fait que - l i Q h / Q x ' W ) = (- 1, 0,. . . , 0), l'hypothèse d'ellipti-
cité s'écrit alors :

p(0, - 2 i 9h/Qx'(0) , SJ^O.V {„ G R ;

dim Kerp(0, - 2i Sh/ôx^O), D^ ) H SCR^ = ^ ;

To^O^Wô^OhD^Kerpnsœ^—. C^ est bijective ,

où SCR"") est l'espace de Schwartz sur R'' , et où 7^ désigne
l'opérateur de restriction à [x^ =0}. (On dira alors que (P, B)
est elliptique en (0, - 2 i ÔA/ÔJC'CO))) .

D'autre part, on a vu qu'a existe 8^ > 0 et e^ > 0 tels que :

,=?.i (U+V,)nVD{x/|ImxJ<S,Rex^
m

h(x )/Re^ G^^^ ]-Im X, -e^ , - Im ̂  + e^} n V', ,
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avec V \ voisinage de 0.
D'après le théorème 1, on en déduit déjà que u se prolonge à :

Î2'= { x / l l m ^ l < 6 R e ^ , A ( x ' ) < 0 } n V 2
où 6 > 0, et où V^ est un voisinage de 0,

Démonstration du a). - On procède encore par déformations
non caractéristiques. Soit e > 0. Dans le plan des x^ , on note
Cç le cercle de centre e et tangent aux droites Im x^ = ± 6 Re x
Cç a donc pour rayon r^ = Se/(l + S2)1/2 .

Soit aussi \ une fonction C°° réelle positive, telle que :
Suppx=H_HV,

|ôX/3x' |<a (aGR'^ sera ensuite fixé assez petit), et notons
r^ l'hypersurface : \x^ — e l = \(x') + ^ :

On pose aussi l (x) = \x^ —e l -x ( j c ' ) , et on écrit P sous
la forme :

P = D^ + ̂  ' A, ( x , D,. ) D^ = D^ + Q (x , D, )

avec A^ opérateur différentiel en x ' de degré m — k.
On a :î ,,,/^-|(^)-,,(,,_,^,^)[

>\- Z l^^x^iôx/ax'i^
fc+f i==w
fi<w-l

> 1 ~ C S ^ > 1 - C'a > 0 si a < 1/C'.
f c + S = w
fi <w -1

r^ est donc non caractéristique pour P. On en déduit d'après
Zerner que u se prolonge à :

{x/x'eîLJ^-eKxOc') +r,} nv;
pour tout e > 0 , et pour tout \ tel que \9\/Qxt\< 1/C'.

Par suite, M se prolonge à { x / x ' e î ï ^ , |x^ | < \(x')} F} V^ ,
d'où le û).
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Démonstration du b). - D'après Cauchy-Kowalevski et le a),
il suffit de montrer que, pour k = 0 ,1 , . . . ,m — 1, D^ u\^ =o
se prolonge au voisinage de 0.

Il suffit d'autre part de démontrer le résultat lorsque
h(xf)=ïmx^ 4-C|JC' |2 , (C />0).

De même qu'à la section 2, on peut construire un changement
de variables <^_: x9——>y tel que^ 0JO) -^ 0, et V e > 0 ,
assez petit, 0,(H+ HW) C {ïmy^ +7C(Im^)2 > C(Re./)2 + e/2},
avec W voisinage de 0 indépendant de e.

En définissant \^ comme à la section 2 et en posant

v{ ( y 9 ) = Xi ( Y ' ) D7^ u(^ 1 ( y ' ) , 0) (/ = 0, 1 , . . . . m - 1)
on voit de même qu'il suffit de montrer que les expressions :

f ^-y^-^^-y^i ^y)dy'
et

/ ̂ -y^'^-y^ (i + iy,)^ (^/,
( f c = l , . . . , M — 1 ) sont majorées en module par Cç e~^t{c,
avec C^ , C > 0, C indépendant de e, et ceci uniformément
par rapport à x ' dans un voisinage V^ de 0 indépendant
de e.

Lorsque ^ reste à l'extérieur d'un voisinage conique
de N = (— 1, 0 , . .. , 0), la démonstration est identique à
celle de la section 2.

Lorsque Ç ' / I S 7 ! reste dans un voisinage de N, on pose:

To ^(x',\) == ^e-^-y1^1 v { ( y ) d y

et

T^t(x',X)

=fe-^x-yl^2 (1 +,^)^(j.')d^ ( f c = l , . . . ^ - l ) .

Il suffit alors de montrer (cf. section 2) que

II^^IlL^)^0 '1---'2-- 0

est majoré par Cç ê"^ , avec S2^ voisinage de — z'N indépen-
dant de c, et <^(x') = (Imjc')2/2.



SOLUTIONS HOLOMORPHES 1 1 1

Posons ^Oc')=^(;c') 4 - ô ^ l x ' - ^ o l 2 , avec XQ=-W, et
supposons ô^ > 0 et Sî^ assez petits pour que (P, B) soit ellipti-
que en (Y -+-2^<?7^^ ' , -2^^^/^JC / ) pour tout ^ 'eft^ .

On a alors (en notant EL = X ~ l D-. ) :"'yi •'"M

L E M M E 2 . - 3 C o (indépendant de 6^<6^) tel que :
V^eSCR^ , V X > 0 , Vx'GÎ2i ,

m — 1 m /» + oo
^ |D^ ^ ( O P + X ^ J |D^ i;(^)|2^
^o n k^o ^Q ^ n n

<Co [ X f^ lp(JC /+ 2ô(?/3x' ,0,-2/a<?/ô^\D^ )t;|2 A
l ^o "

M -j
+ S 16,(^'+ 2ô<?/ô^',-2fô(?/ôx',D^)î;(0)|2 .

Démonstration. —D'après Hôrmander [2] (chap. X, Th. 10-2-1),
le résultat est vrai pour X = 1. Il suffit alors de l'appliquer à
w(^) = v ( x^ / \ ) , en remarquant que D^ w(^) = (D^ v)(x^/\)
et, pour les intégrales, en faisant le changement de variable
y n = x n / x f D

/^
Suivant le même principe que dans la section 2, notons A^

(k = 0 , . . . , m — 1) un O.P.D. tel que :
\fve(Df(f{n^l),\''(m^k)TA,v=A. Tv dans H,^ ," * " ^ ' 0

où T désigne l'une des transformations T ' ^ , k = 0 , l , . . . , n ~ ~ 1.
A^ est alors d'ordre 0, a pour symbole principal

^ ( x l , x ^ , ï i ' ) = a ^ x ' +^',^,{'),

avec a^ symbole de A^ , et on a :

VveC^KMÀ-^-^TA^-A^TvIli^^Ct?-^ HU||LI(K)

si S2, est assez petit, et avec K voisinage compact de 0 dans
R"-1 .

D'après le lemme 1, on a aussi :
3Ci>0 telle que V v € H^ (Î2; ), ke. {0,, .. ,m - 1 } ,
Vx,,e[0,ûoLV^>l :

||A, v -a,(x',x, , -2 i ôy/9x')v(x')\\^^ < C, X-1/2 \\v\\^^ ,

(*)
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où Î2^ CC Î2^ CC C" ~ 1 sont des voisinages de — j'N, et où a^ > 0.
Posons alors :

C2 =Sup{ |D^û(x ) | / x / e^ ,^E[0 ,ûJ , et a est coefficient
dans p ( x ' ^ 28^/ô^', x^-2 iQ^/Qx^D, )} et fixons

"VI

0<P< l /2C2^Co,0<a<<î«ao) .

Soit aussi x une fonction troncature sur R + , à support
dans [0,i3], et valant 1 sur [0,a].

"e

Si l'on note M',(^,X)=TxiM(071 (-),^), on a alors :

^llp(x'+2ôy/ax',o,-2/a^ô^,D^)x^)^(x)ii^^^
<2 f^\\P^'+2Sy/9x',x^-2i^/àx',D^)^\\i^^

^^C^^r^X^^^. (1)

D'autre part, le lenune appliqué à \u,(x', •) montre qu'on
a, en multipliant les deux membres par g-2^') et en intégrant
sur ̂  :

^ "^"ef^oll^^X ̂ ^IID^X.J^,^

^^l^'"^'''2^^''0'"2^^^'^^"-"^)^

^Z ^/^^ôy/ôx'.^o^/ô^^.^^^ji^^j
Cf.(l)

<co[2X^||p(^+2^?</^x',^,-2,•^îr/^x',D^)xî3?JI^^

+ 2 X ^ C ^ ^ ̂ IID l̂l̂ ^

+^ 11¥^+23^\-2,8^',D^)^^||^^ .
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D'où, puisque 2^2 C^ Co < 1/2 :

m —l m — 1

^ 115^ u. k.o ll̂  + X ̂  ̂  IID^ x^4^ ̂

<C3[\^||p(^+29?/3^,x^,-2;a?/9x',D^)xîî'Jl^i)^

+^ ll^'+2a?/a^,-2<ô?/a^,D^)^,^ji^^j . (2)

Posons maintenant :

P(x , D,) = D^ + "Ç" A,^ , D, , X)D^ ,

qui a pour symbole principal :

p ( x . f;)=p(x'+i S i ' , x,,,î)

et qui vérifie (Vx,,€[0,<3]) :

||Pir,-X-'" TP«J1^2 ("i)

<C^ Sup IID^Mj|,i^_^<C^-^'.
fc ^W — 1

Xn^[0.0}

Comme Piiç est holomorphe dans un voisinage de 0 indépen-
dant de e, on a aussi, en prenant Î2^ assez petit :

ll^ellL^)^.-^

et donc, d'après l'inégalité précédente (et du fait que ^ <'?) :

^eh^^^e'^^x^V),^

D'autre part, en appliquant (*) à v = D^ u ^ , et par inégalité
triangulaire, on obtient :

||P^-p(x/+2^?/^x\^,-2^?/^^,D^)î7JI^^^

w-l
<C,X- ^IID^ïJ^; (3)
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D'où en intégrant de 0 à a ;

^a||p(x'+2^?'/^x',^,-2f^?/^^,D^)ÎÏJI^^x„

< C À - ' ̂  |̂| D^ "Jl[^^ +C, .-^ . (4)

De manière analogue, on a aussi (après s'être ramené à
deg^ B^ < m) :

\\b,(x' + 2 ̂ /ôx',-2i ô?/ô^', D^)^ 1,^0 II'L 2(^ )

< C X - 1 ̂  IID,\ î^oll^) + C, .-^ . (5)

De (2), (4), et (5), on déduit finalement (pour X assez grand) :
fît —— 1 W —— 1 ^Q

Jjl^^^.ol^)^^ /o "^X.JI^^^

< c [ x ^p(^+2ô?/ax\^^2fa<?/ax\D^)x^ll^)^

^^ rilS.\^ll[^Vno^+^ ll^^^ol^^O

+c^-^.
Il ne reste plus qu'à majorer chaque terme du crochet de droite.

Pour les deux derniers, on fait le même raisonnement qu'à la
section 2 et pour le premier, on a (en notation abrégée) :

p(D^)xîe = fe-^-v^2 p(D^)^u,(y\x,)dy.

Or, par hypothèse, l'hypersurface H x C^ est non caractéristique
pour P en (0 ,0) . On en déduit que si" (3 est assez petit, u^ se
prolonge dans un voisinage indépendant de e de {0} x [a,j8].
p (D^ ) \ (x^) Uç (• , x ^ ) est alors holomorphe au voisinage de 0
pour tout x^ G [ a , ( S ] . On en déduit :

p(D^)x2e = / ^M^~ / )2 /2P(D^)x(^)^(^^.)^

où 7^ est un contour de la forme : y ' —> y ' + ï5xO^).Yo »
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avec X ^ 0. X = 1 près de 0, \y^ \ = 1, y^ > 0, ô > 0 assez petit.
Sur 7^ , on voit facilement qu'il existe r > 0 tel que :

ReOc' -y Pli > r - (ïmx')2/!

pour tout x ' e î 2 ^ , R e x ' G { x = l } , î2i assez petit pour que
YQ Im-x' > 0 sur Î2^ .
Par suite, \p ^'u,\2 <C e-~2rx+x(lmx)2J2 sur S î ^ x [ a , I S ] , et
donc :

rilPX^II^np^^C'.-2^.
»/o ^ 1

On conclut alors de même qu'à la section 2.
D
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