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PROLONGEMENT DES SOLUTIONS
HOLOMORPHES DE PROBLEMES AUX LIMITES

par André MARTINEZ

1. Introduction.

On se propose de généraliser a3 un probléme aux limites un
théoréme de Zerner (Cf. [7]), repris par Bony et Schapira dans
[1], affirmant que toute fonction wu, holomorphe dans un
ouvert de C" 4 frontiére non caractéristique pour un opérateur
différentiel P en un point z,, et solution de Pu=f (ou
toutes les données dont holomorphes prés de z,), se prolonge
holomorphiquement au voisinage de z, .

La condition “non caractéristique pour P devra étre
remplacée ici par une notion d’ellipticité pour un probléme aux
limites dans C", et le prolongement se fera alors a travers
une hypersurface réelle tracée sur une hypersurface complexe
non caractéristique pour P.

Outre l'intérét que ce résultat peut avoir en lui-méme,
on peut aussi en espérer deux applications : d’une part I’étude
de la structure analytique de la trace de la solution élémentaire
du probléme mixte pour lopérateur des ondes; d’autre part
mieux comprendre, et éventuellement généraliser, certains
résultats de Lebeau (Cf. [3]) relatifs a4 la ramification des singu-
larités analytiques d’un probléme diffractif. Signalons aussi
que Pallu de la Barriére et Schapira ont obtenu dans [5] un
résultat de régularité pour des solutions ramifiées de certains
problémes aux limites, résultat que I'on peut retrouver a
partir de notre théoréme.

Mots-clefs : Problémes aux limites, Extensions holomorphes, Opérateurs pseudo-
différentiels.
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On commence ci-dessous par introduire la notion d’ellipti-
cité, aprés quoi la section 2 sera consacrée a une nouvelle
démonstration du théoréme de Zerner, qui n’utilise pas Cauchy-
Kowalevski, et dont de nombreux éléments resserviront dans
la section 4 ou notre théoréme est énoncé et démontré. Quant
4 la section 3, elle introduit des éléments géométriques et
donne un premier résultat de prolongement.

Soient P(x,D,) et B’.(x ,D.)G =1,...,u) des opérateurs
différentiels a coefficients holomorphes au voisinage d’un point
z, de C", et avec u <m =degP. On note B=(B,,...,B,),
ainsi que p et b les symboles principaux de P et B.

Soient aussi :

>z, une hypersurface complexe holomorphe de C", non
caractéristique pour P en z ;

H 3z, une hypersurface réelle de 3¢, de classe c?.
' = Tzo HN iT20 H hyperplan complexe de TZO ¥e.

On note H,,...,H, les hyperplans de T, C" qui
sont caractéristiques pour P en 2z, et qui contiennent I.

Pour tout j, Hj sera donné par une équation hj =0 ou les

fonctions A; sont choisies telles que :
hj = hy sur T, €
pour tout couple (7, k).

Soit alors @ = {{H, ,...,H“}, {Hu+l ,.+.,H, 1} un décou-
pagede {H,,...,H, }, tel que

{H;,....H,}n{H,,,,....,H, }=0.
DEFINITION . — Le probléme aux limites (P,B) sera dit
elliptique en z, pour le découpage @ si le systéme :
p(zy ,D,)u=0
bj(zo,Dx)ul'rsz =0 G=1,...,u)
n’admet pas de solution non nulle du type :
o

u= 2 ¢(y,)exp(—ih)

I=1
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ou y, =0 est une équation pour T, 036, etou ¢; estun polynome
a coefficients complexes de degré strictement inférieur a l'ordre

d’annulation de plN;Ox o N}, Hj sur Nj H; (N* = fibré conormal ).

(Remarque : I'homogénéité de p et b; montre que cette

définition est indépendante du choix des h; vérifiant h; =h,
sur T, ).

2. Théoréme de Zemer.

THEOREME (Cf.[1]). — Soit H= {h(x) =0} une hyper-
surface réelle de C", de classe C', non caractéristique pour P
en z,. Alors, si u est holomorphe dans H_ = {h(x) <0}
prés de z,, et si Pu se prolonge holomorphiquement au voisi-
nage de z, il en est de méme pour u.

Démonstration. — On peut supposer z, =0 et, par des
arguments géométriques standards, se ramener au cas ou A est
réel-analytique. Il suffit alors de démontrer le théoréme lorsque
h est de la forme : A(x) =dh(0)-x +C, |xj>, avec C, > 0.
Par changement C-linéaire de coordonnées, on peut aussi
imposer : dh(0) *x =Imx, .

Pour € >0, on considére le difféomorphisme holomorphe
local de C" dans C": y (¥)=(y, —i(e +My?), »,,...,¥,),
ol y =(y;,...,¥,), etou M =4C, .

Posons x = y.(y), et supposons x E€H, = {h(x) >0},
x assez voisin de 0 ; on a alors :

h(x) =Imy, —e —MRe(y?) +C, (ly,> +... + 1y,
+ly, —i(e + My?)F) >0

d’ou :
Imy, +4C, € —e + M(Im y)> —M(Re y)?
<—ep +2C, Iyl +4C, M? |y* = 0.
— e ——

si € assez petit >
< Cl Iyl

si |y| assez petit
(indépendant de ¢)

On a donc : Imy, >C, (Rey)? —7C,(Imy)?* +¢/2 si
x =y, (y)EH, est assez voisin de 0, et si € est assez petit.
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On en déduit en particulier que si € est assez petit, et si V est
un voisinage de 0 dans R” assez petit (indépendant de €), on a :

V. (V)CH_.

Posons alors : v, = (u°oy,y)x;, ou x, est une fonction
troncature 4 support dans V, etvalant 1 préesde O.

v, est donc une fonction analytique au voisinage de O,
et le probléme est maintenant de montrer que v, se prolonge
en une fonction holomorphe dans un voisinage V, de O indépen-
dant de € (il suffira ensuite de prendre € assez petit pour
que Yy () EV)).

On peut écrire :

o, (x)=@m-n [ €7 %0, (»)dy di

= @) [dCETIHEI g —y gy, () dy d

. o Xy i
avec a(x,§) =1+ (if2) > =k3k
k=1 &l
(La seconde égalité s’obtient en intégrant § sur le contour
§—> £+ (i/2) Il (x —y), comme cela a été observé par
Lebeau dans [4]).

On déduit de cette expression qu’il suffit de prouver que :
f e =M IG-92 g(x —y, B v, (¥)dy

est majoré en module par une expression de la forme C, e~ !¢,
ou C,>0, etou C>0 ne dépend pas de € ceci uniformément
en x dansunvoisinage V, (indépendant de €) de O.

En fait, étant donné la forme de g, il suffit méme de le
vérifier en remplagant a(x —y ,§) par l etpar y, (k=1,...,n),
ou encore par 1 et 1 +iy, (ceci évitera par la suite de procéder
a une inversion d’opérateur).

i) Cas ou & vreste a lextérieur d’un voisinage conique de
(-1,0,...,0).

(En fait, dans les nouvelles coordonnées, le vecteur
N=(—10,,...,0) n'est autre que —2idh/dx'(zy) +O(e)).

Dans ce premier cas, il existe une constante C > 0 telle que
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£ restedans {§/E, = —C(l& 1 +... +[E,1)}.

On peut voir alors qu’il existe n > 0 et un ensemble fini A
d’éléments y, €ER"/yy <0, |y, = 1, vérifiant :

VE#O telque §, = —C(l§, 1 +... +1E,1),

il existe y, € A telque y, & < —nl¢l.
(Il suffit de prendre

_ 1 ( 1 & E,.))'
o imircCc+nzc+1 g5l Tl

Soit maintenant & >0, et x une fonction troncature
a valeurs dans (0, 1), a support dans {x, = 1}, et valant 1
présde 0. Ona, pour y ER" et y,EA:

Im(y +idx(»)yo); +7C, (m(y +idx(y)y))?
=8x(¥)ys +7C; 8> (x(»))?
=x(») @ ys +7C, 82 x(»)).
On en déduit, pour & assez petit (indépendamment de ¢€):
Adh ({y,(y +idx(¥)yy)/yER" ,e>0})CH_.
On peut donc écrire :
fei(X—y)i—IEl(x—y)z/z a(x—y,8v, (y)dy

= [, eI o~y U, () dy

ou u, (y)=x,(y)u(y,(y)), etou v, désigne le contour :
y —y +idx(y)y,-
Or Sup {lu, (¥)I/yE€v,,e>0} <+ oo, etsur y,, ona:
Re(i(x —»)¢— ¢l (x —»)?/2) = —(Imx) § + 6 x(Rey) y, £

- &21 [(Rex —Rey)” —(Imx —8x(Rey)y,)’]

< —BlEl avec B> 0, si y & <—nltl,

etsi Rex€{x =1}, 6 et {Imx| assez petits.

D’ou le résultat dans ce cas.
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ii) Cas ou &/|§| reste dans un voisinage V, de N:

Posons, pour x €EC” et A >0:

Tov. (x,0\) = fe""(""')z/z v, (y)dy

Tyv, (x,0) = [ M2 (1 +iy v (y)dysk=1,...,n.

T,,T, sont donc des transformations de Fourier-Bros-lagolnitzer
de méme phase, et a symbole elliptique.

On fixe désormais k,E€{0,1,...,n}, et on note T = Tko.
On a alors (cf. Sjostrand [6]) :

Tv, €EH)* (2,) o ¢(x) =(Imx)?/2,

et ou £, est un voisinage complexe assez petit de x, = —iN.
D’autre part,si x =z —i§, ona:

e~ NE=)212 - Ae(®) frGE-y)E-AG=9)2/2

par conséquent, il suffit de montrer que || Tv,|l est majorée

L2 @y
par une expression de la forme : C,e ¢, avec C,, C>0, C
indépendante de €,§2, voisinage de —iN indépendant de e,

et o L?(2,) =L*(R,,e” 2" L(dx)), L(dx) = mesure de Lebesgue.
Soit alors P un O.P.D. tel que (cf. Sjostrand [6], Prop. 7-4) :
VYvE®' (R"),\"™ TPy =PTyv dans H

Y, X0 ;
plus précisément, on a alors :

3Q, voisinage de —iN,Q, CCR" voisinage de 0, et
C >0 telsque:

Vo ECS(R,), IN-" TPy —P Ty 2o, <Ce™C lvlL1 g, -

(Remarque : P est ici défini avec un contour d’intégration
adapté 4 ¢, de la forme

I'(x):0 =—2idp/dx +iR(&x—p),Ix —y|<r).
D’autre part, P est d’ordre 0, et a pour symbole principal

p(x,8) =p(x+ik,§), ou p désigne maintenant le symbole
principal de P dans les nouvelles coordonnées.
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Posons @(x)=¢(x)+8, [x —x,*, et prenons &, >0
et §2, assez petits pour que p(x +209/dx,—2i39/dx)F0

sur £2, .

Si £, estun autre voisinage de —iN telque £, CCQ, CC c",
on a le résultat suivant, observé par Sjostrand dans [6] :

LemME 1 (Sjéstrand). — Il existe C, >0 (indépendant de &,
etde € assez petits) tel que : Vv € H:,°° (£2,),VA=1,

1P —F(x, —2i39/3x) v(x)|l <CoN!

/2
L%(ﬂ]) "U"L% (2,)°

Démonstration. — Par la formule de Stokes, on a :

Po(x,\) = ()\/ZH)"f P(x,0,)) eir(x-»)0 v(y)dy dd +w(x,N)

r(x)

avec F(x):e =—2id¢/dx +iR(Z=7), |Ix —y|<r; et

< —A/C
IIW"L&(Q]) \Ce "v”L%(n2)
si r est assez petit et si R est assez grand.

Le lemme se montre alors comme dans [6] (démonstration de la
proposition 10-1), en tenant compte du fait que toutes les majorations
sont uniformes en 8, €10,8%] et en €€10,¢,],89 et ¢, assez
petits. '

o

D’autre part, p(x,—2id@/dx) ne s’annulant pas sur Q,,
ona:

ITo 200,y <C 1D(x,—2i 3%/0x) To ll 30, >
d’ou, en appliquant le lemme & T, :
D ~1/2
ITolL 20,y < Ca IPTONL 30, + Co A2 1Tl 20

< G ITPull g,y +C, e™NC +C, X112 [ Tu,|

LZ@y) LZ@2)"

Par hypotheése, Puv, |x1= L = Puoy, |x1=1 se prolonge holomor-
phiquement dans un voisinage de O indépendant de €. Par
suite, si §2, est assez petit, on a : [ITPu_ll < C'e-MC,

L2(Qy)
et donc : 4

IITvellL%ml) <C, A2 Tw,ll, +CLe=MCs

2@
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On en déduit, pour \ assez grand :

ITv <C A2 || To,ll C e=*Ca,

+
L%(ﬂl) L,%’(n2\ﬂl)

Or,

- - _ 2
ITel 2000, = [ emembuExol 1y (412 Lidx)
22\,

—-2A8k -
<e MM T, |2 <C, e Mok

e'LZ@;\Q1)
avec k = Inf{lx —x,1? /x €Q,\Q,} > 0.
On a donc finalement :

ITw,ll < C, e~ ™ avec C indépendant de €.

La@1)
Soit alors 2, CC 2, un autre voisinagede —iN; ona:

JRISIR —xg!2
<ITv, 112 81 Sup {Ix—x912/x€Qq}

I T, I12 T200 €

L2@o)

< C: e—zuc— —8; Sup {Ix—x¢l2/xEQ¢ }]

et donc, si §2, est assez petit (indépendamment de €):

I To,| <C, e MC, avec C' >0 indépendant de e.

u}

L2(®0)

3. Préliminaires géométriques.

On reprend les notations de I'introduction, et on fixe v, dans
N, 56\0 (ou NIJE désigne le fibré normal de d€). On choisit
de plus les & tels que si T H= {Ims—O}ﬂT Je (avec
s C-linéaire), alors h; =s sur T 3€ Appelons 7 la projection
de T, C" dans N, & . Pour tout couple (j, k), on a alors
hi —h, =Cte sur 7~ '(vy), et si ® est un découpage de
{Hy,...,H,1}, on fait les hypothéses :

(H1) : (P, B) estelliptique en z, pour @ ;
1(Hz)i Imh, <...<Imh, <Imh,,, <...<Imh, sur
T (V).

Soient maintenant y; € 1 o) N H,. , V; un voisinage conique
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de v dans TZO C” =~C",U un voisinage de z, dans H, et V
un voisinage de z, dans C".

On voit alors facilement que si v;ew“ (¥»o) NH,, il existe
V; voisinage conique de v;, U' voisinage de z, dans H, et
V' voisinage de z, dans C", telsque :

(U'+V,’)nV'C(U+V,.)nV.

De méme, si ¢ : C"—— C" est un difféomorphisme au voisinage
de z,, il existe U voisinage de ¢(z,) dans ¢(H), V voisinage
de ¢(z,) dans Cc”, et V, voisinage conique de d¢(zo)(v,),
tels que :

@ +V)nVcelu +Vv)nv].

Si j > 1, on ale résultat de prolongement suivant :

THEOREME 1. — Si u est une fonction holomorphe dans
U+ Vi) NV telle que Pu se prolonge en une fonction holomor-
phe au voisinage de z,, alors, pour tout hyperplan complexe
G=1{g=0} deT,, C" tel que :

GNT, & =T;
g=ssur T, € ;
Imh,_, <Img <Imh; sur ' (v),
ona:
Il existe U' voisinage de z, dans H, V' voisinage de z,

dans C", et W, voisinage conique convexe de v; et de

weg! (o) NG, tels que u se prolonge en une fonction holo-
morphe sur (U' + W,)N V',

Démonstration. —On se place en coordonnées locales de
maniére a ce que :

g ={x,=0};2z,=0; T,()H={Imxl =x, =0};
'={x, =x,=0};
et on note :

H={h(x)=0}, x'=(x;,...,x,_,), dn(0)*x'=Imx, ,
avec h de classe C?.
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On peut aussi imposer v, = (0,...,0, 1), ainsique :
h, =X, +)\,xn ; V,=(—)\,.,O,...,0, 1);

g=x, +trx, ;w=(—7,0,...,0,1),

avec Im)\,._l <Imrt< Im)\i.
Montrons d’abord que (U + Vi) NV contient un ouvert
de la forme :
Q= {x/llmx,| <8Rex,,—(Im\; +€)Rex, <h(x"
<—(mXN—e)Rex,} NV,

et que l'ouvert (U'+ V)NV’ que I'on cherche est inclus dans
un ouvert de la forme :

Q' = {x/|lImx,| <& Rex,,— (Im A +e)Rex, <h(x')
<-—(Im'r—¢-:')Rex"}hV2

avec €, 8, €, 8'>0, et \71 , VZ voisinage de 0.

En effet,si x € ,ona:
x=(x; +NRex, ,x;,...,x,_;,0)+ Rex, (v} +0(9%))
et
h(xy +NRex, ,x,,...,%,_,)=h(x")
+Im); Rex, +Rex, O(lx|)
= Rex,0(|x| +¢€).

On en déduit : Ja € H tel que

(x, +NRex, ,x;,...,%,_,0)
=a+0(Ix| +e)Rex,,lal =0(lx]),
d’ou
x =a+Rex, (»+0(x| +e+8)eU+V)NV

sie,d, et V, sont assez petits.

D’autre part, (U’ + w)n V' est de la forme :

{a+7\(tv,.+(l—t)w+u)/a€H,la|<e,
0<A<e,lul<e,0<t<1}
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et donc, si x =a+7\(tv,.+(1—t)w+u)€(U'+W,)ﬂV', on a :

Im x Imu
|Imx, | = l nl < 8’ si e est assez petit,
Re x, 1 +Reu,

et
h(x') =Ndh(@) (v, + (1 —t)w+u) +O\?)

=Ndh(0) (tv; + (1 =) w) + X O (e)
= —A(tIm )\i + (11—t Im7)+AO(e),
avec A = Rex, /(1 + Reu,) = Rex, (1 + O(e)), d’ou
h(x")=—Rex, (tIm A+ (1—0Im7) + Rex, O(e)
et donc :
—(Im)\ + €)Rex, <h(x')<—(Im7—¢€)Rex,

si € est assez petit.

On est donc ramené a montrer que si ¥ est holomorphe dans £,
et si Pu se prolonge au voisinage de 0, il existe V,, €', et
&' telsque u seprolongea '.

Pour cela, on va procéder par déformations non caractéristiques.

En supposant e assez petit pour que Im A —Im 7 >e€, eten
faisant le changement de variables :

Y, =X, +i(Im)\i—e)xn
Vi =X, si k=22

on se rameéne a Im?\].=e et Imr7r<O0.

Soit alors €, >0 tel que ImA;,_, <Imr —¢,;, et posons
M=¢ —Im7>0. Ona: '

u holomorphe dans
{x/Ilmx, 1 <8Rex,, —2eRex, <h(x')<0} NV, =Q
et il suffit de montrer que u se prolonge & :
{x/llmx,| <&, Rex,,—2¢eRex, <h(x')<M'Rex,} NV,,
avec V, voisinagede 0, 5, >0, et M'>—Imr.



104 A. MARTINEZ

Soient donc §'€]0,8[, et x, €C™ (R) telle que :
X; =1 sur[—&8",8"]
Supp x, C[—4, 8]
X, croitsur [—&,—38']
x, décroit sur [8',8].
Soit aussi x, €C”(C"~!,R*) a support dans VI N{x, =0},
etvalant 1 présde 0.

Soient enfin 0<e' <e/(2+e/M), 0<n<p (p sera
ultérieurement fixé assez petit), et (Ny)as0s Nadaso s Padaso s
(P3)e>o des familles de réels, tels que :

!
€ep+an
Teva e Sha<h

Va>0,7<n, <n, <
Po— P et p, —> n lorsque a —> + oo
a(n, —n) — €'(p —n) lorsque o —> + oo,
Posons alors, pour y€ER et a > 0:
Osiy<n/2ouy=p+nq
Xe ()= aly —n) si yEln, ,mgl
—€(y—p) si yElpg s p,l-

On impose de plus a ¥, d’é¢tre C* sur R, de dépendre contini-
ment de «, et & ¥, d’étre croissante sur In/2,n,[ et sur
14 »p + nl, décroissante sur ]n, , p, [

On définit aussi X, =0.
Soit f, : C" x R —> R définie par :
fu(x,y) =y —X, (Rex, —y/M)x, (Imx,/(Rex, —y/M)) x,(x").

Ona:
A(x,y)
A—/\/—\

_ Im x —
afa/ay =1 +(Xa X1 X2 — (Re x __';/M)z Xa X1 Xz)/M
n

>1—¢€/M (car X, = —¢€ et —Imx, x; =>0).

Comme de plus f, est de classe C~ (car x, =0 si
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[Rex, —y/M|<n/2), on en déduit qu’il existe une unique fonction
g, EC” (C", R) telle que:

Vx€C",f,(x,g,(x)) =0.

On définit alors I'y, comme étant I’hypersurface donnée au
voisinage de 0 par: A(x')—g,(x) =0.

On va montrer que, pour un choix convenable de p, T
est non caractéristique pour P.

o

Pour cela, calculons dg,/d0 Rex, et dg,/0 x':

_ 0fy/0Rex, (x,8,(x)) _ A(x,g,(x))
0f, /0y (x,g(x)) 1+ (1/M) A(x, g,(x))

avec A=>—¢ et € <e/2+ e/M).

9g,/d Rex, =

On en déduit :
—€/2<0g,/0Rex, <M.
D’autre part :
2, /0x' = — 3f, /0% (x ,84(x)) _ Xa X1 X3

3f, /oy (x,g,(x)) 1+ (1/M)A(x,g,(x)
d’ou 3g,/0x'| < X, X3 1/(1 —€'/M) <26 plxyl.

Or, d’aprés 1’hypothése, si K (C ,\71) est un voisinage compact
de O assez petit,ona:

vx €K, p(x,—2idh/ox',E,) na pas de racine dans

Gimt, e[~ S|

(I1 suffit de remarquer que —2idh/ox'(0) =(—1,0,...,0)).

On impose alors & x, d’avoir son support dans K N {x, =0},
et on pose C = Sup|x;| .

Maintenant, si p est assez petit (indépendamment de o),
ona:

VxEK,VvEC' ! tel que lv|<2Cé€p,

p(x,—2idh/dx' + v, ,) n’apasde racine dans

gz,,/lmgne [—-;—M] }
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Quitte 4 rediminuer un peu p, on peut aussi supposer que K
contient

(Supp x,) x {x,//Imx,| <& Rex,,Rex, <p +n}.
De cette fagon, on aura g,(x) =0 lorsque x ¢€K. (En effet, si
x €K, y =0 est la solution unique de f,(x,y) = 0).
Si maintenant x €K, du fait que [2idg,/ox'|<2C € p,
et que Im(2i 9g,/9x,) = 0g,/0 Rex, E[—¢€/2,M], ona:
p(x,—2idh/dx' + 2idg,/dx",2idg,/0x,)F 0,

ie. T, est non caractéristique pour P en tout point de
,NK. D’autre part, les ensembles
KNTr,N{Rex, =0}, KNI, N {|Imx,|=8Rex,},
KNnr,nNn{x, =0}, KNI, N {Rex, =p + 17},
sont tous indépendants de a et inclus dans K N {A(x') = 0}.
On en déduit par le théoréme de Bony-Schapira-Zerner, que
u se prolonge a (ago rpuQ.
Posons
Agr g = {x/x,(x") =1, Imx,| <8'(Rex, —h(x")/M),
n<Rex, <26 ple, |n(x")| <€ p(l—2€e),
0 <ha(x") <M(Rex, —n)}
et montrons que A, C U T, .

a>0 %

Soit donc x € As',n . 11 s’agit de montrer qu’il existe a = 0 tel que
h(x')—g,(x)=0. On a déa h(x')—g,(x)=h(x")=>0.
Par continuité en «, il suffit donc de voir qu’il existe a=0
tel que Ah(x')—g,(x)<0, ie tel que f,(x,h(x") <0,
puisque y —> f,(x,y) est croissante. ’

Comme Rex, — h(x')/M >n, on aura, pour « assez grand :
Rex, —h(x")/M>n, .
Par construction, on a alors
X, (Rex, —h(x")/M)= — ¢,(Rex,, —h(x')/M —p)

avec €, =a(m, —m)/(p—ny) 7> €.
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D’autre part, f,(x,h(x") =h(x')—%X,(Rex, —h(x")/M), et
il suffit donc de montrer que :
h(x")<—¢€'(Rex, —h(x")/M —p)
ie. h(x)<é€(p—Rex,)/(1—¢€/M), ce qui résulte du fait que
Rex, <2¢€'ple, et |h(x")| <€ p(1 —2€'/e).

On a donc finalement : u se prolonge a A, ,(US2) pour
tout 8’ < &, et pourtout n€10,p [.

On en déduit :
u se prolonge a
{x/x, ") =1, |Imx, i <8&(Rex, —h(x")M),

0<Rex, <2€'ple, Ih(x")| <€ p(1—-2¢€e)
0 <h(x') <MRex,}UQ

d’ou le résultat en prenant M' €] —Im 7, M[ et §, = §(1 —M'/M).
]

Remarque. — Lorsque j =1, on voit de méme que u se
prolonge a :

{x/IImx,| <8 Rex, ,—(ImX, + ) Rex, <h(x)} NV,

(il suffit de remplacer partout dans la démonstration 1/M par 0).
D’autre part, lorsque 1 <j<m, on a le résultat analogue avec
ImA <Im7 <Im )\7.+ , (méme remarque lorsque j=m).

4. Théoréme.

On reprend les mémes notations que dans les sections 1 et 3,
et on choisit 4 et les hj de la méme maniére, c’est-a-dire telles
que:si T, H= {x GTZO%/Ims(x) = 0}, alors:

dh(zy) *x =Ims(x) ¥Vx ETZO x ;
h; =s sur T,oae, pourtout j=1,...,m;
Imh, <...<Imh, <Imh,,, <...<Imh, sur 77" (y,).

Si = {{H,,....,H,},{H,,,,...,H, 1}, on peut alors énoncer :
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THEOREME 2. — Soit (P, B) un probléme aux limites elliptique
en z, pour M, et soit u une fonction holomorphe définie sur

; L’:l'+l U+ V)NV telle que Pu se prolonge holomorphiquement
=u
au voisinage de z,. On note u; = “I(U+v,-)nv' Alors, si les
prolongements des u; donnés par le théoréme 1 coincident
dans les intersections deux da deux de leurs domaines, on a :

a) Il -existe V' voisinage de z, tel que u se prolonge d un
ouvert S vérifiant : Q Ny =H_NV', ou H_ = {h <0}.

b) Si de plus Bulg~, se prolonge holomorphiquement au
voisinage de z, dans 3¢, alors u se prolonge holomorphi-
quement au voisinage de z .

Démonstration. — De méme qu’a la section 3, on se raméne 4 :
2, =08 = {x, =0};s(x") =x; ;h(x)=x, +\,x
vy =(—%,0,...,0,1).

D’autre part, si ¢ € ]Im A, s Im A [, 1le changement de
variables :

n?

Y, =x, tiax,
yy=x; sij#1
nous raméne d : ImA, <... <Im}, <0<ImA,,, <...<Im},.

Du fait que — 2idk/3x'(0) = (— 1,0,...,0), I'hypothése d’ellipti-
cité s’écrit alors :

p(0,—2idhn/3x'(0),£,)#0,V£, ER;

dim Ker p(0, —2i 3h/8x'(0), D, )NS(R*) =u;

7o b(0, —2i3h/3x'(0), D, ):KerpN S(R") — C* est bijective,
ou S(R") est I'espace de Schwartz sur R, et ou Y, désigne

Popérateur de restriction a {x, = 0}. (On dira alors que (P, B)
est elliptique en (0, — 2i dh/3x’'(0))).

D’autre part, on a vu qu’il existe §, > 0 et e, > 0 tels que :

m
j=;L.4J+1 U +V)NVD{x/|Imx,| <8 Rex,,

m
h(x')/Re x,, €Y, I—=ImN —¢y,—Im); + [} NV,
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avec V) voisinage de 0.
D’aprés le théoréme 1, on en déduit déja que u se prolonge a :
Q' = {x/lImx,| <8 Rex, ,h(x')<0}NV,
ou § >0, etod V, estun voisinage de 0. |
Démonstration du a). — On procéde encore par déformations

non caractéristiques. Soit € > 0. Dans le plan des x,, on note
C,. le cercle de centre € et tangent aux droites Imx, =+ § Rex, .

€

C,. adonc pour rayon r, = §¢/(1 + §2)'/2,
Soit aussi x une fonction C” réelle positive, telle que :
Suppx =H_ NV,
[0x/dx' | <a (a€ER" sera ensuite fixé assez petit), et notons
[, 'hypersurface : |x, —el = x(x') + 7,
On pose aussi 1(x) = |x, —el —x(x"), et on écrit P sous

la forme :

m-—1
P=D] + 2 A,(x,D,)Df =DI +Q(x,D,)
k=0

avec A, opérateur différentiel en x' de degré m — k.

Ona:

X, —€ X, —¢€
(—"——)m +q (x,—ox/ox", ——— )
lx, —€l

Ip(x,dl/ox)|=
p( [9x) *, el

>1— X la o (x)l [dx/ox'F

k+2=m
e<m-—-1

>1—-C Y o*=1—Ca>0si a<l1/C.
k+2=m
e<m-—1

[, est donc non caractéristique pour P. On en déduit d’aprés

Zerner que u se prolonge a :
{x/x'€H_, Ix, —el <x(x") +r,} NV,
pour tout € > 0, et pour tout x tel que [dx/dx'| < 1/C'.

Par suite, u se prolonge & {x/x'€H_, Ix,|<x(x)}NV,,
d’oule a).
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Démonstration du b). — D’aprés Cauchy-Kowalevski et le a),
il suffit de montrer que, pour k=0,1,....,m—1, D" ul
se prolonge au voisinage de 0.

X =0

I1 suffit d’:autre part de démontrer le résultat lorsque
h(x')=Imx, +Clx'[?,(C>0).

De méme qu’a la section 2, on peut construire un changement
de variables ¢, cx'— y' tel que_ ¢, (O)W 0, et Ve>0,
assez petit, ¢ (H, "W)C {Imy, + 7C(m y')? = C(Rey')? +¢/2},
avec W voisinage de 0 indépendant de €.

En définissant x, comme a la section 2 et en posant
vl (»)=x,(»)DL u(¢7'(»),0) (j=0,1,...,m—1)
on voit de méme qu’il suffit de montrer que les expressions :

J IR =2 i () gy
€

et

N [N A ’ AN . .
(k=1,...,n—1) sont majorées en module par C, e ¥
avec C,,C>0, C indépendant de €, et ceci uniformément
par rapport 4 x' ‘dans un voisinage V, de O indépendant
de €.

Lorsque E" reste a4 [l’extérieur d’un voisinage conique
de N=(—1,0,...,0), la démonstration est identique a
celle de la section 2.

Lorsque &'/|¢'| reste dans un voisinage de N, on pose :
T, vl (x',\) = fe—“’"“y')z“ vl (y") dy’
et
T, v (x',\)
= [N by el (Y dyY (k=1,...,n=1).

11 suffit alors de montrer (cf. section 2) que

1T, vl g0, (K =0, 1,..om = 1)
est majoré par C_e M€, avec , voisinage de —iN indépen-
dant de e, et o(x') = (Imx")?/2.
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Posons @(x') =¢(x') + 8, Ix' —xy?, avec x,=—iN, et
supposons 8, > 0 et £, assez petits pour que (P, B) soit ellipti-
queen (x' +209p/dx',—2idp/dx’) pourtout x' €Q, .

On a alors (en notant 5xn =\"'D, )

LEMME 2. — 3C, (indépendant de &, <83) tel que
Vv ES(RY), VA>0, Vx'€Q,,

m-—1 m

+ oo
Dk 2 Dk 2
T B, e+ Y LB, vex,) P dx,

+ oo ~ ~ ~
<c, [ A7 e+ 2030x',0,~2105/0x', B, ) o d,
“ ~
+ X Ib;(x' +28p/0x', —2i0¢/dx', D, ) v(0)?
i=1
Démonstration. — D’aprés Hormander [2] (chap. X, Th. 10-2-1),
le résultat est vrai pour A = 1. Il suffit alors de l:appliquer a
w(x,) = v(x,/\), en remarquant que D, w(x,)= (D, v)(x,/N)
et, pour les intégrales, en faisant le changement de variable
Yp =X,/\. a
Suivant le méme principe que dans la section 2, notons Xk
(k=0,...,m—1) un O.P.D. tel que :
vvewl(Rn—l)’)\-(m-k) TAk v= Kk Tv dans HV’"‘:) .

ou T désigne I'une des transformations T,,k=0,1,...,n—1.
A, estalorsd’ordre 0, a pour symbole principal

(', x,, E)=a,(x'+it,x,,§),
avec a, symbolede A, , etona:
VueCy (K), IN"™FTA v—A, TollL2(q,) < Ce™™C vy 1

si £, est assez petit, et avec K voisinage compact de 0 dans
R"-1!.

D’aprés le lemme 1, on a aussi :
3C, >0 telle que VvEH)* (), kE€{0,...,m—1},
Vx, €[0,a,],VA=>1:
1Ay v =3, (' %, =208/ 3x) 0 (X My3 o S C X2 ol 2 g -

™
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ou £, CCQ,CCC""' sont desvoisinagesde —iN, etou g, > 0.
Posons alors :

C, =Sup{ID, a(x)|/x'€Q,,x,€[0,a,], et a est coefficient
dans p(x’ +20¢/ox',x,,—2idg/dx’, D, )} et fixons

0<B<1/2C,/Cy,0<a<B(<a,).

Soit aussi x une fonction troncature sur R*

, a support
dans [0, 8], etvalant 1 sur [0, «].

Ue

Si 'on note Tie(x,7\)=Txlu(¢;‘ (*),x,), on a alors :

f”up(x'+2a$/ax',o —2i397/8x",D,,) x (x,) &, (x)I1 dx,
0

Ll(n )

B ~ . A~ ~ ~
<2 ]; llp(x' +203¢/0x ,xn,—21a¢/ax',Dx )xuellizml)dxn

+26 C Z f 1D, XFlEgq, dx, . (D

D’autre part, le lemme appliqué a xu (x',*) montre qu’on
a, en multipliant les deux membres par e~ MG ot en intégrant
sur £, :

m—1

~ m-—1 g ~
k =~ 2 k ~ 2
DL AN YRES S VA AT AP
<CO[ A fﬂllp(x'-i-28$/ax',0,—-2ia$/ax',5,‘”))('175"1&(“1) dx

+2 ||b(x +209/0x’, —2idp/ax’, D )u

j=1

Cf. (1)

€lx, —o"Ll(nl)

B ~ . Y94 D "1
<c, [nfo IpGx' +20570x' %, ,~2i05/0x", B, ) x¥l ga,) d,

2 SN~
+20 8 C2 k‘;o fo 1D, XTI} 20,) 4xn

+ 2 b, (x'+208¢/3x", —2idg]/ax", D, D,

ely —o” 2@
j=1
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D’ol, puisque 22 C; C, < 1/2:
m —1

. .
L IB%, Flsymoliiza, T Z PR TA TP

k=0

Ca[ A f"np(x' +205/0x',x, ,—2i09/0x’, 5x,,)X5e“i§(n,) dx,

+ 2 b, (x" +23¢]dx", —2idp/ax', D, )i, _ouL @n )
j=1
Posons maintenant :
P(x,D,)=D7 + ¥ A (x,D,,ND} ,
k=0
qui a pour symbole principal :
p(x,9)=p&x'+it,x,,§
et qui vérifie (Vv x, €[0,8]) :
IPu, —A=™ TPuelngml)
< Ce M€ k<82111 "D:n ue"LI(Rn-—l) <Ce e—A/C .
an[olB]

Comme Pu, est holomorphe dans un voisinage de 0 indépen-
dant de €, on a aussi, en prenant £, assez petit :

IT Pu I <C, e Mcs,

L,: (€21)
et donc, d’apreés I'inégalité précédente (et du fait que ¢ <) :

D~ ~A/C
IP@,ll, 2, <C.e V% ,vx,€0,8]
@

D’autre part, en appliquant (*) a3 v = 5:;. ;e , et par inégalité
triangulaire, on obtient :
IPE, —p(x' +209/0x",x, ,—2i09/0x", D, )7,I2 2@
m-1
<CAt T B Ty G)
)

k=0
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D’ou en intégrant de 0 4 «:

Lop(x" +20870x",x, , — 24 05/0x", D, )%l

L@ dx,

<ca-! 2 LD}, @ I} 2605 @0 +Cc e (&)

De maniére analogue, on a aussi (aprés s’étre ramené a
degD B, <m):

Ilb(x +23¢/ax,—2za¢/ax D )“elx—o”
m-—1

<C\! S_‘ ID¥ i,
k=0

De (2), (4), et (5), on déduit finalement (pour A\ assez grand) :

L’(nl)

2 —-A/C
xn=0”],_,§,(9.2) + Ce € . (5)

(SN SO e~

kg‘o IDg,, 4. Ing(Q y T A kgo /; D, XuEIIL%(Ql)dx

<c[ f" p(x' +20/0x',x,, = 20 89/0x', B, )X,I1 3 q,) 4y

i ,,Zlo j; NB:nze"zL%(nz\nndxn +k§o "B:n ?iel "L2(9'2\9-1)
+C, e MC

Il ne reste plus qu’a majorer chaque terme du crochet de droite.
Pour les deux derniers, on fait le méme raisonnement qu’a la
section 2 et pour le premier, on a (en notation abrégée) :

p(ﬁxn)xa'e = fe_)‘(x,_)j')zlz p(ﬁxn)xue(y,’x")dy"

Or, par hypothése, I'hypersurface H x Cx" est non caractéristique
pour P en (0,0). On en déduit que si B est assez petit, u, se
prolonge dans un voisinage indépendant de e de {0} x [e,f].
p(D, )x(x,)u.(*,x,) est alors holomorphe au voisinage de 0
pour tout x, € [, 8]. On en déduit :

p(ﬁxn) Xge = .[” e—h(x'—y")2/2 p(ﬁnm) X (x") Ue (y”x")dy"

ou 7, est un contour de la forme : y' —> y' +idX0" )y, .,
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avec X =0,X=1 présde 0,|y,i=1,y;>0,8>0 assez petit.
Sur v, , on voit facilement qu’il existe 7 > 0 tel que :
Re(x' —y")?*/2 27— (Imx")?/2

pour tout x'EQ_I,Rex'E{')Z= 1}, , assez petit pour que
Yo Imx' >0 sur Q, .

Par suite, |px%.[? <Ce 27A*AImx"%2 g O x [a,B], et
donc :

fﬁ lp x‘ﬁ;”ig'(nl) dx, < Cle-27r
0 14

On conclut alors de méme qu’a la section 2.
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