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PAIRES ADMISSIBLES D’UNE ALGEBRE DE LIE
SIMPLE COMPLEXE ET W-ALGEBRES FINIES.

par Guilnard SADAKA (*)

RESUME. —  Soient g une algébre de Lie simple complexe et e un élément
nilpotent de g. Dans cet article, on s’intéresse au probléme, soulevé par Premet,
d’isomorphisme entre les W-algébres finies construites a partir de certaines sous-
algebres nilpotentes de g, dites e-admissibles. On considere une version graduée
de ce probléme et on introduit les notions de paire et graduation e-admissibles.
On montre que la W-algébre associée & une paire e-admissible posséde des pro-
priétés similaires a celle introduite par Gan et Ginzburg. De plus, on définit une
relation d’équivalence sur I’ensemble des paires admissibles et montre que si deux
paires sont équivalentes, alors les W-algebres associées sont isomorphes. En intro-
duisant la notion de la connexité pour les graduations e-admissibles, on réduit le
probléme d’isomorphisme a ’étude de ’équivalence des paires admissibles pour une
graduation admissible fixée. Ceci nous permet de montrer ensuite que les paires ad-
missibles relativement aux graduations b-optimales sont équivalentes. On retrouve
comme cas particulier un résultat de Brundan et Goodwin. Dans la derniére partie,
on utilise nos résultats pour résoudre completement le probléeme d’isomorphisme
dans quelques cas particuliers.

ABSTRACT. — Let g be a complex simple Lie algebra and e a nilpotent el-
ement of g. We are interested in the isomorphism question (raised by Premet)
between the finite W-algebras constructed from some nilpotent subalgebras of g
called e-admissible. We introduce the concept of e-admissible pair and e-admissible
grading. We show that the W-algebra associated to an e-admissible pair admits
similar properties to the ones introduced by Gan and Ginzburg. Moreover, we
define an equivalence relation on the set of admissible pairs and we show that
if two admissible pairs are equivalent, it follows that the associated W-algebras
are isomorphic. By introducing the notion of connectivity of admissible gradings,
we reduce the isomorphism question to the study of the equivalence of admissible
pairs for a fixed admissible grading. This allows us to prove that admissible pairs
relative to b-optimal gradings are equivalent, hence the corresponding W-algebras
are isomorphic. We recover as a special case a result of Brundan and Goodwin.
In the final part, we use our results to find a complete answer to the isomorphism
question in some particular cases.

Mots-clés : W-algebre finie, paire admissible, graduation admissible.

Classification math. : 17B20, 17B35.

(*) La majorité de ce travail a été financée par le Centre National de la Recherche
Scientifique Libanais.



834 Guilnard SADAKA
1. Introduction

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et g une
algebre de Lie simple de dimension finie définie sur k et de groupe adjoint
G. On note (., .) la forme de Killing de g. Comme celle-ci est non dégénérée
sur g X g, elle induit un isomorphisme

k:g— g%, x— (x,.)

de g sur son dual g*.

Soient e un élément nilpotent de g et x la forme linéaire k(e). D’apres
le Théoreme de Jacobson-Morosov (cf. e.g. [11, Theorem 32.1.5]), e est
contenu dans un slo-triplet (e, h, f) de g. On rappelle qu'un tel triplet
vérifie les relations :

[h, €] = 2e, le, f] = h, [h, f] = —2f.

De plus, e et f sont dans la méme G-orbite et ad h est un élément semi-
simple dont les valeurs propres sont entiéres. Ceci définit sur g une Z-
graduation appelée une graduation de Dynkin associée a e.

On pose
pr =Pl
Jj=0
ou g(j) :={z € g; [h,z] = ja} pour tout j € Z. Alors p, est une sous-
algebre parabolique de g qui contient g°, le centralisateur de e dans g. Il
en résulte que la forme bilinéaire

g(-=1) xg(=1) —k,  (z,9) — (&, 9])
est non dégénérée. Soit [ un sous-espace lagrangien de g(—1) relativement

a cette forme, c’est-a-dire un sous-espace totalement isotrope de dimension
maximale, et posons :

(1.1) mie =0 P o).
Jj<—2

Alors m;, est une sous-algebre ad-nilpotente de g qui vérifie
(e, [mye, mi.]) = {0}. De plus, m. Ng° = {0} et dimm;, = 3 dimG - e si
G - e désigne l'orbite de e dans g sous l'opération adjointe de G.

A T’élément nilpotent e et la sous-algébre ad -nilpotente M., ON asso-
cie une algebre d’endomorphismes Hy ., appelée W-algébre finie associée a
e, dont on rappelle une construction ci-dessous. Les W -algebres finies ont
été introduites par Premet [9]. Dans le cas des éléments nilpotents pairs
(i.e. g(—=1) = g(1) = {0}), elles furent introduites par Lynch [8], générali-
sant ainsi la construction de Kostant [7] correspondant au cas des éléments

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PAIRES ADMISSIBLES ET W-ALGEBRES FINIES. 835

nilpotents réguliers. L’étude des W-algébres finies a connu un essor par-
ticulierement intense, notamment en raison de leur importance dans la
théorie des représentations comme l'illustre I’équivalence de Skryabin dans
Pappendice de [9].

On note U(g) et U(my.) les algebres enveloppantes de g et my . respecti-
vement. Soient k. le U(my.)-module & gauche correspondant au caractere
X|m,. de my. et Iy, I'idéal a gauche de U(g) engendré par les éléments
x — x(x) avec x € my. Soient

Qre = U(9) ®u(m,.) ke 2 U(g)/I1e

la représentation de Gelfand-Graev généralisée, et H{. l'algebre d’endo-
morphismes

(1.2) Hie = Q™™ ~ Endg(Qr.)%.

le

On peut généraliser les constructions de Q. et H . comme suit. Soit m
une sous-algebre ad-nilpotente de g vérifiant les conditions suivantes :

(1) x([m, m]) = {0}

(x2) mN g = {0}

(x3) dimm = (dim G - e)/2.
On définit une algeébre d’endomorphismes H(m,e) suivant la construc-
tion (1.2). Précisément, on pose

H(ma 6) = Q(mv e)adm = Endg(Q(m76))op7

ol Q(m,e) est le quotient de U(g) par I'idéal a gauche de U(g) engendré
par les éléments x — x(x) avec z € m. On dira que H (m, e) est la WW-algébre
finie associée a m. Une question naturelle, soulevée par A. Premet, est la
suivante :

QUESTION A. — Sim est une sous-algebre ad -nilpotente de g vérifiant
les conditions (x1), (x2) et (x3), les W-algébres H(m,e) et Hy . = H(m.)
sont-elles isomorphes ?

Cette question est d’autant plus naturelle que la réponse est affirmative,
d’apres un résultat de Premet [9], dans le cas ou le corps de base est de
caractéristique positive. La W-algeébre H (m,e) dépend uniquement de I’or-
bite de e dans g, & conjugaison preés. Comme e sera fixé dans la suite, nous
noterons désormais plus simplement H(m) et Q(m) Palgebre H(m,e) et le
quotient QQ(m, e) respectivement.

Pour le cas ot le corps de base est de caractéristique nulle, les résultats,
partiels, obtenus jusqu’ici sont valables sur le corps C des nombres com-
plexes. Ils sont essentiellement diis & W. Gan et V. Ginzburg d’une part
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836 Guilnard SADAKA

(cf. [5]) et & J. Brundan et S. Goodwin d’autre part (cf. [1]). On les résume
ci-dessous. On suppose désormais que k = C.

Tout d’abord, W. Gan et V. Ginzburg montrent que I'algebre H;. ne
dépend pas, & un isomorphisme pres, du choix du sous-espace lagrangien [
dans g(—1), [5, Theorem 4.1].

On notera désormais plus simplement H, P'algebre Hy . (définie & un iso-
morphisme pres). Plus récemment, J. Brundan et S. Goodwin ont étendu le
résultat de Gan et Ginzburg comme suit. Soit I' une 2d-bonne Z-graduation
pour e, c’est-a-dire une Z-graduation I' : g = Gajez g; telle que e € gog et
telle que l'application linéaire ade : g; — gjy24 est injective pour tout
§ < —d et surjective pour tout j > —d (cf. [1, §5] (M)). La restriction de la
forme bilinéaire (z,y) — (e, [x,y]) & g_q X g_q est non dégénérée. Si g°,
est un sous-espace lagrangien de g_g4, alors
(1.3) m:=g",0 P g

j<—d
est une sous-algebre ad-nilpotente I'-graduée de g vérifiant les conditions
(x1), (x2) et (x3) ci-dessus. Le résultat principal de [1] assure que les
algebres H(m) et H, sont isomorphes. En particulier, 'algébre H(m) ne
dépend pas, a un isomorphisme pres, du choix du sous-espace lagrangien
g°, dans g_g.

On généralise la construction des W-algebres finies grace a la définition
suivante qui est centrale dans cet article :

DEFINITION 1.1. — Soient m et n deux sous-algébres de g. On dit que
la paire (m,n) est admissible pour e (ou e-admissible) s’il existe une Z-
graduation I" : g = @jGZ g; et un entier a > 1 tels que :

(AL): € € ga;
): m et n sont I'-graduées et @jgfa g, CmCnC @j<0 g5
): mt N g, e] = [nel;
A4): nnge = {0};
): [nym] S my
): dimm + dimn = dim g — dim g°.
On dit qu’une Z-graduation I' : g = @jez g; est admissible pour e s’il

existe un entier a > 1 tel que e € g, et s’il existe une paire e-admissible
relativement a T'.

(M) Dans [1], les auteurs considérent des bonnes R-graduations qui se définissent de ma-
niére analogue.
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On définit alors la W-algébre associée a une paire e-admissible (m,n) par
H(m,n) := Q(m)*"

ol Q(m) est le quotient de U(g) par 'idéal & gauche de U(g) engendré par
les éléments © — x(x) avec x € m. Les 2d-bonnes Z-graduations pour e sont
des cas particuliers de Z-graduations admissibles pour e mais il existe des
Z-graduations admissibles pour e qui ne sont pas 2d-bonnes pour e (voir
Exemple 2.7).

On s’intéresse dans cet article au probleme d’isomorphisme suivant.

QUESTION B. — Si (m,n) et (m’,n') sont deux paires e-admissibles de
g, les W-algébres H(m,n) et H(m’,n') sont-elles isomorphes ?

Dans un premier temps, on obtient une caractérisation des graduations
e-admissibles (cf. Théoréme 2.11).

On s’intéresse ensuite aux propriétés de 'algebre H(m,n). On obtient
essentiellement les Théorémes 3.9 et 3.10 qui étendent [5, Theorem 4.1].

Afin d’étudier le probleme d’isomorphisme de la Question B, on définit
une relation d’équivalence sur ’ensemble des paires e-admissibles (cf. Dé-
finition 4.1 et Définition 4.6). On montre alors que si (m,n) et (m’,n’)
sont deux paires e-admissibles équivalentes, alors les algebres H(m,n) et
H(m',n’) sont isomorphes (cf. Théoréme 4.9).

On introduit ensuite les notions de graduations e-admissibles adjacentes
et connexes (cf. Définitions 5.2 et 5.3). Grace aux Théorémes 5.7 et 5.11,
le probléme d’isomorphisme se réduit a ’étude de la relation d’équivalence
sur ’ensemble des paires e-admissibles pour une graduation e-admissible
donnée. Dans ce contexte, on définit la notion de graduation b-optimale
pour e (cf. Définition 6.3). On montre que les paires e-admissibles rela-
tivement & une graduation b-optimale de g sont équivalentes entre elles.
De plus, elles sont équivalentes a celles issues d’une graduation de Dynkin
(cf. Théorémes 6.6 et 6.8). En particulier, on retrouve le résultat de [1,
Theorem 1].

On traite enfin quelques cas particuliers pour lesquels on montre 1’équi-
valence des paires e-admissibles, cf.Théoremes 7.1, 7.2, 7.4, 7.5 et §7.3. En
particulier, les WW-algebres associées sont isomorphes.

Compte tenu de ces résultats, on formule la conjecture suivante.

CONJECTURE A. — Les paires e-admissibles sont équivalentes entre
elles. En particulier, les W -algébres associées sont isomorphes.
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2. Graduations et paires admissibles

Dans cette section, on conserve les notations de 'introduction. Si z € g,
on note g* son centralisateur dans g.

Si U est un sous-espace de g, on note U+ son orthogonal par rapport a
la forme de Killing. Si deux sous-espaces U et V' de g sont en couplage par
rapport a la forme de Killing, alors dim U = dim V. On a le lemme suivant
(cf. e.g. [11, Proposition 20.1.5]) :

LEMME 2.1. — Soit ' : g = € g; une Q-graduation de g. I existe un
JjEQ
élément semisimple hr € g tel que
g; ={z €g; [hr,z] = jz}.
Soient I' : g = @ g, une graduation de g et hr I’élément semisimple
JjeQ
définissant I'. Comme la forme de Killing est g-invariante, donc ad hp-
invariante, les sous-espaces g; et g_; sont en couplage par rapport a la
forme de Killing pour tout i. En particulier, ils sont de méme dimension.
Pour une Q-graduation g = € g; et pour tout k € Q, on désigne par
JEQ
O<k, O<ks 0>k, 0>k les sommes D g;, D 9,5, D g;, D g, respectivement.
i<k i<k i=k >k

Rappelons que « : g — g* désigne 'isomorphisme de Killing. On fixe
pour la suite un élément nilpotent e de g et on pose x := k(e). Rappelons
que si m et n sont deux sous-algebres de g, la paire (m,n) est admissible
pour e (ou e-admissible) si elle vérifie les conditions de la Définition 1.1.

Dans le cas particulier ot m est une sous-algebre de g telle que la paire
(m,m) soit admissible pour e, on dit que la sous-algebre m est admissible
pour e.

Remarque 2.2. — Si (m,n) est une paire admissible pour e, alors

x([n, m]) = {0}.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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DEFINITION 2.3. — On dit qu’une paire (m,n) admissible pour e rela-
tivement a une Z-graduation I' : g = @jez g; est optimale si m = g¢_,.

On désigne désormais par PA(e) 'ensemble des paires admissibles pour
e et par GA(e) Pensemble des graduations admissibles pour e. Pour T’ €
GA(e), on note PA(e,T') 'ensemble des paires admissibles pour e relative-
ment a I'.

Exemple 2.4. — Soit (e, h, f) un sly-triplet de g. Pour la graduation
de Dynkin F%yn associée a h, g = ®jeZ g5, la paire (g<_2,08<0) est e-
admissible. Alors F’]’)yn € GA(e).

Exemple 2.5. — Si IT' est une graduation admissible pour e définie par
I’élément semisimple hr, alors la graduation IV définie par I’élément

hr := khr ou ke N*
est admissible pour e. On notera kI" la graduation I".

Exemple 2.6. — Une 2d-bonne graduation pour e de g est e-admissible
car la paire(m,m) est e-admissible ot m est donnée par la Formule (1.3) de
I'Introduction.

Prenons exemple ol g = sl3(C) et e = Ej 3. On considére la graduation
I':g=€Dcz0; définie par I'élément semisimple hr := %diag(Q,Q, —4).
On a PA(e,T') = {(g—2,9-2)}. De plus, la graduation I" est une graduation
non Dynkin mais bonne pour e.

Exemple 2.7. — On suppose que g = sl4(C) et e := Ey 3+ Ez4. On
considére la graduation I' : g = € g; définie par 1’élément semisimple
JEZ
%diag(?), 1,—1,-3). En particulier, e € go. La matrice élémentaire E; ; est

homogene de degré j — i. Posons

m=gg-—2 et n=mo (CEQJ (&3] (CES’Q.
On montre par calcul direct que (m,n) € PA(e,T) avec a = 2. Comme
ad (e) : g—1 — g1 n’est pas injective, ceci fournit un exemple d’une gradua-
tion admissible pour e qui n’est pas bonne pour e.

On fixe une Z-graduation I' de g,
(2.1) g= @ 9;,
JEZ
et soit hr I’élément semisimple de g définissant I'. On suppose que e € g,,
avec a > 1.

TOME 66 (2016), FASCICULE 2



840 Guilnard SADAKA

PROPOSITION 2.8. — Si e est un élément nilpotent distingué de g, alors
les graduations de Dynkin sont les seules graduations de g admissibles pour
e, a homothéties preés (cf. Exemple 2.5).

Démonstration. — Supposons que I' € GA(e). Soit (e, h, f) un sly-triplet
telque h € go et f € g_q, cf. [11, Proposition 32.1.7]. L’élément ¢ := §h—hr
centralise e et il est semisimple. Comme e est distingué, on a ¢t = 0 et donc
hr = $h, d’ou la proposition. O

PROPOSITION 2.9. — Supposons que I' € GA(e). Soit n un supplémen-
taire gradué de g<o N g® dans g<o contenant g<_,. Alors la paire (g<_q,n)
est admissible pour e si et seulement si n est une sous-algébre de g. En
particulier, si g<o N g° = {0}, alors la paire (g<—_q, 9<0) est I'unique paire
optimale admissible pour e.

Démonstration. — L’implication directe est claire. Supposons alors que
n soit une sous-algebre graduée de g. Les conditions (A1), (A2) et (A4)
sont clairement vérifiées. En outre, on a

[Qg—am} - g<—a—-1 C g<—a

d’ott (A5). De plus, en utilisant le fait que (g<_o)t = g<a, on vérifie
aisément (A3). Comme I' € GA(e), 'application ade : g>o — g>, est
surjective. On a alors

dim g — dim g° = dim[g, €] = dim[g>0, €] + dim[g<o, €] = dim g¢_, + dimn.
En conclusion, (g<—q,n) € PA(e,T). O

Remarque 2.10. — 1l n’existe pas toujours de paires optimales admis-
sibles pour e. Pour plus de détails, on référe & [10, Exemple 1.3.9].
Dans la suite, I' : g = €D g; désigne une Z-graduation de g vérifiant
JEL
e € g, ou a > 1. Notre objectif est de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 2.11. — La graduation ' est admissible pour e si et seule-
ment si g<—q N g° = {0}.

L’implication directe est claire d’aprés (A2) et (A4). Montrons Iautre
implication. Soient hr ’élément semisimple de g définissant la graduation
T et (e, h, f) un sly-triplet de g tel que h € gg et f € g_,. On pose

s := Vect(e,h, f) et t:=hp— gh.

L’élément t de g est semisimple et appartient & g¢ N g" = g°. De plus, les
valeurs propres de adt sont rationnelles.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On suppose désormais que g<—, N g° = {0}. On montre aisément le
lemme suivant :

LEMME 2.12. — Soit g =P, ®- - - &P, une décomposition de g en sous-
espaces de g stables par s et t, et deux a deux orthogonaux par rapport a la
forme de Killing. Pour touti € {1,--- , s}, soient m; et n; deux sous-espaces
gradués dans P; vérifiant les conditions suivantes :

(C1): PiNgg—o Cm C1; CPiNg<o;

(C2): mi- N e, Pi] = [e,ny];

(C3): n;Nge={0};

(C4): dimm; + dimn; = dim P; — dim(P; N g°).
On pose

S S
m:@mi et n:@m.
i=1 i=1

Alors la paire (m,n) vérifie les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6) de la
Définition 1.1.

Par conséquent, on va construire une paire (m, n) admissible pour e relati-
vement & la graduation I' suivant le Lemme 2.12. D’apres ce lemme, la paire
(m, n) vérifie les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6). Pour conclure qu’elle
est e-admissible, il restera & montrer que m et n sont des sous-algebres de
g vérifiant (A5).

Démonstration du Théoréme 2.11. — On considere la décomposition de
g en composantes isotypiques de s-modules simples,

g:E1@®Er

D’apres le lemme de Schur, cette décomposition est orthogonale relative-
ment a la forme de Killing. Comme ¢ commute avec s, chaque composante
isotypique E; est stable sous I'action adjointe de t et se décompose donc

en espaces propres pour adt,
E, = (PE:.,

A€Q

tels que
(22) () EiaxB, =08 A+p#0 et (,.)E, xE,_, non dégénérée.

Soient ¢ € {1,---,7}, A € Q et d; la dimension d’un s-module simple de
E;. L’ensemble des valeurs propres de ad h sur E; est donné par :

{—(d; —1),—(d; —3),-++ ,d; —3,d; — 1}.

TOME 66 (2016), FASCICULE 2



842 Guilnard SADAKA

Il s’ensuit que le plus petit poids de ad hr sur E; » (resp. sur E; _,) est
égal a

a a
Pix = _i(di — 1)+ X (resp. pi—x:= —§(di —1)=\).
On en déduit que I’ensemble des valeurs propres de ad hr sur E; y est donné
par
Eixi={pin+la; 0<1<d; -1} CQ

En particulier,ona p; —y = —pix—(di—1)aet Z;, _x = —E; x :={—p; p €
Eia}. Pour k € {\, —A}, on a la décomposition

difl
Ei,k = @ Eékv
1=0
ou Eﬁ)k est le sous-espace propre de E;; pour ad hr associé a la valeur
propre p; i + la.
De plus, pour [,I’ € {0,1,--- ,d; — 1}, le couplage (2.2) implique que
<Eé7>\, Eé:_/\> est égal A Csil+1'=d; — 1 et & {0} sinon.
Remarquons que g<—, N g¢ = {0} si et seulement si

(2.3) —%¢+D<A<gwﬁﬂ)

D’apres notre hypothese, les inégalités de (2.3) sont donc satisfaites.
On pose

dimEL,\
m; =
A d;
Pour 1 € {0,1,--- ,d; — 1}, on a dimEb =m; x. Pour A > 0, on pose

Virx=E;\»+E; _,.

On a alors la décomposition orthogonale par rapport a la forme de Killing
en sous-espaces stables par s et ¢ :

g= @ @ Vi
i=1 AeQ+
On cherche a appliquer le Lemme 2.12 & cette décomposition pour construire
une paire e-admissible.
D’apres la formule (2.3), les deux cas possibles sont :
x Cas I :1Ilexiste k € {0,1,---,d; — 1} tel que p; » + ka = 0.
* Cas II. : Il existe k € {-1,0,1,--- ,d; — 1} tel que p;x + ka < 0 <
pix+ (k+1a.
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di—2—k
CasI. — Dans ce cas, E; \Ng<o = @ E! ixret By \Ngeo = @ E Y

En particulier, (V; x Ngeo) Ng® = {0} On pose

My =1 = ViaNgeo = ViaNg<q.

On montre par calculs directs que les conditions (C1), (C2), (C3) et (C4)
sont vérifiées.

di—2—k
CasII. — Dans ce cas, EL,\ﬂg<0_EBE et E; xNg<o = EB E 5

On présente dans la Table 2.1 les ch01x de m; » et n; \ dans chacun des sous-
cas possibles :

Cas II: Conditions m; \ 1PN
d;i—2
(a) k=-1 Q? El-"_A
d172
(b) k=d;—1 ZG?O Ei/\
k—1
() —-l<k<d—1,A=0 @ E, Vi o] N g<o
_ L k d;—3—k
(d) l<k<di—1,A#0 @Eﬁ,ﬁ' EB El,)\
202 < —(2k+1)a =0
_ L k—1 di—2—k
() l<k<di—1,A#0 @EQ,A"’ ® El‘,_,\
—(2k 4+ 1)a < 2p; » =0 =0

TABLE 2.1. Cas II.

Par des calculs directs, les conditions (C1), (C2), (C3) et (C4) sont véri-

fiées dans tous les sous-cas. De plus, m; x Cn; x C V,; xNggo g.

g
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Conclusion. — Posons
m= @mm et n= @nm.
i\ i\

Les conditions (A2), (A3), (A4) et (A6) sont vérifiées d’apres le Lemme 2.12.

Comme g<— CmCnCggs Cgep,Ona

[m,m] C [n,m] C [n,n] Clgg-2,0< 2] Cgca CmCn

Il s’ensuit que m et n sont des sous-algébres de g telles que [n,m] C m. Par
conséquent, la paire (m,n) est admissible pour e. Ceci achéve la démons-
tration du théoreme. ]

Remarque 2.13. — Comme la graduation I' est entiere, il en résulte que
A€ %Z. Pour a fixé le nombre de graduations admissibles pour e est fini
d’apres les inégalités (2.3).

3. W-algeébres finies associées aux paires admissibles

Dans cette section, on conserve les notations de la section précédente.
Plus précisément, e est un élément nilpotent de g et x := k(e) ou k est
lisomorphisme de Killing. On fixe une paire e-admissible (m,n) de g rela-
tivement & une Z-graduation I' : g = @ g; avec e € g, pour a > 1. Le

€7
groupe adjoint G opére dans g et g* vi; lopération adjointe et 'opération
coadjointe respectivement. Pour g € G, x € g et £ € g*, on note g(x) et
g(&) les images de z et € par g pour ces opérations respectives.

Si a une sous-algébre de g, on note U(a) 1'algébre enveloppante de a.
D’apres la Remarque 2.2, la restriction & m de y est un caractére de m.

Ce dernier s'étend en une représentation x : U(m) — C de U(m) et on
désigne par C,, le U(m)-module a gauche correspondant. La multiplication
a droite par un élément de m induit une structure de U(m)-module & droite
sur U(g). Soit I(m) l'idéal & gauche de U(g) engendré par les éléments
x — x(x), pour € m.

On pose

Q(m) := U(g) @u(m) Cy-

Alors Q(m) est isomorphe & U(g)/I(m) en tant que U(g)-modules. L’opé-
ration adjointe de n dans g s’étend de fagon unique en une opération
0 de n dans U(g). L’idéal I(m) est stable sous cette action de n. En
particulier, ceci induit une structure de n-module sur Q(m) donnée par
0(z)(u+ I(m)) = 0(x)(u) + I(m), pour € n et u € U(g).
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On définit H(m,n) par le sous-espace de Q(m) formé des éléments inva-
riants par n :

(3.1) H(m,n) = {u+I(m) e Q(m); 0(x)(u) € I(m) pour tout x € n}.

Pour u+I(m),v+I(m) € H(m,n), on a uv+I(m) € H(m,n). En particulier,
(u+I(m))(v+I(m)) = uv+I(m) définit une structure d’algebre sur H(m, n).

Remarque 3.1. — Lorsque m = n, d’apres (3.1), on a un isomorphisme
d’algebres
¢ : H(m,n) — EndyQ(m)P
donné par ®(u + I(m))(v+ I(m)) = vu + I(m) ot u+ I(m) € H(m,n) et
v+ I(m) € Qm).

Soient (e, h, f) un sly-triplet de g et s un sous-espace gradué de g sup-
plémentaire de [n,e] dans m*. En utilisant la Définition 1.1, on montre
que

(3.2) g=[g,€] ®s.
On pose
S:=x+=k(s) C g".
Rappelons que hr est I’élément semisimple définissant I'. Soit v : C* — G
le sous-groupe a un parametre associé a ad hp. Pour tout j € Z,

gj={z€g;y(t)(z)=t'z, pourtout tec C*}.

On définit une opération p du groupe C* dans g en posant pour tous
teCetzeg,

p(t)(x) = t*y (™) (2).
Pour z € g;j et t € C*, on a p(t)(z) = 7%, En particulier, comme
e € o, pl1)(e) = c.

THEOREME 3.2. — La variété affine S = x + k(s) (resp. x + r(m1))
est transverse aux orbites coadjointes de g*. Précisément, pour tout £ € S
(resp. £ € x + k(m1)), on a Te(G.€) + Te(S) = g* (resp. Te(G.€) + Te(x +
K(m*)) = g*).

Démonstration. — Montrons le théoréme pour S. Les mémes arguments
s’appliquent pour y + k(m*)). Pour cela, rappelons en premier lieu que
g = [g,e] ®s dapres (3.2). De plus, comme m* C ge, 1, opération p
dans e + s est contractante. Ainsi, les arguments de [5, §2.2] s’appliquent
point par point dans notre cadre. Le théoréme s’ensuit. (|
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Soit N le sous-groupe unipotent de G d’algebre de Lie n. On vérifie
aisément que I'image de I'application adjointe N x (e4+m™) — g est contenue
dans e +m*. On définit alors par restriction & N x (e + 5) de 'application
adjointe N x (e +m™) — g, I'application

a: Nx(et+s)— e+mt.

THEOREME 3.3. — L’application o est un isomorphisme de variétés af-
fines.

Démonstration. — On définit une opération de C* dans N x (e + s5) en
posant :

t.(g, @) == (Yt gy(t), p(t)(x)),

pour tous t € C*, g € N et x € e + 5. Il s’ensuit que le morphisme a est
C*-équivariant ot 'opération de C* dans e + m* est donnée par p.

D’apreés [5, Proof of Lemma 2.1], il suffit alors de montrer que la différen-
tielle de a au point (1¢, e) induit un isomorphisme entre l’espace tangent
Tg,e)(N x(e+5)) =nxsdeN x (e+5)en (1g,e) et 'espace tangent
Te(e+mt) =mt dee+mt ene.

En effet, les ensembles des points fixes par C* de N x (e +5) et e +m*
sont {(1g,e)} et {e} respectivement.

On a do(q,,e)(n x 5) = [n,e] +5 = m*. L’application da(1g,e est alors
surjective. Par conséquent, c¢’est un isomorphisme entre n x s et m* pour
des raisons de dimension. Le théoreme s’ensuit. ]

La variété S admet une structure de Poisson, tout comme la tranche de
Slodowy.

Rappelons tout d’abord que g* admet une structure de Poisson canonique
donnée par

{F, G}(&) = &([de F, deGT)

pour tous F,G € Clg*] et £ € g* ou de F € (g%)* ~ g.

Toute orbite coadjointe dans g* admet une structure naturelle de variété
symplectique [3, Proposition 1.1.5].

On montre alors la proposition suivante.

PROPOSITION 3.4. — La variété S C g* hérite de la structure de Poisson
sur g*.

Démonstration. — D’apres la Proposition 3.10 et la Remarque 3.11 de [12]
il suffit de vérifier les conditions suivantes :

(i) S est transverse aux orbites coadjointes de g*.
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(ii) Pour tout £ € S, on a
#eAnn(TeS) N Te(S) = {0},
olt Ann(T¢S) est annulateur de TeS ~ k(s) dans (Teg*)* ~ (g*)* ~
get #e: (Teg")" g — Teg" ~ 9", a— &(lo,]).
Tout d’abord, la condition (i) est satisfaite grace au Théoréme 3.2. Tl

reste & montrer la condition (ii).
On a

Ann(TeS) = {x € g ; n(z) =0, pour tout 1 € k(s)} = s=.

Par conséquent,

#§Ann(T§S) = <H_1(§)7 [5L7 ]> = <["€_1(§)ﬂ5L}7 > = 5([’i_1(§)75L])'

On est alors amené a vérifier que I'intersection,

R(lR7H(8), 7)) NTe(S) = w([s™1(€),57]) N k(s) = w([x71(€), 571 Ns)

est nulle. La proposition s’ensuit car pour tout £ € S, on a [k~1(¢),s5]Ns =
{0}. O

On note plus simplement H Dalgébre H(m,n) définie par (3.1). De la
méme maniére, on désigne par I et Q lidéal I(m) et le quotient Q(m)
respectivement.

Soit C[g*] I'algebre des fonctions réguliéres sur g* qui est canoniquement
isomorphe & lalgebre symétrique S(g) de g. L opération adjointe de g dans g
induit une opération, encore notée ad , de g dans S(g) et donc une opération
de g dans Clg*].

On définit une opération p? du groupe C* dans g* en posant pour tous
teC* cecgr:

PH(B)(E) ==t~ v (1)(€).

Ceci induit une opération de C* dans C[g*] donnée par :
PE)(F)(E) = F(pF(t™1)(€)),
pour tous t € C*, F € C[g*] et £ € g*.
On pose, pour k € Z,
Clg*]|(k) := {F € C[g*] | p*(t)(F) = t*F, pour tout t € C*}.

Pour z € g; et t € C*, on a p#(t)k(z) = t/~%k(x). L’opération p* stabilise
les sous-espaces (s) et x(m=) et les poids correspondants sont des entiers
strictement négatifs. En outre, I'application pf induit une opération de C*
dans C[S] = C[x + k(s)] et dans C[x + x(m™)]. Ceci définit une structure
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d’algebres graduées sur ces deux algebres. On vérifie alors sans peine le
lemme suivant :

LEMME 3.5. — La graduation sur C[S] (resp. sur Clx + r(m')]) est
positive au sens ou C[S](k) = 0 (resp. C[x + x(m1)](k) = 0) pour tout
k <0 et C[S](0) ~ C (resp. C[x + x(m™1)](0) ~ C).

Soit (U’(g)); la filtration standard de U(g). L’opération adjointe de hr
dans g s’étend de fagon unique en une dérivation sur U(g).

On pose pour tout i € Z, U;(g) := {x € U(g) ; (ad hp)(z) = ix}.

Soit F la filtration croissante de U(g) définie par,

FU@ = Y Ule) U, (kez).
i+aj<k

Sixz e F.U(g) et y € FU(g), alors on a [z,y] € Fris—oU(g).
On désigne par gr» U(g) lalgebre graduée de U(g) par rapport a la filtra-

tion F,i.e.,grzU(g) = @, gz U(g) ot grz , U(g) := FrU(9)/Fr-1U(g).
On a alors un isomorphisme d’algebres graduées g-équivariant entre
grzU(g) et Cl[g*] qui envoie grz , U(g) sur Clg*](k).

Remarque 3.6. — Comme 'algebre graduée gr» U(g) est commutative,
elle admet une structure de Poisson (cf. e.g. [3]). En particulier, I'isomor-
phisme entre gr-U(g) et C[g*] est un morphisme d’algébres de Poisson.

Rappelons que @ est le quotient U(g)/I. Soit 7 : U(g) — @ P'application
quotient et posons
FiQ :=7n(FU(g)), keZ.

Ceci définit une structure de U(g)-module filtré sur Q. De plus, pour
tout k < 0, on a FrQ = {0}.
Soit gr(m) : grrU(g) — grr @ le morphisme gradué surjectif associé a .
On a la suite exacte de gr U(g)-modules
0—grrl —grzU(g) »grr-Q —0.

En particulier, grz I est un idéal de grrU(g). On en déduit que grrQ
admet une structure d’algebre avec grr-Q ~ grrU(g)/grz I (cf. e.g. [11,
Proposition 7.5.3]). De plus, grr I est le noyau de gr(m).

Soit Z(x + &(m™)) l'idéal de C[g*] formé des fonctions polynomiales sur
g* qui s’annulent sur y + x(mb).

PROPOSITION 3.7. — On a un isomorphisme n-équivariant,
9 ¢ grrQ — Clx + r(mb)],
entre les algébres graduées gr Q et C[y + r(m>)].
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Démonstration. — Rappelons que I’on a un isomorphisme d’algebres gra-
duées g-équivariant entre gr-U(g) et C[g*].

L’image du noyau grr I de gr(m) par 'isomorphisme gr-U(g) — C[g*]
est Z(x + x(m™)). On déduit alors les isomorphismes suivants :

gt Q= grrU(g) /gty I = Clg*]/Z(x + r(m™)) = C[x + r(m™)).
Il s’ensuit qu'on a un isomorphisme d’algebres graduées 9 : gryQ —
Clx + #(m1)]. Comme grxI est n-stable, isomorphisme grx 1 ~ Z(x +
k(m1)) est n-équivariant. Par conséquent, 9 est n-équivariant. a

La filtration (FxQ)g induit une filtration (FxH := H N FrQ)x sur H.
Par conséquent,

PROPOSITION 3.8. — L’application + : grr H — grr (@) est un mor-
phisme d’algébres graduées injectif.

Soit p : C[x+#&(m+)] — C[S] le comorphisme correspondant & I'inclusion
S < x + rx(mt).
D’apres la Proposition 3.7, on en déduit un morphisme d’algebres gra-
duées v : grr H — C[S].
THEOREME 3.9. — Le morphisme
v:gryr H— C[S]
est un isomorphisme d’algébres de Poisson graduées.

Comme les arguments de [5] s’appliquent points par points dans notre
cadre, on omet ici la démonstration de ce théoréme, voir [5, Section 5]
ou [10, Section 2.4].

Soit m une sous-algebre de g admissible pour e. Soient C la catégorie
abélienne des U(g)-modules & gauche finiment engendrés sur lesquels, pour
tout m € m, Pélément m — x(m) de U(g) agit localement comme un endo-
morphisme nilpotent, et C’ la catégorie des H-modules & gauche finiment
engendrés.

On note d’'une part Q @ — : ' — C le foncteur défini par

Qen—)(V)=QeuV et (Qon —)(¢)(g®v) =93 ¢(v),

pour tous V,W deux objets de C’', ¢ € Home (V,W), g € Q et v € V.
D’autre part, on désigne par Wh : C — C’ le foncteur

Wh(E) = {x € F; mz=x(m)x pour tout mem} et Wh(®)(x) = &(x)

pour tous E,F deux objets de C, ® € Hom¢(E,F) et + € Wh(E). On
remarque que Wh(®) est bien défini car ®(Wh(FE)) C Wh(F).
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THEOREME 3.10. — Le foncteur Q ®py — établit une équivalence de
catégories entre les catégories C' et C. L’inverse est donné par le foncteur
Wh.

Les arguments de [5, Section 6] s’appliquent & notre situation. On omet
ici la démonstration.

4. Equivalence et probléme d’isomorphisme

Compte tenu de la généralisation faite a la section précédente, il est na-
turel de se demander si 'algébre H(m,n) dépend du choix de la paire ad-
missible (m, n). Cette question sera traitée dans cette section. On conserve
les notations des sections précédentes.

DEFINITION 4.1. — Soient I' € GA(e) et (m,n), (m’,n’) € PA(e,T'). On

note
(m',;n) <r (m,n)
simCm/ Cn/ Cn.

Soient (m,n), (m’,n’) € PA(e). On dit que (m,n) et (m’,n’) sont com-
parables s’il existe I' € GA(e) telle que (m,n),(m’,n") € PA(e,T") et telle
que

(m’,n') <r (m,n) ou (m,n)=<r (m',n').

Exemple 4.2. — SiT': g = @jEZ g; est une graduation de g telle que

e € g, pour a > 1 et g° N geo = {0} alors tout (m,n) € PA(e,T") vérifie
(ma n) <r (g<—a7g<0)7

ol (g<—q, g<0) est I'unique paire optimale d’apres la Proposition 2.9.

Exemple 4.3. — On suppose que g = slg(C) et que e :== >, E;iy1.
1<<7
i#4
On considere la graduation I' : g = € g; définie par I’élément semisimple
jez
%diag(?, 1,-5,—-11,11,5,—-1,—7). On a dim g¢ = 15 et e € g3. Les paires
(m,m) et (m/,n’) sont admissibles pour e ou

m:=g<—3 D g1, wm’ = 9<-3 ® CEq 1,
W :=m'®CE;2®CEs3® CE37 @ CEyg.

De plus, elles sont comparables vérifiant (m,m) <r (m’,n’).
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Exemple 4.4. — Deux paires admissibles pour e ne sont pas toujours
comparables. En effet, dans le cadre de I’Exemple 2.7, on remarque que la
paire admissible

(m,n1) = (g<—2,0< 2@ CE32 ®CEy3)
n’est pas comparable a la paire (m,n) de 'exemple.

PROPOSITION 4.5. — Si (my,ny), (mg,ny) € PA(e) sont comparables,
alors les algeébres H(my,ny) et H(mg,ng) sont isomorphes.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe
une Z-graduation e-admissible I' : g = @jez g; de g telle que e € g, pour
a>1et (mg,n2) <r (my,ny). Comme I(my) C I(mz), on a la suite exacte
courte

0= ker® — Q(my) = Q(my) — 0,
ot ® est le morphisme de Q(m;) sur Q(mz) induit par le morphisme quo-
tient (surjectif) U(g) — Q(my). Soit ® la restriction de ® & H(my,ny).

Comme I(my) C I(mg3) et ny C ny,

@(H(ml,nl)) Q H(mg, HQ).

On rappelle que la filtration de Kazhdan généralisée F induit une filtra-
tion croissante sur H(my,n1) et H(ma, no).

On note gr ® et gr ® les morphismes gradués associés & ® et ® respecti-
vement :

grd:grrQ(my) — gryQ(my), gr®: gry H(my,ny) — gry H(my, ny).
Soit s un sous-espace gradué de g supplémentaire de [n2,e] dans mj-.
On rappelle que s @ [g, e] = g. Il s’ensuit que s N [ny,e] = {0}. D’apres la

condition (A6), on en déduit que 5 @ [ny,e] = mi. On pose alors
S = k(e +5).

D’apres le Théoréme 3.9, on a un isomorphisme v; : gr H(m;, n;) — C[S],
pour i € {1,2}. Montrons que voogr ® = . Soient p; et yu les comorphismes
correspondants aux inclusions § < k(e +mi) (i = 1,2), et k(e + my) —

k(e +mi). On a alors g = pg o p. Soit ¢; : gry H(m;,n;) < gre Q(m;) le
morphisme injectif donné par la Proposition 3.8 pour ¢ = 1,2. On a v; =
piot;. De plus, on a 1y = gr ®ory ogr ®. Comme gr Q(m;) ~ C[x (e+m )]
pour ¢ € {1,2} d’apres la Proposition 3.7, on en déduit que v o grd = uy.
Par conséquent, gr ® est un isomorphisme d’algebres graduées.

Comme FrQ = {0} pour tout k& < 0 et d’apres [11, Propositions 7.5.7
and 7.5.8], ® est donc un isomorphisme d’algébres ce qui démontre la pro-
position. O
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DEFINITION 4.6. — Soient (m,n), (m’,n’) € PA(e). On dit que (m,n) et
(m’,n’) sont équivalentes, et on note (m,n) ~ (wm’,n’), s’il existe une famille
finie de paires e-admissibles {(m;,n;)}icq1,... s} telle que

(1) (my,n1) = (m,n);

(2) les paires (m;,n;) et (m;y1,n;41) sont comparables pour tout i €

{1,... ’57]_},-
(3) (mg,ng) = (m',n').

La relation ~ définit une relation d’équivalence sur PA(e).

Exemples 4.7.
(1) Dans I'Exemple 4.4, pour

my = g2 @ Cls o,

on a (mg,my) € PA(e,T) et (m,ny) s=r (mg, mz) < (m,n). Il s’ensuit que
les paires (m,n) et (m,ny) sont équivalentes.

(2) Dans ’Exemple 2.6, on a PA(e,T') ={(g_2,9-2)}. On considére la gra-
duationI" : g = €D, g définie par I'élément semisimple 3 diag(4, -2, —2).
On vérifie alors que PA(e,I") = {(g"5,9"5)}-

On consideére enfin la graduation de Dynkin I : g = €D, 07 En
particulier, les paires (g”4,9%), (9—2,0-2) et (¢_5, 9" 5) appartiennent a
PA(e,T") et vérifient

(9—2,08-2) <7 (g/iwg/éo) e (99,00 5)

Il s’ensuit que les paires (g_2,9-2) et ("5, 9" 5), qui ne sont pas issues de
la méme graduation, sont équivalentes.

Remarque 4.8. — Soit I' : g = @jez g; une graduation de g telle que
e € go pour @ > 1. Si (g<—a, <o) est une paire admissible pour e, toutes
les paires admissibles pour e relativement a I' sont équivalentes d’apres
I’Exemple 4.2. En particulier, les paires admissibles pour e relativement a
une graduation de Dynkin (et plus généralement & une bonne graduation)
sont équivalentes.

Grace a la Proposition 4.5, on montre aisément le théoréme suivant.

THEOREME 4.9. — Soient (m,n) et (m’,n') deux paires e-admissibles
équivalentes. Alors les algébres H(m,n) et H(m',n’) sont isomorphes.

Remarque 4.10. — Si e est distingué alors, d’apres la Proposition 2.8 et
la Remarque 4.8, les paires e-admissibles sont équivalentes et donc, d’apres
le Théoreme 4.9, les W-algebres associées sont isomorphes.
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5. Connexité des graduations admissibles

On conserve les notations des sections précédentes. La notion de paires
admissibles pour e relativement & des Z-graduations de g peut étre éten-
due naturellement aux Q-graduations de g. On note dans la suite PAg(e)
I’ensemble des paires admissibles pour e relativement a des Q-graduations
de g et GAg(e) l'ensemble des Q-graduations admissibles pour e. Pour
I' € GAg(e), on désigne par PAg(e,I') Pensemble des paires admissibles
pour e relativement a la Q-graduation T'.

Pour une Q-graduation I' de g et A € Q7 , on rappelle que AI' est la
Q-graduation de g définie par I’élément semisimple A\hr ot hr est I’élément
semisimple qui définit la graduation I'.

PROPOSITION 5.1.
(1) Pour tout I' € GAg(e), il existe A € Q7 tel que \I' € GA(e).
(2) Pour tous " € GAg(e) et A € Q%, on a PAg(e,I') = PAg(e, AL').

DEFINITION 5.2. — Deux Q-graduations I',T” admissibles pour e sont
dites adjacentes si elles ont une paire e-admissible en commun, i.e.,

PAQ(G, rn PAQ(B, F/) #+ .

DEFINITION 5.3. — Deux graduations I'\T" € GAg(e) sont dites
connexes s'il existe une suite (I';)jeq1,... s de Q-graduations admissibles
pour e telle que

(2) les graduations T'; et T';11 sont adjacentes pour tout 1 <i<s—1;

(3) TV =T,.

Exemples 5.4.

(1) Soit I' € GAg(e). Pour tout A € Q%, les graduations AI' et I" sont
adjacentes d’aprés la Proposition 5.1 (2).

(2) On reprend ’Exemple 4.7(1). On considére la graduation de Dynkin
I": 9=, 0, de g associée a diag(1,1, -1, —1). Les graduations I' et I/
sont adjacentes car (mg, my) € PA(e,I') N PA(e,TV).

Exemple 5.5. — Deux Q-graduations admissibles pour e ne sont pas
toujours adjacentes. C’est le cas des graduations I' et TV de 'Exemple 4.7(2).

La proposition suivante est une conséquence directe de la Proposition 5.1.

PROPOSITION 5.6. — Deux éléments I',T" € GAg(e) sont connexes si
et seulement si T et I sont connexes via une suite d’éléments de GA(e).
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La suite du paragraphe est consacrée a la démonstration du théoréme
suivant :

THEOREME 5.7. — Les Q-graduations admissibles pour e sont connexes
entre elles.

On fixe désormais une Z-graduation e-admissible " : g = € jez 95 telle
que e € g, ot a > 1 et un sly-triplet (e, h, f) de g tel que h € go et
f € g_q (cf. [11, Proposition 32.1.7]). Soient Ar I’élément semisimple de g
définissant T et s := Vect(e, h, ). On pose

ti= hp — gh

L’élément ¢ de g est semisimple et appartient a g° N g" = g°.
On pose [0,1]g = [0,1] N Q. Soit € € [0,1]g. On considére I’élément
semisimple

W = Lhtet.
2
Pour 5 € Q, on note

g;E) ={reg; (adhff))(w) = jx}.

Soit alors T'®) : g = @ icQ ggg) la Q-graduation de g définie par I’élément
semisimple h(FE). En particulier, h}l) = hp, TM =T et T® = %I‘%yn.
Observons aussi que e € g((f).

D’apres le Théoreme 2.11 et comme |eA| < [A| < §(d; + 1), on vérifie
aisément que la graduation T'() appartient & GAg(e) pour tout € € [0, 1]g.

Pour montrer le Théoreme 5.7, il suffit de démontrer que I' est connexe
a T(® qui est adjacente & la graduation de Dynkin. On va donc construire
une suite de rationnels 0 = g9 < €1 < -+ < €5 = 1 telle que pour tout
i€{0,...,s}, (=) et T'(€i+1) soient adjacentes. Pour cela, on reprend dans
les grandes lignes la démonstration du Théoréme 2.11 dont on rappelle
quelques notations.

On a les décompositions

r d;—1
s=E:, E.=PE., Er=PE,,
i=1 AEQ 1=0

qui représentent respectivement la décomposition orthogonale en compo-
santes isotypiques de s-modules simples, la décomposition en sous-espaces
propres de ad t et la décomposition en sous-espaces propres de ad hr avec d;
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la dimension d’un s-module simple de E;. Rappelons aussi que pour A > 0

T
Vix=Eix+E;_x e g= @ @ Vi
i=1 AeQ+
est une décomposition orthogonale relative a la forme de Killing. Pour tous
e €[0,1]g et A € Q, l’espace E; » est stable par ad h(
tout l € {0,--- -1} E z , est un sous-espace propre de ad h(e

propre pf))\ + la ol

9. De plus, pour

) de valeur

Pf))\ = *g(di —1)+er
L’ensemble des valeurs propres de ad h(s) sur E; \ est donné par :

EM—{p +la; 1=0,1,...,d; — 1}.

En particulier, on a _( ))\ = ESEA)

Comme dans la démonstration du Théoréme 2.11, on va s’intéresser a la
« position du zéro » dans EE?, d’ou la définition suivante :
DEFINITION 5.8. — On définit I'entier pos1t1fp  par
(a) pi3 =150 <p3
(b) pE? = (s+1)+1 si p£>)\+sa <0< p(a
{0, - -2}
(c) pj? = 2d +1si p{S + (di — 1)a < 0;

(d) pv(i)\—2(s—|—1) si pv(s))\—&—sa:OpoursE{O,--- ,d; — 1}

) + (s + 1)a pour s €

(e) =()

Comme B, a="F _yona

(5.1) pE) +p) | = 2d; +2.

T,

PROPOSITION 5.9. — Soient ¢,¢" € [0, 1]g tels que \pl AP /\)| < 1 pour

tous i et A. Alors les graduations I'(¢) et T'(¢ ") sont adjacentes.

Démonstration. — On cherche une paire e-admissible (m, n) commune a
I et T de la forme suivante :

m= @mm et n= @ni,)\
i, i\

telle que pour tous ¢ € {1,---,7} et A € QT, les sous-espaces m; ) et
n;,\ sont F(E)—gradués et F(El)—gradués dans V; » et vérifient les conditions
(C1), (C2), (C3) et (C4) du Lemme 2.12 appliqué a la décomposition g =
@:=1 @AEQ+ Vi et aux deux graduations e et TED,
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Soient ¢ € {1,--- ,7} et A € QT. Pour la construction de m; » et n; , on

distingue deux cas : le cas ol pis))\ = pz A\ ) et le cas ol |p§€; - pz(.i,\)| =1.

Cas I : pgi)\ = pgi) — Dans ce cas, V; N g(e) = V;\N g(a)
VixN g(f()) =V;\N g . On distingue trois sous-cas.
(a) Si A =0, on pose
m;o:= V;oN QS),W N0 :=VioN 9(<€()) =V;oN 9(5),%-
(b) Si A#0 et si pz(i)\ est pair ou appartient a {1,2d; + 1}, on pose

m;x =1 = VN g(gs),a-

(¢) Supposons A # 0 et pgs))\ impair de la forme 2k+1onke{l,...,d;—1}.
Si pfi) +(k—1)a < (E) 7+ (di —k —1)a, on pose

miy =1 = E; N 9(<()J +E; AN 9(5)

Si pf; +(k—=1)a > pl(.i/\ + (di — k — 1)a, on pose

(e) ()

mz)\—nz)\—E /\mg +E27)\mg

Dans chacun des sous-cas, les conditions (C1), (C2) et (C3) sont vérifiées
par construction. On rappelle que m; \ = dmiiﬁ dim E! A = dim(E; xN
g°). La condition (C4) s’ensuit. On constate aussi que dans tous les sous-

cas, on a par construction

(5.2) m; A ©Vian g(g)_% =Vixn g(;_) :

vl

Cas IT - |p%] — p5)| = 1. — Tlexiste k € {1,...,d;} tel que Iune des
conditions suivantes soit vérifiée :
(i) (pﬁ?,pf V) = (2k, 2k —1);
(ii) (pﬁi)mu) 2%k, 2% + 1);
(i) (P} p(3)) =
(IV) (pz )@pz A )
On pose

( );
(2k + 1,2k);
(2k )

—1,2k).

di—k—1

(5.3) mi\ =M —@Eﬁx‘F @ E{ -

On vérifie sans peine que les condltlons (C2), (CS) et (C4) sont satisfaites.
D’apres ce qui précede, on trouve aisément une description des sous-espaces
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E; ;N g(j()) et E; 1 N g(f(/)) pour k € {—X,A}. Cela suffit pour vérifier la
condition (C1). Par exemple, dans le sous-cas (i), il suffit de remarquer

B @ _NE g © _"Rm g E .\ a® —
que E; _xNg o = @ i B, —aNgog = 16—90 iy et B NG =

E2>\ﬁg<0 @E

On constate enﬁn que dans les sous-cas (i) et (ii), on a

(5.4) mi =1 =V;\N 9(<€()) =V;\N g(g)

Dans les sous-cas (iii) et (iv), on a

(5.5) my=n;0=V;aN 9(<€0) =V;\N 9(5 )
Conclusion. — On pose

m= @mm et n= @ni)\.
i\ i\

D’aprés le Lemme 2.12, la paire (m,n) vérifie les conditions (A2), (A3),
(A4) et (A6). D’apres (5.2), (5.4) et (5.5), m et n sont deux sous-algébres
de g et vérifient (A5). Ceci nous permet de conclure que (m,n) appartient
a PA(e,T©)) N PA(e, T). 0

PROPOSITION 5.10. — Il existe une chaine de rationnels eg,e1, -+ ,&5 =
1 telle que
O=¢p<e1 < <eg_1<es=1
avec pour tout k € {0,--- ,s — 1} et pour tout (i, ) on a
N S
(2) |p(6) (E")| < 1 pour tout € €leg, ept1];
(3) |pl-7 pgi’f“)\ < 1 pour tout € €leg, e1]-

(0)

Démonstration — Observons que p; A= d; + 1 De plus on remarque

que pl 0 = d; + 1 pour tout €. Par définition de p ) et pl /\, lorsque A # 0,

pg‘s))\ n’est pair que pour un nombre fini de Valeurs de e. L’application €

(pgg\)z |, converge vers (di + 1)1. ,, lorsque € tend vers 0. De plus, I’ensemble
des couples (i, A) est fini et, pour (i, A) fixé, p( ) appartient & ’ensemble
{1,...,2d; + 1}. On en déduit qu’il existe 0 < g7 < -+ < 51 < g5 = 1
tels que
% pour tout k € {1,---,s—1}, il existe (i, A) tel que A # 0 et pgs’“) soit
pair;
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()

* pour € €]0,1[ différent de e1,e2, -+ €5, p; 5 est impair pour tout

A £ 0.
L’assertion est alors claire. g
THEOREME 5.11. — Toute Q-graduation admissible pour e est connexe

a la graduation de Dynkin.

Démonstration. — Soit I' une Q-graduation admissible pour e. D’apres
la Proposition 5.1, on peut supposer que I' est une Z-graduation admissible
pour e et il suffit de montrer que I est connexe & I'(?).

Considérons les rationnels e, donnés par la Proposition 5.10 et la suite

O=co<gp<e <ej < <egg1<e, <es=1
Pour tous (i, A) et k € {0,---,s—1}, on a

i) =PI < 1 et S —pi3 <L
D’apres la Proposition 5.9, d’une part les graduations I'(e*) et ') sont
adjacentes pour tout k € {0,---,s — 1} et d’autre part, les graduations
['R) et D(Er+1) Je sont aussi. Le théoréme s’ensuit. O

Remarque 5.12. — Le Théoreme 5.7 découle du théoréme précédent.
Le probleme d’isomorphisme des W-algebres se réduit alors a 1’étude de
la relation d’équivalence sur ’ensemble des paires e-admissibles pour une
graduation e-admissible donnée.

6. Probléme d’isomorphisme pour les graduations
optimales

On montre dans cette section que les W-algebres associées aux paires
e-admissibles de certaines graduations sont isomorphes. On conserve les
notations des sections précédentes. Soit I' : g = € jeg8; une graduation
de g telle que e € g, avec a € N, a > 2. Pour b € Q, on considere la forme
bilinéaire antisymétrique

(I)e g-b X Pb—a — (Ca (xay) = <67 [fﬂ,y]>

On désigne par gj, I'intersection de g avec g° pour k € Q. Comme gy, et
ga—p sont en couplage par rapport a la forme de Killing, on montre aisément
le lemme suivant.
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LEMME 6.1.

(1) Soit V' (resp. W) un supplémentaire de g°, dans g_; (resp. de g5_,
dans gp— ). Alors la restriction de ®, 4 V- x W est non dégénérée. En
particulier, dim V = dim W.

(2) Soit U un sous-espace de g_y, tel que U N g° = {0}. Alors dim(U+ N
le,gv—q]) = dimgy_q —dimgy , —dimU.

Supposons désormais que la graduation I' soit admissible pour e. La
proposition suivante est une conséquence directe du Lemme 6.1 et de la
Définition 1.1.

PROPOSITION 6.2. — Soient (m,n) une paire e-admissible relativement
al'etb€l0,5]. On pose U' =mNgy o, V' =mnNgy, U=nNgy, et
V =nng_p. Alors dimU +dim V' = dimg_, —dimg®, = dimU’' +dim V.

DEFINITION 6.3. — Soit b > 0. Une Q-graduation I : g = (P, 9; est
dite b-optimale pour e si g«_p N g¢ = {0} et s’il existe a € N, avec a > 2,
tel que e € g, et a > 2b.

Exemples 6.4.

(1) Une graduation de Dynkin est 1-optimale pour e.

(2) Une graduation 2d-bonne est d-optimale pour e.

(3) La graduation I' de I'Exemple 2.7 est 1-optimale pour e.

Remarque 6.5.

(1) Soient b > b > 0et I': g = €P;cq9; une graduation b'-optimale
pour e telle que e € g, et a > 2b. Alors I' est b-optimale pour e.

(2) SiT est b-optimale et A € N*, alors AI' est Ab-optimale.

(3) Une graduation b-optimale pour e est e-admissible. Cela provient du
Théoreme 2.11.

(4) Tl n’existe pas toujours des graduations b-optimales pour e.

THEOREME 6.6. — Si I" est une graduation b-optimale pour e, alors les
paires e-admissibles relativement a I' sont équivalentes entre elles.

Démonstration. — Soit ' : g = P jeq §; une graduation b-optimale pour
e telle que a € N, avec a > 2, e € g, et a > 2b.

On désigne par hr 1'élément semisimple de g définissant I'. On note
—b1, —ba,- -+, b, les valeurs propres de ad hr appartenant a | — §,0[ telles
que b; < b1 pour i € {1,--- ,r — 1}. En particulier,

<0 = 9<-a © @(gbi—a ©g-p)Dg-2.
=1
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Soit (m,n) une paire e-admissible relativement a I" telle que

T T
m= gg—aG%@(mbi_a@m_bi)@m_%, n= gg_a@@(nbi_aéBn_bi)@n_%,
i=1 i=1
ot m; C nj C g; pour tout j. Comme g<_a Ng® = {0}, ona gy , = {0}
pour tout i. D’apres la Proposition 6.2, on a alors pour tout 1 <¢ < r

(6.1) dimmp,_, +dimn_p, = dimng,_, + dimm_y,

=dimg_, —dimg®, =dimgy, _q-
De plus,
(6.2) dimm_g +dimn_g =dimg_g —dimg®a.

Soit U un sous-espace de g—sz supplémentaire de ge_% contenant n_ag.
On pose

T T
mi=gc o P @mbi,a, nWi=go s @n,bi e U,
i=1 i=1
m’i=gc o, et ni=go DU
Alors (m/,n') et (m”,n”) appartiennent & PA(e,T"). En effet, les propriétés
(A1), (A2) et (A4) sont vérifiées par construction. Comme par construction
le,g-2] = [e, U], on a (A3). Les sous-espaces m’, n’, m"” et n” sont des sous-
algebres de g qui vérifient (A5) car b; < § et (m,n) € PA(e,I'). La condition
(A6) est satisfaite d’apres (6.1) et (6.2). De plus, on a

! !/ 1 "
(m7n) sr (man)¢F (m 1 )
Le théoréme s’ensuit grace au lemme suivant. |

LEMME 6.7. — Soient U et V deux sous-espaces de g_a supplémentaires
de ge_%. Les paires Py et Py sont équivalentes entre elles, ot pour W &
{U,V}, Pw désigne la paire (g<_a,g<—2 @ W).

Démonstration. — Si —§ n’est pas une valeur propre de ad hr (respec-
tivement si g o = {0}), le lemme est évident car U = V' = {0} (resp. car
U=V= g_%). Supposons donc que —3 est une valeur propre de ad hr et
que ge_% # {0}. Montrons le lemme par récurrence sur n := codimy UNV.

Supposons tout d’abord que n = 1. D’aprés le Lemme 6.1(1), la dimen-
sion de U est un entier pair, donc la dimension de U NV est un entier
impair. Il s’ensuit que la restriction de ®, a UNV x U NV est dégénérée. 11
existe donc un élément x non nul de U NV tel que @.(z,y) = 0 pour tout
y € UNV. On pose

D=CxcCcUnVW.
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En remarquant que D+ N le,g-2] = [e,U N V], on montre que (m,n) :=
(9<—2®D,g<_a®UNV) € PA(e,T). Pour conclure, il suffit de remarquer
que
Py =r (m,n) <r Py.
Supposons a présent que le lemme soit vrai pour n — 1 et montrons-le
pour n. Soient U et V' deux sous-espaces de g_g supplémentaires de ge_%
tels que codimy U NV =n et

U = Vect(w, uy, -+ ,u,) et V = Vect(w,vy, - ,v,),

o w = (wi, -+ ,w,), avec w;,u;,v; € g_a pour tout i. En particulier,
UNV = Vect(w). Soient « et 8 deux réels non nuls tels que les sous-
espaces

UOéwB = VeCt(w7 UL, " Un—1, QUpn + /B'Un)
et VOé,ﬁ = VeCt(wv V1, 3 Un—1,QUp + an)

de g_g solent des supplémentaires de ge_%. Pour des raisons de dimension
et d’aprés 'hypothese de récurrence, les paires (g<,%,g<,% ® Uy,p) et
(g<,%,g<,% ® V., g) sont équivalentes entre elles. Il en est de méme des
paires (g<—g,g<—2®U) et (g<—2,9<— 20U, 5) et des paires (g<—g,g<—2®
V) et (g<—2,9<—2 @V, ). Le lemme s’ensuit. O

THEOREME 6.8. — Les paires e-admissibles relativement a une gradua-
tion b-optimale pour e sont équivalentes a la paire e-admissible optimale
d’une graduation de Dynkin. En particulier, les W-algébres associées sont
isomorphes.

Démonstration. — On utilise dans cette démonstration les notions de la
section précédente. Considérons les rationnels €, donnés par la Proposi-
tion 5.10 et la suite

O=¢co<ep<er<e| < <egg1<e,_y<es=1

Comme dans la démonstration du Théoréme 5.11, on applique la Proposi-
tion 5.9. Pour tout k € {0,---,s — 1}, les graduations I'®*) et %) sont

adjacentes. Il en est de méme des graduations IER) et T(ER+1) . Comme
1)
<—b

tout € € [0,1]g on a |eA| < §(d; — 1) + b. En particulier, g(f)_b Ng®={0}.
La graduation I'(®) est donc b-optimale pour e pour tout € € [0,1]g. Le
Théoréeme 6.6 suffit alors pour conclure. O

I' = T est b-optimale pour e, on a g Ng® = {0}. Par conséquent, pour

Remarque 6.9. — A partir du théoréme précédent, on retrouve comme
cas particulier que les paires e-admissibles issues de bonnes graduations
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construites par Brundan et Goodwin dans [1] sont équivalentes & la paire
optimale d’une graduation de Dynkin. En particulier, les W-algebres asso-
ciées sont isomorphes, [1, Theorem 1].

7. Résultats dans quelques cas particuliers

Les notations des sections précédentes sont conservées. Le résultat sui-
vant sera appliqué a plusieurs reprises dans la suite.

THEOREME 7.1. — Sigeo = g<—a ® (p—a +9-1), ot b €]0, §], alors les
paires e-admissibles relativement a la graduation I' sont équivalentes entre
elles.

Démonstration. — Compte tenu de la Remarque 4.8, on suppose que
g<0Ng® # {0}. Si b= g, alors g<_a Ng° = {0}, la graduation T" est donc
5-optimale. Le théoréme s’ensuit d’apres le Théoreme 6.6.

Considérons le cas ou b # 5. Si gi_, = {0}, la graduation I' est
b-optimale. On conclut & partir du Théoreéme 6.6. Supposons alors que
950 7 {0}

Une paire e-admissible est de la forme (m”, n”) := (g<_o®U"DV", g<_o®
U aV')avec U" CU' C gp_q et V' C V' C g_p. Soit U un sous-espace
de gy—, supplémentaire de g§_, contenant U’. On pose

(m' n) = (gca @U",g<ca ®@UBV') et m:i=gc ,dU.

On vérifie aisément que (m,m) € PA(e,T"). De plus, d’aprés la Proposi-
tion 6.2 et le Lemme 6.1(1), il suffit de remarquer que dimU"” + dim V' =
dimg_p —dimg®, = dim U donc (m’,n’) € PA(e,T'). Les paires (m”,n”) et
(m, m) sont équivalentes entre elles car

(m”,n") < (m',;n) =p (m,m).

Pour conclure, on considere U et V' deux sous-espaces de gp—, supplé-
mentaires de g;_,. Il suffit alors de montrer que les paires e-admissibles
Py et Py sont équivalentes entre elles, ou pour W € {U,V'}, Py désigne
la paire (g<—q @ W, g<—q ® W). En effet, on utilise un raisonnement par
récurrence sur n := codimy U NV et on montre le résultat pour n = 1.
Pour achever la récurrence, on utilise des arguments analogues a ceux de la
démonstration du Lemme 6.7. Précisément, on considere D un sous-espace
de g_p N [e,UNV]*E tel que dimD =1 et DN g® = {0}. On montre alors
que pour W € {U,V}, Ay = (g<—a DUNV,g<_a ®W @ D) € PA(e,T).
1l suffit en effet de constater que (U NV)* N e, g 4] = [e, D]. Par ailleurs,
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on pose My = g<—o ®UNV @ D. On vérifie alors que (my,my) € PA(e,I).
Le résultat s’ensuit car

Py <r Ay =r (m,m) <r Ay =r Py.
O

On rappelle que s est la sous-algebre de g engendrée par un sly-triplet de g
contenant e. Lorsque e est distingué, i.e., rkg® = 0, les paires e-admissibles
sont équivalentes entre elles (cf. Remarque 4.10). On considére dans cette
section le cas ou rkg® = 1. On tente de répondre a la question suivante :

QUESTION C. — Sous I’hypothése que tkg® = 1, les paires admissibles
pour e sont-elles équivalentes entre elles 7

Compte tenu de la Remarque 5.12, on s’intéresse désormais a la question
suivante.

QUESTION D. — Sous I’hypothése que rkg® = 1, les paires admissibles
pour e relativement a une graduation e-admissible donnée sont-elles équi-
valentes entre elles ?

On désigne par V' un C-espace vetoriel de dimension finie n € N*. Soit
F:g=6 ez 85 est une Z-graduation admissible pour e définie par un
élément semisimple hr de g et (e, h, f) est un sly-triplet de g tel que h € go
et f € g, (cf. [11, Proposition 32.1.7]). On pose s := Vect(e, h, f) et
t := hr — h. On désigne par gl(V') I'algebre de Lie des endomorphismes
de V. On suppose enfin que rkg® = 1.

7.1. Cas ou g =sl(V)

Supposons que g soit 1'algébre de Lie sl(V). D’apres [6, §3.7, Proposi-
tion 1], comme rkg® = 1, la partition associée a e est de la forme (di,ds).
L’élément t appartient a g° et il est semisimple. En tant que s-module,
V' se décompose en composantes isotypiques. Comme ¢ commute avec s,
d’aprées le lemme de Schur, t laisse stable chaque composante isotypique.
Puisque t est semisimple, sa restriction a chaque composante isotypique est
semisimple. De plus, comme t € g° on a la décomposition

(7.1) V=Vial

ou V; est un s-module simple de dimension d; et V; est stable par ad ¢t pour
tout ¢ € {1,2}. Pour tout i € {1, 2}, il existe a; € C tel que ¢
on a ajdi +asds = 0. Rappelons l'identification en tant que gl(V')-modules

gd(V)=V*aV

Vv, = 4 idvi et
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ot pour (¢,v) € V*xV Pendomorphisme ¢®v de V est défini par p@u(x) =
¢(x)v pour tout z € V. Par suite,

gl(V)= € Vi, o V=V eV,

1<0,j<2

Alors V; ; est un s-module via I'opération adjointe dans gl(V') et il est
ad t-stable, avec

adt|v, , = (aj — a;)idv, ;.

De plus on a (.,.)|v, ;xv,, = 0si (i,5) # (I, k). Par ailleurs, (.,.)|v, ;xv,,
est non dégénérée.

On peut donc faire une étude directe des valeurs propres de ad hr sur les
s-modules V; ;. On en déduit que le nombre de valeurs propres de ad hr
appartenant & | — a,0[ est au plus égal & 2. D’apres le Théoréme 5.7 et le
Théoreme 7.1, on peut conclure.

THEOREME 7.2. — Lorsque g = sl(V) et rkg® = 1, les paires e-admis-
sibles sont équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées
sont isomorphes.

7.2. Cas ou g =s0(V) ou sp(V)

On traite dans ce paragraphe le cas ot g = s0(V'), et on montre le résultat
de fagon analogue si g = sp(V'). On désigne par ® une forme bilinéaire de
V non dégénérée, symétrique. Alors g est l’algebre de Lie simple formée
des endomorphismes x de V' qui vérifient pour tous v,w € V :

O (zv,w) + @(v,zw) = 0.

On note G le groupe algébrique d’algebre de Lie g formé des automor-
phismes g de V vérifiant pour tous v,w € V :

D (gv, gw) = O(v, w).

Rappelons que d’aprés [6, Theorem 1.6], 'ensemble des G-orbites nilpo-
tentes dans so(V) est en bijection avec I’ensemble des partitions de n dont
les parties paires ont un nombre d’occurrences pair. D’aprés [6], on a le
lemme suivant :
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LEMME 7.3. — Comme le rang de g° est égal a 1, alors I'une des condi-
tions suivantes est vérifiée :

(a) m > 2 et il existei € {1,...,m — 1} tel que d; soit pair et
di>dy > >di=djy1 > >dnp.
Dans ce cas, g° ~ spy(C) ~ sl5(C) et d; est impair pour tout j ¢
{i,i+1}.
(b) m > 2 et il existe i € {1,...,m — 1} tel que d; soit impair et
di>dy > >di=djy1 > >dp.
Dans ce cas, g° ~ C et d; est impair pour tout j € {1,---,m}.
(¢) m =3 etilexistei € {2,...,m — 1} tel que d; soit impair et
di>de>--->di1=d; =djy1 > > dn.
Dans ce cas, g° ~ s03(C) ~ sl3(C) et d; est impair pour tout j €

1, ,m}.

La forme bilinéaire non dégénérée ® induit un isomorphisme g : V. — V*
qui associe & un élément v de V' la forme linéaire ®(v, -). Les isomorphismes
B et 371 sont des isomorphismes de so(V)-modules. On a Iidentification
de so(V')-modules

gl =V @V ~VeV.
On sait que

2
so(V) = /\ V =Vect(vAw; v,weV).

Cas (a) ou (b). Supposons tout d’abord que la partition associée a e
vérifie 'une des conditions (a) ou (b) du Lemme 7.3. On peut supposer
qu’elle est de la forme (dy,ds,ds, ... ,d,,), avec di = ds, ol on ne suppose
plus que les d; soient croissants.

Comme t est un élément semisimple de g°, on a la décomposition en
s-modules simples

V=heWe oV,

ou dimV; = d;, avec tly, = aidy,, tly, = —aidy, et tly, = 0 pour tout
12 3. Ici, Vi@ Vo, Vs, --- |V, sont les composantes isotypiques du s-module
V', et définissent une décomposition orthogonale par rapport a ®. Observons
que V; et V5 sont totalement isotropes par rapport a ®. On a

2
N Vi+1)=Woa W, e W_
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Wy = Vect(v Aw; v eV, we Vo) ~gl(1h),
2 2
W+:/\V1 et W_:/\Vg.

On note
Wi =W,eW_.

On a donc la décomposition orthogonale

(7.2) SO(V) :/\QV:WO@Wl@ @ Vi,:® @ Vo, ® @ Vi,ja

3<i<m 3<i<m 3<i<is<m

avec V,;; o~ /\QVZ- et Vi; ~ V; ®V; pour ¢ < j, des isomorphismes en
tant que s-modules. De plus, W et W_ sont en couplage par rapport a
la forme de Killing. De plus, les crochets suivants s’annulent : [Wy, W],
[Wo,W4], Wy, V] et [Wg,Vy,] pouri > 3.

Compte tenu de la Remarque 4.8, on va s’intéresser au cas ol g<oNg® #
{0}. D’apres ce qui précéde, on peut faire une étude directe des valeurs
propres de ad hr sur les sous-espaces Wy, W1 et V; ; pour tous 7,j. On
résume dans la Table 7.1 'ensemble des valeurs propres de ad hr apparte-
nant & | — a, 0] réparties dans chacun des sous-espaces W, W_, V1 ; et
V3. On encadre dans cette table la valeur propre k telle que g, Ng® # {0}.

dl « W+ W, VLZ' V2,i
pair | 1- .0 T2 | g+a|-3-a
pair 10, 5[ 200 —a —2« —f4+a|-%-«

impair | | —a,—§| —2a — 2a a —a—«
impair 15, al 200 — 2a —a+a -«

TABLE 7.1. Cas (a) ou (b) : valeurs propres de ad hr dans | — a,0].

Pour montrer ’équivalence des paires e-admissibles, on distingue deux
cas :

Cas I : cas olt le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant & |—a, 0]
est égal a 4. On traite ici uniquement le cas ou dy est pair et o < 0, les
autres cas se traitent de fagon analogue. On montre dans ce cas que toute
paire e-admissible de g relativement & I' est équivalente & la paire (m,m)
ou

M:=9g<-aPYg-20-0a P g-2+a-
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Cas II : cas ou le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a
] — a,0[ est strictement inférieur & 4. Dans ce cas, ou bien on a g<g =
g<—a®g 20 ©gg,o0u bien la graduation I' est S-optimale. On conclut
donc ou bien grace au Théoreme 7.1 ou bien grace au Théoreme 6.6.

Cas (c). Supposons que la partition associée a e vérifie la condition (¢) du
Lemme 7.3. On peut supposer qu’elle est de la forme (dy, do, do, d1, - . ., dm),
ou on ne suppose plus que les d; soient croissants.

Comme t est un élément semisimple de g°, on a la décomposition en
composantes isotypiques du s-module V'

V=WweWVo - oV,

Pour tout 7 € {1,...,m}, V; est un s-module simple de dimension d;, avec
t|ly, = 0. De plus, V5 admet une décomposition

Vo=Woa W, o W_

ou Wy est un sous-espace régulier relativement a ® et W, et W_ sont
deux sous-espaces totalement isotropes par rapport a ®. En particulier,
tlw, =0, tlw, = aidw, et t|jw_ = —aidw_. On a donc la décomposition

s0(V)=WoooWo, Wy _ oW, ,oW__ oW, ©
@(Woﬂ' &) W_;,_,i S5 W_J') D @ Vi,j,

i>1 1<i<i<m
avec Woo ~ AN*Wo, Way ~ N°Wo, W ~ Wy @ Wy, W, _ ~
Wi o W_, V,; ~ /\QW pour tout i > 1, Wy; ~ Wy @ V;, Wy ; ~
Wi®@Viet V;; V,®V; pour tous 1 < ¢ < j. D’apres ce qui précede, les
crochets suivants s’annulent : [Wx +, Wy 4], (Wi, Wy 4], [Wi,;, Wq 4]
et [Wo 1+, W 4]

On peut donc faire une étude directe des valeurs propres de ad hr sur
ces différents sous-espaces. Comme g<_, Ng® = {0}, on a —a < a < a.
Pour montrer I’équivalence des paires e-admissibles relativement a I', on
considere le cas ou a > 0. L’autre cas se traite de fagon analogue. On résume
dans la Table 7.2 'ensemble des valeurs propres de ad hr appartenant a
] — a,0[ dans les différents sous-espaces de la décomposition précédente. On
encadre dans cette table la valeur propre k telle que g, N g® # {0}.

Lorsque a €]0, §[, on peut montrer 1’équivalence des paires e-admissibles
de facon analogue a la démarche utilisée dans le paragraphe précédent.
Lorsque a = §, la graduation est §-optimale, on peut donc conclure grace
au Théoréme 6.6. Supposons donc que a €]§, al. Afin de montrer 1'équiva-
lence des paires e-admissibles, on distingue deux cas :
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TABLE 7.2. Cas (c) : valeurs propres de ad hy dans | — a,0].

Cas I : cas ol le nombre de valeurs propres de ad hr appartenant a |—a, 0]
est égal a 4. On montre dans ce cas que toute paire e-admissible (m,n) de
g relativement a T' est équivalente a la paire Py = (m/,m’) ol

m' = 9<—a oVe 92a—2a;

avec V un sous-espace de g_, supplémentaire de g_,MNg® contenant nNg_,,.
On peut conclure en montrant que les paires de la forme Py sont équi-
valentes entre elles, en utilisant des arguments similaires a ceux de la dé-
monstration du Lemme 6.7.
Cas II : cas ou le nombre de valeurs propres de ad hpr appartenant a
] — a,0] est strictement inférieur & 4. On représente dans la Table 7.3 les
deux possiblités.

a | WiitWoyr | Wi+ Wy | Wy | W

2a _a _2a _2a _a
3 3 3 3 3
3a _a _3a _a _a
1 1 4 2 2
TABLE 7.3. Cas (c) : possibilités du cas II.
Lorsque o = 7, on conclut d’apres le Théoreme 7.1. Supposons désor-

mais que o = 34“. On montre dans ce cas que toute paire e-admissible (m, n)
de g relativement a T" est équivalente & la paire Py = (m/,m’) ol

m = 0<—a @ U@g_% NWy .,

avec U un sous-espace de g_ 3a supplémentaire de g s contenant nNg_ za

On déduit alors l’equlvalence des paires e- adm1551bles dans ce cas en mon-
trant que les paires Py sont équivalentes entre elles a I'aide d’arguments
similaires & ceux de la démonstration du Lemme 6.7.

On a donc montré le théoréme suivant.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PAIRES ADMISSIBLES ET W-ALGEBRES FINIES. 869

THEOREME 7.4. — Lorsque g = s0(V) et rkg® = 1, les paires e-admis-
sibles sont équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées
sont isomorphes.

De fagon analogue, on montre un résultat similaire lorsque g = sp(V).

THEOREME 7.5. — Lorsque g = sp(V) et rkg® = 1, les paires e-admis-
sibles sont équivalentes entre elles. En particulier, les W -algébres associées
sont isomorphes.

7.3. Cas ou g = Go, F4 ou Eg

Supposons que g = G, Fy ou Eg. A T'aide de [2] ou [4], on liste pour
chacune de ces algebres, le label de 'orbite de e dans la classification de
Bala-Carter : A; et Ay en type Go; Ay + Ay, Ay + Ay, Cs(a1), Bs et Cs
en type Fu; 245 + Ay, Ay + A1, As, Ds(a1) et D5 en type Eg.

Comme g est un s-module, g se décompose en composantes isotypiques
de s-modules simples. L’élément ¢ est semisimple et appartient a g°. Il
laisse donc stable chaque composante isotypique. Puisque t est semisimple,
sa restriction a chaque composante isotypique est semisimple. De nouveau
comme t € g°, on a une décomposition de g en s-modules simples stables
par adt. En conclusion, g se décompose en ad t-espaces propres

g= @WA
A

Pour A # 0, W), et W_, sont en couplage par rapport a la forme de Killing.
De plus, chaque adt-espace propre se décompose en s-modules simples.
Afin d’étudier ’équivalence des paires e-admissibles, on traite au cas par
cas les orbites nilpotentes listées ci-dessus. Pour chacune d’entre elles, on
peut expliciter les décompositions ci-dessus a ’aide du logiciel GAP4. On
étudie ensuite les valeurs propres de ad hr sur les espaces propres W .
En s’inspirant des constructions faites dans les sections précédentes, on
montre que lorsque g = Go, F4 ou Eg et tkg® = 1, les paires e-admissibles
sont équivalentes entre elles. En particulier, les W-algebres associées sont
isomorphes.
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