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SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE I

par Christophe BREUIL (*)

Résumé. — Soit L une extension finie de Qp et n un entier > 0. À toute
filtration de Hodge de poids de Hodge-Tate distincts sur une représentation de
rang n suffisamment générique du groupe de Weil-Deligne de L, on associe une
représentation localement Qp-analytique semi-simple de longueur finie de GLn(L).
On montre plusieurs propriétés de cette représentation. Par exemple, lorsqu’elle
possède un réseau stable par GLn(L), alors la filtration de départ est faiblement
admissible.

Abstract. — Let L be a finite extension of Qp and n a positive integer.
To each Hodge filtration with distinct Hodge-Tate weights on an n-dimensional
sufficiently generic representation of the Weil-Deligne group of L, we associate a
semi-simple finite length locally Qp-analytic representation of GLn(L). We show
several properties of this representation of GLn(L). For instance, if it has an
invariant lattice, then the starting Hodge filtration is weakly admissible.

1. Introduction

Soit p un nombre premier, L une extension finie de Qp, n un entier po-
sitif et ρp : Gal(Qp/L) → GLn(Fp) une représentation continue. Dans [8],
puis [30], [21], [18] (et maintenant de nombreux articles) est associée à
ρp une liste (finie) de représentations irréductibles distinctes de GLn(OL)
sur Fp appelés poids de Serre. Lorsque ρp est la restriction à Gal(Qp/L)

Mots-clés : Représentation localement analytique, filtration de Hodge, socle.
Classification math. : 11S23, 22E35, 22E50.
(*) Je remercie pour leur soutien le CNRS, l’université Paris-Sud et le projet ThéHopaD
ANR-2011-BS01-005. Je remercie L. Clozel, G. Dospinescu, G. Henniart, A. Kret et M.
Strauch pour leurs réponses à mes questions, ainsi que S. Orlik pour ses commentaires.
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structure des induites paraboliques pour GLn au-delà des résultats de Zelevinsky [37].
Enfin, je remercie chaleureusement F. Herzig pour ses suggestions et remarques et pour
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d’une représentation galoisienne globale ρ, il est conjecturé que cette liste
donne les constituants irréductibles à multiplicité près apparaissant dans
le GLn(OL)-socle des représentations lisses de GLn(L) sur Fp portées par
les sous-espaces propres pour Hecke associés à ρ dans la cohomologie étale
modulo p de tours de variétés de Shimura en p (lorsque ces sous-espaces
propres sont non nuls). En particulier, la liste des poids de Serre est un
premier pas dans la compréhension de ces représentations de GLn(L), et
la combinatoire de ces poids s’est révélée particulièrement riche et féconde.
À la suite de [19], plusieurs auteurs ont démontré des cas partiels ou parti-
culiers de ces conjectures sur les poids de Serre et les ont reliées à d’autres
conjectures (voir par exemple [20]).
L’objectif de cet article est de commencer à développer ce qui pour-

rait être vu comme un “analogue” de cette théorie en caractéristique 0
en remplaçant les poids de Serre par certaines représentations localement
Qp-analytiques irréductibles de GLn(L). Plus précisément, soit
ρp : Gal(Qp/L)→ GLn(E) une représentation continue où E est une exten-
sion finie de Qp contenant une clôture galoisienne de L. L’espoir à l’origine
de ce travail est que l’on doit pouvoir associer à ρp une liste de représen-
tations localement Qp-analytiques irréductibles distinctes de GLn(L) qui,
lorsque ρp est la restriction à Gal(Qp/L) d’une représentation galoisienne
globale ρ, donne à multiplicité près les représentations localement Qp-
analytiques irréductibles de GLn(L) apparaissant en sous-objets dans les
(vecteurs localement Qp-analytiques des) représentations p-adiques conti-
nues unitaires de GLn(L) portées par les sous-espaces propres pour Hecke
associés à ρ dans le complété p-adique de la cohomologie étale de tours de
variétés de Shimura en p. Dans cet article, nous nous contentons modeste-
ment d’associer à ρp, supposée potentiellement semi-stable et suffisamment
générique, une représentation localement Qp-analytique semi-simple expli-
cite de GLn(L) sur E dont tous les constituants (distincts et en nombre fini)
devraient faire partie d’une telle liste, et nous donnons un certain nombre
d’arguments en cette faveur. Notons que nous utilisons de manière cruciale
des résultats de Orlik et Strauch ([28]).
Rentrons plus en détail dans les résultats et constructions de l’article.

Soit D une représentation de Weil-Deligne de rang n > 1, que l’on voit
comme un “(ϕ,N,Gal(Qp/L))-module filtré sans sa filtration” (cf. §5), et
h1,σ < · · · < hn,σ une liste de poids de Hodge-Tate distincts pour chaque
plongement σ : L ↪→ E. On suppose que les constituants irréductibles de D
sont distincts et que les “segments” apparaissant dans D sont non liés au
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sens de Zelevinsky (cf. Hypothèses (5.1), (5.2)). Rappelons qu’à ces don-
nées on peut associer de manière naturelle une représentation localement
algébrique π(D,h) de GLn(L) sur E qui est ici irréductible (cf. [6, §4]
ou §5).
À toute filtration de Hodge Fil� = (· · · ( Filhi+1,σ ( Filhi,σ ( · · · )σ sur

D de poids de Hodge-Tate (hi,σ)i,σ on associe une représentation locale-
ment Qp-analytique semi-simple de longueur finie π(D,h,Fil�) de GLn(L)
sur E contenant le constituant π(D,h). Les constituants de π(D,h,Fil�)
sont découpés dans des induites paraboliques localement Qp-analytiques
grâce à la théorie de [28]. Le résultat principal, qui est une des motivations
importantes pour la définition de π(D,h,Fil�), est le suivant :

Théorème 1.1 (cf. Corollaire 7.7). — Si la représentation π(D,h,Fil�)
contient un OE-réseau stable par GLn(L) alors la filtration Fil� est faible-
ment admissible.

Rappelons que, parOE-réseau, on entend un sous-OE-module générateur
ouvert (ou, de manière équivalente, fermé) qui ne contient pas de E-droite.
Expliquons la définition de π(D,h,Fil�) dans le cas le plus simple :

L = Qp, N = 0 et l’action de Gal(Qp/L) est triviale (cas “cristallin”).
Fixons une base de vecteurs propres (ei)i∈{1,··· ,n} du Frobenius ϕ sur D
de valeurs propres αi ∈ E× (rappelons que les αi sont distincts) et soit
B ⊂ GLn le Borel des matrices triangulaires inférieures, B celui des ma-
trices triangulaires supérieures et W ∼= Sn le groupe de Weyl de GLn.
Soit ε le caractère cyclotomique p-adique (vu comme caractère de Q×p )
et χi : Q×p → E× le caractère non ramifié envoyant p sur αi. Pour walg, w

deux éléments quelconques deW , considérons la série principale localement
Qp-analytique :

(1.1)

(
IndGLn(Qp)

B(Qp) z
−h

walg−1(1)
1 (χw−1(1)ε

−(n−1))(z1)⊗

z
−h

walg−1(2)
2 (χw−1(2)ε

−(n−2))(z2)⊗

· · · ⊗ z
−h

walg−1(n)
n χw−1(n)(zn)

)Qp -an
.

Les résultats de Orlik et Strauch impliquent que cette série principale est
de longueur finie. On vérifie ici qu’elle ne possède qu’une unique sous-
représentation irréductible (Corollaire 2.5) que l’on note C(walg, w), et que
l’on peut (partiellement) décrire en utilisant la théorie de [28]. Noter qu’à
walg fixé, il peut y avoir plusieurs w donnant le même C(walg, w) à isomor-
phisme près (cf. Lemme 6.2). Par exemple, si walg = 1, tous les C(1, w)
sont isomorphes à π(D,h).

TOME 66 (2016), FASCICULE 2
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On peut voir la filtration de Hodge Fil� exprimée dans la base (ei)i comme
un point sur la variété de drapeaux GLn/B =

∐
w∈W BwB/B. On définit

alors :
π(D,h,Fil�) =

⊕
C(walg, w)

où la somme directe porte sur les C(walg, w) distincts tels que :

Fil� ∈ w−1Bwalgw0B/B.(1.2)

Ici, w0 ∈ W est l’élément de longueur maximale et la longue barre signifie
l’adhérence de Zariski (une variété de Schubert donc). Si C(walg, w) ∼=
C(walg, w′), on peut montrer que w−1Bwalgw0B/B = w′

−1
Bwalgw0B/B

(Lemme 6.3) de sorte que la représentation π(D,h,Fil�) est bien définie.
Elle ne dépend pas non plus de l’ordre des vecteurs ei. Notons que, lorsque
walg = 1, l’adhérence (1.2) est tout GLn/B, et donc C(1, w) ∼= π(D,h) est
bien toujours un constituant de π(D,h,Fil�). La définition de π(D,h,Fil�)
dans le cas général est techniquement un peu plus compliquée (il faut tenir
compte de tous les plongements σ : L ↪→ E, remplacer les séries principales
par des induites paraboliques et faire attention au cas N 6= 0), mais le
principe est toujours donné par (1.2).
La preuve du Théorème 1.1 consiste alors à examiner les conditions

nécessaires d’intégralité satisfaites par les constituants C(walg, w) de
π(D,h,Fil�). Rappelons que, si une série principale comme (1.1) possède
un réseau invariant, alors Emerton a montré dans [14, Lem.4.4.2] que le
caractère de B(Qp) induisant devait satisfaire certaines conditions. Nous
montrons ici que ces conditions restent valables si l’on suppose seulement
que le socle C(walg, w) de la série principale a un réseau invariant (Corol-
laire 3.5). Quand on explicite toutes ces conditions pour tous les consti-
tuants de π(D,h,Fil�), on se rend compte que l’on tombe alors sur les
conditions de faible admissibilité de Fil� (Théorème 7.6), ce qui entraîne
l’énoncé 1.1.
La représentation π(D,h,Fil�) vérifie plusieurs autres propriétés agré-

ables qui la rendent “compatible” avec les quelques résultats déjà existants
(et sont autant de tests). On en vérifie trois dans cet article :

(i). — On montre qu’elle est compatible avec les résultats de [6] de la
façon suivante. Disons que Fil� est générique si elle est dans l’intersection
des w−1Bw0B/B pour tout w ∈W (voir Définition 8.1 pour la formulation
exacte dans le cas général). On montre que π(D,h,Fil�) = π(D,h) si et
seulement si Fil� est générique (Lemme 8.2). Le Théorème 1.1 entraîne alors
que si π(D,h) admet un réseau, toute filtration générique est faiblement
admissible. On montre aussi que s’il existe une filtration Fil� faiblement
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admissible, alors il en existe une qui est de plus générique (Corollaire 8.3).
Pour les D considérés ici, on retrouve donc en les précisant les résultats
de [6, §§3,4,5] (où les filtrations construites étaient en fait génériques).

(ii). — Lorsque n = 2, N = 0 et l’action de Gal(Qp/L) est triviale
(mais L est quelconque), on montre que π(D,h,Fil�) pour Fil� faiblement
admissible redonne exactement le socle de la représentation localement Qp-
analytique de GL2(L) définie dans [1, §4] (cf. §8). Notons que, lorsque de
plus L = Qp, π(D,h,Fil�) est contenu dans le socle de la représentation
localement analytique donnée par la correspondance de Langlands p-adique
pour GL2(Qp) ([9]) et lui est égal au moins lorsque D est réductible (il est
probable que cela reste vrai lorsque D est irréductible).

(iii). — Lorsque L = Qp, N = 0 et Fil� est faiblement admissible et
correspond à une représentation ordinaire ρp de Gal(Qp/Qp) (i.e. triangu-
laire supérieure), on montre que les constituants “unitaires” de π(D,h,Fil�)
(dans la situation “cristalline” ci-dessus, C(walg, w) est dit unitaire
si le caractère de B(Qp) dans l’induite (1.1) est entier) sont exactement
les constituants du socle des vecteurs localement analytiques de la
GLn(Qp)-représentation unitaire continue Π(ρp)ord définie dans [3, §3.3]
(Théorème 8.9). Notons que, dès que n > 3, la représentation π(D,h,Fil�)
peut contenir des constituants non unitaires, et on peut espérer que ces
constituants sont liés aux vecteurs localement analytiques d’une GLn(Qp)-
représentation unitaire continue Π(ρp) contenant strictement Π(ρp)ord (et
inconnue). En fait, l’existence de ces constituants non unitaires donnés par
la définition (1.2) dès que n > 3 a été une autre motivation importante de
cette définition.

Un certain nombre de questions se posent naturellement. Peut-on trai-
ter d’autres représentations galoisiennes que les représentations potentiel-
lement semi-stables, par exemple les représentations triangulines (cf. [9]
pour n = 2 et L = Qp) ? Peut-on traiter des groupes réductifs plus gé-
néraux que GLn ? Peut-on aller au-delà du socle, comme dans [1] ou [3]
ou comme avec les poids de Serre dans [5] ? Y a-t-il d’autres constituants
dans le socle localement Qp-analytique que ceux de π(D,h,Fil�) ? La réci-
proque au Théorème 1.1 est-elle vraie (généralisation de la conjecture [6,
Conj.4.3]) ? Et enfin, la question la plus fondamentale : dans une situation
globale, est-ce que tous les constituants de π(D,h,Fil�) apparaissent bien
dans les vecteurs localement Qp-analytiques de la cohomologie complétée ?
Nous renvoyons le lecteur à [2] pour plus de précisions (ainsi que quelques
cas particuliers) sur cette dernière question.

TOME 66 (2016), FASCICULE 2
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Décrivons maintenant succintement le contenu de chaque section. Dans la
section 2, on rappelle la théorie de [28] (que l’on a besoin d’étendre un peu,
les détails étant relégués en appendice) et on précise le socle des induites
paraboliques localement Qp-analytiques considérées. Dans la section 3, on
montre que les conditions nécessaires d’intégralité sont encore vérifiées si
le socle seulement des induites paraboliques est supposé contenir un réseau
stable. Dans la section 4, on rappelle quelques résultats sur les variétés de
drapeaux et on en donne des démonstrations élémentaires. Dans la sec-
tion 5, on rappelle la définition de la représentation localement algébrique
π(D,h). Dans la section 6, on définit la représentation π(D,h,Fil�) et on
en donne des premières propriétés simples. Dans la section 7, on montre
le Théorème 1.1 sous la forme plus précise mentionnée ci-dessus. Dans la
dernière section 8, on démontre les propriétés (i), (ii) et (iii) précédentes.
Enfin, un appendice contient les addenda techniques pour étendre certaines
preuves d’analyse fonctionnelle p-adique de [28] et [26].
Terminons cette introduction avec les principales notations de l’article

(les autres notations seront introduites au fur et à mesure).
Dans tout le texte, L (le corps de base) et E (le corps des coefficients) sont

deux extensions finies de Qp telles que |S| = [L : Qp] où S
déf= Hom(L,E).

Si x ∈ Qp, on note |x|L
déf= q−e val(x) où q = pf est le cardinal du corps

résiduel de L, e = [L : Qp]/f et val est normalisé par val(p) = 1 (en
particulier |x|L ∈ qZ si x ∈ L). On note $L une uniformisante quelconque
de L (on a donc val($L) = 1/e et |$L|L = q−1). On note également
W (Qp/L) le groupe de Weil de L et rec : W (Qp/L)ab ∼−→ L× l’application
de réciprocité de la théorie du corps de classes local normalisée de sorte
que les Frobenius géométriques s’envoient sur les uniformisantes.

Irréductible pour une représentation continue π d’un groupe topologique
G veut toujours dire topologiquement irréductible, c’est-à-dire ne possédant
pas de sous-espace non nul fermé et stable sous l’action du groupe. Le socle
socG π d’une représentation π est la sous-représentation fermée de π qui est
l’adhérence de la somme des sous-représentations fermées irréductibles de
π (tous les socles considérés dans ce texte seront en fait de longueur finie).
Les induites paraboliques sont toutes “droites”, i.e. non normalisées.

Si G est un groupe p-adique L-analytique et V un E-espace vectoriel
topologique localement convexe, on note CQp -an(G,V ) le E-espace vectoriel
topologique localement convexe des fonctions localement Qp-analytiques
de G à valeurs dans V ([34, §2]) et D(G,E) le dual fort de CQp -an(G,E)
(l’algèbre des distributions localement Qp-analytiques sur G). Si Π est une
représentation linéaire continue de G sur un E-espace de Banach, on note
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ΠQp -an ⊆ Π la sous-G-représentation formée des vecteurs localement Qp-
analytiques ([32, §7]).

2. Les représentations localement Qp-analytiques
FGP (M,πP )

On rappelle les résultats principaux de Orlik et Strauch ([28]) et certains
résultats de Orlik et Schraen ([26]) (étendus au cas d’un groupe algébrique
ResL/Qp G où G est réductif connexe déployé sur L). À part peut-être le
Corollaire 2.5, cette section ne prétend à aucune originalité.
On fixe un groupe algébrique réductif connexe déployé G sur L et on

suppose p > 3 si G a des facteurs de types différents de A (les résultats de
cette section seront utilisés pour G = GLn seulement où il n’y a donc pas
de restriction sur p). On fixe également un tore maximal déployé T ⊂ G

et un sous-groupe de Borel B = TN ⊂ G contenant T où N est le radical
unipotent. On fixe encore un sous-groupe parabolique P ⊂ G contenant
B, et on note P le parabolique opposé, LP le sous-groupe de Levi de P
et P , et NP , NP leur radical unipotent respectif (on a donc P = LPNP ,
T ⊆ LP et de même avec P ). On note g, b, n, p, lP et nP les Qp-algèbres
de Lie respectives des groupes p-adiques L-analytiques G(L), B(L), N(L),
P (L), LP (L) et NP (L). Ce sont naturellement des L-espaces vectoriels et
pour chaque plongement σ : L ↪→ E, on définit les E-algèbre de Lie gσ

déf=
g⊗L,σ E et de même bσ, nσ, pσ, lP,σ et nP,σ. En utilisant l’isomorphisme :

(2.1) L⊗Qp E
∼−→
∏
σ∈S

E, x⊗ y 7→ (σ(x)y)σ∈S

on en déduit g ⊗Qp E
∼=
∏
σ∈S gσ, b ⊗Qp E

∼=
∏
σ∈S bσ, etc. L’algèbre

enveloppante U(g⊗QpE) de la E-algèbre de Lie g⊗QpE est donc isomorphe
à ⊗σ∈SU(gσ) et de même avec U(b ⊗Qp E), U(n ⊗Qp E), U(p ⊗Qp E),
U(lP ⊗Qp E) et U(nP ⊗Qp E).
L’action induite de U(lP ⊗Qp E) sur les représentations algébriques ir-

réductibles de (ResL/Qp LP )×Qp E sur E donne des U(lP ⊗Qp E)-modules
simples (de dimension finie sur E) que l’on appelle algébriques. Suivant [28,
§2], on définit la catégorie Op

alg comme la sous-catégorie pleine de la ca-
tégorie des représentations E-linéaires de g (ou de manière équivalente de
g⊗Qp E) sur des E-espaces vectoriels formée des représentations M telles
que :
(i) M est de type fini comme U(g⊗Qp E)-module ;

TOME 66 (2016), FASCICULE 2
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(ii) M |U(lP⊗QpE) est une somme directe de U(lP ⊗Qp E)-modules simples
algébriques ;

(iii) pour tout m ∈M , le sous-E-espace vectoriel U(nP ⊗Qp E) ·m est de
dimension finie sur E.

La catégorie Op
alg est abélienne (et même artinienne : tout objet est de lon-

gueur finie) et stable par sous-objet et quotient ([23, §1.11], [23, Prop.9.3]
et [28, §2.5]). Si Q est un sous-groupe parabolique de G contenant P , la
catégorie Oq

alg est une sous-catégorie pleine de Op
alg. Notons que, si M est

un objet simple de Op
alg, on a M ∼= ⊗σ∈SMσ où Mσ est un objet simple

de la catégorie Opσ
alg (définie comme Op

alg en remplaçant g⊗Qp E par gσ et
p⊗QpE par pσ). En effet, soitW ⊆M un sous-U(lP ⊗QpE)-module simple
algébrique non nul, il est de la forme W = ⊗σ∈SWσ où Wσ est un U(lP,σ)-
module simple algébrique. Par [23, §9.4], le module de Verma généralisé
U(gσ) ⊗U(pσ) Wσ a un unique quotient simple Mσ et, en utilisant que M
est l’unique quotient simple de U(g⊗QpE)⊗U(p⊗QpE)W ∼= ⊗σ

(
U(gσ)⊗U(pσ)

Wσ

)
(toujours [23, §9.4]), on voit que l’on a M ∼= ⊗σ∈SMσ.

Soit maintenant M un objet de Op
alg et choisissons un sous-E-espace

vectorielW deM de dimension finie stable par U(p⊗QpE) et qui engendre
M sous l’action de U(g ⊗Qp E). On a donc une suite exacte courte de
U(g⊗Qp E)-modules :

0 −→ ker(φ) −→ U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W
φ−→M −→ 0.

On munit W de la restriction à P (L) ⊂ P (L ⊗Qp E) = ((ResL/Qp P ) ×Qp
E)(E) de l’unique action algébrique de (ResL/Qp P ) ×Qp E sur W rele-
vant celle de p ⊗Qp E ([28, Lem.3.2]). Soit πP une représentation lisse
admissible de longueur finie de LP (L) sur E que l’on voit comme repré-
sentation de P (L) par inflation, on définit l’induite parabolique localement
Qp-analytique :

(2.2)
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an déf={

f ∈CQp -an(G(L),W ′⊗E πP ), f(pg) = p ·f(g) ∀ p∈P (L) ∀ g ∈G(L)
}

où W ′ déf= HomE(W,E) est muni de l’action duale (p · h)(w) déf= h(p−1w) et
où W ′ ⊗E πP est muni de la topologie localement convexe limite inductive
lim
−→

(W ′ ⊗E πKP ) pour K parcourant les sous-groupes ouverts compacts de

LP (L) (cf. [28, §4.4]). On munit
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an d’une action

à gauche de G(L) par endomorphismes E-linéaires continus donnée par
(g · f)(h) déf= f(hg) (g ∈ G(L)).
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On munit CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ) d’une action à gauche de l’algèbre
de Lie g (par endomorphismes E-linéaires continus) donnée par (x ∈ g) :

(2.3) (x · f)(g) déf= d

dt
f
(

exp(−tx)g
)
|t=0 ∈W ′ ⊗E πP .

Cette dernière action en induit une de g ⊗Qp E et de U(g ⊗Qp E) sur
CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ) que l’on note encore f 7→ x · f . Un élément x⊗w
de U(g⊗Qp E)⊗E W donne donc une application E-linéaire continue :
(2.4)
x⊗ w : CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ) −→ CQp -an(G(L), πP )

f 7→ (x⊗ w) · f =
(
g 7→ (x · f)(g)(w)

)
.

Le lemme facile suivant est laissé au lecteur.

Lemme 2.1. — Si x∈U(p⊗QpE), w∈W et f∈
(
IndG(L)

P (L)W
′⊗E πP

)Qp -an⊂
CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ), on a :

(x⊗ w) · f = (1⊗ xw) · f ∈ CQp -an(G(L), πP ).

Le Lemme 2.1 permet de définir d · f ∈ CQp -an(G(L), πP ) pour d ∈
U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W et f ∈

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)Qp -an. On pose alors
comme dans [28] :

(2.5)

(
IndG(L)

P (L)W
′⊗EπP

)ker(φ)

déf=
{
f ∈
(

IndG(L)
P (L) W

′⊗E πP
)Qp -an

, d·f=0 ∀ d∈ker(φ)
}

qui est un sous-espace fermé de
(

IndG(L)
P (L) W

′⊗E πP
)Qp -an clairement stable

par G(L). C’est une représentation localement Qp-analytique admissible de
G(L) au sens de [34] car sous-représentation fermée de la représentation
localement Qp-analytique fortement admissible

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)Qp -an

(cf. preuve de [28, Prop.4.8]).
On note D(G(L), E) ker(φ) ⊆ D(G(L), E)⊗D(P (L),E) (W ⊗E π′P ) le sous-

D(G(L), E)-module engendré par l’image de ker(φ)⊗E π′P via l’application
canonique :(
U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W

)
⊗E π′P

∼= U(g⊗QpE)⊗U(p⊗QpE) (W⊗E π′P )−→D(G(L),E)⊗D(P (L),E) (W⊗E π′P ).

Le lemme suivant, dans lequel (∗)′ désigne le dual fort de ∗, sera utile.
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Lemme 2.2. — On a un diagramme canonique de D(G(L), E)-modules
où les applications verticales sont toutes surjectives et les applications ho-
rizontales toutes d’image dense :

D(G(L),E)⊗E(W⊗Eπ′P ) → (CQp -an(G(L),W ′⊗EπP ))′

↓ ↓
D(G(L),E)⊗D(P (L),E)(W⊗Eπ′P ) →

((
IndG(L)

P (L) W
′⊗EπP

)Qp -an)′
↓ ↓

(D(G(L),E)⊗D(P (L),E)(W⊗Eπ′P ))/D(G(L),E) ker(φ) →
((

IndG(L)
P (L) W

′⊗EπP
)ker(φ))′

.

Démonstration. — L’application canonique continue :

W ⊗E π′P −→
(
CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP )

)′
x 7−→

(
f 7→ x(f(1))

)
induit une application canonique de D(G(L), E)-modules :

D(G(L), E)⊗E (W ⊗E π′P ) −→
(
CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP )

)′
qui envoie δg⊗x sur (f 7→ x(f(g−1))) (où g ∈ G(L) et δg est la distribution
de Dirac en g) et x⊗x ∈ U(g⊗QpE)⊗E (W⊗Eπ′P ) ⊆ D(G(L), E)⊗E (W⊗E
π′P ) sur

(
f 7→ x((x·f)(1))

)
(où (x·f)(1) est comme en (2.3)). Il suit alors fa-

cilement de la définition de l’induite parabolique (IndG(L)
P (L) W

′⊗EπP ))Qp -an

et de son sous-espace fermé (IndG(L)
P (L) W

′⊗E πP )ker(φ) que l’on a un dia-
gramme commutatif comme dans l’énoncé où toutes les applications verti-
cales sont surjectives. Il reste à montrer que les applications horizontales
sont d’image dense. Par la surjectivité des applications verticales, il suffit
de le faire pour D(G(L), E)⊗E (W ⊗E π′P )→ (CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ))′
(pour les deux autres : utiliser le diagramme commutatif et le fait qu’un
sous-espace est dense si et seulement si toute forme linéaire continue qui
s’annule sur ce sous-espace est identiquement nulle). Soit G(L) = qiGi un
recouvrement de G(L) par des ouverts compacts disjoints (quelconques),
alors on a (cf. [34, §2]) :

CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP ) =
∏
i

CQp -an(Gi,W ′ ⊗E πP )

et donc :(
CQp -an(G(L),W ′ ⊗E πP )

)′ =
⊕
i

(
CQp -an(Gi,W ′ ⊗E πP )

)′
.

On a de même D(G(L), E) = ⊕iD(Gi, E) d’où :

D(G(L), E)⊗E (W ⊗E π′P ) =
⊕
i

(
D(Gi, E)⊗E (W ⊗E π′P )

)
.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE I 643

On voit donc qu’il suffit de montrer que chaque morphisme :

D(Gi, E)⊗E (W ⊗E π′P ) −→
(
CQp -an(Gi,W ′ ⊗E πP )

)′
est d’image dense. Comme Gi est compact, D(Gi, E) est un espace de
Fréchet réflexif ([34, Lem.2.1]), de même que W ⊗E π′P (car dual d’une
limite inductive d’espaces de dimension finie), et il est facile de voir que
(CQp -an(Gi,W ′ ⊗E πP ))′ est le Fréchet complété du produit tensoriel
d’espaces de Fréchet D(Gi, E) ⊗E (W ⊗E π′P ) (utiliser par exemple [14,
Prop.2.1.28], [33, Prop.20.13] et [33, Cor.20.14]). En particulier l’image de
D(Gi, E)⊗E (W ⊗E π′P ) est dense dans (CQp -an(Gi,W ′ ⊗E πP ))′. �

On dit que P est maximal pour un objetM de Op
alg siM n’est pas dans la

sous-catégorie pleine Oq
alg de Op

alg pour un sous-groupe parabolique Q ⊆ G
contenant strictement P .

Théorème 2.3.
(i) La représentation localementQp-analytique

(
IndG(L)

P (L) W
′⊗EπP

)ker(φ)

est indépendante du choix de W .

(ii) La construction (M,πP ) 7→ FGP (M,πP ) déf=
(

IndG(L)
P (L) W

′⊗E πP
)ker(φ)

est fonctorielle et exacte en les deux arguments.
(iii) Si M est simple, P est maximal pour M et πP est irréductible, la

représentation FGP (M,πP ) de G(L) est irréductible.

On renvoie à l’appendice pour des détails techniques sur la preuve de ce
théorème (en particulier les points où les preuves de [28] sont à adapter ou
à compléter).

À tout objet M de Op
alg et toute représentation lisse admissible πP de

LP (L), on a donc fonctoriellement associé une représentation localement
Qp-analytique admissible FGP (M,πP ) de G(L), qui est de plus irréductible
si M et πP le sont et si P est maximal pour M . Si Q ⊇ P est un sous-
groupe parabolique tel queM ∈ Oq

alg, on a par la même preuve que dans [28,
Prop.4.10(b)] :

FGP (M,πP ) ∼= FGQ
(
M, IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP
)

(2.6)

où IndLQ(L)
P (L)∩LQ(L) πP est l’induite parabolique lisse (de longueur finie).

SoitW une représentation algébrique irréductible de (ResL/Qp LP )×QpE

de dimension finie sur E et soit λW = ⊗σ∈SλW,σ son plus haut poids
où λW,σ est un caractère algébrique de T ×L,σ E. Soit Q ⊇ P le plus
grand sous-groupe parabolique de G tel que, pour tout σ ∈ S, λW,σ est
le poids dominant par rapport à B ×L,σ E d’une représentation algé-
brique de LQ ×L,σ E. Rappelons que le module de Verma généralisé
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U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W a un unique quotient simple M ([23, §9.4]) et Q
est son parabolique maximal ([23, Prop.9.3(e)] et [23, Th.9.4(a)]). De plus,
tout objet simple M de Op

alg s’obtient comme cela ([23, Th.1.3]).

Proposition 2.4. — Soit W , Q, M comme ci-dessus et πQ une repré-
sentation lisse admissible de longueur finie de LQ(L) sur E. Soit FGQ (M,πQ)′
(resp. π′Q) le dual continu (resp. algébrique) de FGQ (M,πQ) (resp. πQ) muni
de l’action duale de G(L), on a un isomorphisme de LQ(L)-représentations :

H0(NQ(L),FGQ (M,πQ)′
)

= W (Q)⊗E π′Q

où W (Q) est l’unique représentation algébrique irréductible de
(ResL/Qp LQ)×Qp E sur E de plus haut poids λW .

La preuve de cette proposition est calquée sur celle de [26, Prop.3.5], et
on renvoie encore à l’appendice pour les détails.

Corollaire 2.5. — Soit W , Q, M comme dans la Proposition 2.4 et
πP une représentation lisse admissible de longueur finie de LP (L) sur E,
on a :

socG(L) FGP (M,πP ) = FGQ
(
M, socLQ(L) IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP
)

= socG(L)
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an

.

Démonstration. — Rappelons que les représentations lisses
IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP et socLQ(L) IndLQ(L)
P (L)∩LQ(L) πP sont aussi de longueur fi-

nie. Par (2.6) et le Théorème 2.3, les constituants de FGP (M,πP ) sont
les FGQ

(
M,πQ) pour πQ constituant de IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP . Par la Proposi-
tion 2.4, si FGQ

(
M,πQ) est une sous-représentation irréductible de

FGP (M,πP ) alors W (Q) ⊗E π′Q est un quotient irréductible de W (Q) ⊗E(
IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP
)′ d’où on déduit que πQ est un constituant du socle

de IndLQ(L)
P (L)∩LQ(L) πP . Cela donne la première égalité de l’énoncé. Soit M̃

un constituant irréductible de U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) W distinct de M ,
Q̃ son parabolique maximal et soit π

Q̃
une représentation lisse admissible

irréductible quelconque de L
Q̃

(L) sur E. Pour montrer la deuxième égalité,
il suffit (toujours par le Théorème 2.3) de montrer que la représentation
irréductible FG

Q̃
(M̃, π

Q̃
) ne peut jamais être une sous-G(L)-représentation

de
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an. Supposons qu’elle le soit, en passant aux

duaux et en utilisant le Lemme 2.2, on a alors des applications continues
de D(G(L), E)-modules dont la première est d’image dense et la deuxième
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est surjective :

(2.7)
D(G(L), E)⊗D(P (L),E) (W ⊗E π′P )

→
((

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an

)′
� FG

Q̃
(M̃, π

Q̃
)′.

On en déduit en particulier une application non nulle LP (L)-équivariante :

W ⊗E π′P −→ H0(NP (L),FG
Q̃

(M̃, π
Q̃

)′
)
.

Mais, toujours par la Proposition 2.4 :

H0(NP (L),FG
Q̃

(M̃, π
Q̃

)′
)

= H0(NP (L) ∩ L
Q̃

(L), H0(N
Q̃

(L),FG
Q̃

(M̃, π
Q̃

)′
))

= H0(NP (L) ∩ L
Q̃

(L), W̃ ⊗E π′
Q̃

)
où W̃ est l’unique représentation algébrique irréductible de(ResL/QpLQ̃)×QpE
sur E telle que M̃ est le quotient simple de U(g⊗QpE)⊗

U (̃q⊗QpE)W̃ . Notons
uP (resp. u

Q̃
) la Qp-algèbre de Lie de N(L)∩LP (L) (resp. N(L)∩L

Q̃
(L))

et soit v+ (resp. ṽ+) un vecteur de plus haut poids de W (resp. W̃ ). On en
déduit que Ev+ ⊗E π′P ∼= H0(uP ⊗Qp E,W ⊗E π′P

)
a une image non nulle

dans :

H0(uP ⊗Qp E,H
0(NP (L) ∩ L

Q̃
(L), W̃ ⊗E π′

Q̃

))
↪→ H0(u

Q̃
⊗Qp E, W̃ ⊗E π′Q̃

) ∼= Eṽ+ ⊗E π′
Q̃
.

En regardant l’action de la Qp-algèbre de Lie de T (L) (agissant trivialement
sur π′P et π′

Q̃
), on voit que v+ et ṽ+ doivent avoir même poids, ce qui est

impossible puisque M � M̃ . �

Remarque 2.6. — La preuve de la deuxième égalité du Corollaire 2.5
m’a été signalée par B. Schraen (ma preuve initiale était plus compliquée).

Le corollaire qui suit étend [26, Cor.3.6].

Corollaire 2.7. — Soit M1 et M2 deux objets simples de Op
alg, Q1 et

Q2 leurs paraboliques maximaux, πQ1 et πQ2 deux représentations lisses
admissibles de longueur finie respectivement de LQ1(L) et LQ2(L) sur E.
Alors on a FGQ1

(M1, πQ1) ∼= FGQ2
(M2, πQ2) si et seulement si M1 ∼= M2 et

πQ1
∼= πQ2 .

Démonstration. — Supposons FGQ1
(M1, πQ1) ∼= FGQ2

(M2, πQ2). Pour i ∈
{1, 2} soit v+

i un vecteur de plus haut poids dans Mi. Comme dans la
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preuve de [26, Prop.3.5] (cf. l’appendice), on a un isomorphisme H0(n⊗Qp
E,FGQi(Mi, πQi)′

) ∼= Ev+
i ⊗E π′Qi compatible à l’action de la Qp-algèbre

de Lie de T (L) (agissant trivialement sur π′Qi). On en déduit que les plus
haut poids de M1 et M2 sont les mêmes. On a donc M1 = M2, Q1 = Q2 et
la Proposition 2.4 entraîne πQ1

∼= πQ2 . �

En particulier par le Théorème 2.3 la série principale
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E
πP
)Qp -an a un socle (absolument) irréductible si et seulement s’il en est de

même de IndLQ(L)
P (L)∩LQ(L) πP .

3. Conditions nécessaires d’intégralité pour les FGP (M,πP )

On déduit des résultats de [14] (et de [28]) certaines conditions néces-
saires pour l’existence d’un OE-réseau stable par G(L) sur la représentation
FGP (M,πP ) du §2.

On conserve les notations du §2 et on rajoute les suivantes : N est le
radical unipotent de B et b, p, n et nP les Qp-algèbres de Lie respectives
des groupes p-adiques L-analytiques B(L), P (L), N(L) et NP (L).
Soit πP une représentation lisse admissible de longueur finie de LP (L) sur

E, M un objet de Op
alg, W ⊆M comme au §2 et φ : U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE)

W �M une surjection de U(g⊗Qp E)-modules. Rappelons que l’on a une
application canonique (cf. §2) :(
U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE)W

)
⊗E π′P −→ D(G(L), E)⊗D(P (L),E) (W ⊗E π′P ).

Lemme 3.1. — Soit V une représentation algébrique de (ResL/Qp P )×Qp
E de dimension finie sur E, ψ : U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) V −→ M un mor-
phisme quelconque de U(g⊗QpE)-modules et v ∈V . Soit f ∈

(
IndG(L)

P (L) W
′⊗E

πP
)ker(φ) = FGP (M,πP ) et h son image dans

(
IndG(L)

P (L) V
′ ⊗E πP

)Qp -an =
FGP
(
U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) V, πP

)
. Alors on a :

h(·)(v) = dv · f

dans CQp -an(G(L), πP ) où dv est un élément quelconque de
U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W tel que φ(dv) = ψ(1⊗ v) dans M et dv · f est la
fonction définie au §2.

Démonstration. — En identifiant M à
(
U(g⊗Qp E)⊗W

)
/ ker(φ) via φ,

le morphisme de U(g⊗QpE)-modules ψ : U(g⊗QpE)⊗V →
(
U(g⊗QpE)⊗
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W
)
/ ker(φ) induit un morphisme de D(G(L), E)-modules encore noté ψ :

ψ : D(G(L), E)⊗D(P (L),E) (V ⊗E π′P )
−→

(
D(G(L), E)⊗D(P (L),E) (W ⊗E π′P )

)
/D(G(L), E) ker(φ)

tel que ψ(1⊗ v⊗ f) = dv ⊗ f pour tout f ∈ π′P . On a donc un diagramme
commutatif de D(G(L), E)-modules :
(3.1)

D(G(L), E)⊗E π′P
dv⊗· //

v⊗·
��

D(G(L),E)⊗D(P (L),E)(W⊗E π′P )

����

D(G(L),E)⊗D(P (L),E)(V ⊗E π′P )
ψ // D(G(L),E)⊗D(P (L),E)(W⊗Eπ′P )

D(G(L),E) ker(φ)

où dv⊗· (resp. v⊗·) est l’unique application deD(G(L), E)-modules induite
par 1⊗ f 7→ dv ⊗ f (resp. 1⊗ f 7→ 1⊗ v ⊗ f) pour f ∈ π′P . Considérons le
diagramme de représentations localement Qp-analytiques de G(L) :

CQp -an(G(L), πP )
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an

dv·
oo

(
IndG(L)

P (L) V
′ ⊗E πP

)Qp -an

évalv

OO

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)ker(φ)oo
?�

OO

(3.2)

où évalv est l’évaluation en v et où l’action de G(L) sur CQp -an(G(L), πP )
est l’action par translation à droite (g · f)(g′) = f(g′g). Notons :

∆ :
(

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)ker(φ) −→ CQp -an(G(L), πP )

la différence des deux applications obtenues en considérant les deux “che-
mins” du diagramme (3.2). Par le Lemme 2.2 et la commutativité du dia-
gramme (3.1) (et des fonctorialités évidentes), on déduit que l’application
duale (continue) :

∆′ :
(
CQp -an(G(L), πP )

)′ −→ ((
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)ker(φ)
)′

est nulle sur un sous-espace dense de
(
CQp -an(G(L), πP )

)′ (l’image de
D(G(L), E) ⊗E π′P , cf. Lemme 2.2). Elle est donc identiquement nulle,
d’où la commutativité du diagramme dual de (3.2). Par Hahn-Banach (cf.
[33, Cor.9.3]), on en déduit facilement que le diagramme (3.2) est aussi
commutatif. �

Proposition 3.2. — Soit M un objet simple de Op
alg et πP une re-

présentation lisse admissible de longueur finie de LP (L) sur E. Soit W ⊆

TOME 66 (2016), FASCICULE 2



648 Christophe BREUIL

M |U(lP⊗QpE) un sous-U(lP ⊗Qp E)-module simple (donc de dimension fi-
nie sur E) que l’on voit comme U(p ⊗Qp E)-module via U(p ⊗Qp E) �
U(lP ⊗Qp E) et f un élément de

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)Qp -an tel que la res-
triction f |N

P
(L) est localement constante. Alors on a f ∈

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E

πP
)ker(φ) = FGP (M,πP ).

Démonstration. — On fait agir U(g⊗QpE) à gauche sur CQp -an(G(L),πP )
par l’action usuelle (2.3). À tout f ∈

(
IndG(L)

P (L) W
′ ⊗E πP

)Qp -an est associé
un morphisme de U(g⊗Qp E)-modules à gauche :

∆f : U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W −→ CQp -an(G(L), πP ), d 7→ d · f

où rappelons que d ·f est la fonction
(
g 7→ (x ·f)(g)(w)

)
= x ·

(
g 7→ f(g)(w)

)
si d = x⊗w, cf. (2.4). Par définition de FGP (M,πP ) (cf. (2.5)), il s’agit donc
de montrer que ∆f (ker(φ)) = 0 pour M , W et f comme dans l’énoncé.
On peut supposer f 6= 0, et il revient au même de montrer que le sous-
U(g⊗Qp E)-module im(∆f ) de CQp -an(G(L), πP ) image de ∆f , vu comme
quotient de U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) W , est isomorphe au quotient simple
M (car im(∆f ) 6= 0, rappelons que M est l’unique quotient simple de
U(g⊗QpE)⊗U(p⊗QpE)W , cf. [23, §9.4]). Notons que f ∈ FGP (im(∆f ), πP ) et
que im(∆f ) est le sous-U(g⊗Qp E)-module de CQp -an(G(L), πP ) engendré
par la fonction non nulle g 7→ f(g)(w) pour un quelconque w ∈ W\{0}
puisque W est un U(p⊗Qp E)-module simple (cf. Lemme 2.1). Comme M
est l’unique quotient simple de U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) W , on a aussi un
diagramme commutatif de U(g⊗Qp E)-modules (quitte à multiplier φ ou f
par un scalaire non nul) :

U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) W
∆f // //

φ

)) ))

im(∆f )

����
M.

Supposons que la surjection im(∆f )�M n’est pas un isomorphisme, ou de
manière équivalent que im(∆f ) n’est pas un objet simple de Op

alg. Par [23,
§1.3] et [23, §9.3], tout objet simple de Op

alg est quotient d’un module de
Verma généralisé, donc il existe un morphisme de U(g ⊗Qp E)-modules
ψ : U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) V −→ im(∆f ) avec V simple dont l’image est un
sous-objet simple non nul de im(∆f ). En particulier on a une suite exacte
dans Op

alg :

U(g⊗Qp E)⊗U(p⊗QpE) V
ψ−→ im(∆f ) −→ M̃ −→ 0
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où M̃ déf= im(∆f )/ im(ψ) est un quotient strict non nul de im(∆f ) puisque
im(∆f ) n’est pas simple. On a en particulier f /∈ FGP (M̃, πP ) par définition
de FGP (M̃, πP ). Par exactitude de FGP (·, πP ), on en déduit une suite exacte
de représentations localement Qp-analytiques de G(L) :

(3.3) 0→ FGP (M̃, πP )→ FGP (im(∆f ), πP )→
(

IndG(L)
P (L) V

′ ⊗E πP
)Qp -an

et il suffit de monter que f ∈ FGP (im(∆f ), πP ) a toujours une image nulle
dans

(
IndG(L)

P (L) V
′ ⊗E πP

)Qp -an. En effet, on déduit alors de (3.3) que f ∈
FGP (M̃, πP ) ce qui est une contradiction.

Soit h l’image de f dans
(

IndG(L)
P (L) V

′ ⊗E πP
)Qp -an, comme h est une

fonction localement analytique sur G(L) et P (L)NP (L) est un ouvert dense
de G(L) (isomorphe à la “grosse cellule”), pour avoir h = 0 il suffit de
montrer h|P (L)N

P
(L) = 0. Comme h(pg)(v) = p ·

(
h(g)(p−1v)

)
(p ∈ P (L),

g ∈ G(L)), on voit que la fonction h|P (L)N
P

(L) est déterminée par les
restrictions h(·)(v)|N

P
(L) pour v parcourant une base de V sur E. Il suffit

donc de montrer h(·)(v)|N
P

(L) = 0 pour v ∈ V quelconque. Soit v ∈ V

et dv ∈ U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) W tel que ψ(1 ⊗ v) est l’image de dv dans
im(∆f ) par la surjection ∆f . Par le Lemme 3.1, on a dv · f = h(·)(v) dans
CQp -an(G(L), πP ) et il suffit donc de montrer (dv · f)|N

P
(L) = 0.

Comme l’image de ψ dans im(∆f ) est un sous-module strict de im(∆f )
par construction, les dv sont tous de la forme

∑n
i=1 yi ⊗ wi dans U(g ⊗Qp

E)⊗U(p⊗QpE)W ∼= U(nP ⊗QpE)⊗EW oùW = ⊕ni=1Ewi et yi ∈ U(nP ⊗Qp
E) = ⊗σ∈SU(nP,σ) est une somme de monômes de degrés strictement
positifs (rappellons que U(nP,σ) = ⊕(ni)i>0Eyn1

1,σ · · · ynrr,σ où (yi,σ)i est une
base de nP,σ sur E). Cela se déduit par des arguments de poids par exemple
en utilisant que U(g ⊗Qp E) ⊗U(p⊗QpE) W est un module de plus haut
poids (car W est simple) et [23, §1.2]. Donc dv · f =

∑n
i=1(yi ⊗ wi) ·

f =
∑n
i=1 yi · f(·)(wi). Mais pour tout i on a, puisque f |N

P
(L) (et donc

aussi f(·)(wi)|N
P

(L)) est localement constant et les yi ∈ U(nP ⊗Qp E) font
intervenir des monômes de degrés tous > 0 :(

yi · f(·)(wi)
)
|N
P

(L) = yi ·
(
f(·)(wi)|N

P
(L)
)

= 0,

où dans le deuxième terme U(nP ⊗Qp E) agit dans CQp -an(NP (L), πP )
par l’action usuelle (2.3). On obtient (dv · f)|N

P
(L) = 0 ce qui achève la

preuve. �

Soit ZLP le centre du Levi LP et fixons un sous-groupe ouvert compact
N0
P

de NP (L). Posons suivant [14, §3.3] :

(3.4) LP (L)+ déf= {g ∈ LP (L), gN0
P
g−1 ⊆ N0

P
}.
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(resp. ZLP (L)+ déf= ZLP (L) ∩ LP (L)+). C’est un sous-monoïde générateur
du groupe LP (L) (resp. ZLP (L)) contenant un sous-groupe ouvert compact
de LP (L) (resp. ZLP (L)). Notons que LP (L)+, et donc ZLP (L)+, contient
aussi ZG(L) où ZG est le centre de G. Si ΠP est une représentation loca-
lement Qp-analytique de P (L) sur E, son sous-espace Π

N0
P

P des invariants
sousN0

P
est naturellement muni d’une action de Hecke continue du monoïde

LP (L)+ : voir [14, §3.4].

Corollaire 3.3. — Soit M , W et πP comme dans la Proposition 3.2,
l’injection FGP (M,πP ) ↪→

(
IndG(L)

P (L) W
′⊗EπP

)Qp -an induit un isomorphisme
compatible à l’action de LP (L)+ :

FGP (M,πP )N
0
P
∼−→
((

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an

)N0
P
.

Démonstration. — Il suffit de montrer la surjectivité.
Si f ∈

(
IndG(L)

P (L) W
′⊗E πP

)Qp -an est fixé par N0
P
, f |N

P
(L) est en particulier

localement constant et par la Proposition 3.2 on a f ∈ FGP (M,πP ). �

Corollaire 3.4. — Soit M , W et πP comme dans la Proposition 3.2
et δP : P (L) � LP (L) → E× le module de Haar associé au groupe P (L).
On a une injection compatible à l’action de LP (L)+ :

(W ′ ⊗ πP ⊗ δP )|LP (L)+ ↪→ FGP (M,πP )N
0
P .

Démonstration. — Par [13, Lem.0.3], on a une injection compatible à
LP (L)+ :

(W ′ ⊗ πP ⊗ δP )|LP (L)+ ↪→
((

IndG(L)
P (L) W

′ ⊗E πP
)Qp -an

)N0
P
.

Le résultat découle donc du Corollaire 3.3. �

Rappelons qu’un réseau invariant d’une représentation localement Qp-
analytique de G(L) sur un E-espace vectoriel est un OE-module générateur
ouvert (ou, de manière équivalente, fermé) séparé et stable par G(L). La
condition de séparation est équivalente au fait que leOE-module ne contient
pas de E-droite.

Corollaire 3.5. — Soit M et πP comme dans la Proposition 3.2. Soit
λM le plus haut poids de M vu comme caractère λM : T (L) → E× et
supposons que πP admet un caractère central χπP : ZLP (L) → E×. Si
la représentation localement Qp-analytique FGP (M,πP ) possède un réseau
invariant alors on a :

λ−1
M (z)χπP (z) ∈ OE ∀ z ∈ ZLP (L)+.
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Démonstration. — Soit W comme dans la Proposition 3.2 et notons que
λ−1
M |ZLP (L)χπP est le caractère central de la LP (L)-représentation W ′ ⊗E
πP . Par le Corollaire 3.4 il existe f ∈ FGP (M,πP )N

0
P non nul vecteur propre

de ZLP (L)+ avec (λ−1
M χπP δP )|ZLP (L)+ comme caractère propre. Le résultat

découle alors de [14, Lem.4.4.2]. �

On aura besoin d’une variante plus subtile du Corollaire 3.5.

Corollaire 3.6. — SoitM , πP , λM , χπP comme dans le Corollaire 3.5
et soit Q un sous-groupe parabolique de G contenant P tel que M est
dans la sous-catégorie pleine Oq

alg de Op
alg. Soit πQ un quotient non nul

de πQ
déf= IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP et supposons que la représentation localement
Qp-analytique FGQ (M,πQ) possède un réseau invariant. Alors on a :

λ−1
M (z)χπP (z) ∈ OE ∀ z ∈ ZLP (L)+.

Démonstration. — Soit WQ la représentation algébrique simple de
(ResL/Qp LQ) ×Qp E sur E de plus haut poids λM (qui existe par hy-
pothèse), N0

Q

déf= N0
P
∩ NQ(L) et N0

P∩LQ
déf= N0

P
∩ NP∩LQ(L). On peut

modifier N0
P
en N0

Q
N0
P∩LQ

sans rapetisser LP (L)+ et remarquons que l’on
a N0

P∩LQ
⊂ LQ(L)+, LP (L)+ ⊂ LQ(L)+ et gN0

P∩LQ
g−1 ⊆ N0

P∩LQ
pour

tout g ∈ LP (L)+. Par le Corollaire 3.4 on a une injection compatible à
LQ(L)+ :

(W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ)|LQ(L)+ ↪→ FGQ (M,πQ)N
0
Q

d’où une injection compatible à LP (L)+ (rappelons que N0
P

= N0
Q
N0
P∩LQ

) :

(W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ)
N0
P∩LQ ↪→ (FGQ (M,πQ)N

0
Q)
N0
P∩LQ = FGQ (M,πQ)N

0
P .

Soit JP∩LQ le foncteur de Jacquet classique relativement au sous-groupe
parabolique P ∩ LQ de LQ, étendu aux représentations localement algé-
briques de LQ(L) comme dans [14, §4.3]. Par [14, Prop.4.3.4] on a une
injection compatible à LP (L)+ :

JP∩LQ(W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ)|LP (L)+ ↪→ (W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ)
N0
P∩LQ

et par [14, Prop.4.3.6] un isomorphisme compatible à LP (L) :

JP∩LQ(W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ) = W ′ ⊗ JP∩LQ(πQ)⊗ δQ|LP (L)

où l’on a utilisé (W ′Q)NP∩LQ = W ′. Comme πQ est un quotient non nul de
l’induite lisse IndLQ(L)

P (L)∩LQ(L) πP , la seconde loi d’adjonction de Bernstein
pour le foncteur de Jacquet JP∩LQ (voir par exemple [7, Th.3]) donne une
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application non nulle πP ⊗ δP∩LQ → JP∩LQ(πQ) compatible à LP (L) où
δP∩LQ : LP (L)→ E× est le module de Haar du groupe P (L)∩LQ(L) dans
LQ(L). Comme δP∩LQδQ|LP (L) = δP , on a finalement des applications
compatibles à LP (L)+ :

(W ′ ⊗ πP ⊗ δP )|LP (L)+ → (W ′Q ⊗ πQ ⊗ δQ)
N0
P∩LQ ↪→ FGQ (M,πQ)N

0
P

où la première application est non nulle et la deuxième est injective. En
particulier, tout élément de (W ′⊗πP ⊗ δP )|LP (L)+ d’image non nulle dans
FGQ (M,πQ)N

0
P fournit un vecteur propre non nul pour l’action de ZLP (L)+

avec (λ−1
M χπP δP )|ZLP (L)+ comme caractère propre. Comme précédemment

le résultat découle de [14, Lem.4.4.2]. �

4. Quelques rappels sur les variétés de drapeaux

On rappelle quelques résultats simples sur les variétés de drapeaux.
Dans cette section H est un groupe réductif connexe déployé sur E, TH
un tore déployé et BH un sous-groupe de Borel contenant TH . On note
X(TH) déf= Homgr(TH ,Gm) le groupe des caractères algébriques de TH et
WH = N(TH)/TH le groupe de Weyl relativement à TH où N(TH) est le
normalisateur de TH dansH. Rappelons que l’on aWH×X(TH)→ X(TH),
(w, λ) 7→ w(λ). On note ρH ∈ X(TH)⊗Z Q la demi-somme des racines po-
sitives (par rapport à BH) et on définit :

(4.1) w · λ déf= w(λ+ ρH)− ρH ∈ X(TH)

si w ∈WH et λ ∈ X(TH). On note `(w) ∈ Z>0 la longueur d’un élément de
WH et w0 l’unique élément de WH de longueur maximale. Rappelons que
w2

0 = 1. On rappelle que WH est muni de l’ordre partiel de Bruhat 6 (cf.
[23, §0.4]) et X(TH) de l’ordre partiel λ 6 µ ⇔ µ − λ ∈ ⊕α∈SZ>0α où S
désigne les racines positives simples par rapport à BH . Si α est une racine
positive, sα ∈ WH la réflexion par rapport à α, 0 ∈ X(TH) le caractère
trivial de TH et w ∈WH , on a la relation (voir par exemple [23, §5.2]) :

(4.2) (sαww0) · 0 6 (ww0) · 0⇐⇒ sαw 6 w

et de même avec < au lieu de 6 ou en remplaçant le poids 0 par un
quelconque poids de X(TH) dominant pour BH . On a aussi w′ 6 w si et
seulement si w′w0 > ww0.

Les deux lemmes qui suivent sont élémentaires.
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Lemme 4.1. — Soit α ∈ S et λ ∈ X(TH). On a sα(λ) 6 λ si et seulement
si on a sα · λ < λ.

Démonstration. — Si sα(λ) 6 λ, alors :

sα · λ− λ = sα(λ+ ρH)− (λ+ ρH) = (sα(λ)− λ) + (sα(ρH)− ρH)
= (sα(λ)− λ)− α 6 −α < 0.

Si sα · λ < λ alors sα(λ)− λ < −(sα(ρH)− ρH) = α d’où sα(λ)− λ = mα

pour m 6 0 et donc sα(λ)− λ 6 0. �

Si PH est un sous-groupe parabolique de H contenant BH , on note
WPH ⊆ WH son groupe de Weyl. Si w ∈ WH , on note PH(w) l’unique
sous-groupe parabolique de H contenant BH tel que les racines positives
simples du Levi LPH(w) sont les α ∈ S vérifiant sα(w · 0) 6 w · 0. De ma-
nière équivalente, PH(w) est le plus grand sous-groupe parabolique de H
tel que w ·0 est un poids dominant par rapport à LPH(w)∩BH . Par exemple
PH(1) = H et PH(w0) = BH .

Lemme 4.2. — Soit α ∈ S et w ∈ WH . Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) α est une racine positive simple de LPH(w) ;
(ii) sα ∈WPH(w) ;
(iii) sαww0 < ww0 ;
(iv) (ww0)−1(α) < 0.

Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (ii) est évidente et est aussi
la même chose que sα(w·0) 6 w·0. Par le Lemme 4.1 c’est encore équivalent
à (sαw) · 0 < w · 0 qui est équivalent à (iii) par (4.2). Il est classique que
(iii) est équivalent à l’inégalité `(sαww0) < `(ww0) (voir [23, Prop.0.4]) et
que cette dernière est équivalente à (iv) (voir [23, §0.3(4)]). �

Remarque 4.3. — On ne change pas PH(w) si on remplace dans sa
définition le poids 0 par un quelconque poids dominant par rapport à BH :
utiliser (4.2) avec ce poids dominant au lieu du poids 0 dans la preuve du
Lemme 4.2.

Si w∈WH , on note encore w un relevé quelconque de w dansN(TH)(E)⊆
H(E). La variété algébrique projective H/BH sur E admet une décompo-
sition cellulaire :

(4.3) H/BH =
∐

w∈WH

BHwBH/BH
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où BHwBH/BH est un espace affine de dimension `(w). On note
BHwBH/BH l’adhérence de Zariski de BHwBH/BH . C’est une variété
algébrique projective irréductible sur E et on a par un théorème classique
de Chevalley (voir par exemple [23, §8.5]) :

(4.4) BHwBH/BH =
∐
w′6w

BHw
′BH/BH .

Si h ∈ H, hBHwBH/BH ⊆ H/BH désigne le fermé de H/BH translaté de
BHwBH/BH à gauche par h.

Proposition 4.4. — Soit PH un sous-groupe parabolique de H conte-
nant BH et w,w1, w2 ∈WH . On a w−1

2 w1 ∈WPH(w) si et seulement si :

w1BHww0BH/BH = w2BHww0BH/BH .

Démonstration. — Il suffit de montrer que le sous-groupe algébrique
Q(ww0) de H stabilisateur de la variété de Schubert BHww0BH/BH est le
sous-groupe parabolique PH(w). Pour alléger l’écriture, on oublie l’indice
H dans la suite de cette preuve. Comme v ∈ W stabilise Bww0B/B si
et seulement si bvb′ stabilise Bww0B/B pour tout b, b′ dans B, on voit
que Q(ww0) est une union de doubles classes BvB pour v dans un sous-
ensemble WQ(ww0) de W . Comme Q(ww0) est un sous-groupe algébrique
fermé de H contenant B, c’est un sous-groupe parabolique (standard) et
WQ(ww0) est son groupe de Weyl (les notations sont donc consistantes).
Il suffit en particulier de déterminer les v = sα ∈ WQ(ww0) avec α ∈ S

pour déterminer Q(ww0). Autrement dit, par le Lemme 4.2, il suffit de
démontrer sαBww0B/B = Bww0B/B si et seulement si sαww0 < ww0.
Si sαBww0B/B = Bww0B/B, alors en particulier sαww0 ∈ Bww0B/B

qui entraîne sαww0 < ww0 par (4.3) et (4.4). Montrons sαBww0B/B ⊆
Bww0B/B si sαww0 < ww0 (ce qui implique alors sαBww0B/B =
Bww0B/B). Par (4.4) il suffit de montrer sαBww0B/B ⊆ Bsαww0B q
Bww0B. C’est un résultat classique, mais on en redonne la preuve (élé-
mentaire). Soit N le radical unipotent de B et Nβ ⊂ N le sous-groupe
associé à la racine positive β. Soit Nα ⊂ N le sous-groupe engendré par les
Nβ pour β parcourant les racines positives distinctes de α. Alors N est le
produit semi-direct de Nα par Nα et sαNα ⊆ Nsα. On en déduit :

sαBww0B = sαNww0B = sαN
αNαww0B

⊆ NsαNαww0B = BN−αsαww0B.

Par la décomposition de Bruhat pour le sous-groupe algébrique de H en-
gendré par Nα, N−α et T , on a N−α ⊆ NαT q NαsαNαT ⊆ B q BsαNα
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qui entraîne :

N−αsαww0B ⊆ Bsαww0B ∪BsαNαsαww0B

= Bsαww0B ∪Bsαsαww0N((ww0)−1sα)(α)B

= Bsαww0B ∪Bww0N−(ww0)−1(α)B.

Mais par le Lemme 4.2, l’hypothèse sαww0 < ww0 (que l’on n’a pas encore
utilisée) est équivalente à −(ww0)−1(α) > 0 c’est-à-dire N−(ww0)−1(α) ⊆ B.
On en déduit donc N−αsαww0B ⊆ Bsαww0B qBww0B si sαww0 < ww0
ce qui achève la preuve. �

Remarque 4.5. — Je remercie S. Orlik et F. Herzig pour leurs sug-
gestions d’amélioration sur la preuve de la Proposition 4.4. En particu-
lier l’argument permettant de montrer l’implication w1BHww0BH/BH =
w2BHww0BH/BH ⇒ w−1

2 w1 ∈WPH(w) m’a été signalé par S. Orlik.

5. Modules de Deligne-Fontaine et socle localement
algébrique

On rappelle la définition de la représentation localement algébrique de
GLn(L) associée dans [6] à un module de Deligne-Fontaine de rang n (dont
les constituants sont “suffisamment” distincts).
On se place dans le cadre du §2 avec G = GLn/L, T le sous-groupe des

matrices diagonales et B celui des matrices triangulaires inférieures.
Fixons L′ une extension finie galoisienne de L et soit L′0 ⊆ L′ la sous-

extension non ramifiée (sur Qp) maximale. On suppose |Hom(L′, E)| = [L′ :
Qp] et on note f ′ déf= [L′0 : Qp] et ϕ′0 le Frobenius arithmétique sur L′0 (qui
modulo p est l’élévation à la puissance p). Appelons module de Deligne-
Fontaine un quadruplet (ϕ,N,Gal(L′/L), D) où D est un L′0⊗QpE-module
libre de rang fini équippé d’une application bijective (appelée Frobenius)
ϕ : D → D telle que ϕ((l′0⊗e) ·d) = (ϕ′0(l′0)⊗e) ·ϕ(d), d’un endomorphisme
L′0 ⊗Qp E-linéaire N : D → D (appelé opérateur de monodromie, à ne pas
confondre avec le radical unipotent N de B au §2 !) tel que Nϕ = pϕN

et d’une action de Gal(L′/L) (appelée donnée de descente) qui commute
à ϕ, N et telle que g((l′0 ⊗ e) · d) = (g(l′0) ⊗ e) · g(d) (l′0 ∈ L′0, e ∈ E,
d ∈ D, g ∈ Gal(L′/L)). Les modules de Deligne-Fontaine forment une
catégorie de manière évidente en prenant pour morphismes les applications
L′0 ⊗Qp E-linéaires qui commutent à ϕ, N et à l’action de Gal(L′/L).
Par un résultat classique de Fontaine (cf. [16] ou [6, Prop.4.1]), la catégo-

rie des modules de Deligne-Fontaine est en fait équivalente à la catégorie des
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représentations du groupe de Weil-Deligne de L sur un E-espace vectoriel
de dimension finie telles que la restriction au groupe de Weil de L′ est non
ramifiée. En particulier c’est une catégorie abélienne (et même artinienne).
Fixons un module de Deligne-Fontaine (ϕ,N,Gal(L′/L), D) de rang n

sur L′0 ⊗Qp E. En utilisant l’équivalence de catégories ci-dessus, on voit
que si E est suffisamment grand on peut supposer que les constituants
irréductibles de (ϕ,N,Gal(L′/L), D) sont tous absolument irréductibles.
On fait dans tout l’article l’hypothèse suivante sur (ϕ,N,Gal(L′/L), D) :

Hypothèse 5.1. — Les constituants irréductibles de
(
ϕ,N,Gal(L′/L),

D
)
sont tous distincts deux à deux.

Rappelons que l’opérateur de monodromie N est forcément nul sur un
module de Deligne-Fontaine absolument irréductible (car N est nilpotent).
L’hypothèse (5.1) entraîne en particulier que l’on peut écrire :

(
ϕ,N,Gal(L′/L), D

)
=

r⊕
i=1

(
ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L), Di,`i

)
où (ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L), Di,`i) est absolument indécomposable de la
forme :

(
ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L), Di,`i

)
=

`i⊕
`=1

(
p−(`i−`)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
avec `i ∈ Z>0, (ϕi, 0,Gal(L′/L), Di) un module de Deligne-Fontaine (abso-
lument) irréductible, N = Ni,`i nul sur

(
p−(`i−1)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
et en-

voyant
(
p−(`i−`)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
dans

(
p−(`i−`+1)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
par

l’identité sur Di si 1 < ` 6 `i.
Notons que N `i

i,`i
= 0 sur (ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L), Di,`i) et que les seuls

sous-modules de Deligne-Fontaine de
(
ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L), Di,`i

)
sont les

modules
⊕j

`=1
(
p−(`i−`)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
pour j ∈ {1, · · · , `i}.

On fait maintenant l’hypothèse supplémentaire dans la suite :

Hypothèse 5.2. — Pour tout i, j ∈ {1, · · · , r}, on a :(
ϕi, 0,Gal(L′/L), Di

)
�
(
p−`jϕj , 0,Gal(L′/L), Dj

)
.

NotonsD déf= (ϕ,N,Gal(L′/L),D) etDi,`i

déf=
(
ϕi,`i , Ni,`i ,Gal(L′/L),Di,`i

)
,

alors WD(D) = ⊕ri=1WD(Di,`i
) où WD désigne la représentation de Weil-

Deligne associée. Soit ni
déf= dimE Di (on a donc n =

∑r
i=1 `ini) et no-

tons πLanglands
i pour i ∈ {1, · · · , r} la représentation supercuspidale de
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GLni(L) sur Qp correspondant à la représentation de Weil WD(Di) asso-
ciée à Di

déf= (ϕi, 0,Gal(L′/L), Di) par la correspondance de Langlands lo-
cale usuelle (en particulier son caractère central est (det WD(Di))◦ rec−1).
La représentation πLanglands

i |det|
1−ni

2
L admet un unique modèle πi sur E

(voir par exemple [6, §4], rappelons que |det|L ∈ qZ ⊂ E×). Les hypothèses
(5.1) et (5.2) impliquent que les représentations πi|det|`i−`L (i ∈ {1, · · · , r},
` ∈ {1, · · · , `i}) sont toutes distinctes et que, pour tout i, j ∈ {1, · · · , r},
on a πi � πj |det|`jL . On identifie l’ensemble ordonné de représentations
supercuspidales :

(5.1)
{
π1|det|`1−1

L , π1|det|`1−2
L , · · · , π1, π2|det|`2−1

L , · · · , π2, · · · , πr|det|L, πr
}

à l’ensemble {1, · · · ,
∑r
i=1 `i} en envoyant πi|det|`i−`L (1 6 ` 6 `i) sur

(
∑i−1
s=1 `s) + ` (donc πi correspond à

∑i
s=1 `s). Si j ∈ {1, · · · ,

∑r
i=1 `i}, on

écrit j = (
∑i−1
s=1 `s)+` pour un i ∈ {1, · · · , r} et un ` ∈ {1, · · · , `i} uniques,

et on note π(j) déf= πi|det|`i−`L , n(j) déf= ni et :

(5.2) D(j) déf=
(
p−(`i−`)ϕi,Gal(L′/L), Di

)
⊆ Di,`i

.

Rappelons que deux supercuspidales π, π′ de GLm(L) sont dites liées si
ou bien π ∼= π′|det|L, ou bien π′ ∼= π|det|L.

Définition 5.3. — Une permutation w de l’ensemble {1, · · · ,
∑r
i=1 `i},

ou de manière équivalente de l’ensemble de supercuspidales (5.1), est ad-
missible si w peut s’écrire comme une composée de transpositions entre
deux supercuspidales consécutives non liées.

Autrement dit w est admissible si l’on peut écrire w = τr ◦ · · · ◦ τ2 ◦ τ1 où
τ1 échange deux supercuspidales voisines non liées, puis τ2 échange deux
supercuspidales voisines non liées etc. Attention que cela n’implique pas
que les τi pour i > 1 prises isolément sont elles-mêmes admissibles. Par
exemple pour τ2, on sait seulement que, une fois appliqué τ1, ce sont les nou-
velles supercuspidales aux positions échangées par τ2 qui ne sont pas liées,
voir l’Exemple 5.4 ci-dessous. De manière équivalente une permutation
de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i} est admissible si l’ordre d’apparition des πi|det|`i−`L

pour 1 6 ` 6 `i est préservé dans w−1(1), · · · , w−1(
∑r
i=1 `i) via la bijec-

tion ci-dessus entre
{
π1|det|`1−1

L , · · · , πr
}

et {1, · · · ,
∑r
i=1 `i}) pour tout

i ∈ {1, · · · , r} (notons que les πi|det|`i−`L , 1 6 ` 6 `i ne sont plus alors
nécessairement “juxtaposées”).

Exemple 5.4. — Considérons le cas r = 2, `1 = 2 et `2 = 1, donc
(π(1), π(2), π(3)) = (π1|det|L, π1, π2) avec π2 � π1|det|2L et π1 � π2|det|L.
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Les permutations w admissibles et non triviales sont celles telles que :(
π(w−1(1)), π(w−1(2)), π(w−1(3))

)
∈ {(π1|det|L, π2, π1), (π2, π1|det|L, π1)} .

Par exemple la permutation w(1) = 2, w(2) = 3, w(3) = 1 qui donne
(π(w−1(1)), π(w−1(2)), π(w−1(3))) = (π2, π1|det|L, π1) s’écrit comme la
composée (12)(23) :

(π1|det|L, π1, π2) (23)7−→ (π1|det|L, π2, π1) (12)7−→ (π2, π1|det|L, π1).

Mais la permutation w = (12) n’est pas admissible car π1|det|L et π1 sont
liées.

Si w est une permutation quelconque de {1, · · · ,
∑r
i=1 `i}, on note Pw ⊆

GLn/L le sous-groupe parabolique contenant B de Levi :

LPw
déf= GLn(w−1(1)) ×GLn(w−1(2)) × · · · ×GLn(w−1(

∑r

i=1
`i)).

Soit P ⊆ GLn/L un sous-groupe parabolique contenant Pw, si l’on écrit
LP ∼= GLm1×· · ·×GLmt , on a une partition naturelle Jw,1qJw,2q· · ·qJw,t
de {1, · · · ,

∑r
i=1`i} telle que l’inclusion LPw⊆LP envoie

∏
j∈Jw,1GLn(w−1(j))

dans GLm1 ,
∏
j∈Jw,2 GLn(w−1(j)) dans GLm2 , etc. On note πw,P l’induite

parabolique lisse :

πw,P
déf= IndLP (L)

Pw(L)∩LP (L)

(
π
(
w−1(1)

)
|det|−(n−n(w−1(1))

L ⊗E

π
(
w−1(2)

)
|det|−(n−n(w−1(1))−n(w−1(2)))

L ⊗E · · · ⊗E π
(
w−1(

r∑
i=1

`i)
))(5.3)

et on remarque que πw,P = IndLP (L)
Pw(L)∩LP (L) πw,Pw et que :

πw,P ∼= πw,P,m1 ⊗L πw,P,m2 ⊗L · · · ⊗L πw,P,mt

où πw,P,ms pour s ∈ {1, · · · , t} est une induite parabolique (évidente) de
Ps à GLms , Ps étant le sous-groupe parabolique inférieur de GLms de Levi∏
j∈Jw,sGLn(w−1(j)).

Lemme 5.5. — Pour toute permutation (quelconque) w de {1, · · · ,∑r
i=1 `i} et pour tout sous-groupe parabolique P ⊆ GLn/L contenant Pw,

la LP (L)-représentation πw,P a tous ses constituants distincts et un unique
quotient irréductible.
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Démonstration. — Comme les représentations supercuspidales π(j) sont
toutes distinctes, cela découle de [37, Prop.2.1(c)] et [37, Prop.2.10] appli-
qué à chaque facteur πw,P,ms . Noter que la normalisation en (5.3) corres-
pond, à torsion près sur chaque facteur (qui dépend du facteur), à l’induc-
tion normalisée de [37]. �

On note πw,P l’unique quotient irréductible de πw,P donné par le
Lemme 5.5. On a encore :

πw,P = πw,P,m1 ⊗L · · · ⊗L πw,P,mt(5.4)

où πw,P,ms est l’unique quotient irréductible de πw,P,ms , s ∈ {1, · · · , t}.

Lemme 5.6.
(i) Soit w une permutation admissible (Définition 5.3) et P ⊆ GLn/L un

sous-groupe parabolique contenant Pw, alors la LP (L)-représentation
πw,P est générique.

(ii) Soit w1, w2 deux permutations admissibles et P ⊆ GLn/L un sous-
groupe parabolique contenant Pw1 et Pw2 . On a πw1,P

∼= πw2,P si
et seulement si les partitions qsJw1,s et qsJw2,s de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i}

sont les mêmes et les ensembles de supercuspidales {π(w−1
1 (j)), j ∈

Jw1,s} et {π(w−1
2 (j)), j ∈ Jw2,s} sont les mêmes pour tout s.

Démonstration. — Démontrons d’abord (ii). Si les conditions ne sont
pas vérifiées, alors par [37, Prop.1.10], les LP (L)-représentations πw1,P et
πw2,P sont des produits tensoriels de représentations irréductibles (5.4) qui
ne sont pas les mêmes dans les deux cas. En particulier πw1,P et πw2,P ne
peuvent être isomorphes. Si les conditions sont vérifiées, alors le fait que les
permutations w1 et w2 sont admissibles associé à [37, Prop.6.4] montre que
l’on a πw1,P,ms

∼= πw2,P,ms pour tout s, et donc a fortiori πw1,P
∼= πw2,P et

πw1,P
∼= πw2,P . Plus précisément, on utilise [37, Prop.6.4] avec l’hypothèse

(1) : “(∆1, · · · ,∆r) differs from (∆′1, · · · ,∆′r) only by a transposition of two
neighbours which are not linked” et avec des segments tous de longueur 1,
puis on fait une récurrence immédiate. En effet, si (∆i

1, · · · ,∆i
r), i ∈ {1, 2},

est la liste des supercuspidales que l’on induit paraboliquement pour obtenir
πwi,P,ms , il suit de l’admissibilité de w1 et w2 (et des hypothèses) que l’on
passe de (∆1

1, · · · ,∆1
r) à (∆2

1, · · · ,∆2
r) par une succession de transpositions

entre deux supercuspidales voisines non liées.
Démontrons maintenant (i). Par la preuve de (ii), on peut se placer dans

une situation où l’on peut appliquer [37, Th.9.7(a)] (avec des segments non
liés) à chaque πw,P,ms , ce qui donne la généricité de son unique quotient
irréductible πw,P,ms (“non-degenerate” avec la terminologie de loc.cit.), et
donc celle de πw,P par (5.4). �
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Notons que, si ΠLanglands est la représentation lisse (irréductible) de
GLn(L) sur Qp correspondant à la représentation de Weil-Deligne WD(D)
par la correspondance de Langlands locale usuelle, on a :

ΠLanglands ⊗ |det|
1−n

2
L
∼= πId,GLn ⊗E Qp.

Pour chaque plongement σ : L ↪→ E de S fixons une liste d’entiers
h

déf= (hi,σ)i∈{1,··· ,n}
σ∈S

dans Z telle que h1,σ < h2,σ < · · · < hn,σ pour tout σ

et posons :
λi,σ

déf= −hi,σ − (n− i)
pour i ∈ {1, · · · , n} de sorte que λ1,σ > λ2,σ > · · · > λn,σ. Notons L(λσ)
la représentation algébrique de GLn ×L,σ E sur E de plus haut poids (do-
minant) λσ : T ×L,σ E → Gm/E , diag(x1, · · · , xn) 7→ x

λ1,σ
1 · · ·xλn,σn , c’est-

à-dire l’induite algébrique :

L(λσ) = IndGLn×L,σE
B×L,σE λσ.

On pose λ
déf= ⊗σ∈Sλσ (un poids dominant de (ResL/Qp T ) ×Qp E par

rapport à (ResL/Qp B) ×Qp E) et L(λ) déf= ⊗σ∈SL(λσ) (une représentation
algébrique de (ResL/Qp GLn)×QpE =

∏
σ GLn×L,σE). On note encore L(λ)

sa restriction à GLn(L) ⊂ GLn(L ⊗Qp E) = ((ResL/Qp GLn) ×Qp E)(E) :
c’est une représentation absolument irréductible de GLn(L) sur E.

On définit la représentation localement algébrique de GLn(L) sur E :

π(D,h) déf= L (λ)⊗E πId,GLn
§2∼= FGLn

GLn

(
L(λ)′, πId,GLn

)
où L(λ)′ est la représentation duale de L(λ) vue comme objet de Og

alg.
Par [29] ou par le (iii) du Théorème 2.3, la représentation π(D,h) est
absolument irréductible.

6. Filtrations de Hodge et représentations localement
Qp-analytiques

À chaque filtration de Hodge sur un module de Deligne-Fontaine comme
au §5 on associe une représentation localement Qp-analytique semi-simple
de GLn(L) sur E.
On conserve les notations du §5. En particulier, D = ⊕ri=1Di,`i

est un
module de Deligne-Fontaine satisfaisant (5.1) et (5.2) où l’on a fixé une
numérotation quelconque des Di,`i

. Rappelons juste que B (resp. B) dé-
signe les matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) de GLn/L,
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que h = (hi,σ)i∈{1,··· ,n}, σ∈S est une liste de poids de Hodge-Tate et que
λ = ⊗σ∈Sλσ est le poids dominant de (ResL/Qp T ) ×Qp E par rapport à
(ResL/Qp B)×Qp E donné par λσ = (−h1,σ − (n− 1) > −h2,σ − (n− 2) >
· · · > −hn,σ).
On pose DL′

déf= D ⊗L′0 L
′ auquel on étend l’action de Gal(L′/L) par

g((l′ ⊗ e) · d) = (g(l′)⊗ e) · g(d). Par (2.1) tout L⊗Qp E-module F s’écrit
F ∼=

∏
σ∈S Fσ. En particulier on a DL′

∼=
∏
σ∈S DL′,σ où chaque DL′,σ est

un L′⊗L,σE-module libre de rang n. Notons que l’action de Gal(L′/L) sur
DL′ induit une action sur chaque DL′,σ. De même l’endomorphisme N de
DL′ induit un endomorphisme encore noté N de chaque DL′,σ.

Définition 6.1. — On appelle filtration de Hodge de poids de Hodge-
Tate h sur le module de Deligne-Fontaine D la donnée de sous-L′ ⊗Qp E-
modules (FiliDL′)i∈Z de DL′ vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Fili+1DL′ ⊆ FiliDL′ pour tout i, FiliDL′ = DL′ pour i � 0,

FiliDL′ = 0 pour i� 0 ;
(ii) FiliDL′ est stable par l’action de Gal(L′/L) pour tout i ;
(iii) FiliDL′,σ/Fili+1DL′,σ 6= 0 si et seulement si i ∈ {h1,σ, · · · , hn,σ} où

FiliDL′,σ
déf= (FiliDL′)σ ⊆ DL′,σ.

On note Fil� une filtration de Hodge de poids de Hodge-Tate h sur D.
Comme FiliDL′ =

∏
σ∈S FiliDL′,σ, chaque FiliDL′,σ est stable par l’action

de Gal(L′/L) dans DL′,σ et par le théorème de Hilbert 90, on a L′ ⊗L
(FiliDL′,σ)Gal(L′/L) ∼→ FiliDL′,σ pour tout i et tout σ. Donc se donner un
sous-L′ ⊗Qp E-module FiliDL′ de DL′ stable par Gal(L′/L) revient juste
à se donner pour chaque σ ∈ S un sous-E-espace vectoriel de DGal(L′/L)

L′,σ .
En particulier chaque FiliDL′,σ et chaque FiliDL′,σ/Fili+1DL′,σ est libre
(de rang fini) sur L′ ⊗L,σ E.
Pour tout élément walg =(walg

σ )σ du groupe deWeyl de (ResL/QpGLn)×Qp
E, on définit walg · λ (resp. walg

σ · λσ) comme en (4.1) pour H =
(ResL/Qp GLn)×Qp E et BH = (ResL/Qp B)×Qp E (resp. H = GLn×L,σ E
et BH

déf= B×L,σE) et on note P (walg) ⊆ GLn/L le plus grand sous-groupe
parabolique contenant B tel que, pour tout σ ∈ S, (walg · λ)σ = walg

σ · λσ
est le plus haut poids par rapport à B ×L,σ E d’une représentation al-
gébrique de LP (walg) ×L,σ E. Comme λσ est dominant pour tout σ (par
rapport à B ×L,σ E), c’est aussi le plus grand sous-groupe parabolique
P (walg) contenant B tel que, pour tout σ ∈ S, walg

σ · 0 est dominant
pour LP (walg) ×L,σ E par rapport à B ×L,σ E (cf. Remarque 4.3). On
note Wσ le dual de cette représentation algébrique de LP (walg) ×L,σ E,
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Wwalg·λ
déf= ⊗σ∈SWσ et Mwalg·λ ∈ O

p(walg)
alg l’unique quotient simple du

module de Verma U(gln ⊗Qp E)⊗U(p(walg)⊗QpE) Wwalg·λ.
On note W l’ensemble des couples (walg, w) où w est une permuta-

tion admissible de {1, · · · ,
∑r
i=1 `i} (Définition 5.3) et walg un élément du

groupe de Weyl de (ResL/Qp GLn)×Qp E avec Pw ⊆ P (walg). Par exemple
(1, w) ∈ W pour toute permutation admissible w. On définit une relation
d’équivalence ∼ surW comme suit : (walg

1 , w1) ∼ (walg
2 , w2) si et seulement

si walg
1 = walg

2 et la permutation sur les supercuspidales {π(w−1
1 (j)), 1 6

j 6
∑r
i=1 `i} qui donne les supercuspidales {π(w−1

2 (j)), 1 6 j 6
∑r
i=1 `i}

respecte les blocs du Levi LP (walg
1 ) = LP (walg

2 ) (voir Lemme 5.6).
À tout élément (walg, w) ∈ W, on associe la représentation localement

Qp-analytique absolument irréductible de GLn(L) sur E :

C(walg, w) déf= FGLn
P (walg)

(
Mwalg·λ, πw,P (walg)

)
(cf. §2 pour FGLn

P (walg) et §5 pour πw,P (walg), l’irréductibilité découle du (iii)
du Théorème 2.3). En particulier C(1, Id) ∼= π(D,h). Notons que par le
Corollaire 2.5 on a :

C(walg, w) = socGLn(L)
(

IndGLn(L)
P (walg)(L)W

′
walg·λ ⊗E πw,P (walg)

)Qp -an
.

Lorsque πw,P (walg) = πw,P (walg) (i.e. lorsque πw,P (walg) est irréductible), on
a aussi par (2.6) et le Corollaire 2.5 :

(6.1)
C(walg, w) = FGLn

Pw

(
Mwalg·λ, πw,Pw

)
= socGLn(L)

(
IndGLn(L)

Pw(L) W ′walg·λ,Pw ⊗E πw,Pw
)Qp -an

où Wwalg·λ,Pw
déf= ⊗σ∈SWσ,Pw , Wσ,Pw étant le dual de la représentation

algébrique de LPw×L,σE de plus haut poids walg
σ ·λσ par rapport à B×L,σE.

Lemme 6.2. — Soit (walg
1 , w1) et (walg

2 , w2) deux éléments de W, on a
C(walg

1 , w1) ∼= C(walg
2 , w2) si et seulement si (walg

1 , w1) ∼ (walg
2 , w2).

Démonstration. — Par le Corollaire 2.7, on a C(walg
1 , w1) ∼= C(walg

2 , w2)
si et seulement siMwalg

1 ·λ
∼= Mwalg

2 ·λ
et πw1,P (walg

1 )
∼= πw2,P (walg

2 ). Le premier
isomorphisme implique walg

1 = walg
2 car walg

1 · λ = walg
2 · λ et λ est un poids

régulier au sens de [23, §1.8]. On a donc P (walg
1 ) = P (walg

2 ) et le résultat
découle du (ii) du Lemme 5.6. �

Pour i ∈ {1, · · · , r} soit mi
déf=
∑i
j=1 nj et posons m0

déf= 0. Pour chaque
σ ∈ S on fixe mr vecteurs (ej,σ)16j6mr du E-espace vectoriel DGal(L′/L)

L′,σ

tels que, pour 1 6 i 6 r, (emi−1+1,σ, · · · , emi,σ) est une base du E-espace
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vectoriel D(
∑i
s=1 `s)

Gal(L′/L)
L′,σ (cf. (5.2)). Donc (N `i−`(emi−1+1,σ), · · · ,

N `i−`(emi,σ)) est une base du E-espace vectoriel D((
∑i−1
s=1 `s)+`)Gal(L′/L)

L′,σ

(1 6 ` 6 `i), (N `i−`(emi−1+1,σ), · · · , N `i−`(emi,σ))16`6`i est une base de
D

Gal(L′/L)
i,`i,L′,σ

et Bσ
déf= (N `(ej,σ))j,` une base de DGal(L′/L)

L′,σ . Se donner une
filtration de Hodge Fil� de poids de Hodge-Tate h sur D revient à se donner
pour tout σ ∈ S un drapeau de sous-E-espaces vectoriels de DGal(L′/L)

L′,σ :

(6.2)
0 ( Filhn,σDGal(L′/L)

L′,σ ( Filhn−1,σD
Gal(L′/L)
L′,σ ( · · ·

( Filh1,σD
Gal(L′/L)
L′,σ = D

Gal(L′/L)
L′,σ

tels que dimE Filhi,σDGal(L′/L)
L′,σ = n+ 1− i.

On pose dans la suite :

H
déf= (ResL/Qp GLn)×Qp E et BH

déf= (ResL/Qp B)×Qp E

et on utilise les notations du §4 (par exemple walg ∈ WH). Exprimé dans
la base B déf= (Bσ)σ∈S ci-dessus, le drapeau (6.2) pour tout σ correspond à
un E-point B(Fil�) sur la variété algébrique projective H/BH :

B(Fil�) ∈ (H/BH)(E) ∼=
∏
σ∈S

GLn(E)/B(E),

le drapeau évident :

(6.3)

EN `1−1(e1,σ) ( EN `1−1(e1,σ)⊕ EN `1−1(e2,σ)

( · · · ( D(1)Gal(L′/L)
L′,σ ( D(1)Gal(L′/L)

L′,σ ⊕ EN `1−2(e1,σ)

( · · · ( D(1)Gal(L′/L)
L′,σ ⊕D(2)Gal(L′/L)

L′,σ

( · · · ( D
Gal(L′/L)
1,`1,L′,σ

( · · · ( D
Gal(L′/L)
L′,σ

correspondant par définition à la classe de l’identité dans GLn(E)/B(E).
On voit une permutation w de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i} comme un élément du

groupe de Weyl de GLn/L, donc en particulier comme une matrice ŵ dans
GLn(L) ⊆ GLn(L⊗Qp E) = H(E), qui envoie les racines simples positives
de GLn(1)×· · ·×GLn(

∑
i
`i) vers des racines simples positives de GLn (noter

que ŵ dépend de la numérotation choisie des Di,`i puisque les blocs n’ont
pas forcément tous la même taille). Avec cette convention on vérifie que
ŵLPIdŵ

−1 = LPw et (via le Lemme 6.2) que (walg, w1) ∼ (walg, w2) dans
W si et seulement si ŵ2ŵ1

−1 appartient au sous-groupe de Weyl WP (walg).

Lemme 6.3. — Soit (walg,w1), (walg,w2)∈W, on a (walg,w1)∼(walg,w2)
si et seulement si ŵ1

−1
BHwalgw0BH/BH = ŵ2

−1
BHwalgw0BH/BH .
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Démonstration. — On a WP (walg) ⊆ WPH(walg) (plongement “diagonal”,
cf. §4 pour PH(walg)) et par maximalité de P (walg), on a ŵ2ŵ1

−1 ∈
WP (walg) si et seulement si ŵ2ŵ1

−1 ∈ WPH(walg). Le résultat découle donc
de la Proposition 4.4. �

On définit la représentation localement Qp-analytique de GLn(L) sur E :

(6.4)

π(D,h,Fil�) déf=
⊕

{(walg,w)}

C(walg, w)

=
⊕

{(walg,w)}

FGLn
P (walg)

(
Mwalg·λ, πw,P (walg)

)
où la somme directe est prise sur les classes {(walg, w)} ∈ W/∼ telles que :

B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH

(i.e. B(Fil�) est un E-point de la variété ŵ−1BHwalgw0BH/BH).
Le Lemme 6.2 et le Lemme 6.3 montrent que la représentation π(D,h,Fil�)
est bien définie.

Proposition 6.4.
(i) La représentation π(D,h,Fil�) ne dépend ni de l’ordre des Di,`i

ni du
choix de la base B comme ci-dessus.

(ii) La représentation π(D,h,Fil�) est semi-simple, sans multiplicité et
contient toujours la représentation localement algébrique π(D,h).

Démonstration.
(i) Nous allons montrer d’une part que la représentation π(D,h,Fil�)

est indépendante de la numérotation des Di,`i
, d’autre part qu’à numé-

rotation fixée elle est indépendante du choix de la base B. Soit w̃ une
permutation de l’ensemble {1, · · · , r} et D̃i,`i

déf= D
w̃(i),`

w̃(i)
une autre nu-

mérotation. Notons avec un tilde tout ce qui est relatif à cette autre nu-
mérotation, par exemple B̃ = (B̃σ)σ∈S est la base de DGal(L′/L)

L′,σ obtenue
en permutant suivant w̃ pour chaque σ les bases des DGal(L′/L)

i,`i,L′,σ
données

par Bσ sans changer l’ordre des vecteurs à l’intérieur de chacune de ces
bases. On note encore w̃ l’unique permutation de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i} qui en-

voie l’ensemble ordonné (5.1) sur l’ensemble ordonné {π
w̃(1)|det|

`
w̃(1)
−1

L ,

π
w̃(1)|det|

`
w̃(1)
−2

L , · · · , π
w̃(1), πw̃(2)|det|

`
w̃(2)
−1

L , · · · , π
w̃(r)|det|L, πw̃(r)}.

On vérifie par un calcul de changement de base élémentaire que B(Fil�) ∈
ŵ−1BHwalgw0BH/BH si et seulement si B̃(Fil�) ∈ ŵw̃

−1
BHwalgw0BH/BH

où ŵw̃ est le relevé dans GLn(L) de la permutation ww̃ de {1, · · · ,
∑r
i=1 `i}

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE I 665

relativement à la nouvelle numérotation GL
n(w̃(1)) × · · · × GL

n(w̃(r)). Par
ailleurs on a (walg, w) ∈ W si et seulement si (walg, ww̃) ∈ W̃ et dans
ce cas C(walg, w) = C̃(walg, ww̃). On voit donc que la somme directe
des C̃(walg, ww̃) sur les {(walg, ww̃)} ∈ W̃/∼ tels que B̃(Fil�) ∈ ŵw̃

−1
×

BHwalgw0BH/BH coïncide avec la somme directe des C(walg, w) sur les
{(walg, w)} ∈ W/∼ tels que B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH .
Soit σ ∈ S, i ∈ {1, · · · , r} et modifions maintenant la base (emi−1+1,σ, · · · ,

emi,σ) de D(
∑i
s=1 `s)

Gal(L′/L)
L′,σ . Par un calcul de changement de base, on a

une matrice h dans ((ResL/Qp LPw) ×Qp E)(E) (en fait dans
((ResL/Qp LPw) ×L,σ E)(E)) telle que B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH si
et seulement si Fil� correspond dans la nouvelle base à un point dans
ŵ−1hBHwalgw0BH/BH = ŵ−1hBHwalgw0BH/BH . Comme LPw⊆LP (walg),
l’élément h est aussi un E-point de PH(walg) défini comme au §4. Mais :

PH(walg)BHwalgw0BH = PH(walg)walgw0BH

=
⋃

w′∈W
PH (walg)

BHw
′BHw

algw0BH

et par la Proposition 4.4 on a w′BHwalgw0BH/BH ⊆ BHwalgw0BH/BH
pour tout w′ ∈ WPH(walg). On en déduit PH(walg)walgw0BH/BH ⊆
BHwalgw0BH/BH d’où hBHwalgw0BH/BH = BHwalgw0BH/BH et donc
ŵ−1hBHwalgw0BH/BH = ŵ−1BHwalgw0BH/BH . Ainsi, on ne change pas
la représentation π(D,h,Fil�) en travaillant dans la nouvelle base.

(ii) La semi-simplicité est claire puisque chaque C(walg, w) est irréduc-
tible. L’assertion de multiplicité 1 découle de la définition de π(D,h,Fil�)
et du Lemme 6.2. Si walg = 1, on a BHwalgw0BH/BH = BHw0BH/BH =
H/BH et donc le constituant C(1, Id) ∼= π(D,h) est toujours là (notons
que C(1, Id) ∼= C(1, w) pour tout w par le Lemme 6.2). �

7. Faible admissibilité et conditions nécessaires
d’intégralité

On montre que si π(D,h,Fil�) admet un OE-réseau stable par GLn(L)
alors la filtration Fil� est faiblement admissible.
On conserve les notations et conventions du §6. ÀD est associé le nombre

rationnel positif ou nul (voir [6, (4)]) :

tN (D) déf= 1
f ′

val
(
detL′0(ϕf

′
)
)
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où detL′0(ϕf ′) est le déterminant de l’automorphisme L′0-linéaire ϕf
′ du L′0-

espace vectoriel D dans une base quelconque. À Fil� est associé le nombre
rationnel positif ou nul (voir [6, (5)]) :

tH(D,Fil�) déf=
∑
i∈Z

i dimL′
(
FiliDL′/Fili+1DL′

)
=
∑
σ∈S

∑
i∈Z

i dimL′
(
FiliDL′,σ/Fili+1DL′,σ

)
.

Si D′ ⊆ D est un sous-module de Deligne-Fontaine, on le munit de la
filtration de Hodge induite (D′L′ ∩ FiliDL′)i∈Z.

Définition 7.1 (Fontaine). — On dit que la filtration de Hodge Fil�

est faiblement admissible si pour tout sous-module de Deligne-Fontaine
D′ ⊆ D on a tH(D′,Fil�) 6 tN (D′) et si de plus tH(D,Fil�) = tN (D).

Remarques 7.2.
(i) En fait, la condition de faible admissibilité initiale demande à ce

que l’inégalité tH(D′,Fil�) 6 tN (D′) soit vérifiée pour tout sous-L′0-espace
vectoriel D′ de D stable par ϕ et N (on n’utilise ni l’action de E ni celle
de Gal(L′/L) dans la définition de ces invariants). Le fait qu’il suffise de
considérer les sous-L′0⊗Qp E-modules de D stables par ϕ, N et Gal(L′/L),
c’est-à-dire les sous-modules de Deligne-Fontaine deD, découle par exemple
de [17, Prop.4.4.9] et [4, Prop.3.1.1.5].
(ii) Rappelons que, par le résultat principal de [11], à toute filtration

faiblement admissible correspond une représentation potentiellement semi-
stable de dimension n de Gal(Qp/L).

Comme les seuls sous-modules de Deligne-Fontaine de Di,`i
(pour i ∈

{1, · · · , r}) sont les modules
⊕j

`=1D
(
(
∑i−1
s=1 `s) + `

)
pour j ∈ {1, · · · , `i}

(cf. (5.2)), on en déduit le lemme suivant (dont la preuve est immédiate).

Lemme 7.3. — Soit D′ ⊆ D un sous-module de Deligne-Fontaine. Alors
il existe une permutation admissible w de {1, · · · ,

∑r
s=1 `s} (non unique en

général) et i ∈ {1, · · · ,
∑r
s=1 `s} tels que D

′ = ⊕ij=1D(w−1(j)).

Si w est une permutation de {1, · · · ,
∑r
s=1 `s}, on note PH,w

déf=
(ResL/Qp Pw) ×Qp E, χπw,Pw le caractère central de πw,Pw et ZLPw (L)+

le sous-monoïde du centre ZLPw (L) de LPw(L) défini comme après (3.4)
pour N0

Pw

déf= NPw(OL). Concrètement ZLPw (L)+ est le monoïde des ma-
trices diagonales de GLn(L) qui sont dans le centre de LPw(L) et dont la
valuation des coefficients (diagonaux) décroît quand on “descend la diago-
nale”.
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Proposition 7.4. — Soit (walg, w) ∈ W et Fil� une filtration de Hodge
de poids de Hodge-Tate h surD telle que B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww

algw0BH/BH
dans un quelconque choix de base B comme au §6. Les conditions :

(7.1)
tH
(
⊕ij=1 D(w−1(j)),Fil�

)
6 tN

(
⊕ij=1 D(w−1(j))

)
, 1 6 i 6

r∑
s=1

`s−1

tH
(
⊕
∑r

s=1
`s

j=1 D(w−1(j)),Fil�
)

= tN
(
⊕
∑r

s=1
`s

j=1 D(w−1(j))
)

sont équivalentes aux conditions :

(7.2) (walg · λ)(z)χπw,Pw (z) ∈ OE ∀ z ∈ ZLPw (L)+.

Démonstration. — Notons d’abord qu’en procédant comme dans la
preuve du (i) de la Proposition 6.4, on voit que la condition B(Fil�) ∈
ŵ−1PH,ww

algw0BH/BH est vraie pour la base B si et seulement si elle est
vraie pour un autre choix de base. On peut donc travailler dans une base
B fixée.
On donne d’abord la preuve dans le cas où N = 0 sur D, c’est-à-dire

`i = 1 pour i ∈ {1, · · · , r}. On a D = ⊕ri=1D(i) et D(i) = Di,1 = Di.
Supposons dans un premier temps w = Id et B(Fil�) ∈ BHwalgw0BH/BH .
Si l’on explicite la filtration de Hodge dans ce cas dans la base Bσ =
(ej,σ)j∈{1,··· ,n} (notons quemr = n), on trouve un drapeau dont les gradués
sont de la forme (pour chaque σ) :

(7.3) Grhn+1−j,σDL′,σ =
L′ ⊗L,σ E ·

(
∗ e1,σ ⊕ ∗e2,σ ⊕ · · · ⊕ ∗e(walg

σ w0,σ)(j)−1,σ ⊕ e(walg
σ w0,σ)(j),σ

)
où j ∈ {1, · · · , n}, Grh·DL′,σ

déf= Filh· DL′,σ/Filh·+1DL′,σ et ∗ ∈ L′⊗L,σ E
(rappelons que walgw0 = (walg

σ w0,σ)σ est un élément du groupe de Weyl de
H ∼=

∏
σ GLn/E et notons que ∗ peut être nul, i.e. par exemple e1,σ n’appa-

raît pas nécessairement dans chaque gradué). On en déduit en particulier
pour i ∈ {1, · · · , r} en notant que w−1

0,σ(j) = w0,σ(j) = n+ 1− j :

(7.4)

1
[E : L] tH

(
⊕ij=1 D(j),Fil�

)
=
∑
σ∈S

n1+n2+···+ni∑
j=1

hn+1−(walg
σ w0,σ)−1(j),σ

=
∑
σ∈S

n1+n2+···+ni∑
j=1

h(walg
σ )−1(j),σ.
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Pour j ∈ {1, · · · , r}, soit χπ(j) : L× → E× le caractère central de π(j)
(= πj ici), on a (voir la preuve de [6, Prop.5.1]) :

(7.5) 1
[E : L] tN (D(j)) = [L : L0] val

(
χπ(j)($L)

)
− [L : Qp]

nj(nj − 1)
2

de sorte que les inégalités (7.1) sont équivalentes aux inégalités pour i ∈
{1, · · · , r} :

(7.6)

∑
σ∈S

n1+n2+···+ni∑
j=1

h(walg
σ )−1(j),σ

6
i∑

j=1

(
[L : L0] val

(
χπ(j)($L)

)
− [L : Qp]

nj(nj − 1)
2

)

(avec égalité pour i = r). On a par ailleurs en notant ρσ la demi-somme
des racines positives de GLn ×L,σ E et λσ = (λσ,1, · · · , λσ,n) :
(7.7)
walg
σ · λσ = walg

σ (λσ + ρσ)− ρσ =
(
λ(walg

σ )−1(j),σ + j − (walg
σ )−1(j)

)
16j6n

=
(
− h(walg

σ )−1(j),σ − (n− j)
)

16j6n
.

Comme (walg ·λ)(z) =
∏
σ(walg

σ ·λσ)(σ(z)), les conditions (7.2) s’explicitent
donc comme suit (en vertu de la description ci-dessus de ZLPId

(L)+, de (5.3)
pour P = PId et en se souvenant que val($L) = [L : L0]−1 et val(|$L|−1

L ) =
[L0 : Qp]) :

(7.8)

1
[L : L0]

∑
σ∈S

( n1+···+ni∑
j=1

(
− h(walg

σ )−1(j),σ − (n− j)
))

+
i∑

j=1

(
val
(
χπ(j)($L)

)
+ [L0 : Qp]nj

(
n− (n1 + · · ·+ nj)

))
> 0

pour tout i ∈ {1, · · · , r} avec = 0 (au lieu de > 0) pour i = r puisque ZG(L)
est un groupe. En multipliant par [L : L0], l’inégalité (7.8) se récrit :

(7.9)
∑
σ∈S

n1+n2+···+ni∑
j=1

h(walg
σ )−1(j),σ 6 [L : L0]

i∑
j=1

val
(
χπ(j)($L)

)
− C
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(avec égalité pour i = r) où :

C
déf=

∑
σ∈S

n1+···+ni∑
j=1

(n− j)− [L : Qp]
i∑

j=1
nj
(
n− (n1 + · · ·+ nj)

)
= [L : Qp]

( n1+···+ni∑
j=1

(n− j)−
i∑

j=1
nj
(
n− (n1 + · · ·+ nj)

))
.

Un calcul élémentaire montre que l’on a :

C = [L : Qp]
(
− (n1 + · · ·+ni)(n1 + · · ·+ni + 1)

2 +
i∑

j=1
nj(n1 + · · ·+ nj)

)

= [L : Qp]
i∑

j=1

nj(nj − 1)
2

et l’on voit que (7.9) est la même chose que (7.6). Comme on passe d’un
point dans BHwalgw0BH/BH à un point dans PH,Idwalgw0BH/BH en
changeant la base de chaque D(i)L′,σ (cf. preuve de la Proposition 6.4),
ce qui ne change donc pas les conditions (7.1) ou (7.6), on voit que le
résultat précédent reste valable pour B(Fil�) ∈ PH,Idwalgw0BH/BH .
La preuve pour w arbitraire est la même en remplaçant (ej,σ)j∈{1,··· ,n}

par (e
ŵ−1(j),σ)j∈{1,··· ,n} pour tout σ.

Enfin, la preuve dans le cas D quelconque, i.e. N éventuellement non
nul, est analogue en remplaçant nj par n(j) (j ∈ {1, · · · ,

∑r
s=1 `s}) et

(ej,σ)j∈{1,··· ,n} par la base du drapeau évident (6.3), c’est-à-dire
(fj,σ)j∈{1,··· ,n} où les fj,σ sont définis par :

f∑i−1
s=1

lsns+(`−1)ni+k,σ
déf= N `i−`(emi−1+k,σ)(7.10)

pour i ∈ {1, · · · , r}, ` ∈ {1, · · · , `i} et k ∈ {1, · · · , ni}. �

Proposition 7.5. — Soit (walg, w) ∈ W et Fil� une filtration de Hodge
de poids de Hodge-Tate h sur D telle que B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH
dans un quelconque choix de base B comme au §6. Les conditions (7.1)
impliquent les conditions (7.2).

Démonstration. — Là encore, quitte à remplacer D(j) par D(w−1(j)) et
fj,σ par f

ŵ−1(j),σ (cf. (7.10)), il suffit de traiter le cas w = Id. Par (4.4), on a
B(Fil�) ∈ BHwalg

1 w0BH/BH pour un walg
1 ∈WH tel que walg

1 > walg et par
la Proposition 7.4, (7.1) pour Fil� est équivalent à (7.2) pour walg

1 . Il suffit
donc de montrer que (7.2) pour walg

1 implique (7.2) pour walg. Par récur-
rence (cf. [23, §0.4]), on peut supposer walg

1 = sαw
alg et `(walg

1 ) > `(walg)
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dans WH où sα est la réflexion par rapport à une racine de BH . On a donc
σ ∈ S et j0 < j1 ∈ {1, · · · , n} tels que walg

1,τ = walg
τ si τ ∈ S\{σ} et walg

1,σ =
sαw

alg
σ où sα est la transposition de {1, · · · , n} qui échange j0 et j1 (i.e. α est

la racine “εj0 − εj1”). De plus, la condition `(sαwalg
σ ) > `(walg

σ ) est équiva-
lente à (walg

σ )−1(α) > 0 ([23, §0.3]), i.e. (walg
σ )−1(j0) < (walg

σ )−1(j1) ou en-
core h(walg

σ )−1(j0),σ < h(walg
σ )−1(j1),σ. Donc on a (walg

1,σ)−1(j) = (walg
σ )−1(j) si

j /∈ {j0, j1}, (walg
1,σ)−1(j0) = (walg

σ )−1(j1) > (walg
σ )−1(j0) et (walg

1,σ)−1(j1) =
(walg

σ )−1(j0) de sorte que pour tout i ∈ {1, · · · , n} on a :
i∑

j=1
h(walg

σ )−1(j),σ 6
i∑

j=1
h(walg

1,σ)−1(j),σ

avec égalité pour i = n. Comme h(walg
τ )−1(j),τ = h(walg

1,τ )−1(j),τ si τ 6= σ, on

voit en particulier que si l’inégalité (7.9) est vraie pour walg
1 (plus préci-

sément l’analogue de (7.9) dans le cas N quelconque, rappelons que cette
inégalité est équivalente à (7.2), cf. preuve de la Proposition 7.4) alors elle
est vraie pour walg, d’où le résultat. �

Si Fil� est une filtration de Hodge comme au §6, on note W(Fil�) ⊆ W le
sous-ensemble des (walg, w) tels que B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH pour
un choix quelconque de base B comme au §6.

Théorème 7.6. — Soit D un module de Deligne-Fontaine vérifiant les
hypothèses (5.1) et (5.2). Soit h = (hi,σ)i∈{1,··· ,n}, σ∈S dans Z tel que h1,σ <

h2,σ < · · · < hn,σ pour tout σ et soit Fil� une filtration de Hodge de poids de
Hodge-Tate h surD. Soit λ = ⊗σλσ avec λσ = (−hj,σ−(n−j))16j6n, πw,Pw
comme en (5.3) et χπw,Pw , ZLPw (L)+ comme ci-dessus pour w permutation
de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i}. Alors la filtration Fil� est faiblement admissible si et

seulement si pour tout (walg, w) ∈ W(Fil�) on a :

(7.11) (walg · λ)(z)χπw,Pw (z) ∈ OE ∀ z ∈ ZLPw (L)+.

Démonstration. — Supposons Fil� faiblement admissible et soit
(walg, w) ∈ W(Fil�). Alors par définition B(Fil�) ∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH
et par la Proposition 7.5 les conditions (7.11) sont satisfaites. Supposons les
conditions (7.11) satisfaites pour tout (walg, w) ∈ W(Fil�) et soit D′ ⊆ D

un sous-module de Deligne-Fontaine. Par le Lemme 7.3, il existe une per-
mutation admissible w de {1, · · · ,

∑r
s=1 `s} et i ∈ {1, · · · ,

∑r
s=1 `s} tel que

D′ = ⊕ij=1D(w−1(j)). Par la décomposition de Bruhat, il existe walg ∈WH

tel que B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww
algw0BH/BH . Soit wH = (wH,σ)σ un élé-

ment de WPH,w tel que, pour tout σ ∈ S, wH,σwalg
σ · 0 est dominant pour

LPw ×L,σ E = LPw ×L,σ E par rapport à B ×L,σ E (un tel wH existe car
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WPH,w est le groupe de Weyl de PH,w = (ResL/Qp Pw)×Qp E). Alors on a
Pw ⊆ P (wHwalg) par définition de P (wHwalg) (cf. début du §6). Quitte à
remplacer walg par wHwalg, on a encore B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww

algw0BH/BH
(en voyant wH ∈WPH,w dans PH,w), et on peut donc supposer (walg, w) ∈
W. Par la Proposition 7.4, on en déduit tH(D′,Fil�) 6 tN (D′) avec égalité
si D′ = D, et Fil� est donc faiblement admissible. �

Corollaire 7.7. — Soit D, h, Fil� comme dans le Théorème 7.6. Si
la représentation localement Qp-analytique π(D,h,Fil�) possède un réseau
stable par GLn(L) alors la filtration Fil� est faiblement admissible.

Démonstration. — L’hypothèse implique que, pour tout (walg, w) ∈
W(Fil�), le constituant C(walg, w) = FGLn

P (walg)
(
Mwalg·λ, πw,P (walg)

)
possède

un réseau invariant. Par le Corollaire 3.6 appliqué à G = GLn/L, M =
Mwalg·λ, P = Pw, πP = πw,Pw , Q = P (walg) et πQ = πw,P (walg), on a
(walg · λ)(z)χπw,Pw (z) ∈ OE si z ∈ ZLPw (L)+. Le résultat découle donc du
Théorème 7.6. �

8. Quelques cas particuliers

On examine la compatibilité de la représentation π(D,h,Fil�) avec les
résultats de [6] (cas générique), [1] (cas GL2) et [3] (cas ordinaire).

On utilise les notations des §§5, 6 et 7, en particulier on fixe un module
de Deligne-Fontaine D satisfaisant (5.1), (5.2) et des poids de Hodge-Tate
h. Les filtrations de Hodge Fil� sur D ci-dessous sont toujours supposées
de poids de Hodge-Tate h.

8.1. Cas générique

Définition 8.1. — On dit que Fil� est générique si :

B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww0BH/BH

pour tout permutation admissible w de {1, · · · ,
∑r
s=1 `s}.

Rappelons que cette définition est indépendante du choix de la base
B (voir par exemple le début de la preuve de la Proposition 7.4). Comme
chaque ŵ−1PH,ww0BH/BH contient un translaté de la grosse cellule
BHw0BH/BH de la variété H/BH , on voit qu’une filtration “prise au ha-
sard” est générique. Si D est irréductible, toute filtration de Hodge est
générique.
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Lemme 8.2. — La filtration de Hodge Fil� est générique si et seulement
si l’on a π(D,h,Fil�) = π(D,h) (i.e. si et seulement si π(D,h,Fil�) est
localement algébrique).

Démonstration. — Montrons d’abord que si (walg
1 , w), (walg

2 , w) ∈ W et
walg

1 6= walg
2 , on a :

(8.1) (PH,wwalg
1 w0BH/BH) ∩ (PH,wwalg

2 w0BH/BH) = ∅.

Il suit des hypothèses que PH,w ⊆ PH(walg
i ), i = 1, 2. Supposons walg

2 =
w′walg

1 pour un w′ ∈ WPH,w , w′ 6= 1 et soit α une racine positive de
LPH,w (par rapport à BH) telle que w′−1(α) < 0. On a (avec des notations
évidentes) :

〈walg
2 · 0, α∨〉 = 〈(w′walg

1 ) · 0, α∨〉

< 〈w′(walg
1 · 0), α∨〉 = 〈walg

1 · 0, w′−1(α)∨〉 6 0

où la première inégalité découle de 〈w′(ρH)− ρH , α∨〉 = 〈ρH , w′−1(α)∨〉 −
〈ρH , α∨〉 < 0 et la deuxième du fait que walg

1 · 0 est dominant pour LPH,w ∩
BH . Mais cela contredit le fait que walg

2 ·0 est aussi dominant pour LPH,w ∩
BH . On a donc walg

2 walg
1
−1

/∈ WPH,w et (8.1) découle alors de la décompo-
sition de Bruhat généralisée (cf. [12, Lem.5.5] par exemple). On en déduit
que si (walg, w) ∈ W et walg 6= 1, on a :

(8.2) (PH,ww0BH/BH) ∩BHwalgw0BH/BH = ∅.

En effet, sinon il existe walg
1 ∈ WH tel que walg

1 > walg (donc en particu-
lier walg

1 6= 1) et walg
1 w0 ∈ PH,ww0BH ce qui contredit (8.1) appliqué avec

walg
2 = 1. Supposons maintenant Fil� générique. On a ŵ−1PH,ww0BH/BH⊆

ŵ−1BHw0BH/BH = H/BH et par (8.2) on en déduit B(Fil�) ∈
ŵ−1BHwalgw0BH/BH si et seulement si walg = 1 d’où π(D,h,Fil�) =
π(D,h). Réciproquement supposons π(D,h,Fil�) = π(D,h) et soit w une
permutation admissible de {1, · · · ,

∑r
i=1 `i}. Par (8.1) (et la décomposition

de Bruhat généralisée) il existe un unique walg ∈ WH tel que (walg, w) ∈
W et B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww

algw0BH/BH . Or ŵ−1PH,ww
algw0BH/BH ⊆

ŵ−1BHwalgw0BH/BH (voir la fin de la preuve du (i) de la Proposition 6.4)
et par hypothèse on a B(Fil�) /∈ ŵ−1BHwalgw0BH/BH si walg 6= 1. On a
donc forcément walg = 1 i.e. B(Fil�) ∈ ŵ−1PH,ww0BH/BH . �

Le corollaire suivant du Théorème 7.6 et du Corollaire 7.7 combinés avec
le Lemme 8.2 précise certains résultats de [6] (et de [32], [22]) sous les
hypothèses (5.1), (5.2).
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Corollaire 8.3. — Soit Fil� une filtration de Hodge générique sur D.
Alors Fil� est faiblement admissible si et seulement si pour toute permuta-
tion admissible w de {1, · · · ,

∑r
s=1 `s} on a :

λ(z)χπw,Pw (z) ∈ OE ∀ z ∈ ZLPw (L)+.

En particulier, s’il existe une filtration de Hodge faiblement admissible sur
D, alors il en existe une générique (faiblement admissible) et si π(D,h) pos-
sède un réseau stable par GLn(L), alors toute filtration de Hodge générique
est faiblement admissible.

Les filtrations de Hodge construites dans [6] sont en fait génériques. Il est
conjecturé dans [6] la réciproque au tout dernier énoncé du Corollaire 8.3 :
s’il existe une filtration de Hodge faiblement admissible sur D (que l’on
peut supposer générique), alors il existe un réseau stable par GLn(L) sur
π(D,h). Récemment, de nombreux cas de cette réciproque ont été démon-
trés (que l’on ne recense pas ici). Il est donc naturel de se demander si cette
réciproque reste vraie en dehors du cas générique.

Question 8.4. — Est-ce que la réciproque du Corollaire 7.7 est vraie ?
C’est-à-dire est-ce que la faible admissibilité de Fil� est toujours suffisante
pour qu’il existe un réseau stable par GLn(L) sur π(D,h,Fil�) ?

8.2. Cas GL2

On suppose ici D libre de rang 2 sur L′0 ⊗Qp E. Si D est irréductible,
auquel cas D satisfait automatiquement (5.1) et (5.2), on a W = {(1, Id)}
et π(D,h,Fil�) = π(D,h) pour toute filtration de Hodge Fil� (et rappelons
que Fil� est faiblement admissible si et seulement si le caractère central de
π(D,h) est entier).

Si D est réductible et N 6= 0, on a D = D(1) ⊕ D(2) avec N(D(2)) =
D(1) et N(D(1)) = 0 (cf. (5.2)), et la seule permutation admissible w de
{1, · · · ,

∑r
i=1 `i} = {1, 2} est w = Id. Pour chaque σ ∈ S on fixe une base

Bσ = (N(eσ), eσ) du E-espace vectoriel DGal(L′/L)
L′,σ telle que eσ est une

base de D(2)Gal(L′/L)
L′,σ . La donnée d’une filtration de Hodge Fil� sur D est

équivalente à la donnée pour chaque σ ∈ S d’une droite :

Filh2,σD
Gal(L′/L)
L′,σ = E(a1,σN(eσ)⊕ a2,σeσ), (a1,σ, a2,σ) ∈ E2\{(0, 0)}

deDGal(L′/L)
L′,σ = Filh1,σD

Gal(L′/L)
L′,σ . Les éléments deWH sont paramétrés par

les parties de S comme suit : à J ⊆ S correspond walg
J = (walg

J,σ)σ ∈ WH
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tel que walg
J,σ 6= 1 si et seulement si σ ∈ J et on a walg

J 6 walg
J′ si et

seulement si J ⊆ J ′. On voit donc que B(Fil�) ∈ BHw
alg
J w0BH/BH si

et seulement si a2,σ 6= 0 pour σ /∈ J et a2,σ = 0 pour σ ∈ J . Autrement dit
B(Fil�) ∈ BHwalg

J w0BH/BH si et seulement si a2,σ = 0 pour σ ∈ J . Soit
Z2

déf= {σ ∈ S, a2,σ = 0}, on voit donc que :

π(D,h,Fil�) = ⊕J⊆Z2C(walg
J , Id).

Soit χ(2) : L× → E× le caractère lisse tel que χ(2) déf= WD(D(2)) ◦ rec−1

(où l’on munit ici D(2) de N = 0), on a explicitement si J 6= ∅ :

(8.3)

C(walg
J , Id) =

(⊗
σ∈S

σ(det)−h2,σ
)
⊗E

(⊗
σ/∈J

(
Symh2,σ−h1,σ−1E2)σ)

⊗E
(

IndGL2(L)
B(L) χ(2)

∏
σ∈J

σ(z)−1 ⊗ χ(2)
∏
σ∈J

σ(z)h2,σ−h1,σ
)J−an

(l’action de GL2(L) sur (Symh2,σ−h1,σ−1E2)σ se faisant via le plongement
σ) et idem si J = ∅ en remplaçant l’induite localement J-analytique ([36,
§2]) par Steinberg⊗E (χ(2)◦det). Notons que Fil� est faiblement admissible
si et seulement si 2 val(χ(2)($L)) = ([L : Qp]+

∑
σ∈S(h1,σ+h2,σ)) val($L)

et
∑
σ∈S\Z2

(h2,σ−h1,σ) > [L : Qp]+
∑
σ∈Z2

(h2,σ−h1,σ) (cela force Z2 = ∅
si L = Qp ou si h2,σ − h1,σ = 1 pour tout σ).
Si D est réductible et N = 0, on a D = D(1)⊕D(2) et l’unique permuta-

tion non triviale w de {1, · · · ,
∑r
i=1 `i} = {1, 2} est maintenant admissible.

Pour chaque σ dans S on fixe une base Bσ = (e1,σ, e2,σ) de DGal(L′/L)
L′,σ telle

que ei,σ est une base de D(i)Gal(L′/L)
L′,σ (i = 1, 2) et on a (pour chaque σ) :

Filh2,σD
Gal(L′/L)
L′,σ = E(a1,σe1,σ ⊕ a2,σe2,σ), (a1,σ, a2,σ) ∈ E2\{(0, 0)}.

Notons Zi
déf= {σ ∈ S, ai,σ = 0} (i = 1, 2), alors comme dans le cas

N 6= 0 on voit que B(Fil�) ∈ BHw
alg
J w0BH/BH (resp. B(Fil�) ∈

w−1BHw
alg
J w0BH/BH) si et seulement si J ⊆ Z2 (resp. J ⊆ Z1). On

en déduit :

(8.4)
π(D,h,Fil�)

= π(D,h)⊕
(
⊕∅(J⊆Z2 C(walg

J , Id)
)
⊕
(
⊕∅(J⊆Z1 C(walg

J , w)
)

où les constituants C(walg
J , Id), C(walg

J , w) se décrivent de manière analogue
à (8.3). Lorsque l’action de Gal(Qp/L) est triviale et Fil� est faiblement
admissible (cas “cristallin”), alors (8.4) est exactement le socle de la repré-
sentation localement Qp-analytique de GL2(L) définie dans [1, §4] (où l’on
ne supposait pas (5.2)).
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Lorsque n = 2 et L = Qp, on a enfin le résultat suivant qui se déduit
de [9], [10] et [25] et dont on laisse les détails de vérification au lecteur.

Proposition 8.5. — Supposons n = 2 et L = Qp. Soit D un mo-
dule de Deligne-Fontaine vérifiant l’hypothèse (5.2), h = (h1, h2) des poids
de Hodge-Tate tels que h1 < h2 et Fil� une filtration de Hodge faible-
ment admissible sur D de poids de Hodge-Tate h (notons que la condi-
tion de faible admissibilité force dans ce cas D à vérifier (5.1)). Soit Π(D)
le GL2(Qp)-Banach unitaire sur E correspondant à la représentation de
Gal(Qp/Qp) associée à D (par la correspondance de Langlands p-adique
pour GL2(Qp) [10]). Alors on a une injection équivariante π(D,h,Fil�) ↪→
socGL2(Qp) Π(D)Qp -an qui est un isomorphisme lorsque D est réductible.

Il est probable que π(D,h,Fil�) ∼= socGL2(Qp) Π(D)Qp -an reste vrai pour
D irréductible.

8.3. Cas ordinaire

On suppose ici L = Qp, N = 0 et on oublie σ en indice puisque S est
un singleton (l’unique plongement de Qp dans E). On considère D de la
forme D = D(1)⊕ · · · ⊕D(n) avec D(i) = Di libre de rang 1 sur L′0⊗Qp E

tel que tH(D(i)) = [E : Qp]hi où h1 < · · · < hn est la liste des poids de
Hodge-Tate. On fixe une base B = (e1, · · · , en) de DGal(L′/Qp)

L′ telle que ei
est une base de D(i)Gal(L′/Qp)

L′ . On considère une filtration de Hodge Fil�

telle que, pour tout i ∈ {1, · · · , n} :

tH
(
⊕ij=1 D(j),Fil�

)
= tN

(
⊕ij=1 D(j)

)
= [E : Qp]

i∑
j=1

hj .

Il est facile de vérifier que Fil� est faiblement admissible, que l’on a :

(8.5)
GrhiDL′ = L′ ⊗Qp E ·

(
a1,ie1 ⊕ a2,ie2 ⊕ · · · ⊕ ai−1,iei−1 ⊕ ei

)
,

i ∈ {1, · · · , n}

pour des ai,j dans L′ ⊗Qp E (qui peuvent être nuls) et que la représen-
tation ρ de Gal(Qp/Qp) associée par [11] est triangulaire supérieure (et
potentiellement cristalline) de la forme :

(8.6) ρ ∼=


(η1 ◦ rec)ε−h1 c1,2 · · · c1,n

0 (η2 ◦ rec)ε−h2
...

...
...

... ... cn−1,n
0 . . . 0 (ηn ◦ rec)ε−hn
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où ε : Gal(Qp/Qp) → Z×p ⊂ E× est le caractère cyclotomique p-adique,
ηi : Q×p → E× le caractère lisse ηi

déf= (WD(D(i)) ◦ rec−1)| · |hiQp et ci,j :
Gal(Qp/Qp)→ E, 1 6 i < j 6 n des fonctions continues. L’hypothèse (5.2)
force (ηi ◦ rec ε−hi)(ηi+1 ◦ rec ε−hi+1)−1 6= ε pour tout i ∈ {1, · · · , n− 1} et
comme hi < hi+1, on voit que ρ est générique au sens de [3, Def.3.3.1]. De
plus toute représentation ρ de la forme (8.6) correspond à un unique Fil�

de la forme (8.5).
Pour i ∈ {1, · · · , n} soit χ(i) déf= WD(D(i))◦ rec−1 = ηi| · |−hiQp . On a pour

(walg, w) ∈ W (cf. (5.3) et (6.1)) :

(8.7)
C(walg, w) = socGLn(Qp)

(
IndGLn(Qp)

B(Qp) (walg · λ)
(
χ(w−1(1))| · |−(n−1)

Qp

⊗χ(w−1(2))| · |−(n−2)
Qp ⊗ · · · ⊗ χ(w−1(n))

))Qp -an
.

Comme (walg ·λ)i = −h(walg)−1(i)− (n− i) (cf. (7.7)), un calcul montre que
(i ∈ {1, · · · , n}, x ∈ Q×p et on identifie ε et ε ◦ rec−1) :

(8.8)
(
(walg · λ)iχ(w−1(i))

)
(x)|x|−(n−i)

Qp

=
(
xhw−1(i)−h(walg)−1(i)

)(
ηw−1(i)ε

−hw−1(i)ε−(n−i))(x).

Définition 8.6. — Soit (walg, w) ∈ W, on dit que C(walg, w) est uni-
taire s’il existe w′ tel que (walg, w) ∼ (walg, w′) dans W (i.e. C(walg, w) ∼=
C(walg, w′) par le Lemme 6.2) et tel que (walg ·λ)(z)χπw′,P

w′
(z) ∈ O×E pour

tout z ∈ ZLP
w′

(L)+.

Remarque 8.7. — La Définition 8.6 est valable dans le cas général (pas
seulement ordinaire).

Comme ηw−1(i)ε
−hw−1(i)ε−(n−i) est un caractère entier, on voit sur (8.8)

que C(walg, w) est unitaire si et seulement si C(walg, w) ∼= C(walg, w′) avec
hw′−1(i) = h(walg)−1(i) pour tout i ∈ {1, · · · , n}, i.e. w′ = walg puisque les
hi sont tous distincts. Autrement dit, dans le cas ordinaire, les C(walg, w)
unitaires sont exactement les C(w,w) (il y en a donc n!). On note
π(D,h,Fil�)u ⊆ π(D,h,Fil�) la sous-GLn(Qp)-représentation somme di-
recte des constituants unitaires apparaissant dans π(D,h,Fil�).
Soit R+ déf= {εi − εj , 1 6 i < j 6 n} les racines positives de GLn par

rapport à B et C ⊆ R+ le plus petit sous-ensemble clos (voir par exemple [3,
§2.3]) tel que εi−εj ∈ C si ai,j 6= 0 dans (8.5). C’est un exercice de théorie
de Hodge p-adique de vérifier que, quitte à conjuguer ρ par une matrice
dans B(E), on peut supposer ci,j ≡ 0 dans (8.6) si εi − εj /∈ C et que
ρ est alors un bon conjugué au sens de [3, Def.3.2.4] (avec les notations
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de loc.cit. on a Cρ = C). On dispose donc du GLn(Qp)-Banach unitaire
Π(ρ)ord de [3, §3.3]. On pose :

WC
déf= {w ∈W,w−1(i) < w−1(j) pour tout εi − εj ∈ C}

= {w ∈W,w−1(i) < w−1(j) pour tout ai,j 6= 0},

la deuxième égalité découlant du fait que C est clos.

Lemme 8.8. — On a socGLn(Qp)
(
Π(ρ)ord)Qp -an = ⊕w−1∈WC

C(w,w).

Démonstration. — Pour w ∈ W considérons la série principale conti-
nue (un GLn(Qp)-Banach unitaire admissible au sens de [3]) Π(ρ)w

déf=(
IndGLn(Qp)

B(Qp) η(ρ)w
)C0

où :

η(ρ)w
déf= ηw−1(1)ε

−hw−1(1)ε−(n−1) ⊗ · · · ⊗ ηw−1(n)ε
−hw−1(n) .

La représentation Π(ρ)ord est extension successive de représentations Π(ρ)w
pour w−1 dans un sous-ensemble Wρ de W contenant WC , et les représen-
tations Π(ρ)w en sous-objet dans Π(ρ)ord sont exactement les Π(ρ)w pour
w−1 ∈ WC (cela résulte facilement de la construction de Π(ρ)ord dans [3,
§3.3], en particulier [3, Prop.3.3.3], et d’une application du foncteur “parties
ordinaires” d’Emerton [15]). Par exactitude du foncteur “vecteurs locale-
mentQp-analytiques” ([35, Th.7.1]) et HomGLn(Qp)(C(w′, w′),Π(ρ)Qp -an

w′′ )=
0 si w′ 6= w′′ (cf. (8.7)), on se ramène à montrer que si 0 → Π′ → Π →
Π(ρ)w′ → 0 est une extension non scindée dans la catégorie des GLn(Qp)-
Banach unitaires admissibles apparaissant en sous-quotient dans Π(ρ)ord

(donc avec w′−1 ∈ Wρ\WC) et si HomGLn(Qp)(C(w′, w′),Π′Qp -an) = 0,
alors C(w′, w′) ne peut être non plus dans le socle de ΠQp -an. Supposons que
l’on a une injection GLn(Qp)-équivariante continue ι : C(w′, w′) ↪→ ΠQp -an.
Par le Corollaire 3.3, l’irréductibilité de C(w′, w′) et [13, (0.4)], on a une
injection :

HomGLn(Qp)(C(w′, w′),ΠQp -an) ↪→ HomT (Qp)+(η(ρ)w′δB , (Π
Qp -an)N(Zp)).

Donc ι donne un élément non nul dans HomT (Qp)+(η(ρ)w′δB ,(Π
Qp -an)N(Zp)),

ou bien, en tordant l’action de Hecke partout par δ−1
B

(suivant les conven-
tions de [15, §3.1] plutôt que celles de [14, §3.4]), dans

HomT (Qp)+(η(ρ)w′ , (ΠQp -an)N(Zp)) ↪→ HomT (Qp)+(η(ρ)w′ ,ΠN(Zp))

Par l’adjonction de [15, Th.4.4.6], il existe donc ι̂ ∈ HomGLn(Qp)(Π(ρ)w′ ,Π)
tel que ι̂|C(w′,w′) = ι. Comme C(w′, w′) = socGLn(Qp) Π(ρ)Qp -an

w′ par (8.7),
on déduit de [35, Th.7.1] que ι̂ est aussi injective. Comme

HomGLn(Qp)(C(w′, w′),Π′Qp -an) = 0,
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la composée Π(ρ)w′
ι̂
↪→ Π� Π(ρ)w′ est non nulle, donc est un scalaire non

nul par [15, Th.4.4.6] et [15, Cor.4.3.5]. On a donc Π ∼= Π′ ⊕Π(ρ)w′ ce qui
est impossible. �

Théorème 8.9. — On a un isomorphisme de représentations locale-
ment analytiques de GLn(Qp) :

π(D,h,Fil�)u ∼−→ socGLn(Qp)
(
Π(ρ)ord)Qp -an

Démonstration. — Soit BC ⊆ B le groupe algébrique des matrices tri-
angulaires supérieures dont les coefficients ci,j (avec les mêmes notations
que pour ρ en (8.6)) sont nuls si εi − εj /∈ C. En particulier ρ est à valeurs
dans BC(E). Soit w ∈ W tel que B(Fil�) ∈ w−1Bww0B/B, alors il existe
walg ∈ W tel que B(Fil�) ∈ w−1Bwalgw0B/B et walg > w (cf. §4). Sup-
posons walg > w, alors en raisonnant comme dans la preuve de la Propo-
sition 7.5, on a

∑i
j=1 hw−1(j) 6

∑i
j=1 h(walg)−1(j) pour tout i ∈ {1, · · · , n}

avec au moins un i tel que l’inégalité est stricte. Mais par la Proposition 7.4
et par (8.8) on doit avoir x

∑i

j=1
hw−1(j)−

∑i

j=1
h(walg)−1(j) ∈ OE pour tout

x ∈ Zp\{0} ce qui est impossible. Donc B(Fil�) ∈ w−1Bww0B/B si et
seulement si B(Fil�) ∈ w−1Bww0B/B si et seulement si les gradués de Fil�

pour j ∈ {1, · · · , n} sont de la forme (cf. (7.3)) :

(8.9) GrhjDL′ = L′⊗QpE ·
(
∗ew−1(1)⊕∗ew−1(2)⊕· · ·⊕∗ew−1(w(j)−1)⊕ej

)
pour ∗ arbitraire (en particulier éventuellement nul) dans L′⊗QpE. On voit
que les égalités (8.5) et (8.9) donnent les mêmes gradués si et seulement si
ai,j 6= 0 implique i ∈ {w−1(1), w−1(2), · · · , w−1(w(j) − 1)} (puisque, par
(8.5), ei doit alors apparaître avec un coefficient non nul dans (8.9) [atten-
tion au changement de notations dans les indices]) i.e. w(i) ∈ {1, 2, · · · ,
w(j) − 1} i.e. w(i) < w(j). Autrement dit B(Fil�) ∈ w−1Bww0B/B si et
seulement si w−1 ∈WC ce qui implique π(D,h,Fil�)u = ⊕w−1∈WC

C(w,w)
par définition de π(D,h,Fil�) et puisque seuls les C(w,w) sont unitaires.
On conclut avec le Lemme 8.8. �

Bien entendu, il peut y avoir de nombreux constituants non unitaires
dans π(D,h,Fil�) (par exemple si ρ est scindée).

9. Appendice

On donne des détails pour les preuves du Théorème 2.3 et de la Propo-
sition 2.4 suivant [28] et [26].
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On utilise les notations du §2. Commençons par la preuve du Théo-
rème 2.3.

Si H est un groupe p-adique L-analytique et σ ∈ S, on note Cσ -an(H,E)
le E-espace vectoriel topologique localement convexe des fonctions loca-
lement L-analytiques pour le plongement σ de L dans les coefficients E
(voir ([34, §2]) et ses références, où cet espace est juste noté Can(H,E)
puisque le plongement σ y est fixé) et Dσ(G,E) son dual fort. On a
une immersion fermée évidente Cσ -an(H,E) ↪→ CQp -an(H,E) qui induit
une surjection continue D(H,E) � Dσ(H,E). On fixe des modèles des
groupes algébriques G, P = LPNP , P = LPNP sur OL et on note G(OL),
P (OL) = LP (OL)NP (OL), et c. leur points à valeurs dans OL. Rappe-
lons que D(G(OL), E), D(P (OL), E) etc. contient respectivement g⊗Qp E,
p ⊗Qp E, et donc U(g ⊗Qp E), U(p ⊗Qp E), . . . , via l’accouplement
〈x, f〉 = d

dtf
(

exp(−tx)
)
|t=0. On note U(g, P (OL), E) la sous-E-algèbre

de D(G(OL), E) engendrée par U(g ⊗Qp E) et D(P (OL), E). On fixe un
pro-p-sous-groupe ouvert normal et uniforme∗ (au sens de [31, §2]) H de
G(OL) ce qui permet de définir avec [35] les complétés Dr(G(OL), E)
de D(G(OL), E) pour r ∈ pQ et 1/p < r < 1 (des E-algèbres de Ba-
nach). On note Dr(P (OL), E), Ur(g ⊗Qp E), Ur(g, P (OL), E) l’adhérence
de D(P (OL), E), U(g ⊗Qp E), U(g, P (OL), E) dans Dr(G(OL), E). On a
Ur(g, P (OL), E) = Ur(g⊗Qp E)Dr(P (OL), E) (car Ur(g⊗Qp E)Dr(P (OL),
E) ⊆ Ur(g, P (OL), E) et [24, Th.1.4.2] implique que Ur(g⊗QpE)Dr(P (OL),
E) est déjà fermé, cf. “Step 3” de la preuve de [28, Th.5.5]).
La preuve du (i) est analogue à celle de [28] (la preuve de [28, Prop.4.5]

et l’argument de [28, §4.6] se généralisant sans problème). Pour la preuve
du (ii), on se ramène d’abord comme dans [28, Prop.4.9(a)] au cas où la
représentation πP est triviale. La preuve de [28, Prop.4.2] s’étend alors à
condition de généraliser les résultats de [28, §3.8] qu’elle utilise. Un examen
des détails montre que ces derniers résultats s’étendent aussi mais il faut
considérer les groupes qui apparaissent dans [28, §3.8] comme des groupes
Qp-analytiques (et non plus L-analytiques) et remplacer les algèbres de Lie
par leurs tensorisés par E au-dessus de Qp (et non plus au-dessus de L)
comme au §2.
La preuve du (iii) demande plus d’attention : il faut étendre les preuves

de [28, Th.5.3] et [28, Th.5.8], on indique ci-dessous les endroits à modifier.
Commençons par la preuve de [28, Th.5.3], c’est-à-dire le cas où πP est

la représentation triviale et rappelons que l’on a M ∼= ⊗σ∈SMσ où Mσ est
un objet simple de la catégorie Opσ

alg (cf. §2). On se ramène comme dans
loc.cit. à montrer que, pour r comme ci-dessus suffisamment proche de 1,
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le Dr(G(OL), E)-module (non nul) :

Mr
déf= Dr(G(OL), E)⊗U(g,P (OL),E) M

est simple. Soitmr le sous-Ur(g⊗QpE)-module deMr engendré parM . Pour
r suffisamment proche de 1 (ce que l’on suppose tacitement désormais), la
surjection Ur(g⊗Qp E)⊗U(g⊗QpE) M � mr est un isomorphisme. En effet,
l’image du U(g⊗Qp E)-module M dans ces deux Ur(g⊗Qp E)-modules de
type fini est dense et M est un U(g⊗Qp E)-module simple. Par l’argument
du “Step 3” de la preuve de [28, Th.5.5] (utilisant [27, Lem.3.4.4] et [27,
Prop.3.4.8]) on en déduit que ces deux Ur(g ⊗Qp E)-modules sont aussi
simples, donc isomorphes. La surjection canonique U(gτ ) � E consistant
à envoyer sur 0 l’idéal d’augmentation de U(gτ ) pour τ 6= σ induit une
surjection U(g⊗QpE)� U(gσ) qui s’insère dans un diagramme commutatif
(cf. par exemple [31, §2] ou la preuve de [31, Lem.4.2]) :

D(G(OL), E) // // Dσ(G(OL), E)

U(g⊗Qp E)
?�

OO

// //
� _

��

U(gσ)
?�

OO

� _

��
Ur(g⊗Qp E) // // Ur(gσ)

où Ur(gσ) est le complété de U(gσ) pour la norme quotient venant de
Ur(g⊗Qp E). On note mσ,r

déf= Ur(gσ)⊗U(gσ) Mσ qui est encore un Ur(gσ)-
module simple (en procédant comme précédemment).
Comme dans la preuve de [28, Th.5.7], il suffit de montrer qu’il n’y a un

isomorphisme de Ur(g⊗Qp E)-modules :

(9.1) φ : δwmr
∼−→ δumr,

où u ∈ NP (OL), w est dans le groupe de Weyl de G/L (vu dans G(OL))
et où δg ∈ D(G(OL), E) est la distribution de Dirac en g ∈ G(OL),
que si δw−1u ∈ G(OL) ∩ Ur(g, P (OL), E) (l’intersection étant prise dans
Dr(G(OL), E)). Notons que l’action adjointe de g−1, i.e. la conjugaison
par δ−1

g , induit un automorphisme continu de Ur(g ⊗Qp E) de sorte que
δgmr est bien encore un Ur(g⊗Qp E)-module.
Comme dans le “Step 1” de la preuve de [28, Th.5.7], montrons d’abord

que l’existence d’un isomorphisme (9.1) implique w ∈ WP où WP est le
groupe de Weyl de LP /L. Par maximalité de P , on a WP = ∩σ∈SWP (σ) où
P (σ) ⊆ G/L est le sous-groupe parabolique maximal tel que Mσ ∈ Op(σ)σ

alg
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et WP (σ) le groupe de Weyl de LP (σ)/L. Supposons w /∈WP , alors il existe
σ0 ∈ S tel que w /∈WP (σ0). Par [31, Lem.4.2] (et sa preuve), l’isomorphisme
U(g⊗Qp E) ∼→ ⊗σ∈SU(gσ) induit une injection continue d’image dense de
E-algèbres de Banach Ur(g ⊗Qp E) ↪→ ⊗̂σ∈SUr(gσ) . De plus, il existe
r′ < r tel que ⊗̂σ∈SUr(gσ) ↪→ Ur′(g⊗Qp E), la composée redonnant l’inclu-
sion Ur(g⊗QpE) ↪→ Ur′(g⊗QpE) (voir la fin de la preuve de [31, Lem.4.2]).
En tensorisant (9.1) par ⊗̂σ∈SUr(gσ) au-dessus de Ur(g ⊗Qp E) et en uti-
lisant mr ∼= Ur(g ⊗Qp E) ⊗U(g⊗QpE) M ∼= Ur(g ⊗Qp E) ⊗⊗σU(gσ) (⊗σMσ)
et la définition de mσ,r, on obtient par ce qui précède un isomorphisme de
⊗̂σ∈SUr(gσ)-modules non nuls :

φ̂ :
(
⊗̂σUr(gσ)

)
⊗⊗σUr(gσ)

(
⊗σ δwmσ,r

)
∼−→
(
⊗̂σUr(gσ)

)
⊗⊗σUr(gσ)

(
⊗σ δumσ,r

)
où δw (resp. δu) dans chaque facteur est vu dans Dσ(G(OL), E). Soit s :(
⊗̂σUr(gσ)

)
⊗⊗σUr(gσ)

(
⊗σ δumσ,r

)
� δumσ0,r une surjection continue de

Ur(gσ0)-modules. Le morphisme induit de Ur(gσ0)-modules :

(⊗σδwmσ,r)|Ur(gσ0 )
1⊗Id−→

(
⊗̂σUr(gσ)

)
⊗⊗σUr(gσ)

(
⊗σ δwmσ,r

) s◦φ̂
� δumσ0,r

est non nul car⊗σδwmσ,r est dense dans
(
⊗̂σUr(gσ)

)
⊗⊗σUr(gσ)

(
⊗σδwmσ,r

)
.

Donc il existe un élément ⊗σδwmσ ∈ ⊗σδwmσ,r dont l’image est non nulle.
Comme δwmσ0,r et δumσ0,r sont des Ur(gσ0)-modules simples, la restriction
de s ◦ φ̂ ◦ (1⊗ Id) à Ur(gσ0) · ⊗σδwmσ

∼= (⊗σ 6=σ0δwmσ)⊗ δwmσ0,r induit un
isomorphisme de Ur(gσ0)-modules δwmσ0,r

∼−→ δumσ0,r. Le “Step 1” dans la
preuve de [28, Th.5.7] montre alors que c’est impossible si w /∈WP (σ0). On
a donc w ∈ WP . (Alternativement, on peut aussi partir de φ̂ et appliquer
directement l’argument du “Step 1” de la preuve de [28, Th.5.7] au groupe
déployé

∏
σ∈S G×L,σ E.)

Comme WP ⊂ P (OL) ⊂ G(OL) ∩ Ur(g, P (OL), E) on peut comme dans
la preuve de [28, Th.5.7] remplacer maintenant (9.1) par :

(9.2) φ : mr
∼−→ δumr

pour un u ∈ NP (OL). Par le même argument que ci-dessus, (9.2) induit
un isomorphisme φσ : mσ,r

∼−→ δumσ,r pour tout σ ∈ S. La preuve de [28,
Th.5.7] montre alors que cela implique :

δu ∈ G(OL) ∩ Uσ,r(gσ, P (OL), E)

où Uσ,r(gσ, P (OL), E) déf= Ur(gσ)Dσ,r(P (OL), E), Dσ,r(P (OL), E) étant le
complété deDσ(P (OL),E) pour la norme quotient venant deDr(P (OL),E).
Quitte à modifier le pro-p-sous-groupe uniforme∗ H ⊆ G(OL), on peut le
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supposer de la forme H = H−H+ où H− (resp. H+) est un pro-p-sous-
groupe uniforme∗ ouvert dans NP (OL) (resp. P (OL)). Un examen de la
preuve de [28, Sublem.5.6] montre alors que l’on a :

(9.3)
G(OL) ∩ Uσ,r(gσ, P (OL), E) = H−,mP (OL)

= G(OL) ∩ Ur(g, P (OL), E)

pour tout entier m positif ou nul tel que 1/p < rp
m

< p−
1
p−1 si p >

2, 1/2 < r2m et r2m+1
< 1/2 si p = 2, et où H−,m est le mième sous-

groupe dans la p-série inférieure de H−. En particulier, (9.3) implique que
la distribution δu est aussi dans G(OL) ∩ Ur(g, P (OL), E) (en fait même
dans NP (OL) ∩ Ur(g, P (OL), E)) ce qui termine la généralisation de la
preuve de [28, Th.5.3].
La preuve de [28, Th.5.8] reste alors valable en utilisant les résultats in-

termédiaires généralisés comme ci-dessus. Ceci achève la preuve du Théo-
rème 2.3

Passons maintenant à la preuve de la Proposition 2.4, en conservant les
notations ci-dessus (et celles du §2). La preuve suit celle de [26, Prop.3.5].
D’abord, en procédant comme dans la preuve de [26, Lem.3.4] et en utilisant
que NQ(L) agit trivialement sur π′Q, on se ramène au cas où πQ est la
représentation triviale (et on note FGQ (M) = FGQ (M,πQ)). Reprenons les
notations de la preuve du Théorème 2.3 en remplaçant le parabolique P par
le parabolique Q. Il suffit de montrer que H0(nQ⊗QpE,FGQ (M)′) = W (Q).
Soit WQ le sous-ensemble du groupe de Weyl de G/L qui envoie les racines
positives de LQ (i.e. les racines de B ∩ LQ) vers des racines positives de
G, I ⊂ G(OL) le sous-groupe d’Iwahori standard (noyau de la réduction
vers G(kL) (on a Q(OL) ⊂ I) et w ∈ WQ, comme dans la preuve de [26,
Prop.3.5], on se ramène à montrer H0(nQ ⊗Qp E,D(I, E)r ⊗U(g,Q(OL),E)
M
)

= W (Q) et :

H0(Ad(w−1)nQ ⊗Qp E,D(w−1Iw,E)r ⊗U(g,w−1Iw∩Q(OL),E) M
)

= 0
si w 6= 1.

Commençons par le deuxième cas. Comme dans loc.cit. il suffit de montrer
H0(Ad(w−1)nQ ⊗Qp E, δumr

)
= 0 pour u ∈ NQ(OL) où mr est comme

dans la preuve du (iii) du Théorème 2.3 (et r suffisamment proche de 1).
Il suffit encore de montrer :

H0(Ad(w−1)nQ ⊗Qp E, (⊗̂σ∈SUr(gσ))⊗Ur(g⊗QpE) δumr
)

= 0

car δumr ↪→ (⊗̂σ∈SUr(gσ)) ⊗Ur(g⊗QpE) δumr (δumr est un Ur(g ⊗Qp E)-
module simple, cf. la preuve du (iii) du Théorème 2.3). On est finalement
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ramené au cas du groupe déployé
∏
σ∈S G ×L,σ E et on peut appliquer

la preuve de [26, Prop.3.5] en remarquant que la racine β de la preuve
de loc.cit. est bien une racine de

∏
σ∈S NQ ×L,σ E (pour un σ tel que

w /∈ WQ(σ) où Q(σ) ⊆ G/L est le sous-groupe parabolique maximal tel
que Mσ ∈ Oq(σ)σ

alg et WQ(σ) son groupe de Weyl, cf. la preuve du (iii) du
Théorème 2.3).
Pour le premier cas, suivant la preuve de loc.cit. on se ramène à montrer

H0(nQ ⊗Qp E, δumr) = 0 si u /∈ NQ(OL) ∩Ur(g, Q(OL), E) (voir la preuve
du (iii) du Théorème 2.3 pour les notations) et H0(nQ⊗QpE,mr) = W (Q).
Le même argument que dans la preuve de [26, Prop.3.5] donne :

H0(nQ ⊗Qp E, δumr) = H0(Ad(u−1)nQ ⊗Qp E,mr)

= mr ∩ u−1H0(nQ ⊗Qp E, M̂)

pour tout u ∈ NQ(OL) où M̂ est le “complété formel” de M (cf. loc.cit.).
Mais comme M est un objet simple de Oq

alg, on a H0(nQ ⊗Qp E,M) =
W (Q), en particulier H0(nQ ⊗Qp E,M) est de dimension finie d’où on dé-
duit H0(nQ⊗Qp E, M̂) = H0(nQ⊗Qp E,M) et donc H0(nQ⊗Qp E, δumr) =
mr ∩ u−1W (Q). Comme mr ∩ u−1W (Q) ⊆ mr est stable par l’action de
la sous-algèbre de Lie Ad(u−1)lQ ⊗Qp E ⊆ g ⊗Qp E et que u−1W (Q) est
un U(Ad(u−1)lQ ⊗Qp E)-module simple, on a u−1W (Q) ⊆ mr si mr ∩
u−1W (Q) 6= 0. En particulier mr contient Eu−1v+ où v+ est un vec-
teur non nul de plus haut poids de W (Q) (ou de M), ou de manière
équivalente δumr contient Ev+. L’application de Ur(g ⊗Qp E)-modules
mr = Ur(g ⊗Qp E) ⊗U(g⊗QpE) M → δumr, 1 ⊗ v+ 7→ v+ est non nulle,
donc un isomorphisme puisque ces Ur(g ⊗Qp E)-module sont simples. Par
la deuxième partie de la preuve du (iii) du Théorème 2.3, cela implique
u ∈ NQ(OL) ∩ Ur(g, Q(OL), E).
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