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UNE CONDITION SUFFISANTE POUR
L’IRREDUCTIBILITE D’UNE INDUITE PARABOLIQUE
DE GL(m,D)

par Toan BADULESCU, Erez LAPID & Alberto MINGUEZ (*)

RESUME. —  Dans la théorie des représentations de GL,, (et ses formes inté-
rieures) sur un corps local non-archimédien, nous disposons de deux classifications,
dues a Zelevinsky et Langlands, construites & partir de certaines représentations
segments Z(A) et L(A). Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
lirréductibilité de I'induite parabolique Z(A) x L(A’) des segments A, A’. On en
déduit des nouvelles conditions suffisantes pour l'irréductibilité d’une induite pa-
rabolique de représentations quelconques. Ce critére est particulierement pratique
pour les représentations dites en échelle.

ABSTRACT. — In the representation theory of GL, (and its inner forms) over a
non-archimedean local field there are two classification schemes due to Zelevinsky
and Langlands in which the building blocks are certain segment representations
Z(A) and L(A). We give a necessary and sufficient criterion for the irreducibility
of the parabolic induction Z(A) X L(A’) of segments A, A’. As a consequence we
obtain new sufficient conditions for irreducibility of parabolic induction of arbitrary
representations. This is particularly useful for the so called ladder representations.

Introduction

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien, de
caractéristique quelconque, et soit D une F-algebre a division de dimension
finie et de centre F. Pour tout entier n > 1, on désigne par G,, le groupe

GL, (D).

Mots-clés : représentation induite, irréductibilité, représentations en échelle.
Classification math. : 22E50.
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Cet article est motivé par la question suivante : Soient 7 et mo deux re-
présentations lisses irréductibles complexes de G,,, et G,,, respectivement,
quelles sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que I'induite pa-
rabolique m, X my soit irréductible ? Dans le cas ot D = F, Bernstein [9]
prouve que, si m; et o sont des représentations irréductibles unitaires, alors
la induite 7 X my est toujours irréductible. Ce théoréme est utilisé par
Moeeglin-Waldspurger [19, §1] pour donner — entre autres — des conditions
suffisantes dans le cas ou 71 et mo sont des représentations essentiellement
de Speh, résultat qu’ils utilisent pour la détermination du spectre discret
automorphe de GL,, sur un corps global. Par la suite, Sécherre [20], étend le
théoreme de Bernstein sur l'irréductibilité de 'induite des représentations
unitaires au cas ou D # F, via la théorie de types.

Dans le cas ou les représentations ne sont pas forcement unitaires, la
question est beaucoup plus difficile : Minguez [15] traite le cas ol 'une de
deux représentations est cuspidale. Dans cet article, on utilise la technique
des foncteurs de Jacquet pour donner une condition suffisante (mais pas
nécessaire), basée sur les classifications des représentations irréductibles
complexes de G,,, pour que l'induite 7w X 7o soit irréductible.

Donnons plus de détails sur notre résultat. Soit un entier n > 1 et soit p
une représentation irréductible cuspidale de G,,. Dans [21], on lui associe
un caractére non-ramifié v, tel que pour toute représentation cuspidale p’,
la représentation induite normalisée p x p’ est réductible si et seulement si
p’ est isomorphe & la représentation tordue pv, ou pup_l.

Ceci permet de définir la notion de segment. Soient a,b € Z des entiers
tels que a < b. Un segment est une suite finie de la forme :

A= (pyg7pug+1, . ,pI/S) .
La longueur de A est b —a + 1.
Soit A = (p’yg,',p’yg,H, . ,p/I/Z;) un autre segment. On dit que A et

A’ sont liés si 'on peut extraire de I'une de suites :
b ’ % ’ % b
(0.1) (pyg,...,pyp,plug,,...,p'up,) (p/yz,,...,p’yp,,pyg,...,pyp)

une sous-suite qui est un segment de longueur strictement supérieure aux
longueurs de A et A’. On dit que A et A’ sont juxtaposés si 'une des suites
(0.1) est un segment, c’est-a-dire si p’l/;‘,‘,/ ~ pug“‘l ou pry =~ p’l/Z:H.

Un multisegment est un multi-ensemble (cf. 1.7) de segments de la forme
précédente. A tout multisegment m = A; + --- + Ay on associe deux
représentations irréductibles, a la Zelevinsky et & la Langlands, Z(m) et

L(m) ([24, 21, 17]; voir Théorémes 2.5 et 2.6 pour plus de détails) de sorte
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UNE CONDITION SUFFISANTE 2241

que toute représentation irréductible m de G, s’écrit sous la forme Z(m)
(resp. L(m)) pour un unique multisegment m.

Dans [24, 21, 17], il est montré que, si A et A’ sont deux segments,
Pinduite Z(A) x Z(A") (resp. L(A) x L(A’)) est irréductible si, et seulement
si, A et A’ ne sont pas liés. On en déduit facilement que, si m, m’ sont deux
multisegments tels qu’aucun segment de m ne soit lié & un segment de m’,
alors l'induite Z(m) x Z(m') (resp. L(m) x L(m’)) est irréductible.

Dans cet article, on s’intéresse a 'induite :

Z(A) x L(A).

On montre qu’elle est irréductible si, et seulement si, A et A’ ne sont pas
juxtaposés. Dans le cas ott A et A’ sont juxtaposés, 'induite est de longueur
2 et ses sous-quotients irréductibles sont appelés représentations elliptiques
de Lubin-Tate dans [10] car ce sont exactement celles qui apparaissent dans
la cohomologie des tours de Lubin-Tate.

On en déduit, dans la Section 3, le résultat principal de cet article :

THEOREME 0.1. — Soient m = Ay +---+ Ay et m/ = Al +--- + Ay,
deux multisegments. Supposons que pour tous 1 <1 < N, 1< j < N/, A
et A} ne sont pas juxtaposés. Alors, les induites :

Z(m) x L(m") et L(m) x Z(m')
sont irréductibles.

Dans la Section 4 on en déduit quelques applications directes : il semble
étre, en particulier, un critére intéressant pour étudier le dual unitaire de
Gy, Plus généralement on consideére le cas des représentations en échelle
(cf. [13], voir paragraphe 4.1 pour la définition), classe qui généralise de
fagon naturelle celle de représentation de Speh (et qui contient aussi les re-
présentations elliptiques). On montre que la conjecture [5, Conjecture 3.11]
sur lirréductibilité du transfert de Jacquet-Langlands est vraie pour des
telles représentations et on répond a la question posée dans [13, Remark 5],
qui apparait aussi naturellement dans [11].

1. Notations et conventions
1.1.
Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, de

caractéristique résiduelle notée p, et soit D une F-algebre a division centrale
de dimension finie d?.

TOME 63 (2013), FASCICULE 6
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1.2,

Soit G un groupe topologique localement profini. Dans cet article on
ne considérera que des représentations lisses complexes de G et le mot
représentation voudra toujours dire représentation lisse complexe. Si 7 est
une représentation de G, on désigne par 7V sa contragrédiente. Si en outre
x est un caractére de G, on note xm ou wy la représentation tordue g +—

x(9)7(g)-

1.3.

Pour tout entier m > 1, on désigne par M,, (D) la F-algebre des matrices
de taille m x m a coefficients dans D et par G,, = GL,,(D) le groupe de
ses éléments inversibles.

Soit Nrd,, la norme réduite de M,,(D) sur F et | |¢ la valeur absolue
normalisée de F. L’application g — |Nrd,,(g)|r est un caractére de G,y,,
qu’on notera simplement v.

1.4.

Pour m > 1, on note Irr(G,,) 'ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles de G, et ¥(G,,) le groupe de Grothendieck
de ses représentations de longueur finie, qui est un Z-module libre de base
Irr(G;y,). On fait la convention Irr(Gg) est la représentation de dimension
1 du groupe trivial et (Gy) = Z.

Si 7 est une représentation de longueur finie de G,,,, on pose deg(m) = m
(le degré de ), et on note [r] I'image de m dans 4(G,,). En particulier,
si 7 est irréductible, [r] désigne sa classe d’isomorphisme. Lorsqu’aucune
confusion ne sera possible, il nous arrivera d’identifier une représentation
avec sa classe d’isomorphisme.

On désigne par Irr la réunion disjointe des ensembles Irr(G,,,) pour m >
0, et par 4 la somme directe des 4(G,,) pour m > 0, qui est un Z-module
libre de base Irr.

1.5.
Si @« = (my,...,m,) est une famille d’entiers positifs ou nuls dont la

somme est égale a m, il lui correspond le sous-groupe de Levi standard M,
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de G, constitué des matrices diagonales par blocs de tailles mq,...,m,
respectivement, que I’on identifie naturellement au produit G,,,, X - - X Gy, .
On note P, le sous-groupe parabolique de G,, (de facteur de Levi M)
engendré par M, et les matrices triangulaires supérieures, et on note U,
son radical unipotent.

On note 7, le foncteur de restriction parabolique normalisé (le foncteur
de Jacquet), et i, son adjoint & droite, c’est-a-dire le foncteur d’induc-
tion parabolique normalisé lui correspondant. Ces foncteurs sont exacts, et
préservent I'admissibilité et le fait d’étre de longueur finie.

Si, pour chaque ¢ € {1,...,7}, on se donne une représentation 7; de G,,,,
on note :
(1.1) M X o X T =8 (T ® -+ @ Ty ).
Si les m; sont de longueur finie, la quantité [m; X - -+ X 7] ne dépend que
de [m1],. .., [r]. L’application :
(1.2) ([m1], -y [me]) = [ X oo X 7y

induit par linéarité une application multilinéaire de (G, ) X - - - X4 (Gyp,..)
dans 4(G,,,). Ceci munit ¢ d’une structure de Z-algébre commutative gra-
duée (voir [24, 21, 7]).

On note également r, le foncteur de restriction parabolique relativement
au sous-groupe parabolique P opposé a P, relativement a M, c’est-a-dire
obtenu de P, par transposition, et on note a= = (m,.,...,m;) la famille
déduite de « en inversant 'ordre des termes.

1.6.

Une représentation irréductible de G,,, est dite cuspidale si son image par
7, est nulle pour toute famille a = (my, ..., m,) d’entiers compris entre 0
et m — 1 et de somme m.

On note C(G,,) le sous-ensemble de Irr(G,,) constitué des classes d’iso-
morphisme de représentations irréductibles cuspidales. On note C la réunion
disjointe des C(G,,), pour m > 1.

1.7.

Etant donné un ensemble X, un multi-ensemble sur X est une fonction
m: X — N a support fini. L’ensemble des multiensembles sur X sera noté

TOME 63 (2013), FASCICULE 6
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N(X). Etant donné une représentation irréductible 7 de G,y,, il existe une
famille « = (mq,...,m,) de somme m et, pour chaque 1 < i < r, une
représentation irréductible cuspidale p; de G,,, telle que 7 soit isomorphe
a une sous-représentation de p; X --- X p,. La somme :

(1] + -+ [pr]

dans N(@) est déterminée par 7 et s’appelle le support cuspidal de 7 et est
notée supp(m).

1.8.

Dans ce paragraphe, on donne une version combinatoire du lemme géomé-
trique de Bernstein-Zelevinsky ([8], voir [15, Proposition 2.1]). Soient a =
(my,...,m;) et B =(ny,...,ns) deux familles d’entiers de sommes toutes
deux égales & m > 1. Pour chaque i € {1,...,r}, soit m; une représentation
irréductible de G,,,,, et posons 1 =m ® - -+ @ 7, € Irr(M,). On note M8
I'ensemble des matrices B = (b; ;) composées d’entiers positifs ou nuls tels
que :

S T
Zbi)j:mi7 i€{17...,7"}, Zbi,j:n]‘, ]6{1,78}
J=1 i=1

Fixons B € M*? et notons o; = (b;1,...,bis) et B; = (b1j,---,br5),
qui sont des partitions de m; et de m; respectivement. Pour chaque i €
{1,...,r}, on écrit :

o =0 ... 5o®

% 7,8 7

01(? €Iir(Gy,,), ke{l,...,r},

les différents facteurs de composition de r,, (m;). Pour tout j € {1,...,s}
et toute famille d’entiers (kq,...,k.) tels que 1 < k; < r;, on définit une
représentation o; de Gy, par :

Alors :
rooiaml= Y [ne-ool

BeM=:8 (ky,....kr)

Les lemmes suivants sont prouvés dans [17, §2.3].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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LEMME 1.1. — On suppose qu’il y a un sous-groupe parabolique P de

G,, de facteur de Levi M et une représentation irréductible o de M telle que

la multiplicité de o dans [rS" (15" (0))] est égale a 1. Alors, 15" (o) (resp.

G’IL
P
dont la multiplicité dans iS5 (o) (resp. igf (0)) est égale a 1.

i5"(0)) a une unique sous-représentation (resp. quotient) irréductible, et

Le lemme suivant est une conséquence du précédent.

LEMME 1.2. — Soit m une représentation de longueur finie de G,,. On
suppose qu’il y a un sous-groupe parabolique P de G,, de facteur de Levi
M et une représentation irréductible o de M satisfaisant aux conditions
suivantes :

(1) 7 est une sous-représentation de i5" (o) et un quotient de igf (0);

(2) la multiplicité de o dans [rS" (157 (0))] est égale a 1.

Alors 7 est irréductible.

2. Rappels sur les classifications des représentations
irréductibles de G,,

La classification des représentations irréductibles de G,, a partir des
représentations cuspidales des groupes Gg, k < m, est due a Zelevinsky
[24] pour le cas D = F et a Tadi¢ ([21]) pour le cas général. L’article
de Tadi¢ est écrit en caractéristique nulle, mais le résultat de [4] permet
de I'étendre a toute caractéristique, comme expliqué dans [7]. Dans [16],
on peut trouver une preuve indépendante qui n’utilise que des arguments
locaux.

2.1.

Soit un entier n > 1, soit p une représentation irréductible cuspidale de
G,,. Dans [21], on lui associe un caractére non-ramifié v, de la forme v, =
v5P) | avec s(p) un entier positif, tel que pour toute représentation cuspidale
P, la représentation induite p X p’ est réductible si et seulement si p’ est
isomorphe a pr, ou pup_l. Par exemple, si D = I, alors v, est indépendant
de p et vaut |det |p. On note Z, I'ensemble de classes d’équivalence des
représentations de la forme pug avect € Z.

TOME 63 (2013), FASCICULE 6
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2.2,

Soit un entier n > 1, soit p une représentation irréductible cuspidale de
G, et soient a,b € Z des entiers tels que a < b. Un segment est une suite
finie de la forme :

A = (pyz,pys"'l, - ,pyz) .
Un tel segment sera aussi noté [a,b] . On note :
(2.1)
I(A)=b—a+1, deg(A)=(b—a+1)n, a(A)=pv;, bA)= puLﬂ

respectivement la longueur, le degré et les extrémités de A et on note :
A — —
(2.2) AY =[-b,—a] v

le segment contragrédient de A. Si a+ 1 < b, on pose :

(2.3) A = Ja+ 1,0,
(2.4) AT = [ab-1],.
2.3.

Soient A = [a,b], et A" = [a/,b'] , des segments. On dit que A précéde
A’ si 'on peut extraire de la suite :

a b /. a’ /v
(pl/p?"'7pyp7pyp’7"'7pVp')

une sous-suite qui est un segment de longueur strictement supérieure a [(A)
et [(A").

DEFINITION 2.1.
1) On dit que A et A’ sont liés si A précéde A’ ou si A’ précéde A.
q b D.
(2) On dit que A et A’ sont juxtaposés si I'une des suites :

a b 1. a ’ob /. a’ /b a b
(Vs e s PV PV PV )y (DU PV VG V)

est un segment.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.4.

Un multisegment est un multi-ensemble (cf. 1.7) de segments de la forme
précédente. Le support d’'un multisegment m est le multi-ensemble de repré-
sentations cuspidales défini de la fagon suivante : si p est une représentation
cuspidale, la multiplicité de p dans le support de m est le nombre de fois que
cette représentation apparait dans les différents segments de m. Le degré de
m est la somme des degrés de ses segments, comptés avec leur multiplicités.

On peut associer & tout multisegment m = > A,; une suite ordonnée finie
de segments (Aq,...,Ay) tels que, si i < j, le segment A; ne précéde pas
Aj. On dira que (Ay,...,Ay) est une forme rangée du multisegment m.
Il nous arrivera parfois d’identifier un multisegment a 1'une de ses formes
rangées.

2.5.

Soit A =[a,b],, b > a, un segment. On pose :
(2.5) I(A) =vgp x - X I/Zp.

DEFINITION 2.2.
(1) On note Z(A) 'unique sous-représentation irréductible de I(A).
(2) On note L(A) I'unique quotient irréductible de I(A).
La représentation L(A) est essentiellement de carré intégrable (elle géné-
ralise la représentation de Steinberg) : en fait toute représentation essen-
tiellement de carré intégrable est de la forme L(A) pour un certain seg-

ment A. Ces représentations possédent aussi (voir par exemple [17, Propo-
sition 7.15]) les propriétés suivantes :

PROPOSITION 2.3.

(1) Sik est un entier tel que a < k < b, alors :

T((k—ayn,(—k+1)n) (Z([a,blp)) = Z([a, k —1],) @ Z([k, b,),
T(b—k+ 1), (k—a)n) (L([a, b)) = L([k,0],) ® L([a, k — 1],).
(2) Sik est un entier tel que a < k < b, alors :
P Z(ab,) = Z([kb],) © Za.k — 1)),
T (k—ayn,b—k+1ym) (L0 0]p)) = L(la, k = 1],) @ L([k, b],).

TOME 63 (2013), FASCICULE 6
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On a aussi la propriété suivante (voir (2.2) pour la définition de AY).

PROPOSITION 2.4.
(1) On a Z(AV) =~ Z(A)V.
(2) On aL(AY) ~L(A)Y.

2.6.

Dans [21, 16], les théorémes suivants sont prouvés :

THEOREME 2.5 ([24] si D = F).

(1) Soient Aq,...,An des segments tels que, pour tous i < j, le seg-

ment A; ne précéde pas Aj. Alors :
(26) Z(Al) X e X Z(AN)
admet une unique sous-représentation irréductible, ne dépendant
que du multisegment m = Ay + --- + Ay et notée Z(m).
Sa multiplicité comme facteur de (2.6) est égale a 1.
(2) L’application m — Z(m) définit une bijection entre multisegments

de degré m et classes d’isomorphisme de représentations irréducti-
bles de G,,,.

THEOREME 2.6.

(1) Soient Aq,...,An des segments tels que, pour tous i < j, le seg-
ment A; ne précede pas Aj. Alors :

admet un unique quotient irréductible, ne dépendant que du mul-
tisegment m = Ay + - - - + Ay et noté L(m). Sa multiplicité comme
facteur de (2.7) est égale a 1.

(2) L’application m — L(m) définit une bijection entre multisegments
de degré m et classes d’isomorphisme de représentations irréducti-
bles de G,,.

Remarque 2.7. — D’aprés [16, Remarque 5.7], on peut aussi caractériser
Z(m) comme 'unique quotient irréductible de Z(Ay) x - - X Z(A7) et L(m)
comme l'unique sous-représentation irréductible de L(Ay) x - -+ x L(Aq).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.7.

Dans [24, 21] (voir aussi [16, Proposition 5.9]), on prouve le théoréme
suivant :

PROPOSITION 2.8. — Soient my, ..., m, des multisegments et supposons
que, si i # j, aucun segment de m; ne soit lié a un segment de m;. Alors :

Z(my)x - xZ(m)~Zm +---+m),

2.8. L’involution de Zelevinsky

Dans [24], quand D = F, Zelevinsky définit une involution du groupe
de Grothendieck ¥(G,,). Cette involution envoie les représentations irré-
ductibles vers des représentations irréductibles [1]. Plus précisément, pour
tout multisegment m, elle envoie la représentation Z(m) vers L(m) (et réci-
proquement L(m) vers Z(m)). Dans [18], Mceglin-Waldspurger définissent
un algorithme m ~ m! qui permet d’expliciter de facon combinatoire
cette involution, c’est-a-dire tel que Z(m') = L(m) (et réciproquement
L(m") = Z(m)) pour tout multisegment m. En particulier, si A = [a,0],
est un segment, on a :

avec mg le multisegment [pr/4] + --- + [pr}]. Dans le paragraphe 4.1, on
décrit cet algorithme pour des représentations tres particulieres, appelées
représentations en échelle.

D’aprés [2, 15] ces résultats sont valables pour D quelconque.

3. Critére pour l’irréductibilité d’une induite Z(m) x L(m’)

Dans cette section, on montre le résultat principal de cet article, Théo-
reme 3.9.

TOME 63 (2013), FASCICULE 6
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3.1. L’induite Z(A) x L(A")

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant :
THEOREME 3.1. — Soient A et A’ deux segments. L’induite :
(3.1) Z(A) x L(A)

est irréductible si, et seulement si, A et A’ ne sont pas juxtaposés.

Remarque 3.2.

(1) Dans le cas o D = F, ce théoréme est une conséquence de [19,
Lemme 1.6.3]. La preuve de ce lemme, beaucoup plus général que
le Théoreme 3.1, utilise les résultats de Bernstein [9] sur irréduc-
tibilité de I'induite d’une représentation unitaire.

(2) Dans [24, 21, 16] les induites Z(A) x Z(A') et L(A) x L(A’) sont
étudiées. Ces représentations sont irréductibles si, et seulement si,
A et A’ ne sont pas liés.

(3) Si A et A’ sont juxtaposés, 'induite Z(A) x L(A’) est réductible
et de longueur 2. La preuve de [24, §2] s’adapte au cas ou D est
quelconque. Les sous-quotients irréductibles de cette induite sont
appelés représentations de Lubin-Tate dans [10].

Démonstration. — La preuve suit [17, Proposition 7.26]. Notons 7 la re-
présentation (3.1). On suppose que A et A’ ne sont pas juxtaposés et on va
montrer que 7 est irréductible. Soient p et p’ deux représentations irréduc-
tibles cuspidales et a, a’, b, b’ des entiers tels que A = [a, b}p et A’ = [d, b’]p/.
D’apres le paragraphe 2.8 et la Proposition 2.8, on peut supposer que p = p’
est une représentation cuspidale de G,, et que A et A’ sont liés (et non jux-
taposés). Quitte & passer a la contragrédiente, par la Proposition 2.4, on
peut supposer que A précede A’. Enfin, quitte & tordre par un caractére on
peut supposer a’ = 0. La preuve se fait par récurrence sur deg(A)+deg(A’).
On la divise en quatre cas différents :

(1) Initialisation de la récurrence : A = [—1,0] et A" =[0,1] .
(2) a#d —1.
(3) b#d.

(4 a=d —-1,b=d" et b >b+1.

Prouvons d’abord le cas (1). Dans le cas ot D = F la preuve est dans [24,
11.3]. La représentation 7, d’aprés la Proposition 2.3 est un sous module de
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pv, ' x px L(A'). Cette représentation est isomorphe, par la Proposition 2.8,
a pI/;l x L(A") x p, qui est une sous-représentation de :

(3.2) (o, t % prp) X (p % p).

On trouve donc que 7 est une sous-représentation de (3.2). De la méme
fagon, on montre que 7 est un quotient de :

(p % p) x (pvyt % puy).

Les représentations (pv, ! x pv,) et (p x p) sont irréductibles par la Propo-
sition 2.8 et satisfont aux conditions du Lemme 1.2. On déduit que 7 est
irréductible.

Montrons maintenant le cas (2). L’induite 7, d’aprés la Proposition 2.3
est un sous module de pvg x Z([a+1,b],) x L(A") et un quotient de
Z ([a+1,b],)x pvg x L(A"), qui par hypotheése est isomorphe a Z ([a + 1, b],)
xL(A') x pvy. Par hypothese de récurrence, puisque les segments A’ et [a+
1, b], ne sont pas juxtaposés, I'induite Z ([a + 1,b],) X L(A') est irréductible.
Par le lemme géométrique, la représentation pvy @ (Z ([a + 1,b],) x L(A"))
apparait avec multiplicité 1 dans :

rn,(b-{-b’—a—a’—‘rl)n (Z ([a =+ l,b]p) X L(A/) X pVg) .

Le théoréme découle alors du Lemme 1.2.

La preuve du cas (3) est analogue. La représentation 7, d’aprés la Pro-
position 2.3 est un sous module de Z ([a,b—1],) x pr} x L(A’) qui est
isomorphe & Z([a,b—1],) x L(A") x pvb. D’un autre coté, m est aussi
un quotient de pv% x Z ([a,b— 1],) x L(A'). Par hypothése de récurrence,
puisque les segments A’ et [a,b — 1], ne sont pas juxtaposés (par I’hypo-
these b # o), induite Z ([a, b — 1],) x L(A’) est irréductible. Le théoreme
découle du Lemme 1.2 comme ci-dessus.

Prouvons enfin le cas (4). La représentation 7, d’aprés la Proposition 2.3
est un sous module de Z (A) x pz/g' x L([a’,b" — 1],) qui, par I'hypothese
b > b+ 1, est isomorphe & 1/2, x Z(A) x L([a’,b" —1],). D’un autre c6té,
I'induite 7 est un quotient de Z (A) x L([a/, b —1],) x Vg/. Par hypothése de
récurrence, puisque les segments A et [a’, b’ — 1], ne sont pas juxtaposés,
l'induite Z (A) x L([a’, " — 1],) est irréductible. Le théoreme découle du
Lemme 1.2. O

Remarque 3.3. — Dans la preuve de l'irréductibilité d’une induite de la
forme Z(A) x Z(A’) ou L(A) x L(A"), la différence par rapport & la preuve
du Théoréme 3.1 est le cas (1) d’initialisation de la récurrence. Dans ce cas,
Z([-1,0],) x Z([0,1] ) et L([-1,0] )) x L([0,1] ) ne sont pas irréductibles.
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3.2. L’induite Z(A) x L(m’)

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.4. — Soient A un segment et m’ = A} + .- + Ay, un
multisegment. Supposons que pour tout 1 < i < N'; A et Al ne sont pas
juxtaposés. Alors, I'induite :

(3.3) Z(A) x L(m")
est irréductible.

Démonstration. — Soient p une représentation irréductible cuspidale et
a,b des entiers tels que A = [a,b]p. Soit my = A} + -+ + Ay, + [pvp] +
st [pz/g]. On va montrer que L(m;) est 'unique sous-représentation ir-
réductible de (3.3) et son unique quotient irréductible. Comme il apparait
avec multiplicité 1 dans (3.3), cela achévera la preuve de la proposition.

Supposons que (Af,...,A%,) est une forme rangée de m’. Pour tout
a < ¢ <b,soit i € {1,...,N'} le plus petit entier k tel que a(A}) > c,
si un tel entier existe. Sinon, on pose i, = N’ + 1 et on fait la convention
L(ApN/41) est la représentation de dimension 1 du groupe trivial.

Alors Z([a,b],) x L(m') est un quotient de :

Z([a,b],) x L(AY) x -+ x L(A\).

Puisque pour tout 1 < i < N, [a, b , et Al ne sont pas juxtaposés, cette
derniére représentation est un quotient de :

(3.4) L(AY) x---xL(A], 1) xZ([a+ 1,0] ) x pry x L(A] ) x - - - x L(Al).
Remarquons que pour tout 1 < i < i, — 1, [a + 1,b]p et Al ne sont pas
juxtaposés, et que pour tout i, < j < N, [a,a], ne précede pas A}. Ainsi,
la représentation (3.4), est un quotient de :

L(AD) x - x L(A] 1) x Z(la+2,b] ) x prgtt X L(A] ) x -+ %

Ta+1— ta+1

x LA}, 1) x prg x L(A] ) x -+ x L(A).

En répétant ce procédé, on trouve qu'’il existe (d1,...,0N/4b—qt1) UNE
forme rangée du multisegment m; telle que (3.3) soit un quotient de L (1) x
<o X L(0N/4p—at1) et donc, par le Théoreme 2.6, L(m;) est I'unique quo-
tient irréductible de (3.3) et il y apparait avec multiplicité 1. On prouve
de la méme fagon que (3.3) est une sous-représentation de L (dn/4p—g41) X

- x L(81) et donc, par la remarque 2.7, L(m;) est aussi I'unique sous-
représentation irréductible de (3.3). On déduit que (3.3) est irréductible.

O
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Le théoréme suivant se montre de la méme fagon (on peut aussi utiliser
I'involution de Zelevinsky qui envoie une représentation irréductible vers
une représentation irréductible [1]).

THEOREME 3.5. — Soient A un segment et m’ = A} +--- + Ay, un
multisegment. Supposons que pour tout 1 < i < N’, A et Al ne sont pas
juxtaposés. Alors, I'induite :

L(A) x Z(m')
est irréductible.
Dans [15, Théoréme 5.1], on prouve le lemme suivant :

LEMME 3.6. — Solent m une représentation irréductible de G,,, et A
un segment. Alors la représentation induite Z(A) x m (resp. m x Z(A))
posséde une unique sous-représentation irréductible et un unique quotient
irréductible. Ils apparaissent avec multiplicité 1 dans [Z(A) x 7).

Nous aurons besoin du résultat supplémentaire suivant, dont la preuve
suit les lignes de [15, Théoréme 5.1].

LEMME 3.7. — Soit 7w une représentation irréductible et soit A un seg-
ment. L’unique sous-représentation irréductible de Z(A) x w est isomorphe
a I'unique quotient irréductible de m x Z(A).

Remarque 3.8. — Dans le cas ou D = F, la preuve de ce lemme découle
facilement d’un résultat de Gelfand et Kazhdan qui dit que, pour toute
représentation irréductible 7 de GL,(F), la représentation g + m(tg™1)
est isomorphe & la contragrédiente de m, ot 'g désigne la transposée de
g € GL,,(F). Pourtant cette preuve ne peut s’étendre telle quelle au cas ot
D est différente de F car la transposée d’une matrice inversible de M,,, (D)

n’est pas toujours inversible.

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur la longueur de A.
Sil(A) =1, alors le lemme est prouvé dans [15, Théoréme 7.5]. Supposons
donc I(A) =1 > 1 et le résultat montré pour des segments de longueur
strictement inférieure a [. Quitte a tordre par un caractére on peut supposer
A =[0,b],. Soit 7 > 0 un entier maximal tel qu'il existe une représentation
irréductible 7’ avec m une sous-représentation de p*” x 7’ ot on note :

pPTi=pXpX--Xp
———
r fois

D’apres [14, Corollaire 1.2], 7 est alors un quotient de 7" x p*".
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Dans [15, Théoréme 5.1], on montre qu’il existe un couple d’entiers
(n1,n2) de somme (b —a — r)n + m et deux représentations irréductibles
7; € Irr(Gy, ), ¢ = 1,2 telles que Z ([1, b] ,) x 7’ est une sous-représentation de
T1 X Tg et Ty @ 7o apparait avec multiplicité 1 dans 7, n,) (Z ([1,0],) x 7').
Alors, p* (1) x Z ([1,b],) x ' est une sous-représentation de : p*("1) x
T1 X Ty et, par construction et le lemme géométrique, p*"t1) @ 71 @
apparait avec multiplicité 1 dans :

T((r+1)nn1,ma) (PX(T“) X Z([1,b],) x W’) -

On déduit du Lemme 1.1 que les induites :

(3.5) P 5 Z([1,8),) x 7'

(3.6) ' X Z([1,8],) x p* T

possedent respectivement une unique sous-représentation irréductible et un
unique quotient irréductible et ils apparaissent avec multiplicité 1 dans les
induites respectives. De plus, Z(A) X 7 est une sous-représentation de (3.5)
et m X Z(A) est un quotient de (3.6). Soit m; 'unique sous-représentation ir-
réductible de Z ([1, b],,) x©’. Par hypothese de récurrence, elle est isomorphe
a l'unique quotient irréductible de 7’ x Z ([1,b],). On déduit que 1'unique
sous-représentation irréductible de Z(A) x 7 est une sous-représentation de

p* D) 5 7 et I'unique quotient irréductible de m x Z(A) est un quotient
de 7 x p*"*t1 . On conclut grace & [14, Corollaire 1.2]. O

3.3. L’induite Z(m) x L(m’)

Dans ce paragraphe, on montre le théoréeme suivant :

THEOREME 3.9. — Soient m = Ay +---+ Ay et m/ = A} +--- + Al
deux multisegments. Supposons que pour tous 1 <1 < N, 1< j < N/, A
et A; ne sont pas juxtaposés. Alors, 'induite :

(3.7) Z(m) x L(m")
est irréductible.

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur N, le cas N =1
étant traité au Théoreme 3.4. Supposons donc N > 2 et le théoreéme vrai

pour i < N. On identifie m & sa forme rangée (A, ..., Ay). L’'induite (3.7)
est une sous-représentation de :

(38) Z(A1) X Z(A2++AN) X L(m’)
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Par hypothése de récurrence Z (Ag + -+ Ay) X L(w') est irréductible
donc, par le Lemme 3.6, la représentation (3.8) posséde une unique sous-
représentation irréductible 7 qui apparailt avec multiplicité 1 dans 'induite.
On déduit que 7 est I'unique sous-représentation irréductible de (3.7) et
qu’elle apparait avec multiplicité 1 dans [Z(m) x L(m’)].

De méme, (3.7) est un quotient de :

(3.9) Z(As+ -+ An) X Z (A1) x L(m').
Cette représentation, par le Théoreme 3.4, est isomorphe a l'induite :
(3.10) Z(Ag+ -+ Ayx) x L(m') x Z(A1).

Par hypothése de récurrence Z (Az +---4+ Apy) x L(m’) est irréductible
donc, par le Lemme 3.6, la représentation (3.10) posséde un unique quotient
irréductible 7’ qui apparait avec multiplicité 1 dans 'induite. On déduit
que 7" est I'unique quotient irréductible de (3.7) et qu’il apparait avec
multiplicité 1 dans [Z(m) x L(m’)]. D’apres le Lemme 3.7, 7 ~ 7’ et donc
(3.7) est irréductible. O

Remarque 3.10. — Etant données deux représentations irréductibles
et my on obtient ainsi un critére trés pratique pour montrer que 'induite
w1 X mo est irréductible. D’apres les Théoremes 2.5 et 2.6, il existe des
multisegments my, m¢, my, m} tels que :

7 =~ Z(my) ~ L(m}) et 7y = Z(my) ~ L(mb).
L’induite 71 X g est irréductible si I'une des deux conditions suivantes est

satisfaite :

1) Pour tous segments A de m; et A’ de m, A et A’ ne sont pas
g 2
juxtaposés.

(2) Pour tous segments A de m{ et A’ de my, A et A’ ne sont pas
juxtaposés.

Ces conditions, bien siir, ne sont pas équivalentes : par exemple, si my =

[0,0], et my = [0,0], + [1,1],.

Remarque 3.11. — Le critere n’est pas nécessaire. Un contre-exemple est
m = [0,0], et m" = [0, 1],+[1,2],. Les induites Z(m) x L(m’) et L(m) x Z(m')
sont irréductibles d’apres [15, Théoréme 7.4].
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4. Quelques applications

Dans cette section, on donne quelques applications du Théoréme 3.9. On
fixe un entier n > 1 et une représentation cuspidale p de G,,. On ne considé-
rera dans cette section que de représentations et de multisegments dont le
support est inclus dans la droite Z,. Ainsi, pour simplifier les notations, si
A = [a, ], est un segment, on omet le sous-indice p et on notera simplement
A = [a,b]. On notera aussi a([a,b]) = a et b([a,b]) = b les extrémités de
[a, b].

Sim = [a1,b1] + - + [an, bn] est un multisegment, on notera :

B(m) = {ai,...,an}
E(m) = {b1,...,bx}

les ensembles des extrémités des segments de m.

4.1. Représentations en échelle

Dans [13], on introduit les représentations en échelle. Une suite de seg-
ments ([a1,b1],...,[an,bN]) est dite en échelle si a; > -+ > ay et by >
--+ > by. Un multisegment est dit en échelle si I'une de ses formes ran-
gées est en échelle. Dans cette section, on identifiera un multisegment m en
échelle avec I'unique suite ([a1,b1],...,[an,bn]) telle que a; > -+ > an
et by > -+ > by, et m = [a1,b1] + -+ + [an,by]. Remarquons que le
multisegment m est déterminé par la donnée de B(m) et E(m).

Une représentation 7 est dit en échelle, si m = L(m) avec m un multi-
segment en échelle. Les représentations en échelle généralisent a la fois la
notion de représentation elliptique et de représentation de Speh. (Rappe-
lons qu’une représentation irréductible 7 est dite elliptique si le caractere
X~ de 7 n’est pas identiquement nul sur I’ensemble des éléments elliptiques
réguliers; il est facile de voir qu'une représentation 7 est elliptique si et
seulement si elle a le méme support cuspidal qu'une représentation essen-
tiellement de carré intégrable, si et seulement si son support cuspidal est
un segment ; en particulier, une représentation elliptique est en échelle.)

La description combinatoire de I'involution de Zelevinsky m +— m! (voir
2.8) est particulierement simple dans ce cas, comme il est explique dans
[13]. Etant donné un multisegment en échelle m = ([ay,b1], ..., [an,bn]),
le multisegment dual m* = (A, ..., Aly,) est tel que N' = by —ay — N +2
et j € Al si et seulement si j € Ay, —;—j19.
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Exemple 4.1. — Supposons m = [2,6] + [0,5] + [—2,0]. On écrit les
segments comme suit :
-2 7—1 ) 0 7 1 7 2 7 3 7 4 5 6
o o o o © Aq
o o o o o o Ao
o o o Ag

L’involution consiste a faire 'intersection avec les diagonales :
o o o o o
o o o o o o
o o

de sorte que le multisegment dual de m est le multisegment m* = [5,6] +

o

L’ensemble des représentations en échelle est stable sous 'involution de
Zelevinsky. Le lemme suivant découle directement de ’algorithme :

LEMME 4.2. — Soit m = (Ay,...,Ay) un multisegment en échelle et
soit m! le multisegment dual de m. Soit k un entier. Alors :

(1) k € B(m") si et seulement s’il existe 1 < j < N tel que k € Aj et
k—1¢ A,

(2) k € E(m') si et seulement s’il existe 1 < j < N tel que k € Aj et
E+1¢A,_q,

(avec la convention Ag = Anyq = (), c’est-a-dire :

Bm') = |J A\ (Em)+1),

1<iKN

¢m) = J A\ (Bm)-1).

1<i<N
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Démonstration. — Notons m = ([a1,b1],...,[an,by]) et son dual m! =
([ah,B4], -5 [ay, Uni]). Soit 1 < i < N'. Alors, a) = k si et seulement si
k€ Ay _ipiaet k—1¢ Ap,_;_pys et b, = k si et seulement si k €
Ap—i—pyo et k+1¢ Ay —j_pi1. O

On déduit du Théoréme 3.9 :

PROPOSITION 4.3. — Soit my; un multisegment en échelle et soit ms un
autre multisegment tel que B(my) C B(my) et E(my) C E(my). Alors, les
induites Z(my) x Z(mg) et L(my) x L(my) sont irréductibles.

En particulier, on trouve :

COROLLAIRE 4.4. — Soit my = Ay + --- + Ay un multisegment en
échelle. Soient I un sous-ensemble de {1,2,...,N} et my = Y A,;. Alors,
i€l

les induites Z(my) x Z(mgy) et L(my) x L(my) sont irréductibles.

Exemple 4.5. — Soit m = ([a1,b1],...,[an,by]) un multisegment en
échelle. Posons

™= L(Al,...,AN_l) X L(Ag,...,AN),
T = L(Al,...,AN) X L(Ag,...,ANfl),
T2 = L([ath]a BERE) [aN—lvbN]) X L([G‘Q?bl]v SERE) [aNabN—l])'

Dans [13] on montre que, dans le groupe de Grothendieck m = 7 + 7o (2
peut étre éventuellement 0), et on conjecture que 71 et m sont irréduc-
tibles (ou nulles). On peut prouver maintenant cette conjecture. En effet,
la représentation m; est irréductible d’apres le Corollaire 4.4.

Supposons que 72 # 0 et montrons qu’elle est irréductible. Notons m’ =
(AL,...,A,) le multisegment dual de ([a1,bs],...,[an—1,bn]). Par le
Lemme 4.2, pour tout 1 <i < N', a(A]) —1¢ {ba,...,bn} et b(A)) +1¢
{a1,...,an—1}. Remarquons que b; + 1 et ay — 1 ne sont pas dans le sup-
port de m’, donc en fait pour tout 1 <i < N', a(A]) —1¢ {b1,...,bn} et
b(A)+1 ¢ {aj,...,an}. Lareprésentation 7o est alors irréducitble d’apres
le Théoreme 3.9.

En fait, ; est P'unique quotient irréductible de 7 (et donc la représen-
tation 7o, si elle est non nulle, est son unique sous-représentation irréduc-
tible). En effet, 7 est un quotient de :

(41) L(Al) X L(AQ, ey AN—l) X L(AQ, ey AN—l) X L(AN)
La représentation (4.1) est isomorphe, par le Corollaire 4.4, a :

L(A1) X L(AQ, .. .,AN71,A2, .. .7AN71) X L(AN)
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Et cette derniére représentation est un quotient de :
(4.2) L(A7) x L(Ag) x L(Ag) x -+ x L(An—1) X L(An—1) x L(ApN).

La représentation (4.2) posseéde m = L(A1,Ag, Ao, ..., An_1,AN_1,AN)
comme unique quotient irréductible ce qui prouve notre assertion.

4.2. Une autre approche

Il existe une autre approche qui permet de démontrer des résultats d’ir-
réductibilité, utilisée dans [3], et basée sur 'algorithme ([18, 2, 15]) de
Moeglin-Waldspurger (noté dans la suite MW) et la relation d’ordre entre
les multisegments. Cette relation d’ordre partielle entre multisegments d’un
méme support ([24, 21]) est telle que, si m et m’ sont deux multisegments,
alors dans le groupe de Grothendieck on a :

(x)  L(m)xLm)=Lm+m)+ >  apLm"
m// <m+m’
oll amr € N. De plus, m” est obtenu de m + m’ par des opérations élémen-
taires au sens de Zelevinsky. Une opération élémentaire consiste a remplacer
deux segments liés par leur intersection et leur réunion. De ce fait, si m;, mo
sont deux multisegments tels que m; < mo, alors tout segment de mo est
inclus dans un segment de m;. Aussi, le multi-ensemble des fins (respecti-
vement débuts) des segments de m; est inclus dans le multi-ensemble des
fins (respectivement débuts) des segments de ms. Si m, 7" sont des repré-
sentations irréductibles, si 7 = L(m) et 7’ = L(m’), on pose 7 < 7’ si
m < m’. Notons ici ¢ 'involution de Zelevinsky. On a donc, si 7 = L(m) est
irréductible, alors ¢(m) = L(m?).
Voici une preuve d’un cas particulier de la Proposition 4.3.

PROPOSITION 4.6.
(a) Sim est en échelle et m' < 7, alors on ne peut pas avoir t(r’) < ¢().

(b) Si 7 est en échelle, alors m x 7 est irréductible.

Démonstration. — (a) Soit 7 = L(A4,...,Ag) ot A; = [a;, bs],, et (a;)
et (b;) sont deux suites strictement décroissantes. Alors 7’ = L(A], ..., A})
ot A} = [ay(;), bi],, 0 une permutation non triviale de {1,2, ..., k}, telle que
Ao (i) < b+ 1. Soit ig le plus petit indice tel que o (ig) > o(ig—1). Le dessin
plus bas représente les premiers segments de 7 (olt commencent Ag et Ay
a gauche n’a pas d’importance), et pour suivre le raisonnement général
plus bas sur ce dessin particulier le lecteur pourra supposer que g = 4
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(ie. A} C Af). On a marqué par une croix sur le dessin le point qui
fournit 'argument. Chaque diagonale qui intersecte les segments définit un
segment de ¢(7).

0 771 :2 3 :4 75 :6 77 :8
o o o Aq
o o o Ao
o o o o o As
o - X Ay

La premiére diagonale (de droite & gauche) qui intersecte A;, (diagonale
qui part de 5 sur le dessin) définit un segment S de () (S est le segment
de ¢(m) qui contient b;, et qui finit le plus & droite). Montrons que ¢(7’) n’a
aucun segment qui contient S, car ceci prouve que ¢(7') n’est pas inférieur
a ¢(m). Dans un premier temps supposons que :

(xxx) les segments qui sont strictement a droite de cette diagonale (sur
notre dessin Ay et Ag) n’ont pas changé entre m et 7',

(On montrera apres, que cela est une conséquence immédiate de la mini-
malité de 7).

Le premier segment (dans 'ordre de P’algorithme) de ¢(7’) qui pourrait
contenir b;, est celui défini par la (méme) diagonale qui part de 5. Jusqu’a
10, cette diagonale intersecte les mémes segments pour 7’ que pour 7w (par
(xxx)), et chacun de ces segments est lié au précédent (par minimalité de
ip), mais le segment de «(n’) ainsi construit s’arréte a b;, + 1 parce que
Aj C Aj ;. Donc le segment ainsi construit de (") ne peut pas contenir
S car il ne contient pas b;,. Mais les segments qui suivent ne contiennent
pas la fin de S (utilise (xxx)) et donc S n’est inclus dans aucun segment
de (7). D’olt notre résultat.

Pour démontrer (xxx), montrons que, si r est le plus grand entier tel que
a1,a2,...,a, = b, + 2, alors (i) = i pour tout 1 < ¢ < r. En effet, si j
serait le plus petit indice entre 1 et 7 tel que o(j) # j, alors a(j) < a;
et le segment de 7’ qui commence en a; serait inclus dans A;. Son indice
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étant strictement supérieur a j et strictement inférieur a ¢y, on obtient une
contradiction.

(b) Posons m = L(mg), mg = {A1,Ag,...,Ar}. On écrit
mxm=L(myg+mp) + Z amL(m),

m<mgp-+mg
ou a,, € N, et en prenant la duale :
om) x o(m) = L(mG +mg) + Y amL(m),
m<mo—+mg

ol on a utilisé I’algorithme MW pour vérifier que (mg+mg)? = m{+m{. Par
(x) on a que pour tout ay # 0, m* < m§ +mf. Pour montrer que 7 x 7 est
irréductible il suffit de montrer que les ay, sont tous nuls; il suffit donc de
montrer que, si m < mg +mg, on ne peut pas avoir aussi que m* < mf +m.
La preuve de ce fait est exactement pareille & celle du point (a). O

Remarquons que la méme preuve permet de monter que 7 X ™ X «-- X 7
est irréductible en général. Mais il semble compliqué d’obtenir par cette
méthode un résultat aussi général que le Corollaire 4.4.

4.3. Représentations de Speh

Les représentations de Speh sont un cas particulierement intéressant de
représentations en échelle. Elles sont associées a des multisegments m =
(l[a1,b1], ..., [an,bN]) tels que a; = a;—1 + 1 et b; = b;—1 + 1, pour tout
1 < i < N. Ces représentations permettent de paramétrer le dual unitaire
de G,. Un cas particulier du Corollaire 4.4 permet de redémontrer un
résultat connu, mais non trivial, appelé “énonce U” dans [7], qui permet
de montrer que le produit de deux représentations de Speh est irréductible.

COROLLAIRE 4.7. — Soit my = Ay + --- + Ay un multisegment tel
que a; = a;—1 + 1 et by = b;_1 + 1, pour tout 1 < i < N. Soit my =
Ay +---4+ An_1. Alors les induites Z(my) X Z(mz) et L(my) x L(ms) sont
irréductibles.

4.4. Quelques remarques et conséquences
Soit G’ := GL,, (D) une forme intérieure de G := GL,4(F), ou D est une

algebre & division centrale de dimension d? sur F. Si g € G et ¢’ € G/, on
dit que ¢’ correspond & g si les polynomes caractéristiques de g et ¢’ sont
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égaux et, de plus, ont des racines simples dans une cléture algébrique de F.
Si 7, 7’ sont des éléments des groupes de Grothendieck des représentations
de G et de G’ respectivement, on dit que 7’ est le transfert (de Jacquet-
Langlands) de 7 si on a la relation x.(g9) = X/ (¢') pour tous éléments
g € Get g € G quise correspondent, ol X, est le caractére fonction de
la représentation m et y,/ est le caractére fonction de la représentation 7.
Soit 7 une représentation irréductible de G. On sait qu’il existe un unique
élément LJ(m) du groupe de Grothendieck des représentations de G’ tel
que LJ(m) soit le transfert de m ([5]), et qu'on a, de plus, LJ(m X m3) =
LJ(m) x LJ(ms). Se pose la question : est-ce que LJ(m) est une représen-
tation irréductible de G’? Il devient vite clair que la bonne question est
plutot : est-ce que LJ(7) est toujours soit nulle, soit une représentation irré-
ductible de G’ & un signe prés? La réponse a cette question n’est pas connue
en général (mais on donnera ici une réponse positive précise dans le cas des
représentations en échelle). On sait que c’est le cas si m est essentiellement
de carré intégrable ([12] - c’est d’ailleurs ce résultat qui permet d’envisager
la suite). Alors LJ(m) = (—1)"4""7’ ol 7’ est une représentation essen-
tiellement de carré intégrable de G’. Par la suite, pour les représentations
essentiellement de carré intégrable m comme plus haut, on pose 7’ = C(r)
pour respecter la notation de [12]. On sait, plus généralement, quand 7 est
unitaire, que LJ(7) est soit nul, soit une représentation irréductible (23],
[6]) au signe prés. On sait également transférer les représentations ellip-
tiques ([5]) : si 7 est une représentation irréductible elliptique de G, alors
LJ(7) est une représentation irréductible elliptique de G’ au signe pres.
La formule (dite des caractéres) démontrée dans [13], qui généralise les ré-
sultats de [22] et [11], permet de comprendre le transfert des représentations
en échelle. Soit en effet 7=L(m) € Irr(Gpq), ot m = ([a1,b1,, ..., [ak, bi))),
avec p une représentation cuspidale d’un GL,(F). Soit s le plus petit entier
tel que d divise sp. On sait alors que, si A est un segment de longueur s in-
clus dans Z,, alors p’ := C(L(A)) est bien définie et c’est une représentation
cuspidale de GL sp( )- De plus, v,y = v°. Plus généralement, si A = [a, b],,,
et s d1v1se b—a+1, alors C(L(A)) = L(A'), ou A" = [d/,V],, avec

a+ *& 1 . N 4 .
a = 2 et b = —. Revenons maintenant a notre représentation en

échelle . Pour tout jef{1,2,...,s}, soit Bj = {b,b3,.... 0 .} ensemble
ordonné en ordre decrmssant des b; qui sont congrus & j modulo s. Soit
Aj = {al, ab, .. ak } Pensemble ordonné en ordre décroissant des a; qui

sont congrus a j + 1 modulo s. Il existe une permutation o de {1,2,...,k}
telle que, pour tout 7, s divise la longueur du segment b; —aq(;)+1 si et seule—
ment si, pour tout j € {1,2,...,s}, on a #A; = #B;. Dans ce cas, notons
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oo 'unique permutation correspondant & la bijection de {b1, b, ..., bx} sur
{a1,as,...,ar} qui envoie, pour tout j, B; sur A; de fagon croissante.

Le théoréme est le suivant (7 une représentation en échelle comme plus
haut).

THEOREME 4.8.
(a) Silexisteunj € {1,2,...,s} tel que #A; # #B;j, alors LJ(m) = 0.
(b) Supposons que, pour tout j € {1,2,...,s}, on ait #A; = #B;.
Avec les notations plus haut :
(i) s’ilexsited € {1,2,...,k} tel que ag,(;y > b;+1, alors LJ () =
0;
(ii) sinon, soient S l'ensemble des j tels que A; est non vide,
et, pour tout j € S, m; le multisegment en échelle m; =
([af,b9], [ad, B3], ...). Posons :

7T;‘ =1L (C(L([ajl’b]l]))v C(L([aé,bg])), )

avec la convention qu’on fait abstraction des segments vides.
Alors le produit ' = X jesm; est irréductible et on a LJ(m) =
(—=1)"d="sgn(og) 7.

Démonstration. — D’apres [13], m étant en échelle, on a la formule sui-
vante dans le groupe de Grothendieck :

= Z sgn(w) T,
weBy,
ott Z, = L([aw (1, b1]) X L([aw(2), b2]) X - - - X L([@u(k) br]) avec la convention
que Z,, = 0 si pour un i on a a,;) > b; + 1. Supposons que w vérifie
b; +1 = a,(;) pour tout i € &. Si la longueur d’au moins un des segments
[aw(s), bi] n'est pas divisible par s (c’est-a-dire si w n’envoie pas chaque B;
sur A;), alors Z,, se transfere en 0 ([5]). Finalement, restent & transférer
les termes attachés aux w € Sy qui vérifient a la fois
(1) w(Bj) = A; pour tout j € {1,2,...,s} et
(2) awy < b +1 pour tout i € {1,2,...,k}.
Or, si og ne vérifie pas (2), aucun autre w € Sy qui vérifie (1) ne vérifie
(2). Ceci démontre déja les points (a) et (b)(i) du théoreme. Si w vérifie &
la fois (1) et (2), alors, le transfert commutant au produit, Z,, se transfere
en (—1)"""C(L([aw(1), b1])) X C(L([aw(2), b2])) - - - X C(L([awk), bx])). La
méme écriture sous forme de somme alternée dans le groupe de Grothen-
dieck est valable pour les représentations en échelle 7r§- du coté de G’. Le
produit des 7’ est irréductible parce que, si ji # ja2, si mj et mj sont

les multisegments définissant 7r§1 et 7r§-2, aucun segment de my n’est lié a
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aucun segment de my (le décalage n’étant pas divisible par s). Nous devons
maintenant comparer la formule obtenue par transfert, et la formule produit
a partir des formules des 7. Pour j € S notons &(B;) I'ensemble des
permutations de B; et soit G := X jes&(B;) muni de la signature produit.
Le résultat découle alors de la remarque suivante : la composition avec
oy ! réalise une bijection, compatible avec la signature, entre I’ensemble
des w € & telles que w(B;) C A; et G. O

Ce théoreme et la Proposition 4.6 impliquent que, si 7 est en échelle,
alors LJ(m x m) est soit nul, soit une représentation irréductible.

Il existe aussi un lien avec la classification des représentations unitaires
de GL,,(D). Cette classification, due essentiellement & Tadié, dit en sub-
stance qu’'une représentation irréductible rigide (c’est-a-dire & support dans
une droite Z,) 7 est unitaire si et seulement si 7 est un produit de repré-
sentations de Speh. Soient U l’ensemble des représentations irréductibles
rigides unitaires de GL,,(D) et T I’ensemble de ses représentations rigides
qui sont des produits de représentations de Speh (la classification de Tadié¢
se traduit donc par U =T)).

Aujourd’hui on sait démontrer de fagon relativement élémentaire ([3]), et
indépendante de D, qu'un produit de représentations de Speh est unitaire
irréductible, c’est-a-dire T" C U. Mais, pour montrer que U C T, nous ne
disposons que d’une preuve astucieuse de Tadié, basée sur le théoreme de
Bernstein, qui affirme que 'induite parabolique a partir d’une représenta-
tion irréductible unitaire est irréductible. La démonstration du théoreme
de Bernstein est trés compliquée quand D # F ([20]). C’est aussi la seule
partie de la théorie pour laquelle les cas commutatif (D = F, utilisant le
sous-groupe mirabolique) et non commutatif (D # F, utilisant la théorie
des types pour ramener le probléme & D = F) n’ont pas été unifiés. On
aimerait donc trouver des démonstrations simples et générales du fait que
m € U implique 7 € T (ceci impliquerait, aussi, le théoréeme de Bern-
stein). D’apres [6, Proposition 3.9 (d)], si 7 est irréductible rigide telle que
m X 7 est irréductible, alors m € U implique 7w € T'. La démonstration est
élémentaire et il semblerait que m X 7 soit irréductible pour beaucoup de
(sinon toutes les) représentations irréductibles. La Proposition 4.6 montre,
en tout cas, que ceci est vrai pour les représentations en échelle. Il s’en-
suit (sans utiliser Bernstein) qu’une représentation en échelle est unitaire
si et seulement si c’est une représentation de Speh (le produit de deux ou
plus représentations de Speh ne pouvant pas étre en échelle). Les repré-
sentations elliptiques étant en échelle, on obtient comme corollaire qu’une
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représentation elliptique est unitaire si et seulement si elle est soit de carré
intégrable, soit duale de carré intégrable.
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