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FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE A L’INFINI ET
COMPOSITION AVEC UN POLYNOME NON
DEGENERE

par Michel RAIBAUT (*)

RESUME. — Soit k un corps de caractéristique nulle, P un polynéme de Laurent
en d variables, a coefficients dans k et non dégénéré pour son polyedre de Newton
a l’infini. Soit d fonctions non constantes f; & variables séparées et définies sur des
variétés lisses. A la maniére de Guibert, Loeser et Merle, dans le cas local, nous
calculons dans cet article, la fibre de Milnor motivique a I'infini de la composée P(f)
en termes du polyédre de Newton a ’infini de P. Pour P égal a la somme x1 + 22
nous obtenons une formule du type Thom-Sébastiani. Ceci permet d’introduire
une notion de cycles évanescents motiviques d’une fonction g pour la valeur infini
notée S;OO’ u» qui vérifie comme dans le cas local une formule de convolution. En
particulier si g est le polynéme z1 + ... + &5, + 1/%1...25, nous montrons que le
spectre de S:;i),oo,U vaut 14+t + .. +t™ ce qui coincide avec le spectre a I'infini de g
considéré par Douai et Sabbah.

ABSTRACT. — Let k be a field of characteristic zero and P be a Laurent poly-
nomial in d variables, with coefficients in k& and non degenerate for its Newton
polyhedron at infinity. Let (f;) be d non constant functions with separated vari-
ables and defined on smooth varieties. As Guibert, Loeser and Merle in the local
case, we compute in this article the motivic Milnor fiber at infinity of P(f) in terms
of the Newton polyhedron at infinity of P. For P equal to the sum z1 + x2, we
obtained a Thom-Sebastiani formula. Then we can introduce a notion of motivic
vanishing cycles of a function g for the infinite value denoted by Sg’oo,U’ and which
verified, as in the local case, a convolution formula. In particular if g is the polyno-
mial z1 + ... + xn + 1/21...2n, we show that the spectrum S;oo,U isl+4+t+..+t™
which coincides with the spectrum at infinity of g considered by Douai and Sabbah.

Mots-clés : Géométrie Algébrique, Singularités a linfini, Fibre de Milnor, Intégration
motivique, Fibre de Milnor motivique, Thom-Sébastiani, Cycles proches.
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Introduction

Soit U une variété algébrique complexe lisse et f : U — A}c une ap-
plication réguliere non constante. Il existe R > 0 tel que la restriction de
fde U\ f~4D(0,R)) vers AL \ D(0, R) est une fibration topologique lo-
calement triviale [17]. La fibre et la monodromie de cette fibration sont
appellées fibre de Milnor a l'infini et monodromie a l'infini de f. Les es-
paces de cohomologie & support compact H} (f_l(t),Q) de la fibre en ¢
sont munis d’une structure de Hodge mixte naturelle [2]. Steenbrink et Zu-
cker [23] puis M. Saito [22] ont montré comment construire une structure
de Hodge mixte limite lorsque ¢ tend vers I'infini. Sabbah [21] ’a retrouvée
en considérant la transformation de Fourier sur des modules convenables
sur 'anneau des opérateurs différentiels. Cette structure de Hodge mixte
est appellée structure de Hodge mixte de la fibre de Milnor de f a linfini.

Dans [18], [20] et [19], grdce & l'intégration motivique, nous définissons
St.00, la fibre de Milnor motivique de f a l'infini. Cet invariant de f, est
construit a l'aide d’'une compactification mais n’en dépend pas. Il se réalise
par exemple en la classe de la structure de Hodge mixte de la fibre de
Milnor a linfini dans le groupe de Grothendieck des structures de Hodge
munies d’un endomorphisme quasi-unipotent. Pour d’autres propriétés de
cet objet on pourra se référer aux travaux de Kiyoshi Takeuchi et Yutaka
Matsui [16] et [15].

Soit k£ un corps de caractéristique 0. Considérons d variétés sur k lisses
(Uy), d morphismes non constants f; de U; vers A} et P un polyndome de
Laurent en d variables non dégénéré pour son polyedre de Newton a l'in-
fini. A la maniére de Guibert, Loeser et Merle [9], nous calculons dans cet
article, la fibre de Milnor motivique & Uinfini de la composée P(f1,..., fa)
en termes du polyedre de Newton a U'infini de P. Si les fonctions f; sont les
coordonnées de 'espace affine Ag, la formule alors obtenue coincide avec
I'expression de la fibre de Milnor motivique & l'infini d’un polynéme non
dégénéré pour son polyedre de Newton [20, théoreme 3.3]. Pour P égal a la
somme z1 + z2 nous obtenons une formule du type Thom-Sébastiani. Ceci
permet d’introduire une notion de cycles évanescents motiviques de f pour
la valeur infini notée S?W7U, qui vérifie comme dans le cas local une formule
de convolution. En particulier si f est le polynéme 1 + ...+, +1/21...2p,
nous montrons que le spectre de S}”OO,U vaut 1 4+¢+ .. +t" ce qui coincide
avec le spectre & 'infini de f considéré par Douai et Sabbah [5], [6]
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L’auteur tient a remercier les professeurs Johannes Nicaise et Wim Veys
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L’auteur tient particulierement a remercier Michel Merle, pour ’avoir
intéressé a ces questions, pour ses conseils et enfin pour toute ’attention
qu’il a portée a ce travail au cours de sa réalisation.

1. Notations

Dans cette partie nous rappelons quelques définitions et propriétés cons-
tamment utilisées par la suite, on pourra se référer a [4], [13], [14], [10]
et [9].

1.1. Anneaux de Grothendieck

1.1.1. Variétés. Dans tout ce qui suit, k£ est un corps de caractéristique 0
et G, est son groupe multiplicatif. On appelle k-variété, un schéma séparé
réduit de type fini sur k. Si X est un schéma, on notera |X| ou X,eq le
schéma réduit associé. On note Vary la catégorie des k-variétés et pour
une k-variété S on note Varg la catégorie des S-variétés, c’est a dire des
morphismes X — S. Soit G un groupe algébrique, et X une variété sur
laquelle G agit. L’action est dite bonne, si toute G—orbite est contenue
dans un ouvert affine de X.

Soit X une variété sur k, et p: A — X un fibré affine pour la topologie
de Zariski. Les fibres de p sont des espaces affines et les morphismes de
transition entre les cartes sont des applications affines. Soit G un groupe
algébrique linéaire. Une bonne action de G sur A est dite affine si et seule-
ment si elle releve une bonne action de G sur X et sa restriction a toutes les
fibres est affine. Dans toute la suite nous supposerons les actions bonnes.

1.1.2. Anneauz de Grothendieck. Soit S une k-variété. On consideére une
S-variété X munie d’une bonne action de G,,, notée o. On dit qu'un mor-
phisme 7 : X — G,, est homogéne de poids n, si w(o(A,x)) est égal a
A"m(z) pour tout A dans G, et pour tout x dans X. Pour un entier n
strictement positif, on note Varg;L(f}nm la catégorie des variétés X — Sx Gy,
munies d’une bonne action de G,,, telle que les fibres de la projection sur

S soient G,,-invariantes et la projection sur G,, soit homogene de poids n.

TOME 62 (2012), FASCICULE 5



1946 Michel RAIBAUT

DEFINITION 1.1. — Pour tout entier n strictement positif, ’anneau de
Grothendieck noté KO(Varg’;&L) est défini dans [10] comme le groupe
abélien libre engendré par les classes d’isomorphismes des variétés relatives
X — 8 x G, de la catégorie Var(g’;’(g}”m, modulo les relations :

(1)
(X - S X Gp,o]=[X"= 5 %xGp,o]+ [ X\ X = S x Gy, 0]

pour X' un fermé de X invariant sous G,,

(2)
(X x A} = S X Gyp,0]=[X x A} = S x Gy, 0]

lorsque o et o’ sont deux actions qui relévent la méme G,-action
sur X en actions affines sur le fibré,

[X = S X Gp,o]=[X =5 X Gy, 0]

oti o;(\,z) est égal a (A, x) pour tout A\ dans G,, et pour tout
x dans X, ceci pour tout entier | strictement positif et pour toute
action o de G,, sur une variété X.

Pour tout entier n strictement positif, le produit fibré au dessus de S x G,,

muni de 'action diagonale, induit naturellement un produit dans la ca-
L . Gm,mn ) G ym

tégorie Vargle et une structure d’anneau sur le groupe Ko(Vars;”Gm).

L’élément unité pour le produit, noté 1gxg

identité sur S x G,, ou G,, agit trivialement sur S et par translation
771r7n
XGWL

est la classe du morphisme

m?

A .. G
sur lui méme. En particulier, 'anneau Ko(Vard7y' ) a une structure de

Ko(Varg)-module.

1.1.83. Localisation. Pour tout entier n strictement positif, dans I’anneau
KO(VarS;”@"m) on note L la classe [AL x S X Gy, TsxG,,, Tn) OU Tsxg,, €st
la projection sur S x G, et 7, (A, (a,x, 1)) est égal & (a,z, A" ), pour tout
A dans G, et (a,z, ) dans A} x S x G,,. On note alors Mg%}:” I’anneau
localisé K (Varg’;’&l )L™

1.1.4. Image directe, image inverse. Soit f : S — S’ un morphisme de
variétés. La composition par f fournit le morphisme de groupes image

directe f : Mg’;éﬁn — MGT';’gm. Le produit fibré au dessus de S’ fournit

. > . . -1 . Gm,n Gm,n
le morphisme d’anneaux image inverse f~ : Mgye —— Mglg . On
peut définir ces morphismes au niveau du Kj.
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1.1.5. Limite inductive. Les catégories Varqs;’x'@m et les anneaux
KO(Var(g’Q([’;"m) et MS;L&I forment un systeme inductif induit par 'ordre
partiel donné par la divisibilité entre les entiers. On note alors Var(g’QGm,
KO(Varg’X"Gm) et MEZ*;GW les colimites.

1.1.6. Séries rationnelles. Soit A Tun des anneaux Z[L,L7Y,
ZIL, LY, (1/(1 = L7%))i50] et ME7 . On note A[[T]],, le sous A-module
de A[[T]] engendré par 1 et par un produit fini de termes L¢T"%/(1 — L¢T*)
notés pe ;(T) avec e dans Z et i dans N5. Il existe un unique morphisme
A-linéaire limr_, o : A[[T]]sr — A tel que pour toute famille (e;, j;);er de
7 x Nxq avec [ fini ou vide, lim7 ;o ([ [;c; Pe, . (T')) vaut (—1)Hl,

1.1.7. Céne conveze polyédral. Soit I un ensemble fini. Un céne convexe
polyédral rationnel de R*!l est une partie convexe de R*I/I définie par un
nombre fini d’inégalités linéaires a coeflicients entiers du type a < 0 et
b > 0 et stable sous la multiplication de Rsy.

1.1.8. Lemme de rationnalité. Le lemme suivant est bien connu, on peut
se référer a [8, 2.1.5] et [10, 2.9].

LEMME 1.2. — Soit I un ensemble fini. Soit A un céne polyédral ra-
tionnel convexe dans RL. On note A I'adhérence de A dans RI>0~ Soit [
et v deux formes linéaires sur Z!, supposons | strictement positive et v
positive sur A\ {0}. Dans I'anneau Z[L,L~]|[[T]] notons Sa ;. (T) les sé-
ries ZkeAmN;O T'RL~-v(*) Lorsque A est ouvert dans son propre espace

vectoriel engendré et A est engendré par une famille de vecteurs que I'on
peut compléter en une Z—base du Z-module Z!, les séries Sa ;. (T) sont
rationnelles et leur limite limy_,oo Sa 1., (T) est égale & (—1)4™(A). Dans le
cas général, par additivité par rapport a I'union disjointe des cénes, grace a
I’hypothése de positivité, les séries Sa 1, (T') sont rationnelles et leur limite
est égale a la caractéristique d’Euler a support compact du coéne A .

Notons que dans [10, 2.9], les formes linéaires [ et v sont supposées stric-
tement positives sur A \ {0}, mais la méme preuve permet de supposer
seulement [ strictement positive sur A\ {0}.

1.2. Résolutions
Soit X une variété lisse de dimension pure d, et soit Z une partie fermée

de X de codimension partout plus grande que 1. Une log-résolution du
couple (X, Z) est un morphisme propre h : Y — X avec Y lisse tel que
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la restriction h : Y \ h™1(Z) — X \ Z est un isomorphisme et h=1(Z)
est un diviseur a croisements normaux. Nous supposerons toujours que les
composantes irréductibles du diviseur sont lisses. L’existence d’une log-
résolution est dlie & Hironaka [11].

1.2.1. Stratification du diviseur exceptionnel. On note (E;);c4 les compo-
santes irreductibles du diviseur h=1(Z). Pour I une partie de A, on note
E; Vintersection N;cr F; et E? le constructible N;er E; \ UjerEj.

1.2.2. Diviseurs. Si T est un faisceau d’idéaux définissant un sous schéma
fermé Z, et h=1(Z)Oy est localement principal, on définit alors la multi-
plicité de T le long de E;, notée N;(Z), par 1’égalité des diviseurs

h'(2)=> Ni(I)E;.

icA
Si Z est un faisceau d’idéaux principaux engendré par une fonction g, on
écrira N;(g) & la place de N;(Z). De la méme maniére on définit les v; par
I’égalité

divJach = Z(l/l - 1)E;

icA

ou Jac h est le diviseur de 1'idéal jacobien de h.

1.2.8. Ur. Pour tout ¢ dans A, on note vg, le fibré normal de E; dans Y
et Ug, le complémentaire de la section nulle dans le fibré vg,. Pour I une
partie de A non vide, telle que E; soit non vide, on note v; le produit
fibré des restrictions a E des fibrés vg, ou ¢ appartient a I, Uy le produit
fibré des restrictions a E? des fibrés Ug, pour ¢ dans I et 7y la projection
canonique des deux fibrés sur leur base.

1.2.4. Soit X une variété lisse de dimension pure d et f un morphisme
défini sur X. On suppose la fibre spéciale f~1(0) nulle part dense dans
X et on la note Xo(f). Soit F' un diviseur réduit contenant Xo(f), et
h Y — X une log-résolution de (X, F'). On note E le diviseur exceptionnel,
A Densemble indigant les composantes irréductibles E; de E et N;(f) les
multiplicités du diviseur div(f o h). Fixons une partie non vide I de A telle
qu’il existe i dans I avec N;(f) strictement positif, h(E?) est alors contenu
dans Xo(f). En suivant [10, 3.4, 3.5] et [9, 2.6], nous montrons ici comment
munir U; d’une fleche f; vers G,, et d’une action o de G, telles que 'objet
(Ur, (homy, f1),0r) appartienne & Vargg‘(f)xGm.

Le groupe G, agit naturellement sur chaque Ug,, 'action diagonale in-
duit alors une G,,-action ¢ sur U;. Le morphisme f; peut étre défini a 1’aide
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de la déformation au cone normal de E; dans Y [7]. On consideére 1’espace
affine A‘kIl égal a Spec k[(u;)ier] et le sous-faisceau de O, , i1 [(u; Y)ier]
k

Ap = Z OYxAL” <Zm(El X AkI|)> Hu;"L

neNHI i€l iel
On note CY7 le spectre Spec Ar. L’inclusion naturelle de Oy, 11 dans
k

Ay induit un morphisme 7 : CY; — Y X ALII et donc par composition
avec la projection, un morphisme p : CY; — A‘kﬂ. L’anneau A; étant
un sous anneau gradué de I'anneau Oy [(u;, u; ')ier], on consideére I'action
or de GL, sur CY; laissant invariante les sections de Oy et agissant par
()\z’, Uz) — )\i_lu,-.

On dispose alors du lemme [10, 3.5, Lemme 5.12 ] :

LEMME 1.3. — Le fibré vg, est lisse et s’identifie de maniere équiva-

riante avec la fibre p~1(0). L’image de la fonction f o h par Iinclusion
Ni(f

de OYXALI\ dans A; est divisible par [[,c;v; ). On note f1 le quotient

dans Aj. La restriction de fl a la fibre p~1(0) est I'application f; cherchée.
Cette fonction ne s’annule pas sur U; et induit un morphisme monomial
lisse f1: Ur — Gyy.

1.3. Arcs

1.3.1. Espaces d’arcs. Soit X une k-variété. On note L, (X) 'espace des
n-jets. Cet ensemble est un k-schéma dont les K-points rationnels, sont les
morphismes Spec K[t]/t"*! — X, pour tout corps K contenant k. Il existe
des morphismes canoniques £,,41(X) = £L,,(X). Ces morphismes sont des
fibrés en A¢ quand X est lisse de dimension pure d. L’espace des arcs noté
L(X) est la limite projective de ce systeme. On note m, : L(X) = L£,(X)
les morphismes canoniques.

1.8.2. Action et coefficient angulaire. Le groupe G,, agit canoniquement
sur L, (X) et sur L(X) par A\.p(t) := p(At). Dans toute la suite de l'article
on note o cette action.

Pour un élément ¢ de K[[t]] ou de K[t]/t"!, on désigne par ord;(y) la
valuation de ¢ et par ac(y) son premier coefficient non nul. Par convention
ac(0) est nul. Le scalaire ac(y) est appelé coefficient angulaire de .
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1.8.3. Ordre de contact. Soit X une variété et F' un fermé de X. On note
Tr l'idéal des fonctions s’annulant sur F'. On désigne par ord,F’ la fonction
qui a tout arc ¢ dans £(X) associe la borne inférieure inf ord;g(¢) ou g
parcourt les sections locales de Zr en l'origine de ¢.

1.3.4. Un lemme de réécriture. Par la suite nous utiliserons le lemme [3,
4.2] qui découle du lemme de Hensel.

LEMME 1.4. — Soit X une variété lisse de dimension d, U un ouvert
affine de X et une application étale ® : U — A?. Dans la catégorie Vary,
pour tout entier n, ® induit I'isomorphisme ¥,, : £,(U) — U X za L, (A?)
qui associe a un n-jet ¢ le couple (p(0),® o ¢) ott U Xpa L,(AY) est le
produit fibré de ® et de I’application "origine des arcs". Ceci induit par
limite inductive un isomorphisme W : L(U) — U x4 L(A?) qui associe a
un arc ¢ le couple (¢(0),® o ).

1.4. Le morphisme fibre de Milnor motivique

Considérons X une variété et un morphisme f : X — A}. Grace au théo-
réeme de factorisation faible, Bittner [1] étend la fibre de Milnor motivique
en un morphisme défini sur tout 'anneau de Grothendieck M x. Guibert,
Loeser et Merle [10] donnent une construction différente basée sur l'inté-
gration motivique. Nous I’expliquons ci-dessous et nous 'utiliserons par la
suite.

DEFINITION 1.5. — Pour une variété X lisse de dimension d, U un ou-
vert partout dense de X et f : X — A}C un morphisme, on considére pour
deux entiers n et § strictement positifs, I'espace d’arcs

Z3(f) = {p € LX) | ord, f(¢) = n,ord F.o < nd}

muni de la fleche '"origine, coefficient angulaire" notée (mg,ac(f)) vers
Xo(f) x Gy, et de I'action standard de G, sur les arcs. On considére alors
la fonction zéta modifiée

Z3(T) =3 22 (INT™ € MT 4 e [T

n>1

On dispose du théoreme de rationalité a la Denef-Loeser démontré en
[10, 3.8]

PROPOSITION 1.6. — Soit U un ouvert dense d’une variété X lisse et
de dimension pure d. Soit f : X — A} un morphisme. Il existe un entier
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0o tel que pour tout entier § supérieur a &g, les séries Z?’U(T) sont ra-
tionnelles et leur limite est indépendante de 0. On désignera par Sy y la
limite — limp_, Z?’U(T). De plus si Xo(f) est nulle part dense dans X,
et h:'Y — X est une log-résolution de (X, F U Xo(f)) on dispose d’une
formule d’image directe

Stu = —Z( D) = h(Sgon,n—1(vy) € MXO (f) %G
T#0)

Icc
ot C est I'ensemble {i € A | N;(t) # 0}.

Bittner, puis Guibert, Loeser et Merle prouvent alors le théoreme d’ex-
tension & tout le groupe de Grothendieck ([1], [10, 3.9]) :

THEOREME 1.7. — Soit X une variété et f : X — Al un morphjsme. 1l
existe un unique morphisme de groupe My-linéaire Sy : Mx — /\/l o ()X G
tel que pour tout morphisme propre p : Z — X avec Z lisse, et pour toute
partie U ouverte et dense dans Z, Sy([p : U — X]) vaut pi(Sfop,v)-

1.5. Convolution

Nous suivons dans ce paragraphe [10, partie 5] et [9, partie 3].

DEFINITION 1.8. — Fixons X une variété, n et m deux entiers stricte-
ment positifs et considérons la catégorie Var X’;}éz ™) Ses objets sont de

Ia forme (A, (f,a,b),a) ou a est une bonne action de G2, sur la variété
A, (a,b) est un morphisme (n, m)-monomial tel que (a,b)(a((\, 1), z)) est
égal a (A\"a(x), u™b(x)) pour tout x appartenant & A et pour tout (A, p)
appartenant a G2, et f est un morphisme dont les fibres sont stables sous

a. On note KO(VarX’;’(éz’m)) son groupe de Grothendieck défini comme

en 1.1.2. On note L la classe [A' x X x an,erngan’m] Ol Ty m €5t la
translation définie par T, m (X, (z,a,b)) égal & (x, \"a, u™b).
DEFINITION 1.9. — On considére le morphisme M-linéaire de groupes
n m) G’7l7
\I/n ,m MXXG2 _> M nm

défini par

T ([(A, (f, a,b), )])
_[a+b 7é 0, (f7a+b)’ ao(.m’ n)] + [(a+b = 0) X Gm7 (fopTAapTQ)anm]
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ot "a+b # 0" désigne (a+b) "1 (G,,), "a+b = 0" désigne la fibre (a+b)~1(0),
ao (™. est I'action de G, définie par (A, x) — a((A™,A"), x) et Tpm est
la translation de poids nm définie par (A, (x,u) — (x, ™). On vérifie
dans ces cas la que les morphismes sont bien nm-monomiaux.

PrOPOSITION 1.10. — Comme en 1.1.5, avec des morphismes de transi-

. A . . G2, ,(n,m) ) N . .
tion du méme type, les catégories Var X%G2 forment un systéme inductif

2
et on note Varg*’;(;z la limite [10, 2.5]. Le morphisme précédent s’étend
alors en un morphisme de groupes My-linéaire
G G
\IIZ : MXXG%L — MXXGm'
DEFINITION 1.11. — Considérons le morphisme canonique noté X de
2
M%’;Gm XM%’;GM vers M%’;G% qui envoie le couple formé de (A, a,04) et
(B,b,opB) sur
(A xx B,(a,b),(ca,0p)) ot (ca,08) est I'action produit. Le produit de
convolution est alors défini par

G'm. G'rn (G’m
* Myle, X Mx%e,, — M¥e,,
(A, B) — AxB=Ux(AXB).
PROPOSITION 1.12. — Le produit de convolution sur M%’;Gm est com-

mutatif et associatif. L’élément neutre est la classe de I'identité de X x G,,
muni de la translation T sur G,,.

2. Calcul de la fibre de Milnor motivique a P’infini au
dessus du tore

Soit k un corps de caractéristique 0. Nous noterons dans la suite A! au
lieu de A}. Considérons d variétés algébriques lisses sur k notées (U;), d
morphismes non constants f; : Uy — G, et P un polyndéme de Laurent
en d variables et & coefficients dans k notés (ag)qez. Ce polynéme définit
une fonction P : G¢, — Al. Nous supposerons P non dégénéré pour son
polyedre de Newton a I'infini I'. Notons U/ la variété H;i:l Uy, P(f) la fonc-
tion P(f1,..., fa) et U* Touvert U \ P(f)~1(0). A la maniére de Guibert,
Loeser et Merle dans [9], nous calculons ici la fibre de Milnor motivique &
Pinfini de la composée P(f) en termes du polyedre de Newton a l'infini de
P. Lorsque les f; sont les fonctions coordonnées de A%, nous retrouvons la
formule [20, théoréme 3.3].
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2.1. Polyédre de Newton a l’infini

Fixons d un entier strictement positif et P un polynéme de Laurent
appartenant & anneau k[zi, 27 "..., 24, x;l]. Nous noterons (ag)qecz ses
coefficients. L’ensemble {k € Z? | ay # 0} est appelé support de f et on
le note supp(P). L’enveloppe convexe de supp(P) U {0} notée I'_ est un
polyedre que nous appelons polyédre de Newton a I'infini de P. On note I'
les faces de I'_ ne contenant pas l’origine.

Pour ~ une face de I'_ on note P, le polynéme Z&G'y o zE. Au sens de
Kouchnirenko [12], on dit que le polynéme P est non dégénéré pour son
polyedre de Newton a l'infini, si pour toute face v de I' le polynéme P,
est lisse sur G¢,. Nous supposons dans toute la suite que le polynéme de
Laurent P est non dégénéré pour T'.

Enfin pour toute face v de I', on introduit la variété

X,(0) = {o € G4 | P, (x) = 0}.

2.2. Compactifications

On considere j : A — P! Pinjection qui a un élément a associe [1 : a.
On désignera par oo 1’élément [0 : 1] et on notera par abus a 1'élément
[1:al.

2.2.1. Compactification des f;. Pour tout entier | dans {1,...,d}, soit
(Xl,il,fl) une compactification du morphisme (U, fi) c’est & dire : X
est une variété, i; : Uy — X; est une immersion ouverte dominante et
fl : X; — P! est une application propre, telles que le diagramme suivant
commute

UZL>XZ

J

Al _J P!

Désignons par Fj, le fermé a Uinfini X; \ 4;(U4;) et par X7, la fibre de ﬁ
en a, pour tout a dans P*. Notons enfin 1/ f;, 'application réguliére définie
sur X; \ X qui prolonge 1/f; et fi — a, application réguliere définie sur
X, \ X7 qui prolonge f, — a pour toute valeur a dans Al.

Remarque 2.1. — Les fibres X;° et X sont respectivement les zéros et
les poles de la fonction rationnelle 1/ f; définie sur X;. Notons que le fermé
a linfini Fj contient X et Xlo.

TOME 62 (2012), FASCICULE 5



1954 Michel RAIBAUT

2.2.2. Compactification de P(f). On désignera par X Dadhérence du
graphe de P(f) dans la variété propre (Hfl:1 X;) x PL. On notera 15(7)
la restriction de la projection (H;i:1 X)) x Pt = P! & X et i le plongement
naturel de ¢ dans X :

T U — X
a = (alw),[1:P(f)(a)])

PROPOSITION 2.2. — Le triplet (X, i, P(f)) est une compactification de

o, P(f))-

Démonstration. — La variété X est propre comme fermé contenu dans
la variété propre (]_[fl:1 X;) x PL. Par conséquent, la projection 17(?) est
propre. Les variables étant séparées, le produit ¢ des immersions ouvertes
i; est une immersion ouverte dans le produit Hle X;. Louvert i(U) est le
produit des ouverts denses Hle i1(U;). Il est donc dense dans X . Enfin pour
tout élément (u;) du produit H;izl U,, pour tout entier [ de {1, ..,d}, 'image

Filiu(w)) vaut [1: fy(w)]. Ainsi P(f)(i(u)) est égal a j(P(f))(w). O
Notations 2.3. — On note F' le fermé a l'infini X \ i(U), X, la fibre de
P(f) en zéro, X la fibre en la valeur infini, X* ouvert X \ Xo, F* le

—

constructible F'\ Xg et 1/P(f) lapplication réguliere définie sur X* qui
prolonge 1/P(f).

2.3. Fibre de Milnor motivique a l’infini de P(f)

2.8.1. Espace d’arcs. Soit ¢ et n deux entiers strictement positifs, notons

ordiF.p < nd }

—

ordi1/P(f)(¢(t)) = n

Cet espace d’arcs est muni de o 'action standard de G, sur les arcs et de

20 = {go € L(X)

la fleche (g, ac) vers Xoo X Gy, qui & un arc ¢ associe son origine ¢(0)
et le coefficient angulaire ac(1/ @(w)) Pour tout entier k, les tronqués
(Tnsix(2.9), (0, ac), o) appartiennent & Var%;x(gm.

Cet espace d’arcs est mesurable, méme si la corhpactiﬁcation est sin-
guliere. L’ordre de contact des arcs avec le lieu singulier étant borné sa
mesure appartient a ’anneau de Grothendieck M%:C G, Sans nécessité de

complétion [3, lemme 4.1].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE A L’INFINI ET COMPOSITION 1955

2.8.2. Fonction zéta motivique et fibre de Milnor motivique a l'infini.

DEFINITION 2.4. — Considérons la fonction zéta motivique a I'infini de

P(f),
s
2 @) = 3 WZDT € Mg [T
n=1

ProPOSITION 2.5. — Il existe un entier gy, tel que pour tout entier §
supérieur a dy, la fonction zéta modifée ZJ/P( 5. (U*)(T) est rationnelle et
sa limite ne dépend pas de 6. L’opposé de cette limite est

Sl/lg(?)([i U = X))

qui appartient a I'anneau ./\/lX XGoy

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence du théoreme
de rationalité (1.6) et du théoréme d’extension (1.7). On pourra se référer
a la preuve de [20, Proposition 2.3]. |

Dans notre contexte, rappelons la définition de la fibre de Milnor mo-
tivique & I'infini. On pourra se référer a la note [18] et au théoreme [20,
théoréme 2.4]. Pour d’autres propriétés de cet objet on pourra se référer
aux travaux en cours de Kiyoshi Takeuchi et Yutaka Matsui [16] et [15].

DEFINITION 2.6. — La fibre de Milnor motivique a Uinfini de P(f), no-

tée Sp(f),00, st I'image directe ]7(?),5 Elle appartient a I’an-

1/P(f),i(U=)’
neau Mg: et ne dépend pas des compactifications précédentes.

Nous montrons dans cette partie le théoreme

THEOREME 2.7. — Pour une famille de fonctions f; : U; — G,,, a source
lisse, pour un polynéme non dégénéré P, la fibre de Milnor motivique a

Pinfini est égale a
_ Z 'ZP 3&0 (7))’
~el’

ot S;(;)) désigne les cycles proches motiviques généralisés a I'infini appar-

tenant a Mg;" et associés aux fonctions f; et a la face y .

La preuve s’organise comme suit : Dans la partie 2.4, nous construisons
une log-résolution (Y*, E*) du couple (X*, F*) a partir de log-résolutions
des couples (X, F;). Rappelons que par application du critére de propreté,
h induit une bijection entre L(Y™*) \ L(E*) et L(X*) \ L(F*).

Dans la partie 2.5 nous donnons les propriétés du polyedre de Newton a
I'infini utiles par la suite. Nous pouvons alors classer en 2.6.1 les différents
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arcs suivant les faces du polyedre de Newton et les strates du diviseur E*.
On obtient & la proposition 2.15 et a la formule (2.2) une décomposition
adéquate de la fonction zéta motivique a l’infini. Par le lemme clé 1.2 on
obtient ’égalité
(2.1) Sp(f), Z Z ),(I1) [UIz \ Py ((fl)) ( )l
vyel' (I;)eP
Dans la partie 2.7, comme il est fait en [9, 2.8] dans le cas local, nous
introduisons les cycles proches motiviques généralisés a I'infini notés S;}(;)
et associés aux fonctions f; et a la face . Modulo 'opérateur vai;j 207
leur calcul correspond aux sommes
5= — Ny
S MCEE 1)UL\ Py (F) 7 O))
(I))eP
Si P est le polynéme x7 + x2, 'expression 2.1 fournit dans la partie 4,

une formule du type Thom-Sébastiani & I'infini. De méme, si les f; sont les
coordonnées de G<,, on obtient la formule [20, théoréme 3.3].

2.4. Log-résolutions

2.4.1. Log-résolution de (X, F;). Pour tout [ dans {1,..,d} on fixe
(Y1, Ey, hy) une log-résolution de (X, F). Comme X® et X} sont des divi-
seurs contenus dans [, les fibres h; ' (X°) et h; ' (X?) sont des diviseurs
contenus dans Ej et disjoints. On note A; Pensemble indigant les com-
posantes irréductibles El(i) du diviseur Ej et N7 et Nl?i les multiplicités

définies par :
=Y NEED et hy (X0 = > NLEY.
i€A; 1€A;
Nous noterons alors le diviseur
div(1/fioh) =Y Ni(fi)E.
i€A;
En particulier N;(f;) vaut N7 pour El(i)
hy H(X7°) et —Np; pour El(i) une composante irréductible de h; ' (XP). On
notera pour tout fermé F;
div(hy {(F)) == Y Ni(F)E”
i€EA;

une composante irréductible de

et enfin le diviseur associé au jacobien div(Jac(hy)) := > ;ic 4, (Vii — 1)El(i).
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2.4.2. Log-résolution de (X, F) et (X*, F*).

PROPOSITION ET NOTATIONS 2.8. — Soit Y le produit HLYl, h le
produit H;i:l hi et E 'union des cylindres Ule(HKI Yi) x By x ([ ;5 Ye)-
Le triplet (Y, E,h) est une log-résolution de (X, F). Les composantes ir-
réductibles de E sont les (][, Y;) x El(i) x (I1;5,Y;) notés Ey; ot El(i)
désigne les composantes irréductibles du diviseur E;. On note Y* 'ouvert
Y \ h=1(Xy) et E* le constructible E \ h=(Xy). Le triplet (Y*, E*, h) est
une log-résolution de (X*, F*). On note

d
W (Xeo) =D Y Nui(1/P(f)) B
I=114i€A;
Démonstration. — La variété Y est lisse comme produit de variétés lisses,

I'application h est propre car ses composantes le sont et E est un diviseur
a croisements normaux car les F; le sont. Les ouverts Y \ E et X \ F sont
égaux aux produits H;i:l Y\ E et H;l:l X\ Fi. Or pour tout [, le mor-
phisme h; : Y} \ E} — X, \ F; est un isomorphisme, donc h: Y\ E — X \ F
est un isomorphisme comme produit d’isomorphismes. O

2.4.8. Partitions. Pour | appartenant a {1,..,d} et I; une partie de A;, on
pose

EO L Yl \ El si Il = (Z)
I, — N, E(l) \ U, E(Z) :
el 4y ig smon.

On note alors Py := {I; C A; | E} # 0} et P := (Hfl:l P) \ {0}, On
obtient alors la stratification

ou EY est le produit e, E}.
Remarquons que les fibres XlO et X sont disjointes donc pour tout
élément I; de P; non vide, les entiers N;(f;) sont de méme signe.

2.5. Polyédre de Newton a linfini

Notation 2.9. — Pour tout arc ¢;(t) tracé dans X;, l'arc de Laurent
J1(pi(t)) sera noté Py(t)/t“* ot P(t) est une série formelle inversible (P;(0)
est non nul) et w; est Pordre de 1/f;(¢;(t)).

TOME 62 (2012), FASCICULE 5



1958

Michel RAIBAUT

Remarque 2.10. — Pour tout arc ¢ tracé dans X et non contenu dans
le fermé a l'infini F', le point générique de 'arc appartient a 'ouvert affine,

par conséquent on a

ordi1/P(f)(pi(t)) = ordi1/P(fi(er(t))) = ordi1/P(R(t)/t"),

car 1/1:/’(?) prolonge 1/P(f), et pour tout I, f; prolonge f;.

PROPOSITION ET NOTATIONS 2.11. — Soit w dans Z% et ¢ un arc de
Laurent de la forme (P;(t)/t*') ou chaque P,(t) est une série formelle in-
versible.

(1)

(2)

Le maximum de la forme linéaire (w | .) restreinte 4 I'_ sera noté
mr(w), il est positif et atteint sur une face de I'_ notée y(w). La
forme linéaire (w | .) est constante sur la face y(w).

Notons (o) les coefficients de P et posons pour toute face «y

Py(z,u) == Py (z) + Zaﬁumr(ﬂ)—(ﬁlw) .
kéy

On dispose de I'égalité P(p(t)) = (1/t™r )P, ) (P(t), ).

L’ordre ord;1/P((t)) vaut mr(w) —ordtf’v(w) (P(t),t). En particu-
lier, si cet ordre est strictement positif alors mr(w) est strictement

positif.

Si (P(0)) n’annule pas P, le coefficient angulaire ac 1/P(p(t))
est égal a 1/ Py, (P(0)).

On note Q I'ouvert {w € Z% | mr(w) > 0}. Pour tout w dans €, Ia
face v(w) ne contient pas 0, elle appartient a T

Pour toute face v dans I', on désigne par o(v) lintérieur, dans son
espace vectoriel engendré dans R?, du céne positif engendré par
Pensemble {w € Q | v(w) = v}. Cet ensemble est un coéne polyédral
rationnel convexe relativement ouvert. L’ensemble ) est la réunion
disjointe des cones o () pour 7 appartenant a I'. Pour une face ~y
de la forme ~; N ... N 7, intersections de faces de codimension 1,
en notant o'?) le vecteur normal & +;, extérieur a T', & coordonnées
entiéres et de plus petite norme, le cone o(v) est égal a la somme
i Rfa® de dimension d — dim 7.

Démonstration. — voir [20, proposition 3.8]. |
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2.6. Calcul de la fibre de Milnor motivique a ’infini au dessus
du tore

2.6.1. Le découpage. Soit (I;) un élément de P défini en 2.4.3 et une famille
(k1,;) notée k appartenant a Hle N*il. On définit un d-uplet w avec w
égal a Ziell N;(f1)ki ;. Si I, est vide, on adopte la convention usuelle que
la somme est nulle, en particulier w; est nul. On note alors

kl,i» i€ I }

Y = {(gol)e,C(Y)Vle{l,..,d},orthl(i)gol:{ 0. ie AN

Cette variété est munie de l'action standard de G,, sur les arcs et de la
fleche vers X X Gy,

o= (hp(0), ac1/P(f) o h()))

Les différentes images de %}, sous les morphismes de troncations munies du
morphisme et de I'action ci-dessus sont des éléments de Varq);{” <G - On

0o XGm
considere les espaces d’arcs

2= = {(1) € % | ordi1/P(fi(hulp) (1)) = mr(w) }
et
5, = { (1) € B | ordi1/P(fulhu(e) ) = n |

munis de action standard de G,, et de la fleche (g, ac).

Remarque 2.12. — Quelques remarques :

(1) Par 2.11, pour tout arc ¢ appartenant a %, si on écrit Fi(hy(pi(t)))
sous la forme Pj(t)/t** alors ¢ appartient & %~ si et seulement si
P,(0) n’appartient pas a X, (0) et  appartient a @lfn si et seulement
si P,(0) appartient & X, (0).

(2) Lesarcs de %;5, et %~ ont leur origine et leur condition de tangence

fixée. Notons en particulier que Pordre du jacobien de h est constant
sur 45, et &=

Notation 2.13. — Pour tout élément (I;) de P défini en 2.4.3, on consi-
dere la forme linéaire

v [IL R0 & R
(k) = (W= ey, Nilf)ki) | a)

ol a appartient a la face y(w). Par 2.11 ceci ne dépend pas de a.
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Notations 2.14. — Pour tout (I;) appartenant & P, on considére le cone
de H;l:l R

Cotm {k € HR*W

*lIl

Yien Ni(f)kii = wi) € o(v) }
Vi {1, d} ey Ni(F)kus < I (k)0

et le cone de R% x Hl R

0<n<lip(k)

Cg(j) (= (k) € RS % HR*W (Cier, Nil ki = wi) € o(y)
1=1 Vie{1,.,d} > icr, Ni(F)kii < nd

On notera Cg’(j) (IL) N et CU(W) )N les intersections 007;),(1;) N N*0l et

x| 1
Coay NN XTI NI

PRrOPOSITION 2.15. — La fonction zéta se décompose comme suit

d
%) o *Z: Z, kii(v1,i—1) _ ()
2y 5w = > D Z L o=t =ieh w(&Z )T

I1)eP ~er
(I)EP 7el keCT D) 1w

+ > > > L_Zjﬂztelz’“‘*i‘”’”_l)u(@f)T"

r
(IEP YEL (n.B)EC)S) (1)

Démonstration. — Par la proposition 2.11 on classe les arcs selon les
faces du polyedre de Newton :

Zl/P(f ), i(U* ) Z“

n>1

- Z Z mr(w w)TmF(W)
vEl weo(y)
202 X

YED weo(y) n<mr(w)

avec pour toute face v de T, pour tout w dans () et pour tout entier n

de {1,...,mpr(w)}
205 = {(%‘) € L(X7)

ordtf‘.ga < ny s OTdtl/P(f)( ®) = }
Vi, filp; @) = Pi(t)/t*7, P;(t) € k[[t], (P;(0)) ¢ X(0)

et

a5~ {01 e poxn| ordeFe <m . ordd/P(]) o) = }
{WE OO i, s 1) = Pyt 5. Py(t) € kI, (P,(0)) € X, (0)

Par (2.11), si 2,%5 est non vide alors n est égal & mr(w).
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On classifie ensuite plus finement les arcs en utilisant la log-résolution pré-
cédente : les arcs sont classés par l'origine et 'ordre de contact de leur
relevé sur le diviseur exceptionnel F.

La fonction zéta se réécrit alors

(2.2) Zl/P(f z(U) Z Z Z p(2) T ®

L)eP ~er
()EP TEL keCIT)

PP IR DRI C i

r
(I)EP V€L (n,k)eCT S 1)

avec 2 égal a h(%)7) et 2,5, égal a h(%5,).
On conclut par la formule de changement de variables de Denef et Loeser
(3, 3.3]
d
p(257) = L e e B gy

et
d
W(25,) = L 2o ven D <)
O
A la partie 2.6.2 nous calculons les mesures
— — _ — d ) k i

(2.3) M(%‘) = [ULL\PW((fz)) 1(0)]]L > Z,ezl !
et

(24)  p(@S) = L~ i Lose LB (G, P (7)) (0)].

Gréace au lemme 1.2, en 2.6.3 et en 2.6.4, nous prouvons la rationalité et
nous calculons la limite quand T — oo des sommes

d
S peci GLT 2 Zier i ®) o S ecie yLotr@-mpn,

o (1), 4] )’ (), (1)’

A la proposition 2.31, nous obtiendrons alors I’expression 2.1.

2.6.2. Le calcul des mesures ,u(@,fn) et (%) Soit (I;) (noté aussi I;)
un élément de P tel que C’ A{) (1) Ou CU(W) ) soit non vide. Soit k une
famille appartenant a C°- (7) (1), S 1e cone est non vide et (k,n) une fa-

mille appartenant a C ),
d-uplet (3 e, N, (fz)kz,z)

(1),n Si le cone est non vide. Notons alors (wp) le

Nous appliquons dans tout ce qui suit exactement la méme démarche
que [10, 5.11] et [9, 3.3].
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Remarque 2.16. — Nous utilisons les notations 1.2.1. Dans notre situa-
tion, & variables séparées, pour (I;) un élément de P, le fibré VE,, associé
a By, (I'adhérence de E?l) est simplement le produit des vg, , avec pour
I; vide VE,, égal & V) \ E;. De méme, le fibré Ug,, est le produit des Uk,
avec pour I; vide UEIL égal 4 Y] \ E;. Nous noterons ULz le fibré UEIZ'

Considérons le sous faisceau de Oy y g1 [u™1]

d d u
‘AE = Z Z OYxAl (_ Z Z nlJ(EH ~ Al))ui Zl:l Zie]l kz,mz‘q‘,’
I=1 p,eNT =1 i€l
et notons CY} le schéma Spec Ay.
L’inclusion naturelle Oy x 1 — Ay, induit les morphismes 7 : CY;, =Y x Al
et p: CY — AL

Remarque 2.17. — En notant £} j, I'intersection N;ey, El(i), nous consta-
tons que pour tout I, les N;(f;) étant tous de méme signe 2.4.3, w; est
strictement positif si et seulement si h;(Ej, 1,) est contenu dans X, 7°y wy est
strictement négatif si et seulement si h;(E; 1,) est contenu dans X lO et w; est
nul si et seulement si hy(E; j,) est contenu dans la variété X; \ (X U X).

Notations 2.18. — Si hi(Ej,1,) est contenu dans X;°, w; est la somme
Y ic 1, N7 ki Par Vinclusion précédente, avec 7y, la projection de Y sur
Y}, la fonction flohlom/l est divisible dans A par u**, on note fi le quotient.
De méme, si hy(E; ;) est contenu dans X, alors w; est égal a
=D ien Nl?ik:l,i. La fonction f, o hy o Ty, est divisible dans A par u™%,
on note f; le quotient.

Remarque 2.19. — Avec ces notations et la proposition 2.11 on obtient
I’égalité
1/P(f) oh= umr(w)/p’y(ﬁv maﬁv u)
car 1/?(?) prolonge 1/P(f) et f; prolonge 1/ f; pour tout [.

Notations 2.20. — On note ensuite Em le pullback du diviseur E;; x A!
par m, par D le diviseur globalement défini sur C'Y), par I’équation u = 0, et
par CEj ; les diviseurs Elﬂ- —Fk; ;D pour i dans I; et Elﬂ- pour ¢ n’appartenant
pas a [;. On note par C'Y} le complémentaire de 'union des CE; dans CY,

pour ¢ dans A; et par YO le complémentaire de I'union des Ej; pour tout
[ dans {1,...,d} et i dans A;.

PROPOSITION 2.21. — Le schéma CY}, est lisse, le morphisme m induit
un isomorphisme au dessus de A' \ {0}, le morphisme p est lisse et sa
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fibre p~1(0) s’identifie naturellement avec le fibré vE,,- De plus quand il

est restreint a CY la fibre de p en 0 s’identifie naturellement avec Uy, et
7 induit un isomorphisme entre CY? \ p~(0) et Y° x A\ {0}. Enfin les

fonctions f; restreintes a Uy, sont lisses et a valeurs dans Gp,.

Démonstration. — Les variables sont séparées, on peut donc raisonner
par produit et appliquer ([10, 5.12]). En particulier on recouvre CY} par
des parties ouvertes de la forme Spec Oy (1), u]/(z1,; — uFiy1:) 1.0y avec
U un ouvert sur lequel les diviseurs Ej; sont donnés par les équations
20 = 0. O

L’anneau Ay étant un sous anneau gradué de Panneau Oy [u,u™'], on
peut considérer la G,,,- action o sur C'Y}, laissant les sections de Oy inva-

riantes et agissant sur u par () : u — A~ 1u. Elle se restreint sur Uj, en

. . . . . . Iyl 44T .
I’action diagonale induite par I’action canonique de G‘ml et g U 1, Via

le morphisme fini A — (A\*-). On dispose alors de deux actions différentes
de Gy, sur les arcs tronqués L, (CY) : celle induite par action standard
de G, sur les arcs et celle définie par o. On note alors & la composition de
ces deux actions (qui commutent).

On note ensuite £,,(CY) 'ensemble des arcs ¢ dans £, (CY}) tels que
p(p(t)) est égal a t. En particulier Iorigine de ¢ appartient & U;l. Pour un
tel arc ¢ la composition avec 7 envoie ¢ sur un arc dans £, (Yix A') qui
est le graphe d’un arc dans £,,(Y") non contenu dans 'union des diviseurs
E;; pour i dans I; et [ dans {1,...,d}. Notons que fn(CYkO) est stable par
.

LEMME 2.22. — Le morphisme 7 : Zn(C’YEO) — (YY) induit par la

projection CY? — Y est un fibré affine de fibre AZiEIl kl’i, De plus si
L, (CY?) est muni de I'action induite par & et m,(%},) de I'action standard
de G,,, 7i; est alors G,,-équivariant et I'action de G,, sur le fibré affine est
affine. Pour tout arc ¢ de En(CYkO), on dispose pour tout [ appartenant a

a,..d}

ac(1/fiohyom o 7)™ = ac(fi(¢(0)))
et
ac(1/P(f) o h( () = ac( Py (Fi(#),s ey Ja(0), 1) "

(car u(t) est égal a t) et si de plus P,(fi(¢(0))) est non nul alors par 2.11
on dispose de

—

ac(1/P(f) o (7 () = Py (file(0)))~".
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Démonstration. — Chaque point de E% est contenu dans une partie ou-
verte U de Y ou les diviseurs £ ;, pour7 dans {1,..,d} et ¢ dans I; sont
définis dans U par les équations z;;, = 0 et ou il existe dimY — sz:1 ||
fonctions w; sur U telles que la famille (2;;,w;) soit un morphisme étale
U — A% Par le lemme de réécriture 1.4, ce morphisme induit un iso-
morphisme entre £,,(U) et le produit U X gaimy L, (A%™). En ajoutant
en plus la coordonnée u, on obtient un isomorphisme entre £, (U x A')
et le produit (U x A') X gaimy 41 L, (A¥™Y+1) Rappelons que '’équation
locale du diviseur Ej; dans 'ouvert U, notée z; ;, est divisible par ukri on
note y;; le quotient. La famille (y;;, w;,u) avec z;,; égal a uk“yl,i induit
un morphisme étale 771U x Al) — A4™Y+1 ot donc un isomorphisme
entre L, (71 (U x A1) et le produit 771 (U x A') X gaimy 41 L, (ADmY+1),
Sous cet isomorphisme 7 correpond a la multiplication de chaque compo-
sante y;; d'un arc par thri. La fibration se fait par la troncation modulo
t"*1. En particulier, Paction &(\) sur une composante y; ;(t) est donnée
par y;i(t) — )\kl’iyl’i()\t); dont 7 est G,,-équivariant. Tout suit de cette
description. O

Notations 2.23. — On définit alors @Nk: et @;fn les préimages respectives
de &= et %5, par la fibration 7.

On déduit du lemme 2.22 le lemme suivant :

LEMME 2.24. — Les arcs de %= sont les arcs ¢ de L(CY}) dont I'origine
appartient au complémentaire de P,((f))"1(0) dans U 1; En particulier
Pordre ord, P, ((fi),u)(¢) est nul. Au contraire, les arcs de Z?7k<n sont les
arcs ¢ de L(CY}) dont origine appartient a Uy, et a PA,((fl)):1 (0) et tels
que 'ordre ordﬁ%((ﬁ(g@)), t) vaut mp(w) —n égal a lr(k) —n. On obtient

s PPéoalité des ces s AMGm
alors Iégalité des classes dans M " .

[7Tn§(%:)] = [7‘(7“5(%:)]]142?:1 Zie” ki,

et
[mns (Z50)] = [W(%fn)mzz:l Dien i

Notation 2.25.— On note [U; \ P,((f;)"1(0)] la classe de
Ur, \ Py((f,))"%(0) dans M%;X@m, Paction de G,, étant I'action diago-
nale de poids (ki) sur Up, \ Py((f;))~*(0) et le morphisme vers G,,, étant
la restriction de Pv((?l)).70n considere aussi la classe [G,,, x P, ((f;))~1(0)]
de G,,, x Py ((f,))~*(0) dans ngo «G,, ol l'action de G,, est la translation
et le morphisme vers G,,, est la premiere projection.
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Remarque 2.26. — Par la construction du groupe de Grothendieck
Mi; «G,, faite en [9, 2.2] (voir 1.1.2), par ramification, les classes pré-
cédentes ne dépendent pas de ’action.

LEMME 2.27. — Dans I’anneau /\/lX G, on dispose des égalités

(1) [mas(Z0)] = Lm0y, \ Py((F)) 1 (0)].

(2) [mns(#5,)] = Lrodm=(e®=m[G, < Py((f,)) 1 (0)].

Démonstration. — Les arcs de m,5(%=) sont les arcs ¢ de L, (CY)
dont l'origine appartient a Uy, \ P, ((f )): (0) et tels que u(p(t)) est égafé
t. On montre alors que Wn(;(?!/ ) est un fibré affine sur Uy, \ Py((f;))"(0)
de fibre A™(dm(Y)+1)=n8 " Op construit les morphismes de trivialisation en
considérant en tout point zg de Uy, \ Py((f;))~*(0) un voisinage ouvert
de z dans CY}? et un morphisme étale défini sur  commencant par u. On
applique alors le lemme (4.2)[3] (voir 1.4) pour conclure.

Dans le deuxieme cas, les arcs de m,5(%,5,) sont les arcs ¢ de Ly, (CY£ )
dont l’origine appartient a Uy N P, (Efl))_l(O) et tels que lordre
ord, Py ((fi(y )),t) est égal & mr(w) — n lui méme égal a Ir((k;)) — n.
La fonction (P, ((f;),u),u) est lisse car (fl) et u sont lisses sur Uy, de

plus par 2.11 pour tout a appartenant a Gm, Br * (a,0) est égal a 8P (a) et
enfin P, est lisse car P est non dégénéré pour son polyedre de Newton. On
montre alors que wng(@,fn) est un fibré affine sur Uy, N P 2 ((F))710) de
fibre And(dim(Y)+1)—né—(r(k)=n) On construit les morphismes de triviali-
sation en considérant en tout point o de Uy, N P,((f;))~1(0) un voisinage
ouvert Q) de zo dans CY,Y et un morphisme étale défini sur 2 commengant
par (P,((f,),u),u). On applique alors le lemme (4.2) [3] (voir 1.4) pour
conclure. ]

Des lemmes 2.24 et 2.27 et du fait que CY est lisse on obtient les mesures
2.3 et 2.4.

2.6.3. Caractéristique d’Fuler des cones C )1 € C’U(W) )
Notation 2.28. — Considérons l'application linéaire continue sur R¢
H7:1 R" — R?

Ny (ki) = (=D ier, Nilf)kui)-

L’image inverse du coéne o(vy) par N(j,) est un cone polyédral rationnel
relativement ouvert.
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Notation 2.29. — Rappelons que pour tout [ dans {1, ...,d}, A; désigne
I’ensemble des composantes irréductibles du diviseur E; de la variété Y;.
Notons A; 'ensemble {i € A; | N;(fi) # 0}.

PROPOSITION 2.30. — Pour tout d-uplet (I;), si 1 un des I; n’est pas
contenu dans A; alors la caractéristique d’Euler de C (,(11) est nulle. Dans
le cas contraire pour tout entier § supérieur au plus grand des quotients
N;(F1)/N;(f1) cette caractérisitque d’Euler ne dépend pas de §. Pour tout
d-uplet (I;) la caractéristique d’Euler de Cg’(fy))(m est nulle.

Démonstration. — Si il existe [y avec [}, non contenu dans fllo alors il
existe 7 dans Ij, tel que N;(f;,) est nul. Or tous les N;(F;) sont non nuls et
positifs, par conséquent la condition de bord

d
> Ni(Fy kg i < Io((k1a))s = 6 () Ni(fi)kii)a

= =1 i€l
n’est pas vérifiée pour tous les (k; ;) dans C ()1
NiFy,)k

o . N 5= P

les formes linéaires associées. Le cone CU’(W) ) est alors la réunion disjointe
;

des cones polyédraux rationnels convexes

— o1, (k) = o1, (k) Vi,jeJ
Coz= {k € Nz (7)) 6llr(k) > sﬁlll (k) > ¢, (k) Vi€ J, ¥p e {l1,..;}\ J}

Notons (C,) jeq,...4} > les conditions non vérifiées et ¢y, 1 k)", L
J

3ot

pour tout partie J non vide de {l1,...I;}. Ce cone est contenu dans le cone
convexe polyédral relativement ouvert {k € N, )( a() | e, (k) = @i, (k) >
o1, (k) Vi,j € J, Vp € {l1,..Is} \ J} noté C; et son complémentaire
dans C; est un cone convexe relativement ouvert polyédral rationnel de
méme dimension que Cj. Par conséquent, par additivité de la caracté-
ristique d’Euler x.(Cj>) puis Xc(Cg’(:)’( Iz)) sont nulles. Le deuxiéme cas

découle immédiatement de la définition de Cg’(:) () et de I'hypothese faite
sur 0.
On montre de méme que x(C°

le cone {n € RYq, (ki) € N(I) ‘ 0 <n<lp(k;) } qui est polyédral
convexe rationnel et relatlvement ouvert et on remarquera que les condi-

’é) ( I )) est nulle. On considérera pour cela

tions ), Ni(Fi)kii < nmd ne sont pas toutes vérifiées puis on raisonne
comme ci-dessus. g

2.6.4. Les formes linéaires Ip et v. Sur le cone C ,(1) 1 considere la

forme linéaire Ip : (ki ;) — lel(zieh 1(fl)k‘l7z)al oll a appartient a ~.
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Les conditions au bord

vie{l,..,d}, ZNi(Fl)kl,i <lr(k)o
i€l
passent a la limite par continuité. Les entiers £; ; sont positifs et les entiers
N;(F;) sont strictement positifs, car les f; sont & valeurs dans G,,, donc
chaque fermé Fj contient les fibres X} et X;°. Par conséquent si I'image
Ir(k) est nulle, k; ; est alors nul pour tout couple (7). La forme Ir est donc

strictement positive sur Cg’;) (0 \ {0}.

e . d . ol N
La forme linéaire v : k — >, 1k ;. est clairement positive sur le cone

b=
Co. (1)

Sur le cone Cg’(j) (1,) hous considérons les formes linéaires :
Ir:(nk) = netv:(nk)— 27:1 v ik + (Ip (k) —n).

La forme linéaire [ est strictement positive sur C’j’é) (ry \ {0} : sim est nul
alors par les conditions de bords tous les k;; sont nuls car les Nj ;(F}) sont
tous strictement positifs. La forme linéaire v est elle aussi positive.

2.6.5. Conclusion partielle. Par conséquent, par application du lemme 1.2,
nous obtenons avec les notations précédentes, une expression de la fibre de
Milnor motivique & l'infini de P(f) en termes de la log-résolution (Y, E, h)
et du polyedre de Newton I’

PROPOSITION 2.31. — La fibre de Milnor motivique & l'infini de P(f)
vaut

Sp(free == 2 XCo5 )T\ Py((F) 7 (0)].
YeT (I;)eP

Donnons maintenant une expression de la fibre de Milnor motivique a
I'infini de P(f) uniquement en termes du polyedre I'. En suivant [9] nous
utilisons une fonction zéta relative a un cone.

2.7. La classe Scio

Soit C' un cone polyédral convexe relativement ouvert contenu dans Z¢.
Soit [ une forme linéaire sur Z? strictement positive sur C'\ {0}. Soit d fonc-
tions & source lisse f; : Uy = G,,, . Pour tout k dans {1,..,d} on consideére
une compactification (X, i, fk) de fr. On note Fj, le fermé X \ ix(Uy),
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X le produit des X et f le d-uplet ( Fiyos fd). Pour tout 0 strictement
positif, pour tout w dans C', on note,

Vie{l,.,d} ordtl/fi(goi) =w; }

5 _ .
%w = {90 = (‘Pz) € L(X) ordiF;.; < l(w)5

On munit cet objet de 'action standard de G,, sur les arcs et des fleches
"origine" et "coefficients angulaires'. Ses images sous les morphismes de

Cm On considere alors la fonction

troncations sont des éléments de Var a -
XxGd,

zéta
Ol — S\l (w)
Z o (D) - > T,
wel
Par la suite nous considérerons le cone

o e ﬁR*‘I” (e, Nilf)kii = ord1/fip = w)) =w € C
G T T Ivie (1, d) X, Ni(Fokus < Uw)d = 1 (k)d

avec
lk : Cg,(h) — 7
k = (k) = U ier, Nilf)ki)ieqa,...ay)
PROPOSITION 2.32. — Avec les notations précédentes, pour § assez
grand, la fonction zéta Z?’il(’f]) (T') est rationnelle, on note S?’il(’g) la limite

im0 Z?’;(’g)(T). Cette limite ne dépend ni de la forme linéaire [, ni de
d, on la note S?Z_(U), Pour une log-résolution (Y, E, h) de (X, F') issue des
log-résolutions (Y}, Ey, hy) de (X;, F}) on dispose de ’égalité

s _ 5 _ 5 qCle Gm
Sf,i(U) =l Z X(Ce, )] = h’Sfoh,h—l(i(U)) € MY%ea,-
(Iz)ep

c
fa)
dépend pas des compactifications.

L’image directe sur le point pS , notée Sgoo, appartient a Mg;” et ne

Démonstration. — On montre la rationalité de la fonction zéta comme
suit : comme précédemment on considére une log-résolution (Y, E,h) de
(X, F) issue de log-résolutions (Y, Ej, ;) de (X;, Fy), on classifie les arcs
suivant l'ordre de contact de leur remontée sur le diviseur a croisements
normaux et on applique la formule de changement de variables de Denef-
Loeser [3]. Ce qui donne avec les notations précédentes :

d
Zc’l’5 (T) = Z Z L™ Zl:l Ziell kl*'i(yl’i_l)M(YE)le(E)

Fi(U) er : il
S 8 *| I
VEP keeg, yn[ I, vl
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avec

o Vi e {17 "7d}a Vi € I 7& @, OT'dt(El)iQOl = kl,i
Yii= {(*01) €LYy ¢ {1,...d}, Vie A\, #0, ord,(E)ip =0

muni de I'action standard de G,, sur les arcs et de la flache vers X x G¢,
formée des fleches "origine" (qui a un arc ¢ associe I’élément h(p(0)) dans
X) et "coefficients angulaires’ (qui a un arc ¢ associe (ac(1/fi(¢;))) dans
G%) qui est G,,-homogeéne pour o. Avec ce qui précede 2.6.2 et les mémes
notations on obtient 1’égalité

d
H(YR) = [rns (AL 5007 — (U L™ 2ot Zeven

ot 'on note [Uy,] la classe de Uy, dans M%’;G , laction de G, étant 'ac-

tion diagonale de poids (k;;) sur U 1, et le morphisme vers G,, étant les
restrictions des (f;).

Enfin on introduit la forme linéaire v : (k; ;) — 27:1 vy,:k1 ;. Elle est posi-
tive sur le cone Cg,( 0y

Par les inégalités

Vie{l,.,d} > Ni(F)kii <l(w)d = l(k)o

iel;

la forme linéaire [ est strictement positive sur Cé( ) \ {0} car chaque
coefficient N;(F}) est strictement positif. Par application du lemme 1.2 on
obtient le résultat.

Montrons que X(Cc (I )) ne dépend pas de §. Notons d’abord que le cdne
polyédral rationnel N Il)(C') est relativement ouvert 2.6.3. Remarquons en-
suite que s'il existe dy tel que pour tout k;; on ait les conditions

= > Ni(Fiy)kii < li(k)do = dol ((ZN ) m))

€1y, i€l;

il en est de méme pour tout § > &g car [ est positive. Si toutes les conditions
sont vérifiées en ce cas 13, le cone C’g’;% () st égala N, (_Ill) (C) qui ne dépend
pas de .
Si pour tout 9, il existe des k;; ne vérifiant pas une condition Cj alors par
le méme argument d’additivité de la caractéristique d’Euler que dans 2.30
la caractéristique d’Euler X(Cg’( Iz)) est nulle et ne dépend donc ni de J, ni
de .

Les variables étant séparées, l'indépendance de la compactification se
montre de la méme maniére qu’en [20, Théoréme 2.5] en travaillant com-
posante par composante. 0
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2.7.1. L’opérateur sz';;éo. Pour un polynéme quasi-homogene P de A% vers
s 14 Gm ,

A" et une variété S fixe et un élément de Vargy, —notée (A, (ps,pge ), 0)

tel que A \pé; (P~1(0)) est stable sous o, on notera

P'Z;?;LA()(Aa (pS,pG‘fn)7o-) = (A\p([_;,;n(P_l(O)% (pSaPOprn) 70)'

Exemple 2.33. — Avec les notations de la partie précédente, pour v une
face de I' le polyedre de Newton a 'infini de P, le polynéme associé P, est

quasi-homogene et S}’,(;) \ pgy%l (P;1(0)) est stable par rapport a I'action o

de G, sur S;(;). Ceci résulte du fait que le polynéme P, est homogene pour
o (’Y))

les poids w appartenant & o(y). On peut donc considérer Pﬂ,gigj;éo (Sf o

2.7.2. Conclusion. Des notations 2.14, de la décomposition de la fonction
zéta 2.15, de la preuve de 2.31 et de la partie précédente nous obtenons le
théoreme 2.7.

3. Calcul de la fibre de Milnor motivique a I’infini

Supposons maintenant que les fonctions f; sont & valeurs dans A!. Rap-
pelons que chaque f; est définie sur une variété lisse U; et que I'on note U
le produit des U;. Rappelons aussi que P est un polynéme de Laurent en
d-variables non dégénéré pour son polyédre de Newton a l'infini.

L’image inverse par f de la stratification de I’ensemble de définition de
P en produit de tores induit une stratification de U. En particulier on
considere le diviseur de U dont les composantes sont données par f; = 0.

Notation 3.1. — Pour tout ¢ appartenant a {1, .., d} on note maintenant
E; le produit H;;i U x(fi =0)x Hld:i+1 U,. Pour toute partie I de {1, ..,d}
on note E} le constructible ;o E; \ U;¢7 £ Enfin, on note Z I'ensemble
des parties de {1, .., d} induit par la stratification du domaine de définition
de P en produit de tores. En particulier ¢/ est égal & | |;o; EY.

Exemples 3.2. — Si I est vide alors E8 est égal au produit des ouverts
Hld:lul \ (fi =0). Pour k dans {1,..,d}, le constructible Ef{)l k) est égal

au produit Hle(fl =0) x H;i:k U\ £71(0)). Enfin pour P un polynéme &
d variables, 7 est ’ensemble des parties de {1, ..,d} et pour P un polynoéme
de Laurent a d variables dont le domaine de définition est G%,, T est vide.

THEOREME 3.3. — Pour une famille de fonctions f; : U, — A', a source
lisse, pour un polynéme non dégénéré P, avec les notations précédentes, la
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fibre de Milnor motivique a l'infini est égale a

SP(f)ee = Z Z PI,’Y!Z'I_D}W;AO (Séff(j)i)loo) H[fi_l(o)]

I€T ver(Pr) il

ou 7 indice la stratification du produit Hfl:l U, induite par celle du domaine
de définition de P en produit de tores, ot pour tout I dans Z, T'(Py) est
le polyédre de Newton a I'infini de Py, Py, est le polynéme issu de Pr et
associé a la face v et o(v,1) est le cone dual de v par rapport a I'y.

Démonstration. — Par additivité de la fibre de Milnor (théoréme 3.9
[10]) on dispose de 1'égalité
Sl/P (U%X Zsl/P(f) XD
Iez
Soit I un élément de Z. On consideére le polynéme Pr(x;) appartenant &
k[z;, x;l,j ¢ I] et égal & P(a121, .., agxq) avec a; nul pour ¢ dans I et vaut
1 sinon. Ce polynéme est non dégénéré pour son polyedre de Newton (et

commode si P ’est). En remarquant que nous sommes a variables séparées
nous obtenons

(B9 = X))
el | LAYAOES | Bl | FAO)
Jj¢1

j¢l i€l

PS5

On applique alors le théoreme 2.7. O

4. Une formule du type Thom-Sébastiani
4.1. Une formule du type Thom-Sébastiani

DEFINITION 4.1. — Notons inv 'opération My-linéaire sur Mgm in-
m
duite par I'inversion x + x~! sur G,, notée encore inv
. , Gom Grm
inv Mg — Mgn

1NVop

AL G0l = [A"™SPCp,o]

THEOREME 4.2. — Pour deux fonctions fi : Uy — Al et fo : Uy — Al
a source lisse on dispose de I'égalité

. P _ P . i
vaSf1+f2’00’U1><U2 - znvsfl,OO,Ul * vaSf2’OO,U2
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ot * est le produit de convolution 1.11 et ot pour un morphisme f : U — Al
on note

57 e = (=)™ (S 100 — (U = p1Sf.c])-1)
avec py I'image directe sur le point et 1 la classe |Gy, — Gy, idg,,, 7] ou T
est la translation.

DEFINITION 4.3. — Le morphisme f, n’a pas de fibre a I'infini intrin-
séque, il n’y a donc pas de notions de cycles évanescents, au sens de Deligne,
pour la valeur infini. Néanmoins, par analogie avec le cas local, nous ap-
pellerons cycles évanescents motiviques pour la valeur infini de f I'objet
S?,oo,U' Cet objet ne dépend d’aucune compactification et vérifie comme
dans le cas local une formule de convolution.

Remarque 4.4. — Notons que S}joo’U dépend de l'ouvert U, ce n’est
donc pas un invariant local a 'infini. On introduit alors un invariant de f
indépendant de l'ouvert U

5}),00 = (=1)MMmU=LG, 4 1S eel).

Pour des compactifications X; et X5, on considere

—
Shitfaoeco = f1 + f2rix e w xeo %G, SFTR™ Ui xUs
et

(_1>dim Ui +dim Ug—l(

D
SflJrfz,OO,OO = Sf1+f2;00;00+p!Sf1+f2700700'1)'

Le calcul de 'objet S, 4 f,,00,00 1€ fait intervenir que des arcs dont ’origine
appartient aux fibres a l'infini. Les calculs de la preuve de 4.2 montrent
alors 'égalité

invS}’lJrfmoom = invS;?lyoo * invS};m.
La formule obtenue est un analogue a l'infini de la formule de Thom-

Sébastiani de Denef-Loeser dans le cas des germes, voir par exemple ([10,
5.18]).

Démonstration. — Nous faisons ici la preuve au dessus du tore, en ap-
pliquant le raisonnement de la partie 3 on obtient le cas général. Consi-
dérons deux fonctions f; : Uy — Gy, et fo : Us — Gy, a source lisse et
P le polynéme x1 + x5. Ce polynéme est non dégénéré pour son polyedre
de Newton a l'infini. On considére comme précédemment deux compacti-
fications (X1, 11, fl) et (Xg,i27f2) ainsi que des log-résolutions associées
(Y1, E1, h1) et (Yo, Eg, he). On note a la face (1,0), b la face (0,1) et ab la
face joignant a et b du polyédre de Newton de P. Pour k appartenant a
{1, 2}, on note A, I'ensemble indigant les composantes du diviseur Ej, C°
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lensemble {i € Ay | N, # 0} et Cy l'ensemble {i € Ay, | Ni(fx) # 0}. On
utilisera les notations de 2.4.1.
Par la proposition 2.31 on obtient 1’égalité

_Sf1+f2,00 = Z X(C:(a),ll,IQ)[Ull x UIzJTIN 01]
I, CcC
IoCCo

+ Z X(Co:(b),ll,lg)[Uh X Ufzarh’ 02]
IQCCzoo
1coy

+ > X(Cotapynp)Un x U \ (1, + F1, = 0), (1, + Fr) ', 012].

ICcCpe

Izccgc
En effet, pour (wq,ws) appartenant a o(a), wy est strictement positif donc
I; est contenu dans C7°, de méme pour (wq,ws) appartenant a o(b), Io
est contenu dans CS° et pour (wy,ws) appartenant a o(ab), wy et we sont
strictement positifs et I; et Iy sont respectivement contenus dans CT°
C$°. Enfin par 2.30, pour tout k dans {1,2}, si I} n’est pas contenu dans
C}, alors la caractéristique d’Euler est nulle.
Rappelons ’écriture du coéne on , pour une face v du polyedre I' et

a(v) 11,12
0 un entier strictement positif

5=
0(7)7[17]2
= ( Z; Ni(f1)k1, 2; Ni(f2)ka2) € o()
i€ly i€lo
= (k1) € Rilél (ko) € R*uz‘ zeX;lNi(Fl)kl’i < mp(w)o
Z N (Fg)kg i mp(w)é
i€ls

Nous précisons ici § mais par 2.30 les caractéristiques d’Euler n’en dé-
pendent pas pour ¢ assez grand. Examinons les caractéristique d’Euler de
ces cones.

Si v est la face a alors

Co’(a) 11,12
(1) > Nilf2)kai < 32 Ni(f1)kr
icls ich
*|[q * 12 . . < . .
= { (k1) € RGP, (k2) e R (2) ig;lNz(Fl)kLz < 51§1N1(f1)k‘1,1
(3) > Ni(Fo)ka,; <65 Ni(f1)k1s
i€ly i€l

car mr(w) = ((wi,w2) | (1,0)) =
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Si I n’est pas contenu dans CS° et Iy # () alors par 2.4.1 N;(f2) < 0
pour tout ¢ appartenant & I donc (1) est toujours vérifiée car N;(f1) > 0
pour tout ¢ appartenant a [; contenu dans CP°. Si 0 est supérieur au
max;er, (N;(F1)/N;(f1)) alors (2) est vérifiée. La condition (3) est & im-
poser car les variables sont séparées. La caractéristique d’Euler de ce cone
est alors nulle.

Si I est vide alors la condition (1) est automatique, la condition (2) est
vérifiée pour § supérieur au max;cr, (N;(F1)/N;(f1)) et la condition (3)
aussi car en ce cas I'ordre ord; Fyp,4 est nul. La caractéristique d’Euler vaut
alors (—1)!1l,

Si I est contenu dans C$° alors la condition (1) est & imposer et les condi-
tions (2) et (3) sont vérifiées pour § supérieur & maz;cr, (N;(F1)/Ni(f1))
et maz;er, (N;(F2)/N;(f2)). En effet on dispose de 'inégalité

ZNi(Fz)kQ,z‘ < 5ZNi(f2)k2,i < 52Ni(fl)k1,i

1€l 1€l i€l

par conséquent pour & assez grand la caractéristique d’Euler vaut
(—1)Il+IE]

Si v est la face b on travaille par symétrie.

Si 7y est la face ab alors I est contenu dans C7°, Iy est contenu dans C$°
et on obtient I’égalité mr(w) = wy; = wq pour tout w dans o(ab). En ce cas
on dispose de I’égalité

5=
ab,I1,I2

(1) 2; Ni(fa)koi = Z] Ni(f1)k1i

1€l 1€l
*| 1 *| I . . . .
= (k) € RID (k) € RIE! (2) iglNz(Fl)kl,z < 5i§1Nz(f1)k1,z
(3) > Ni(Fz)k2,i <33 Ni(f1)k1

i€l i€l

La premiere condition est a imposer, les deux suivantes sont vérifiées des
que ¢ est supérieur a max;cr, (N;(F1)/N;(f1)) et maz;ecr, (N;(Fa)/N;(f2)).
Le cone est alors de caractéristique d’Euler égale a (—1)I11/+121=1 Ppay
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conséquent nous obtenons la formule

Stitfoce=— > (D)IHERU, <UL, Fr 0]
DAL COX
w#zzccgc

- Z (_1)‘11‘[[]11 X YQ\E%TIU 0—1}

@#IlCCf"

- Z (_1)‘Il‘+‘12‘[U11 X UIzaE7Ul]
D#ICO5°
0#£1COX

- Z (=)= Yy\ By x Uy, 1, 00]

D4 CCge

- Z (71)‘11‘+‘Iz‘71[U11 X Ufz \(fih+f712:0)7(f711+f712)7170—1,2]
D#I>CCs°
(Z);tllcclozc

car pour [y vide, Uy, est égal Y, \ Ej isomorphe & Uy.

En utilisant '’expression de Sy, ~ sur une log-résolution 1.6 en factorisant
on a (*)

Stitfa00 = ([U1] = P18t ,00)S 2,00 + ([U2] = PrSts,00) 8 00

+ Y ()BT < U\ (T + T = 0), (o + T1) ' ove]
D#I,CCS®
@#Ilcclw

avec [U1] —p1S, 00 €t [Uz] = 1Sy, 00 appartenant a My, et p I'image directe
sur le point.

En appliquant la définition du produit de convolution 1.11 et de I'inver-
sion on obtient alors

Stitfa00 = ([U2] = p1Sfs,00)S 1,00 + ([Ut] = PrSt1,00) 82,00
— inv(invSy, oo * INVSY, o) + Z (=D)HEIF 4 = 0].1.
0F#ICCS°

0£I; COPO

En passant a I'inversion il vient

iNUSF 1y 00 = *inv(sfhoo*([Ul]*p! Sfl100)'1)*inU(SfZ7007([U2]7p!sf2700)'1)

+ (U] =S r.00) (V2] =piSpase) + Y (=D)!FRIF 4 = 0]) 1,

@#I2CC‘2’°
0#Iq CC;’o
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On note « la quantité

([Uh] = piSf00) (Ua] = piSpoe) + Y, (=)IHEIF 7 =0l
DAL, CCOg®
0#£I1 CO5°

Montrons que « est égal & [U; x Us] — p1Sy, 4 f,,00- En effet en développant
on obtient

a = [Uh][Uz] = [Ur]p1St,,00 = [Ua]prSty 00 + PrSt 001 Sfs,00
4 Z |11|+|I2|[f1 +f12 — O]

0#I,CCS°
0#Iq CC1°°

Notons que par image directe sur le point de (*) on a dans My

p!Sf1+f2,DO = ([Uﬂ 7p'Sf1 Oo)p'SfQ oo + ([UQ] 7p'Sf2 oo)p’Sfl oo

n Z |I1|+|I2 [UI X U12 \f11 + f12 = 0}

@7512CC°°
0#1Iq CC1°°

par conséquent on obtient dans My

[Ur x U] = p1Sf, 4 2,00 = [U][Uz] = ([U1] = p1S; 00)P1S s 00

—([U2]=p18 1200 )15 00 +2P1S 1 00D S e — Y (= 1) RN, U,

D#ICCS®
A1 O

4 Z |11|+|12|[f1 +f12 — O]

DAL, CCO°
0#1, CO5°

or

Z (_1)|11|+|12|[U11 X Ufz] :p!thOOp!sz,OO

D#ICCS®
0#£I;CO®

ceci donne la formule.

4.2. Exemples de Douai et Sabbah

Dans [5] et [6], Douai et Sabbah montrent que le spectre & I'infini (pour
la cohomologie de la paire (f~1(¢),G?)), des polynémes f de la forme

1+ .+ Ty + xllzn est 1 +¢+ ... +t". Nous considérons ici la quantité
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évanescente associée a la paire (G, f~1(t)) issue de la formule de Thom-
Sébastiani 4.2 :

Stoor = (=1)""H(St00 = ([G}] = P1Sf,)-1)
et nous montrons
PROPOSITION 4.5. — Pour tout entiern > 1, on a
Sp(SF o) =1+t+ ... +1"

Démonstration. — Le polynéme f est un polynéme de Laurent commode
et non dégénéré pour son polyédre de Newton & linfini, . Par [20, Théo-
réme 3.3] ou [18, Théoréme 4.1], sa fibre de Milnor motivique & I'infini est
de la forme :

(4.1) Stoo == 3 (~D)THOGR N f7H0), £ 05
yel’

La preuve repose alors sur deux lemmes :

LEMME 4.6. — La fibre de Milnor motivique de f a Iinfini est égale a
Sfoo=—» (-1)" 1k, 1 /(@1 + oo 4 )y ey, on)
k=1 Gm

Oll O (4, ... 2, €t 'action de G, associée a la face de sommets {z1,.., 21}

Démonstration. — Ce lemme repose sur la formule 4.1, sur la symétrie
dans les variables et sur le changement de variables :

Gy, — Gy,
(X1, Tn) = (X1, ey Tpo1, 1/ (21..20))

Par ce type d’isomorphisme, on constate que pour tout k, on a égalité entre
les objets :

G \xy+ ...+ a1+ 1/z1..2, =0

\L 1/(171 + .+ T+ 1/I1xn) O(x1,@y—1,1/21... )

Gm
et

Gl \x1+..+2,=0
1 1/(1‘1 +...—|—ack), O(2y,..,z1)
Gm

OU Oy, op_1,1/a1..x,) €St Taction de Gy, associée a la face de sommets
{z1, ., xp—1,1/T1... 20 }. O
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LEMME 4.7. — Pour tout entier k on a 1’égalité

G \z1+...+z,=0

l, 1/(:L‘1+...+l‘k), O(z1,..,x1)
Gm

k=1 Gt

=D L m, o
1=0 Gy,
k—1

= (-1)[Gu]"" " 1g,
1=0

Démonstration. — La preuve se fait par récurence, en remarquant que

pour tout k, la projection (1, ..., 2,) = (21, .., Tk, .., 7,) de G?, dans G?, 1
induit un isomorphisme entre les variétés

Gl \z1+...+z,=0

J, 1/(£1+...+1’k), O(z1,..,21)
Gm
et
Gl \z1+...+xk-1=0
3 L/ (14 o+ Th1)y O(ay,ony)
Gm

Par conséquent on a 1’égalité suivante

(_1)n_1S;{c>,oo,U

n k—1
= Y (D D G )
k=1 =0
n k—1
- ([Gm]" - 1)"_k_105+1(Z(—l)l[Gm]"_l)> lg,,
k=1 =0
donc
( 1)n_1s;{;oo7U
n k—1
DU Y EWMEES
k=1 =0
n k—1
- ([Gm}" =Y (=D (—1)Z[Gm]"_l)> lg,,
k=1 =0
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FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE A L’INFINI ET COMPOSITION

en changeant d’indice on peut réécrire ceci sous la forme

par sommation nous obtenons

n

1979

(D)"Y e = D (D" FOR (Gl + (1) [Gn]" ) — [Ga]™,

k=1

que l'on peut réécrire sous la forme

NE

(_1)n715%oo,U = (_1)n+1cﬁ+1[Gm]nik + (_(_l)nil[GM]n

~
Il
=}

n

+ (D" Gl ~ [Gm]™)

k=1
ou encore
n+1

(D)"Y e = D (D" O Gl T Y () OR L [G]”
=0 k=0

par la formule du binéme de Newton le dernier terme de cette somme est

nul, donc

n
Sy?,oo,U = Zcﬁﬂ[Gm]nik
k=0
en appliquant la formule du triangle de Pascal on obtient

S oot =[G + D CHG]" ™ + 3 CE G,
k=1 k=1

qui par la formule du binéme de Newton donne

n—1
Sy =L"+ > CE G ".
k=1
On pose alors I(n) := >, _, Ck | [G,,]"*. Et I'on montre par récurence

que

I(n) = Zn: L.
k=1
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D’apres ce qui précede il n’y a que les cas de base & vérifier : I1(0) est
clairement égal & 1, tout comme I(1) est égala L —14+2soitL—1. O

[1]
2]
3]

[4]

5

[6]

7]

(8]
[9]
(10]

(11]

(12]

(13]

[14]
[15]
[16]

(17)

(18]
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