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FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE À L’INFINI ET
COMPOSITION AVEC UN POLYNÔME NON

DÉGÉNÉRÉ

par Michel RAIBAUT (*)

Résumé. — Soit k un corps de caractéristique nulle, P un polynôme de Laurent
en d variables, à coefficients dans k et non dégénéré pour son polyèdre de Newton
à l’infini. Soit d fonctions non constantes fl à variables séparées et définies sur des
variétés lisses. A la manière de Guibert, Loeser et Merle, dans le cas local, nous
calculons dans cet article, la fibre de Milnor motivique à l’infini de la composée P (f)
en termes du polyèdre de Newton à l’infini de P . Pour P égal à la somme x1 + x2
nous obtenons une formule du type Thom-Sébastiani. Ceci permet d’introduire
une notion de cycles évanescents motiviques d’une fonction g pour la valeur infini
notée SΦ

g,∞,U , qui vérifie comme dans le cas local une formule de convolution. En
particulier si g est le polynôme x1 + ... + xn + 1/x1...xn, nous montrons que le
spectre de SΦ

g,∞,U vaut 1 + t + .. + tn ce qui coïncide avec le spectre à l’infini de g

considéré par Douai et Sabbah.

Abstract. — Let k be a field of characteristic zero and P be a Laurent poly-
nomial in d variables, with coefficients in k and non degenerate for its Newton
polyhedron at infinity. Let (fl) be d non constant functions with separated vari-
ables and defined on smooth varieties. As Guibert, Loeser and Merle in the local
case, we compute in this article the motivic Milnor fiber at infinity of P (f) in terms
of the Newton polyhedron at infinity of P . For P equal to the sum x1 + x2, we
obtained a Thom-Sebastiani formula. Then we can introduce a notion of motivic
vanishing cycles of a function g for the infinite value denoted by SΦ

g∞,U , and which
verified, as in the local case, a convolution formula. In particular if g is the polyno-
mial x1 + ... + xn + 1/x1...xn, we show that the spectrum SΦ

g,∞,U is 1 + t + .. + tn

which coincides with the spectrum at infinity of g considered by Douai and Sabbah.

Mots-clés : Géométrie Algébrique, Singularités à l’infini, Fibre de Milnor, Intégration
motivique, Fibre de Milnor motivique, Thom-Sébastiani, Cycles proches.
Classification math. : 14-99, 14J17, 14B05.
(*) Ce travail a bénéficié d’une aide des Agence Nationales de la Recherche portant
les références ANR-08-JCJC-0118-0, et ANR-06-BLAN-0183, d’une aide du Projet de
Recherche G.0318.06N de la Fondation de Recherche - Flandre (FWO) et d’une aide du
projet ERC Advanced Grant NMNAG..
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Introduction

Soit U une variété algébrique complexe lisse et f : U → A1
C une ap-

plication régulière non constante. Il existe R > 0 tel que la restriction de
f de U \ f−1(D(0, R)) vers A1

C \D(0, R) est une fibration topologique lo-
calement triviale [17]. La fibre et la monodromie de cette fibration sont
appellées fibre de Milnor à l’infini et monodromie à l’infini de f . Les es-
paces de cohomologie à support compact H∗c

(
f−1(t),Q

)
de la fibre en t

sont munis d’une structure de Hodge mixte naturelle [2]. Steenbrink et Zu-
cker [23] puis M. Saito [22] ont montré comment construire une structure
de Hodge mixte limite lorsque t tend vers l’infini. Sabbah [21] l’a retrouvée
en considérant la transformation de Fourier sur des modules convenables
sur l’anneau des opérateurs différentiels. Cette structure de Hodge mixte
est appellée structure de Hodge mixte de la fibre de Milnor de f à l’infini.

Dans [18], [20] et [19], grâce à l’intégration motivique, nous définissons
Sf,∞, la fibre de Milnor motivique de f à l’infini. Cet invariant de f , est
construit à l’aide d’une compactification mais n’en dépend pas. Il se réalise
par exemple en la classe de la structure de Hodge mixte de la fibre de
Milnor à l’infini dans le groupe de Grothendieck des structures de Hodge
munies d’un endomorphisme quasi-unipotent. Pour d’autres propriétés de
cet objet on pourra se référer aux travaux de Kiyoshi Takeuchi et Yutaka
Matsui [16] et [15].
Soit k un corps de caractéristique 0. Considérons d variétés sur k lisses

(Ul), d morphismes non constants fl de Ul vers A1
k et P un polynôme de

Laurent en d variables non dégénéré pour son polyèdre de Newton à l’in-
fini. A la manière de Guibert, Loeser et Merle [9], nous calculons dans cet
article, la fibre de Milnor motivique à l’infini de la composée P (f1, . . . , fd)
en termes du polyèdre de Newton à l’infini de P . Si les fonctions fi sont les
coordonnées de l’espace affine Adk, la formule alors obtenue coïncide avec
l’expression de la fibre de Milnor motivique à l’infini d’un polynôme non
dégénéré pour son polyèdre de Newton [20, théorème 3.3]. Pour P égal à la
somme x1 + x2 nous obtenons une formule du type Thom-Sébastiani. Ceci
permet d’introduire une notion de cycles évanescents motiviques de f pour
la valeur infini notée SΦ

f,∞,U , qui vérifie comme dans le cas local une formule
de convolution. En particulier si f est le polynôme x1 + ...+xn+1/x1...xn,
nous montrons que le spectre de SΦ

f,∞,U vaut 1 + t+ ..+ tn ce qui coïncide
avec le spectre à l’infini de f considéré par Douai et Sabbah [5], [6]
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intéressé à ces questions, pour ses conseils et enfin pour toute l’attention
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1. Notations

Dans cette partie nous rappelons quelques définitions et propriétés cons-
tamment utilisées par la suite, on pourra se référer à [4], [13], [14], [10]
et [9].

1.1. Anneaux de Grothendieck

1.1.1. Variétés. Dans tout ce qui suit, k est un corps de caractéristique 0
et Gm est son groupe multiplicatif. On appelle k-variété, un schéma séparé
réduit de type fini sur k. Si X est un schéma, on notera |X| ou Xred le
schéma réduit associé. On note V ark la catégorie des k-variétés et pour
une k-variété S on note V arS la catégorie des S-variétés, c’est à dire des
morphismes X → S. Soit G un groupe algébrique, et X une variété sur
laquelle G agit. L’action est dite bonne, si toute G−orbite est contenue
dans un ouvert affine de X.
Soit X une variété sur k, et p : A→ X un fibré affine pour la topologie

de Zariski. Les fibres de p sont des espaces affines et les morphismes de
transition entre les cartes sont des applications affines. Soit G un groupe
algébrique linéaire. Une bonne action de G sur A est dite affine si et seule-
ment si elle relève une bonne action de G sur X et sa restriction à toutes les
fibres est affine. Dans toute la suite nous supposerons les actions bonnes.

1.1.2. Anneaux de Grothendieck. Soit S une k-variété. On considère une
S-variété X munie d’une bonne action de Gm notée σ. On dit qu’un mor-
phisme π : X → Gm est homogène de poids n, si π(σ(λ, x)) est égal à
λnπ(x) pour tout λ dans Gm et pour tout x dans X. Pour un entier n
strictement positif, on note V arGm,nS×Gm la catégorie des variétés X → S×Gm
munies d’une bonne action de Gm, telle que les fibres de la projection sur
S soient Gm-invariantes et la projection sur Gm soit homogène de poids n.
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1946 Michel RAIBAUT

Définition 1.1. — Pour tout entier n strictement positif, l’anneau de
Grothendieck noté K0(V arGm,nS×Gm) est défini dans [10] comme le groupe
abélien libre engendré par les classes d’isomorphismes des variétés relatives
X → S ×Gm de la catégorie V arGm,nS×Gm , modulo les relations :

(1)

[X → S ×Gm, σ] = [X ′ → S ×Gm, σ] + [X \X ′ → S ×Gm, σ]

pour X ′ un fermé de X invariant sous Gm
(2)

[X × Ank → S ×Gm, σ] = [X × Ank → S ×Gm, σ′]

lorsque σ et σ′ sont deux actions qui relèvent la même Gm-action
sur X en actions affines sur le fibré,

(3)

[X → S ×Gm, σ] = [X → S ×Gm, σl]

où σl(λ, x) est égal à σ(λl, x) pour tout λ dans Gm et pour tout
x dans X, ceci pour tout entier l strictement positif et pour toute
action σ de Gm sur une variété X.

Pour tout entier n strictement positif, le produit fibré au dessus de S×Gm
muni de l’action diagonale, induit naturellement un produit dans la ca-
tégorie V arGm,nS×Gm et une structure d’anneau sur le groupe K0(V arGm,nS×Gm).
L’élément unité pour le produit, noté 1S×Gm , est la classe du morphisme
identité sur S × Gm où Gm agit trivialement sur S et par translation
sur lui même. En particulier, l’anneau K0(V arGm,nS×Gm) a une structure de
K0(V ark)-module.

1.1.3. Localisation. Pour tout entier n strictement positif, dans l’anneau
K0(V arGm,nS×Gm) on note L la classe [A1

k × S ×Gm, πS×Gm , τn] où πS×Gm est
la projection sur S ×Gm et τn(λ, (a, x, µ)) est égal à (a, x, λnµ), pour tout
λ dans Gm et (a, x, µ) dans A1

k × S ×Gm. On note alorsMGm,n
S×Gm l’anneau

localisé K0(V arGm,nS×Gm)[L−1].

1.1.4. Image directe, image inverse. Soit f : S → S′ un morphisme de
variétés. La composition par f fournit le morphisme de groupes image
directe f! : MGm,n

S×Gm →M
Gm,n
S′×Gm . Le produit fibré au dessus de S′ fournit

le morphisme d’anneaux image inverse f−1 : MGm,n
S′×Gm → M

Gm,n
S×Gm . On

peut définir ces morphismes au niveau du K0.
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1.1.5. Limite inductive. Les catégories V arGm,nS×Gm et les anneaux
K0(V arGm,nS×Gm) et MGm,n

S×Gm forment un système inductif induit par l’ordre
partiel donné par la divisibilité entre les entiers. On note alors V arGmS×Gm ,
K0(V arGmS×Gm) etMGm

S×Gm les colimites.

1.1.6. Séries rationnelles. Soit A l’un des anneaux Z[L,L−1],
Z[L,L−1, (1/(1−L−i))i>0] etMGm

S×Gm . On note A[[T ]]sr le sous A-module
de A[[T ]] engendré par 1 et par un produit fini de termes LeT i/(1−LeT i)
notés pe,i(T ) avec e dans Z et i dans N>0. Il existe un unique morphisme
A-linéaire limT→∞ : A[[T ]]sr → A tel que pour toute famille (ei, ji)i∈I de
Z× N>0 avec I fini ou vide, limT→∞(

∏
i∈I pei,ji(T )) vaut (−1)|I|.

1.1.7. Cône convexe polyédral. Soit I un ensemble fini. Un cône convexe
polyédral rationnel de R∗|I| est une partie convexe de R∗|I| définie par un
nombre fini d’inégalités linéaires à coefficients entiers du type a 6 0 et
b > 0 et stable sous la multiplication de R>0.

1.1.8. Lemme de rationnalité. Le lemme suivant est bien connu, on peut
se référer à [8, 2.1.5] et [10, 2.9].

Lemme 1.2. — Soit I un ensemble fini. Soit ∆ un cône polyédral ra-
tionnel convexe dans RI>0. On note ∆ l’adhérence de ∆ dans RI>0. Soit l
et ν deux formes linéaires sur ZI , supposons l strictement positive et ν
positive sur ∆ \ {0}. Dans l’anneau Z[L,L−1][[T ]] notons S∆,l,ν(T ) les sé-
ries

∑
k∈∆∩NI>0

T l(k)L−ν(k). Lorsque ∆ est ouvert dans son propre espace
vectoriel engendré et ∆ est engendré par une famille de vecteurs que l’on
peut compléter en une Z−base du Z-module ZI , les séries S∆,l,ν(T ) sont
rationnelles et leur limite limT→∞ S∆,l,ν(T ) est égale à (−1)dim(∆). Dans le
cas général, par additivité par rapport à l’union disjointe des cônes, grâce à
l’hypothèse de positivité, les séries S∆,l,ν(T ) sont rationnelles et leur limite
est égale à la caractéristique d’Euler à support compact du cône ∆ .

Notons que dans [10, 2.9], les formes linéaires l et ν sont supposées stric-
tement positives sur ∆ \ {0}, mais la même preuve permet de supposer
seulement l strictement positive sur ∆ \ {0}.

1.2. Résolutions

Soit X une variété lisse de dimension pure d, et soit Z une partie fermée
de X de codimension partout plus grande que 1. Une log-résolution du
couple (X,Z) est un morphisme propre h : Y → X avec Y lisse tel que

TOME 62 (2012), FASCICULE 5
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la restriction h : Y \ h−1(Z) → X \ Z est un isomorphisme et h−1(Z)
est un diviseur à croisements normaux. Nous supposerons toujours que les
composantes irréductibles du diviseur sont lisses. L’existence d’une log-
résolution est dûe à Hironaka [11].

1.2.1. Stratification du diviseur exceptionnel. On note (Ei)i∈A les compo-
santes irreductibles du diviseur h−1(Z). Pour I une partie de A, on note
EI l’intersection ∩i∈IEi et E0

I le constructible ∩i∈IEi \ ∪j /∈IEj .

1.2.2. Diviseurs. Si I est un faisceau d’idéaux définissant un sous schéma
fermé Z, et h−1(I)OY est localement principal, on définit alors la multi-
plicité de I le long de Ei, notée Ni(I), par l’égalité des diviseurs

h−1(Z) =
∑
i∈A

Ni(I)Ei.

Si I est un faisceau d’idéaux principaux engendré par une fonction g, on
écrira Ni(g) à la place de Ni(I). De la même manière on définit les νi par
l’égalité

divJac h =
∑
i∈A

(νi − 1)Ei

où Jac h est le diviseur de l’idéal jacobien de h.

1.2.3. UI . Pour tout i dans A, on note νEi le fibré normal de Ei dans Y
et UEi le complémentaire de la section nulle dans le fibré νEi . Pour I une
partie de A non vide, telle que EI soit non vide, on note νI le produit
fibré des restrictions à EI des fibrés νEi où i appartient à I, UI le produit
fibré des restrictions à E0

I des fibrés UEi pour i dans I et πI la projection
canonique des deux fibrés sur leur base.

1.2.4. Soit X une variété lisse de dimension pure d et f un morphisme
défini sur X. On suppose la fibre spéciale f−1(0) nulle part dense dans
X et on la note X0(f). Soit F un diviseur réduit contenant X0(f), et
h : Y → X une log-résolution de (X,F ). On note E le diviseur exceptionnel,
A l’ensemble indiçant les composantes irréductibles Ei de E et Ni(f) les
multiplicités du diviseur div(f ◦h). Fixons une partie non vide I de A telle
qu’il existe i dans I avec Ni(f) strictement positif, h(E0

I ) est alors contenu
dans X0(f). En suivant [10, 3.4, 3.5] et [9, 2.6], nous montrons ici comment
munir UI d’une flèche fI vers Gm et d’une action σ de Gm telles que l’objet
(UI , (h ◦ πI , fI), σI) appartienne à V arGmX0(f)×Gm .

Le groupe Gm agit naturellement sur chaque UEi , l’action diagonale in-
duit alors une Gm-action σ sur UI . Le morphisme fI peut être défini à l’aide
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de la déformation au cône normal de EI dans Y [7]. On considère l’espace
affine A|I|k égal à Spec k[(ui)i∈I ] et le sous-faisceau de O

Y×A|I|
k

[(u−1
i )i∈I ]

AI :=
∑
n∈N|I|

O
Y×A|I|

k

(
−
∑
i∈I

ni(Ei × A|I|k )
)∏
i∈I

u−nii .

On note CYI le spectre Spec AI . L’inclusion naturelle de O
Y×A|I|

k

dans

AI induit un morphisme π : CYI → Y × A|I|k et donc par composition
avec la projection, un morphisme p : CYI → A|I|k . L’anneau AI étant
un sous anneau gradué de l’anneau OY [(ui, u−1

i )i∈I ], on considère l’action
σI de GIm sur CYI laissant invariante les sections de OY et agissant par
(λi, ui) 7→ λ−1

i ui.
On dispose alors du lemme [10, 3.5, Lemme 5.12 ] :

Lemme 1.3. — Le fibré νEI est lisse et s’identifie de manière équiva-
riante avec la fibre p−1(0). L’image de la fonction f ◦ h par l’inclusion
de O

Y×A|I|
k

dans AI est divisible par
∏
i∈I u

Ni(f)
i . On note f̃I le quotient

dans AI . La restriction de f̃I à la fibre p−1(0) est l’application fI cherchée.
Cette fonction ne s’annule pas sur UI et induit un morphisme monomial
lisse fI : UI → Gm.

1.3. Arcs

1.3.1. Espaces d’arcs. Soit X une k-variété. On note Ln(X) l’espace des
n-jets. Cet ensemble est un k-schéma dont les K-points rationnels, sont les
morphismes SpecK[t]/tn+1 → X, pour tout corps K contenant k. Il existe
des morphismes canoniques Ln+1(X)→ Ln(X). Ces morphismes sont des
fibrés en Adk quand X est lisse de dimension pure d. L’espace des arcs noté
L(X) est la limite projective de ce système. On note πn : L(X) → Ln(X)
les morphismes canoniques.

1.3.2. Action et coefficient angulaire. Le groupe Gm agit canoniquement
sur Ln(X) et sur L(X) par λ.ϕ(t) := ϕ(λt). Dans toute la suite de l’article
on note σ cette action.
Pour un élément ϕ de K[[t]] ou de K[t]/tn+1, on désigne par ordt(ϕ) la

valuation de ϕ et par ac(ϕ) son premier coefficient non nul. Par convention
ac(0) est nul. Le scalaire ac(ϕ) est appelé coefficient angulaire de ϕ.
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1.3.3. Ordre de contact. Soit X une variété et F un fermé de X. On note
IF l’idéal des fonctions s’annulant sur F . On désigne par ordtF la fonction
qui a tout arc ϕ dans L(X) associe la borne inférieure inf ordtg(ϕ) où g

parcourt les sections locales de IF en l’origine de ϕ.

1.3.4. Un lemme de réécriture. Par la suite nous utiliserons le lemme [3,
4.2] qui découle du lemme de Hensel.

Lemme 1.4. — Soit X une variété lisse de dimension d, U un ouvert
affine de X et une application étale Φ : U → Ad. Dans la catégorie V ark,
pour tout entier n, Φ induit l’isomorphisme Ψn : Ln(U) → U ×Ad Ln(Ad)
qui associe à un n-jet ϕ le couple (ϕ(0),Φ ◦ ϕ) où U ×Ad Ln(Ad) est le
produit fibré de Φ et de l’application "origine des arcs". Ceci induit par
limite inductive un isomorphisme Ψ : L(U) → U ×Ad L(Ad) qui associe à
un arc ϕ le couple (ϕ(0),Φ ◦ ϕ).

1.4. Le morphisme fibre de Milnor motivique

Considérons X une variété et un morphisme f : X → A1
k. Grâce au théo-

rème de factorisation faible, Bittner [1] étend la fibre de Milnor motivique
en un morphisme défini sur tout l’anneau de GrothendieckMX . Guibert,
Loeser et Merle [10] donnent une construction différente basée sur l’inté-
gration motivique. Nous l’expliquons ci-dessous et nous l’utiliserons par la
suite.

Définition 1.5. — Pour une variété X lisse de dimension d, U un ou-
vert partout dense de X et f : X → A1

k un morphisme, on considère pour
deux entiers n et δ strictement positifs, l’espace d’arcs

X δ
n (f) := {ϕ ∈ L(X) | ordtf(ϕ) = n, ordtF.ϕ 6 nδ}

muni de la flèche "origine, coefficient angulaire" notée (π0, ac(f)) vers
X0(f)×Gm et de l’action standard de Gm sur les arcs. On considère alors
la fonction zêta modifiée

Zδf,U (T ) :=
∑
n>1

µ(X δ
n (f))Tn ∈MGm

X0(f)×Gm [[T ]].

On dispose du théorème de rationalité à la Denef-Loeser démontré en
[10, 3.8]

Proposition 1.6. — Soit U un ouvert dense d’une variété X lisse et
de dimension pure d. Soit f : X → A1

k un morphisme. Il existe un entier
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δ0 tel que pour tout entier δ supérieur à δ0, les séries Zδf,U (T ) sont ra-
tionnelles et leur limite est indépendante de δ. On désignera par Sf,U la
limite − limT→∞ Zδf,U (T ). De plus si X0(f) est nulle part dense dans X,
et h : Y → X est une log-résolution de (X,F ∪ X0(f)) on dispose d’une
formule d’image directe

Sf,U = −
∑
I 6=∅
I⊂C

(−1)|I|[UI ] = h!(Sf◦h,h−1(U)) ∈MGm
X0(f)×Gm .

où C est l’ensemble {i ∈ A | Ni(t) 6= 0}.

Bittner, puis Guibert, Loeser et Merle prouvent alors le théorème d’ex-
tension à tout le groupe de Grothendieck ([1], [10, 3.9]) :

Théorème 1.7. — Soit X une variété et f : X → A1
k un morphisme. Il

existe un unique morphisme de groupeMk-linéaire Sf :MX→MGm
X0(f)×Gm

tel que pour tout morphisme propre p : Z → X avec Z lisse, et pour toute
partie U ouverte et dense dans Z, Sf ([p : U → X]) vaut p!(Sf◦p,U ).

1.5. Convolution

Nous suivons dans ce paragraphe [10, partie 5] et [9, partie 3].

Définition 1.8. — Fixons X une variété, n et m deux entiers stricte-
ment positifs et considérons la catégorie V arG

2
m,(n,m)

X×G2
m

. Ses objets sont de
la forme (A, (f, a, b), α) où α est une bonne action de G2

m sur la variété
A, (a, b) est un morphisme (n,m)-monomial tel que (a, b)(α((λ, µ), x)) est
égal à (λna(x), µmb(x)) pour tout x appartenant à A et pour tout (λ, µ)
appartenant à G2

m et f est un morphisme dont les fibres sont stables sous
α. On note K0(V arG

2
m,(n,m)

X×G2
m

) son groupe de Grothendieck défini comme
en 1.1.2. On note L la classe [A1 ×X × G2

m, prX×G2
m
, τn,m] où τn,m est la

translation définie par τn,m(λ, (x, a, b)) égal à (x, λna, µmb).

Définition 1.9. — On considère le morphismeMk-linéaire de groupes

Ψn,m
Σ :MG2

m,(n,m)
X×G2

m
→MGm,nm

X×Gm

défini par

Ψn,m
Σ ([(A, (f, a, b), α)])

= −[a+b 6= 0, (f, a+b), α◦(.m, .n)]+[(a+b = 0)×Gm, (f ◦prA, pr2), τnm]
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où "a+b 6= 0" désigne (a+b)−1(Gm), "a+b = 0" désigne la fibre (a+b)−1(0),
α◦ (.m, .n) est l’action de Gm définie par (λ, x) 7→ α((λm, λn), x) et τnm est
la translation de poids nm définie par (λ, (x, µ) 7→ (x, λmnµ). On vérifie
dans ces cas là que les morphismes sont bien nm-monomiaux.

Proposition 1.10. — Comme en 1.1.5, avec des morphismes de transi-
tion du même type, les catégories V arG

2
m,(n,m)

X×G2
m

forment un système inductif

et on note V arG
2
m

X×G2
m

la limite [10, 2.5]. Le morphisme précédent s’étend
alors en un morphisme de groupesMk-linéaire

ΨΣ :MG2
m

X×G2
m
→MGm

X×Gm .

Définition 1.11. — Considérons le morphisme canonique noté � de
MGm

X×Gm×M
Gm
X×Gm versMG2

m

X×G2
m
qui envoie le couple formé de (A, a, σA) et

(B, b, σB) sur
(A ×X B, (a, b), (σA, σB)) où (σA, σB) est l’action produit. Le produit de
convolution est alors défini par

∗ : MGm
X×Gm ×M

Gm
X×Gm → MGm

X×Gm
(A,B) 7→ A ∗B = ΨΣ(A�B).

Proposition 1.12. — Le produit de convolution surMGm
X×Gm est com-

mutatif et associatif. L’élément neutre est la classe de l’identité de X×Gm
muni de la translation τ sur Gm.

2. Calcul de la fibre de Milnor motivique à l’infini au
dessus du tore

Soit k un corps de caractéristique 0. Nous noterons dans la suite A1 au
lieu de A1

k. Considérons d variétés algébriques lisses sur k notées (Ul), d
morphismes non constants fl : Ul → Gm et P un polynôme de Laurent
en d variables et à coefficients dans k notés (αd)d∈Z. Ce polynôme définit
une fonction P : Gdm → A1. Nous supposerons P non dégénéré pour son
polyèdre de Newton à l’infini Γ. Notons U la variété

∏d
l=1 Ul, P (f) la fonc-

tion P (f1, ..., fd) et U∗ l’ouvert U \ P (f)−1(0). A la manière de Guibert,
Loeser et Merle dans [9], nous calculons ici la fibre de Milnor motivique à
l’infini de la composée P (f) en termes du polyèdre de Newton à l’infini de
P . Lorsque les fi sont les fonctions coordonnées de Ad, nous retrouvons la
formule [20, théorème 3.3].
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2.1. Polyèdre de Newton à l’infini

Fixons d un entier strictement positif et P un polynôme de Laurent
appartenant à l’anneau k[x1, x

−1
1 ..., xd, x

−1
d ]. Nous noterons (αd)d∈Z ses

coefficients. L’ensemble {k ∈ Zd | αk 6= 0} est appelé support de f et on
le note supp(P ). L’enveloppe convexe de supp(P ) ∪ {0} notée Γ− est un
polyèdre que nous appelons polyèdre de Newton à l’infini de P . On note Γ
les faces de Γ− ne contenant pas l’origine.
Pour γ une face de Γ− on note Pγ le polynôme

∑
k∈γ αk x

k. Au sens de
Kouchnirenko [12], on dit que le polynôme P est non dégénéré pour son
polyèdre de Newton à l’infini, si pour toute face γ de Γ le polynôme Pγ
est lisse sur Gdm. Nous supposons dans toute la suite que le polynôme de
Laurent P est non dégénéré pour Γ.

Enfin pour toute face γ de Γ, on introduit la variété

Xγ(0) := {x ∈ Gdm | Pγ(x) = 0}.

2.2. Compactifications

On considère j : A1 → P1 l’injection qui a un élément a associe [1 : a].
On désignera par ∞ l’élément [0 : 1] et on notera par abus a l’élément
[1 : a].

2.2.1. Compactification des fl. Pour tout entier l dans {1, ..., d}, soit
(Xl, il, f̂l) une compactification du morphisme (Ul, fl) c’est à dire : Xl

est une variété, il : Ul → Xl est une immersion ouverte dominante et
f̂l : Xl → P1 est une application propre, telles que le diagramme suivant
commute

Ul
il //

fl

��

Xl

f̂l
��

A1
j // P1

Désignons par Fl, le fermé à l’infini Xl \ il(Ul) et par Xa
l , la fibre de f̂l

en a, pour tout a dans P1. Notons enfin 1/f̂l, l’application régulière définie
sur Xl \X0

l qui prolonge 1/fl et f̂l − a, l’application régulière définie sur
Xl \X∞l qui prolonge fl − a pour toute valeur a dans A1.

Remarque 2.1. — Les fibres X∞l et X0
l sont respectivement les zéros et

les pôles de la fonction rationnelle 1/f̂l définie sur Xl. Notons que le fermé
à l’infini Fl contient X∞l et X0

l .
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2.2.2. Compactification de P (f). On désignera par X l’adhérence du
graphe de P (f) dans la variété propre (

∏d
l=1Xl) × P1. On notera P̂ (f)

la restriction de la projection (
∏d
l=1Xl)× P1 → P1 à X et i le plongement

naturel de U dans X :

i : U → X

al 7→ (il(al), [1 : P (f)(al)])

Proposition 2.2. — Le triplet (X, i, P̂ (f)) est une compactification de
(U , P (f)).

Démonstration. — La variété X est propre comme fermé contenu dans
la variété propre (

∏d
l=1Xl) × P1. Par conséquent, la projection P̂ (f) est

propre. Les variables étant séparées, le produit i des immersions ouvertes
il est une immersion ouverte dans le produit

∏d
l=1Xl. L’ouvert i(U) est le

produit des ouverts denses
∏d
l=1 il(Ul). Il est donc dense dansX. Enfin pour

tout élément (ul) du produit
∏d
l=1 Ul, pour tout entier l de {1, .., d}, l’image

f̂l(il(ul)) vaut [1 : fl(ul)]. Ainsi P̂ (f)(i(ul)) est égal à j(P (f))(ul). �

Notations 2.3. — On note F le fermé à l’infini X \ i(U), X0 la fibre de
P̂ (f) en zéro, X∞ la fibre en la valeur infini, X∗ l’ouvert X \ X0, F ∗ le
constructible F \ X0 et 1/P̂ (f) l’application régulière définie sur X∗ qui
prolonge 1/P (f).

2.3. Fibre de Milnor motivique à l’infini de P (f)

2.3.1. Espace d’arcs. Soit δ et n deux entiers strictement positifs, notons

X δ
n :=

{
ϕ ∈ L(X)

ordtF.ϕ 6 nδ

ordt1/P̂ (f)(ϕ(t)) = n

}
.

Cet espace d’arcs est muni de σ l’action standard de Gm sur les arcs et de
la flèche (π0, ac) vers X∞ × Gm, qui à un arc ϕ associe son origine ϕ(0)
et le coefficient angulaire ac(1/P̂ (f)(ϕ)). Pour tout entier k, les tronqués
(πnδ+k(X δ

n ), (π0, ac), σ) appartiennent à V arGmX∞×Gm .
Cet espace d’arcs est mesurable, même si la compactification est sin-

gulière. L’ordre de contact des arcs avec le lieu singulier étant borné sa
mesure appartient à l’anneau de GrothendieckMGm

X∞×Gm sans nécessité de
complétion [3, lemme 4.1].
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2.3.2. Fonction zêta motivique et fibre de Milnor motivique à l’infini.

Définition 2.4. — Considérons la fonction zêta motivique à l’infini de
P (f),

Zδ
1/P̂ (f),i(U∗)

(T ) =
∑
n>1

µ(X δ
n )Tn ∈MGm

X∞×Gm [[T ]].

Proposition 2.5. — Il existe un entier δ0, tel que pour tout entier δ
supérieur à δ0, la fonction zêta modifée Zδ

1/P̂ (f),i(U∗)
(T ) est rationnelle et

sa limite ne dépend pas de δ. L’opposé de cette limite est

S1/P̂ (f)([i : U∗ → X])

qui appartient à l’anneauMGm
X∞×Gm .

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence du théorème
de rationalité (1.6) et du théorème d’extension (1.7). On pourra se référer
à la preuve de [20, Proposition 2.3]. �

Dans notre contexte, rappelons la définition de la fibre de Milnor mo-
tivique à l’infini. On pourra se référer à la note [18] et au théorème [20,
théorème 2.4]. Pour d’autres propriétés de cet objet on pourra se référer
aux travaux en cours de Kiyoshi Takeuchi et Yutaka Matsui [16] et [15].

Définition 2.6. — La fibre de Milnor motivique à l’infini de P (f), no-
tée SP (f),∞, est l’image directe P̂ (f)!S1/P̂ (f),i(U∗). Elle appartient à l’an-
neauMGm

Gm et ne dépend pas des compactifications précédentes.

Nous montrons dans cette partie le théorème

Théorème 2.7. — Pour une famille de fonctions fl : Ul → Gm, à source
lisse, pour un polynôme non dégénéré P , la fibre de Milnor motivique à
l’infini est égale à

SP (f),∞ = −
∑
γ∈Γ

Pγ!i
−1
Pγ 6=0(Sσ(γ)

f,∞ ),

où Sσ(γ)
f,∞ désigne les cycles proches motiviques généralisés à l’infini appar-

tenant àMGm
Gdm

et associés aux fonctions fi et à la face γ .

La preuve s’organise comme suit : Dans la partie 2.4, nous construisons
une log-résolution (Y ∗, E∗) du couple (X∗, F ∗) à partir de log-résolutions
des couples (Xl, Fl). Rappelons que par application du critère de propreté,
h induit une bijection entre L(Y ∗) \ L(E∗) et L(X∗) \ L(F ∗).
Dans la partie 2.5 nous donnons les propriétés du polyèdre de Newton à

l’infini utiles par la suite. Nous pouvons alors classer en 2.6.1 les différents
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arcs suivant les faces du polyèdre de Newton et les strates du diviseur E∗.
On obtient à la proposition 2.15 et à la formule (2.2) une décomposition
adéquate de la fonction zêta motivique à l’infini. Par le lemme clé 1.2 on
obtient l’égalité

(2.1) SP (f),∞ = −
∑
γ∈Γ

∑
(Il)∈P

χ(Cδ,=σ(γ),(Il))[UIl \ Pγ((f l))−1(0)].

Dans la partie 2.7, comme il est fait en [9, 2.8] dans le cas local, nous
introduisons les cycles proches motiviques généralisés à l’infini notés Sσ(γ)

f,∞
et associés aux fonctions fl et à la face γ. Modulo l’opérateur Pγ!i

−1
Pγ 6=0,

leur calcul correspond aux sommes∑
(Il)∈P

χ(Cδ,=σ(γ),(Il))[UIl \ Pγ((f l))−1(0)].

Si P est le polynôme x1 + x2, l’expression 2.1 fournit dans la partie 4,
une formule du type Thom-Sébastiani à l’infini. De même, si les fl sont les
coordonnées de Gdm, on obtient la formule [20, théorème 3.3].

2.4. Log-résolutions

2.4.1. Log-résolution de (Xl, Fl). Pour tout l dans {1, ..., d} on fixe
(Yl, El, hl) une log-résolution de (Xl, Fl). Comme X∞l et X0

l sont des divi-
seurs contenus dans Fl, les fibres h−1

l (X∞l ) et h−1
l (X0

l ) sont des diviseurs
contenus dans El et disjoints. On note Al l’ensemble indiçant les com-
posantes irréductibles E(i)

l du diviseur El et N∞l,i et N0
l,i les multiplicités

définies par :

h−1
l (X∞l ) =

∑
i∈Al

N∞l,iE
(i)
l et h−1

l (X0
l ) =

∑
i∈Al

N0
l,iE

(i)
l .

Nous noterons alors le diviseur

div(1/f̂l ◦ hl) :=
∑
i∈Al

Ni(fl)E(i)
l .

En particulier Ni(fl) vaut N∞l,i pour E(i)
l une composante irréductible de

h−1
l (X∞l ) et −N0

l,i pour E
(i)
l une composante irréductible de h−1

l (X0
l ). On

notera pour tout fermé Fl
div(h−1

l (Fl)) :=
∑
i∈Al

Ni(Fl)E(i)
l

et enfin le diviseur associé au jacobien div(Jac(hl)) :=
∑
i∈Al(νl,i− 1)E(i)

l .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FIBRE DE MILNOR MOTIVIQUE À L’INFINI ET COMPOSITION 1957

2.4.2. Log-résolution de (X,F ) et (X∗, F ∗).

Proposition et notations 2.8. — Soit Y le produit
∏d
l=1 Yl, h le

produit
∏d
l=1 hl et E l’union des cylindres

⋃d
l=1(

∏
i<l Yi)×El× (

∏
i>l Yi).

Le triplet (Y,E, h) est une log-résolution de (X,F ). Les composantes ir-
réductibles de E sont les (

∏
j<l Yj) × E

(i)
l × (

∏
j>l Yj) notés El,i où E

(i)
l

désigne les composantes irréductibles du diviseur El. On note Y ∗ l’ouvert
Y \ h−1(X0) et E∗ le constructible E \ h−1(X0). Le triplet (Y ∗, E∗, h) est
une log-résolution de (X∗, F ∗). On note

h−1(X∞) :=
d∑
l=1

∑
i∈Al

Nl,i(1/P̂ (f))El,i.

Démonstration. — La variété Y est lisse comme produit de variétés lisses,
l’application h est propre car ses composantes le sont et E est un diviseur
à croisements normaux car les Ei le sont. Les ouverts Y \E et X \ F sont
égaux aux produits

∏d
l=1 Yl \ El et

∏d
l=1Xl \ Fl. Or pour tout l, le mor-

phisme hl : Yl \El → Xl \Fl est un isomorphisme, donc h : Y \E → X \F
est un isomorphisme comme produit d’isomorphismes. �

2.4.3. Partitions. Pour l appartenant à {1, .., d} et Il une partie de Al, on
pose

E0
Il

:=
{

Yl \ El si Il = ∅
∩i∈IlE

(i)
l \ ∪i/∈IlE

(i)
l sinon.

On note alors Pl := {Il ⊂ Al | E0
Il
6= ∅} et P := (

∏d
l=1 Pl) \ {∅}d. On

obtient alors la stratification

E =
⊔

(Il)∈P

E0
Il

où E0
Il

est le produit
∏d
l=1E

0
Il
.

Remarquons que les fibres X0
l et X∞l sont disjointes donc pour tout

élément Il de Pl non vide, les entiers Ni(fl) sont de même signe.

2.5. Polyèdre de Newton à l’infini

Notation 2.9. — Pour tout arc ϕl(t) tracé dans Xl, l’arc de Laurent
f̂l(ϕl(t)) sera noté Pl(t)/tωl où Pl(t) est une série formelle inversible (Pl(0)
est non nul) et ωl est l’ordre de 1/f̂l(ϕl(t)).
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Remarque 2.10. — Pour tout arc ϕ tracé dans X et non contenu dans
le fermé à l’infini F , le point générique de l’arc appartient à l’ouvert affine,
par conséquent on a

ordt1/P̂ (f)(ϕl(t)) = ordt1/P (f̂l(ϕl(t))) = ordt1/P (Pl(t)/tωl),

car 1/P̂ (f) prolonge 1/P (f), et pour tout l, f̂l prolonge fl.

Proposition et notations 2.11. — Soit ω dans Zd et ϕ un arc de
Laurent de la forme (Pl(t)/tωl) où chaque Pl(t) est une série formelle in-
versible.

(1) Le maximum de la forme linéaire (ω | .) restreinte à Γ− sera noté
mΓ(ω), il est positif et atteint sur une face de Γ− notée γ(ω). La
forme linéaire (ω | .) est constante sur la face γ(ω).

(2) Notons (αk)k les coefficients de P et posons pour toute face γ

P̃γ(x, u) := Pγ(ω)(x) +
∑
k/∈γ

αku
mΓ(ω)−(k|ω) xk.

On dispose de l’égalité P (ϕ(t)) = (1/tmΓ(ω))P̃γ(ω)(Pl(t), t).

(3) L’ordre ordt1/P (ϕ(t)) vaut mΓ(ω)−ordtP̃γ(ω)(Pl(t), t). En particu-
lier, si cet ordre est strictement positif alors mΓ(ω) est strictement
positif.

(4) Si (Pl(0)) n’annule pas Pγ(ω), le coefficient angulaire ac 1/P (ϕ(t))
est égal à 1/Pγ(ω)(Pl(0)).

(5) On note Ω l’ouvert
{
ω ∈ Zd | mΓ(ω) > 0

}
. Pour tout ω dans Ω, la

face γ(ω) ne contient pas 0, elle appartient à Γ.

(6) Pour toute face γ dans Γ, on désigne par σ(γ) l’intérieur, dans son
espace vectoriel engendré dans Rd, du cône positif engendré par
l’ensemble {ω ∈ Ω | γ(ω) = γ}. Cet ensemble est un cône polyédral
rationnel convexe relativement ouvert. L’ensemble Ω est la réunion
disjointe des cônes σ(γ) pour γ appartenant à Γ. Pour une face γ
de la forme γ1 ∩ ... ∩ γs intersections de faces de codimension 1,
en notant α(i) le vecteur normal à γi, extérieur à Γ, à coordonnées
entières et de plus petite norme, le cône σ(γ) est égal à la somme∑s
i=1 R+

∗ α
(i) de dimension d− dim γ.

Démonstration. — voir [20, proposition 3.8]. �
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2.6. Calcul de la fibre de Milnor motivique à l’infini au dessus
du tore

2.6.1. Le découpage. Soit (Il) un élément de P défini en 2.4.3 et une famille
(kl,i) notée k appartenant à

∏d
l=1 N∗|Il|. On définit un d-uplet ω avec ωl

égal à
∑
i∈Il Ni(fl)kl,i. Si Il est vide, on adopte la convention usuelle que

la somme est nulle, en particulier ωl est nul. On note alors

Yk :=
{

(ϕl) ∈ L(Y ) | ∀l ∈ {1, .., d}, ordtE(i)
l ϕl =

{
kl,i, i ∈ Il
0, i ∈ Al \ Il

}
.

Cette variété est munie de l’action standard de Gm sur les arcs et de la
flèche vers X∞ ×Gm

ϕ 7→
(
h(ϕ(0)), ac(1/P̂ (f) ◦ h(ϕ))

)
Les différentes images de Yk sous les morphismes de troncations munies du
morphisme et de l’action ci-dessus sont des éléments de V arGmX∞×Gm . On
considère les espaces d’arcs

Y =
k :=

{
(ϕl) ∈ Yk | ordt1/P (f̂l(hl(ϕl)(t))) = mΓ(ω)

}
.

et
Y <
k,n :=

{
(ϕl) ∈ Yk | ordt1/P (f̂l(hl(ϕl)(t))) = n

}
munis de l’action standard de Gm et de la flèche (π0, ac).

Remarque 2.12. — Quelques remarques :

(1) Par 2.11, pour tout arc ϕ appartenant à Yk, si on écrit f̂l(hl(ϕl(t)))
sous la forme Pl(t)/tωl alors ϕ appartient à Y =

k si et seulement si
Pl(0) n’appartient pas àXγ(0) et ϕ appartient à Y <

k,n si et seulement
si Pl(0) appartient à Xγ(0).

(2) Les arcs de Y <
k,n et Y =

k ont leur origine et leur condition de tangence
fixée. Notons en particulier que l’ordre du jacobien de h est constant
sur Y <

k,n et Y =
k .

Notation 2.13. — Pour tout élément (Il) de P défini en 2.4.3, on consi-
dère la forme linéaire

lΓ :
∏d
l=1 R∗|Il| → R
(kl,i) 7→ (ω := (

∑
i∈Il Ni(fl)kl,i) | a)

où a appartient à la face γ(ω). Par 2.11 ceci ne dépend pas de a.
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Notations 2.14. — Pour tout (Il) appartenant à P, on considère le cône
de
∏d
l=1 R∗|Il|

Cδ,=σ(γ),(Il) =
{
k ∈

d∏
l=1

R∗|Il|>0
(
∑
i∈Il Ni(fl)kl,i = ωl) ∈ σ(γ)

∀l ∈ {1, .., d}
∑
i∈Il Ni(Fl)kl,i 6 lΓ(k)δ

}

et le cône de R∗>0 ×
∏d
l=1 R

∗|Il|
>0

Cδ,<σ(γ),(Il) =

(n, k) ∈ R∗>0 ×
d∏
l=1

R∗|Il|>0

0 < n < lΓ(k)
(
∑
i∈Il Ni(fl)kl,i = ωl) ∈ σ(γ)

∀l ∈ {1, .., d}
∑
i∈Il Ni(Fl)kl,i 6 nδ

.
On notera Cδ,=σ(γ),(Il),N et Cδ,<σ(γ),(Il),N les intersections Cδ,=σ(γ),(Il) ∩ N∗|Il| et
Cδ,<σ(γ),(Il) ∩ N∗ ×

∏d
l=1 N∗|Il|.

Proposition 2.15. — La fonction zêta se décompose comme suit

Zδ
1/P̂ (f),i(U∗)

(T ) =
∑

(Il)∈P

∑
γ∈Γ

∑
k∈Cδ,=

σ(γ),(Il),N

L−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i(νl,i−1)
µ(Y =

k )TmΓ(ω)

+
∑

(Il)∈P

∑
γ∈Γ

∑
(n,k)∈Cδ,<

σ(γ),(Il),N

L−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i(νl,i−1)
µ(Y <

k )Tn
.

Démonstration. — Par la proposition 2.11 on classe les arcs selon les
faces du polyèdre de Newton :

Zδ
1/P̂ (f),i(U∗)

(T ) =
∑
n>1

µ(X δ
n (f))Tn

=
∑
γ∈Γ

∑
ω∈σ(γ)

µ(X δ,=
mΓ(ω),ω)TmΓ(ω)

+
∑
γ∈Γ

∑
ω∈σ(γ)

∑
n<mΓ(ω)

µ(X δ,<
n,ω )Tn

avec pour toute face γ de Γ, pour tout ω dans σ(γ) et pour tout entier n
de {1, ...,mΓ(ω)}

X δ,=
n,ω =

{
(ϕj) ∈ L(X∗) ordtF.ϕ 6 nγ , ordt1/P̂ (f)(ϕ(t)) = n

∀j, f̂j(ϕj(t)) = Pj(t)/tωj , Pj(t) ∈ k[[t]], (Pj(0)) /∈ Xγ(0)

}

et

X δ,<
n,ω =

{
(ϕj) ∈ L(X∗) ordtF.ϕ 6 nγ , ordt1/P̂ (f)(ϕ(t)) = n

∀j, f̂j(ϕj(t)) = Pj(t)/tωj , Pj(t) ∈ k[[t]], (Pj(0)) ∈ Xγ(0)

}
.

Par (2.11), si X δ,=
n,ω est non vide alors n est égal à mΓ(ω).
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On classifie ensuite plus finement les arcs en utilisant la log-résolution pré-
cédente : les arcs sont classés par l’origine et l’ordre de contact de leur
relevé sur le diviseur exceptionnel E.
La fonction zêta se réécrit alors

(2.2) Zδ
1/P̂ (f),i(U∗)

(T ) =
∑

(Il)∈P

∑
γ∈Γ

∑
k∈Cδ,=

σ(γ),(Il),N

µ(X =
k )T lΓ(k)

+
∑

(Il)∈P

∑
γ∈Γ

∑
(n,k)∈Cδ,<

σ(γ),(Il),N

µ(X <
k,n)Tn

avec X =
k égal à h(Y =

k ) et X <
k,n égal à h(Y <

k,n).
On conclut par la formule de changement de variables de Denef et Loeser
[3, 3.3]

µ(X =
k ) = L−

∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i(νl,i−1)
µ(Y =

k )
et

µ(X <
k,n) = L−

∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i(νl,i−1)
µ(Y <

k,n).
�

A la partie 2.6.2 nous calculons les mesures

(2.3) µ(Y =
k ) = [UIl \ Pγ((f l))−1(0)]L−

∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i

et

(2.4) µ(Y <
k,n) = L−

∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,iL−(lΓ(k)−n)[Gm × Pγ((f l))−1(0)].

Grâce au lemme 1.2, en 2.6.3 et en 2.6.4, nous prouvons la rationalité et
nous calculons la limite quand T →∞ des sommes∑

k∈Cδ,=
σ(γ),(Il)

,N L−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i
T lΓ(k) et

∑
n,k∈Cδ,<

σ(γ),(Il)
,N L−(lΓ(k)−n)Tn.

A la proposition 2.31, nous obtiendrons alors l’expression 2.1.

2.6.2. Le calcul des mesures µ(Y <
k,n) et µ(Y =

k ). Soit (Il) (noté aussi I l)
un élément de P tel que Cδ,=σ(γ),(Il) ou Cδ,<σ(γ),(Il) soit non vide. Soit k une
famille appartenant à Cδ,=σ(γ),(Il),N si le cône est non vide et (k, n) une fa-
mille appartenant à Cδ,<σ(γ),(Il),N si le cône est non vide. Notons alors (ωl) le
d-uplet (

∑
i∈Il Ni(fl)kl,i).

Nous appliquons dans tout ce qui suit exactement la même démarche
que [10, 5.11] et [9, 3.3].
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Remarque 2.16. — Nous utilisons les notations 1.2.1. Dans notre situa-
tion, à variables séparées, pour (Il) un élément de P, le fibré νEIl associé
à EIl (l’adhérence de E0

Il
) est simplement le produit des νEIl , avec pour

Il vide νEIl égal à Yl \ El. De même, le fibré UEIl est le produit des UEIl ,
avec pour Il vide UEIl égal à Yl \ El. Nous noterons UIl le fibré UEIl .

Considérons le sous faisceau de OY×A1 [u−1]

Ak :=
d∑
l=1

∑
nl∈NIl

OY×A1(−
d∑
l=1

∑
i∈Il

nl,i(El,i × A1))u−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,inl,i
,

et notons CYk le schéma SpecAk.
L’inclusion naturelle OY×A1→Ak induit les morphismes π : CYk→Y ×A1

et p : CYk → A1.

Remarque 2.17. — En notant El,Il l’intersection ∩i∈IlE
(i)
l , nous consta-

tons que pour tout l, les Ni(fl) étant tous de même signe 2.4.3, ωl est
strictement positif si et seulement si hl(El,Il) est contenu dans X∞l , ωl est
strictement négatif si et seulement si hl(El,Il) est contenu dans X0

l et ωl est
nul si et seulement si hl(El,Il) est contenu dans la variété Xl \ (X0

l ∪X∞l ).

Notations 2.18. — Si hl(El,Il) est contenu dans X∞l , ωl est la somme∑
i∈Il N

∞
l,i kl,i. Par l’inclusion précédente, avec πYl la projection de Y sur

Yl, la fonction f̂l◦hl◦πYl est divisible dansAk par uωl , on note fl le quotient.
De même, si hl(El,Il) est contenu dans X0

l , alors ωl est égal à
−
∑
i∈Il N

0
l,ikl,i. La fonction f̂l ◦ hl ◦ πYl est divisible dans Ak par u−ωl ,

on note fl le quotient.

Remarque 2.19. — Avec ces notations et la proposition 2.11 on obtient
l’égalité

1/P̂ (f) ◦ h = umΓ(ω)/P̃γ(f1, ..., fd, u)

car 1/P̂ (f) prolonge 1/P (f) et f̂l prolonge 1/fl pour tout l.

Notations 2.20. — On note ensuite Ẽl,i le pullback du diviseur El,i×A1

par π, par D le diviseur globalement défini sur CYk par l’équation u = 0, et
par CEl,i les diviseurs Ẽl,i−kl,iD pour i dans Il et Ẽl,i pour i n’appartenant
pas à Il. On note par CY 0

k le complémentaire de l’union des CEi dans CYk,
pour i dans Al et par Y 0 le complémentaire de l’union des El,i pour tout
l dans {1, ..., d} et i dans Al.

Proposition 2.21. — Le schéma CYk est lisse, le morphisme π induit
un isomorphisme au dessus de A1 \ {0}, le morphisme p est lisse et sa
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fibre p−1(0) s’identifie naturellement avec le fibré νEIl . De plus quand il
est restreint à CY 0

k la fibre de p en 0 s’identifie naturellement avec UIl et
π induit un isomorphisme entre CY 0

k \ p−1(0) et Y 0 × A1 \ {0}. Enfin les
fonctions fl restreintes à UIl sont lisses et à valeurs dans Gm.

Démonstration. — Les variables sont séparées, on peut donc raisonner
par produit et appliquer ([10, 5.12]). En particulier on recouvre CYk par
des parties ouvertes de la forme SpecOU [(yl,i), u]/(zl,i − ukl,iyl,i)(l,i) avec
U un ouvert sur lequel les diviseurs El,i sont donnés par les équations
zl,i = 0. �

L’anneau Ak étant un sous anneau gradué de l’anneau OY [u, u−1], on
peut considérer la Gm− action σ sur CYk laissant les sections de OY inva-
riantes et agissant sur u par σ(λ) : u 7→ λ−1u. Elle se restreint sur UIl en
l’action diagonale induite par l’action canonique de G|I1|+...+|Id|m sur UIl via
le morphisme fini λ 7→ (λkl,i). On dispose alors de deux actions différentes
de Gm sur les arcs tronqués Ln(CY 0

k ) : celle induite par l’action standard
de Gm sur les arcs et celle définie par σ. On note alors σ̃ la composition de
ces deux actions (qui commutent).
On note ensuite L̃n(CY 0

k ) l’ensemble des arcs ϕ dans Ln(CY 0
k ) tels que

p(ϕ(t)) est égal à t. En particulier l’origine de ϕ appartient à UIl . Pour un
tel arc ϕ la composition avec π envoie ϕ sur un arc dans Ln(Y × A1) qui
est le graphe d’un arc dans Ln(Y ) non contenu dans l’union des diviseurs
El,i pour i dans Il et l dans {1, ..., d}. Notons que L̃n(CY 0

k ) est stable par
σ̃.

Lemme 2.22. — Le morphisme π̃ : L̃n(CY 0
k ) → πn(Y) induit par la

projection CY 0
k → Y est un fibré affine de fibre A

∑
i∈Il

kl,i . De plus si
L̃n(CY 0

k ) est muni de l’action induite par σ̃ et πn(Yk) de l’action standard
de Gm, π̃l est alors Gm-équivariant et l’action de Gm sur le fibré affine est
affine. Pour tout arc ϕ de L̃n(CY 0

k ), on dispose pour tout l appartenant à
{1, .., d}

ac(1/f̂l ◦ hl ◦ πl ◦ π̃(ϕ))−1 = ac(fl(ϕ(0)))

et
ac(1/P̂ (f) ◦ h(π̃(ϕ))) = ac(P̃γ(f1(ϕ), ..., fd(ϕ), t))−1

(car u(t) est égal à t) et si de plus Pγ(fl(ϕ(0))) est non nul alors par 2.11
on dispose de

ac(1/P̂ (f) ◦ h(π̃(ϕ))) = Pγ(fl(ϕ(0)))−1.
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Démonstration. — Chaque point de E0
Il

est contenu dans une partie ou-
verte U de Y où les diviseurs El,i, pour l dans {1, .., d} et i dans Il sont
définis dans U par les équations zl,i = 0 et où il existe dimY −

∑d
l=1 |Il|

fonctions wj sur U telles que la famille (zl,i, wj) soit un morphisme étale
U → AdimY . Par le lemme de réécriture 1.4, ce morphisme induit un iso-
morphisme entre Ln(U) et le produit U ×AdimY Ln(AdimY ). En ajoutant
en plus la coordonnée u, on obtient un isomorphisme entre Ln(U × A1)
et le produit (U × A1) ×AdimY+1 Ln(AdimY+1). Rappelons que l’équation
locale du diviseur El,i dans l’ouvert U , notée zl,i, est divisible par ukl,i , on
note yl,i le quotient. La famille (yl,i, wj , u) avec zl,i égal à ukl,iyl,i induit
un morphisme étale π−1(U × A1) → AdimY+1 et donc un isomorphisme
entre Ln(π−1(U ×A1)) et le produit π−1(U ×A1)×AdimY+1 Ln(AdimY+1).
Sous cet isomorphisme π̃ correpond à la multiplication de chaque compo-
sante yl,i d’un arc par tkl,i . La fibration se fait par la troncation modulo
tn+1. En particulier, l’action σ̃(λ) sur une composante yl,i(t) est donnée
par yl,i(t) 7→ λkl,iyl,i(λt) ; dont π̃ est Gm-équivariant. Tout suit de cette
description. �

Notations 2.23. — On définit alors Ỹ =
k et Ỹ <

k,n les préimages respectives
de Y =

k et Y <
k,n par la fibration π̃.

On déduit du lemme 2.22 le lemme suivant :

Lemme 2.24. — Les arcs de Ỹ =
k sont les arcs ϕ de L(CY 0

k ) dont l’origine
appartient au complémentaire de Pγ((f l))−1(0) dans UIl . En particulier
l’ordre ordtP̃γ((fl), u)(ϕ) est nul. Au contraire, les arcs de Ỹ <

k,n sont les
arcs ϕ de L(CY 0

k ) dont l’origine appartient à UIl et à Pγ((f l))−1(0) et tels
que l’ordre ordtP̃γ((fl(ϕ)), t) vaut mΓ(ω)− n égal à lΓ(k)− n. On obtient
alors l’égalité des classes dansMGm

X∞×Gm

[πnδ(Ỹ =
k )] = [πnδ(Y =

k )]L
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i

et
[πnδ(Ỹ <

k,n)] = [πnδ(Y <
k,n)]L

∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i
.

Notation 2.25. — On note [UIl \ Pγ((f l))−1(0)] la classe de
UIl \ Pγ((f l))−1(0) dans MGm

X∞×Gm , l’action de Gm étant l’action diago-
nale de poids (kl,i) sur UIl \ Pγ((f l))−1(0) et le morphisme vers Gm étant
la restriction de Pγ((f l)). On considère aussi la classe [Gm×Pγ((f l))−1(0)]
de Gm×Pγ((f l))−1(0) dansMGm

X∞×Gm où l’action de Gm est la translation
et le morphisme vers Gm est la première projection.
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Remarque 2.26. — Par la construction du groupe de Grothendieck
MGm

X∞×Gm faîte en [9, 2.2] (voir 1.1.2), par ramification, les classes pré-
cédentes ne dépendent pas de l’action.

Lemme 2.27. — Dans l’anneauMGm
X∞×Gm , on dispose des égalités

(1) [πnδ(Ỹ =
k )] = Lndim(Y )δ[UIl \ Pγ((f l))−1(0)].

(2) [πnδ(Ỹ <
k,n)] = Lnδdim(Y )−(lΓ(k)−n)[Gm × Pγ((f l))−1(0)].

Démonstration. — Les arcs de πnδ(Ỹ =
k ) sont les arcs ϕ de Lnγ(CY 0

k )
dont l’origine appartient à UIl \Pγ((f l))−1(0) et tels que u(ϕ(t)) est égal à
t. On montre alors que πnδ(Ỹ =

k ) est un fibré affine sur UIl \ Pγ((f l))−1(0)
de fibre Anδ(dim(Y )+1)−nδ. On construit les morphismes de trivialisation en
considérant en tout point x0 de UIl \ Pγ((f l))−1(0) un voisinage ouvert Ω
de x0 dans CY 0

k et un morphisme étale défini sur Ω commençant par u. On
applique alors le lemme (4.2)[3] (voir 1.4) pour conclure.
Dans le deuxième cas, les arcs de πnδ(Ỹ <

k,n) sont les arcs ϕ de Lnγ(CY 0
k )

dont l’origine appartient à UIl ∩ Pγ((f l))−1(0) et tels que l’ordre
ordtP̃γ((fk(ϕ)), t) est égal à mΓ(ω) − n lui même égal à lΓ((kl,i)) − n.
La fonction (P̃γ((f l), u), u) est lisse car (f l) et u sont lisses sur UIl , de
plus par 2.11 pour tout a appartenant à Gdm, ∂P̃γ∂xi

(a, 0) est égal à ∂Pγ
∂xi

(a) et
enfin Pγ est lisse car P est non dégénéré pour son polyèdre de Newton. On
montre alors que πnδ(Ỹ <

k,n) est un fibré affine sur UIl ∩ Pγ((f l))−1(0) de
fibre Anδ(dim(Y )+1)−nδ−(lΓ(k)−n). On construit les morphismes de triviali-
sation en considérant en tout point x0 de UIl ∩ Pγ((f l))−1(0) un voisinage
ouvert Ω de x0 dans CY 0

k et un morphisme étale défini sur Ω commençant
par (P̃γ((f l), u), u). On applique alors le lemme (4.2) [3] (voir 1.4) pour
conclure. �

Des lemmes 2.24 et 2.27 et du fait que CY est lisse on obtient les mesures
2.3 et 2.4.

2.6.3. Caractéristique d’Euler des cônes Cδ,=σ(γ),(Il) et Cδ,<σ(γ),(Il).

Notation 2.28. — Considérons l’application linéaire continue sur Rd

N(Il) :
∏d
l=1 RIl → Rd
(kl,i) 7→ (ωl =

∑
i∈Il Ni(fl)kl,i).

L’image inverse du cône σ(γ) par N(Il) est un cône polyédral rationnel
relativement ouvert.
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Notation 2.29. — Rappelons que pour tout l dans {1, ..., d}, Ãl désigne
l’ensemble des composantes irréductibles du diviseur El de la variété Yl.
Notons Ãl l’ensemble {i ∈ Al | Ni(fl) 6= 0}.

Proposition 2.30. — Pour tout d-uplet (Il), si l’un des Il n’est pas
contenu dans Ãl alors la caractéristique d’Euler de Cδ,=σ(γ),(Il) est nulle. Dans
le cas contraire pour tout entier δ supérieur au plus grand des quotients
Ni(Fl)/Ni(fl) cette caractérisitque d’Euler ne dépend pas de δ. Pour tout
d-uplet (Il) la caractéristique d’Euler de Cδ,<σ(γ),(Il) est nulle.

Démonstration. — Si il existe l0 avec Il0 non contenu dans Ãl0 alors il
existe i dans Il0 tel que Ni(fl0) est nul. Or tous les Ni(Fl) sont non nuls et
positifs, par conséquent la condition de bord

Cl0 :=
∑
i∈Il0

Ni(Fl0)kl0,i 6 lΓ((kl,i))δ = δ

d∑
l=1

(
∑
i∈Il

Ni(fl)kl,i)al

n’est pas vérifiée pour tous les (kl,i) dans Cδ,=σ(γ),(Il).
Notons (Clj)j∈{1,..,t}, les conditions non vérifiées et ϕlj : k 7→

∑
i∈Ilj

Ni(Flj)klj,i
les formes linéaires associées. Le cône Cδ,=σ(γ),(Il) est alors la réunion disjointe
des cônes polyédraux rationnels convexes

CJ,> :=
{
k ∈ N−1

(Il)(σ(γ)) ϕli(k) = ϕlj (k) ∀i, j ∈ J
δlΓ(k) > ϕli(k) > ϕlp(k) ∀i ∈ J, ∀p ∈ {l1, ...lt} \ J

}
pour tout partie J non vide de {l1, ...lt}. Ce cône est contenu dans le cône
convexe polyédral relativement ouvert {k ∈ N−1

(Il)(σ(γ)) | ϕli(k) = ϕlj (k) >
ϕlp(k) ∀i, j ∈ J, ∀p ∈ {l1, ...lt} \ J} noté CJ et son complémentaire
dans CJ est un cône convexe relativement ouvert polyédral rationnel de
même dimension que CJ . Par conséquent, par additivité de la caracté-
ristique d’Euler χc(CJ,>) puis χc(Cδ,=σ(γ),(Il)) sont nulles. Le deuxième cas
découle immédiatement de la définition de Cδ,=σ(γ),(Il) et de l’hypothèse faîte
sur δ.

On montre de même que χc(Cδ,<σ(γ),(Il)) est nulle. On considérera pour cela
le cône {n ∈ R∗>0, (kl,i) ∈ N−1

(Il)(σ(γ)) 0 < n < lΓ(kl,i) } qui est polyédral
convexe rationnel et relativement ouvert et on remarquera que les condi-
tions

∑
i∈Il Ni(Fl)kl,i 6 nδ ne sont pas toutes vérifiées puis on raisonne

comme ci-dessus. �

2.6.4. Les formes linéaires lΓ et ν. Sur le cône Cδ,=σ(γ),(Il) on considère la
forme linéaire lΓ : (kl,i) 7→

∑d
l=1(

∑
i∈Il Ni(fl)kl,i)al où a appartient à γ.
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Les conditions au bord

∀l ∈ {1, .., d},
∑
i∈Il

Ni(Fl)kl,i 6 lΓ(k)δ

passent à la limite par continuité. Les entiers kl,i sont positifs et les entiers
Ni(Fl) sont strictement positifs, car les fl sont à valeurs dans Gm, donc
chaque fermé Fl contient les fibres X0

l et X∞l . Par conséquent si l’image
lΓ(k) est nulle, kl,i est alors nul pour tout couple (l, i). La forme lΓ est donc
strictement positive sur Cδ,=σ(γ),(Il) \ {0}.

La forme linéaire ν : k 7→
∑d
l=1 νl,ikl,i. est clairement positive sur le cône

Cδ,=σ(γ),(Il).

Sur le cône Cδ,<σ(γ),(Il) nous considérons les formes linéaires :

lΓ : (n, k) 7→ n et ν : (n, k) 7→
∑d
l=1 νl,ikl,i + (lΓ(k)− n).

La forme linéaire l est strictement positive sur Cδ,<σ(γ),(Il) \ {0} : si n est nul
alors par les conditions de bords tous les kl,i sont nuls car les Nl,i(Fl) sont
tous strictement positifs. La forme linéaire ν est elle aussi positive.

2.6.5. Conclusion partielle. Par conséquent, par application du lemme 1.2,
nous obtenons avec les notations précédentes, une expression de la fibre de
Milnor motivique à l’infini de P (f) en termes de la log-résolution (Y,E, h)
et du polyèdre de Newton Γ

Proposition 2.31. — La fibre de Milnor motivique à l’infini de P (f)
vaut

SP (f),∞ = −
∑
γ∈Γ

∑
(Il)∈P

χ(Cδ,=σ(γ),(Il))[UIl \ Pγ((f l))−1(0)].

Donnons maintenant une expression de la fibre de Milnor motivique à
l’infini de P (f) uniquement en termes du polyèdre Γ. En suivant [9] nous
utilisons une fonction zêta relative à un cône.

2.7. La classe SC,lf,∞

Soit C un cône polyédral convexe relativement ouvert contenu dans Zd.
Soit l une forme linéaire sur Zd strictement positive sur C \{0}. Soit d fonc-
tions à source lisse fl : Ul → Gm . Pour tout k dans {1, .., d} on considère
une compactification (Xk, ik, f̂k) de fk. On note Fk le fermé Xk \ ik(Uk),
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X le produit des Xk et f̂ le d-uplet (f̂1, ..., f̂d). Pour tout δ strictement
positif, pour tout ω dans C, on note,

X δ
ω =

{
ϕ = (ϕi) ∈ L(X) ∀i ∈ {1, .., d} ordt1/f̂i(ϕi) = ωi

ordtFi.ϕi 6 l(ω)δ

}
.

On munit cet objet de l’action standard de Gm sur les arcs et des flèches
"origine" et "coefficients angulaires". Ses images sous les morphismes de
troncations sont des éléments de V arGm

X×Gdm
. On considère alors la fonction

zêta
ZC,l,δ
f̂ ,i(U)

(T ) :=
∑
ω∈C

µ(X δ
ω )T l(ω).

Par la suite nous considérerons le cône

CδC,(Il) =
{
k ∈

d∏
l=1

R∗|Il|>0
(
∑
i∈Il Ni(fl)kl,i = ordt1/f̂lϕ = ωl) = ω ∈ C

∀l ∈ {1, .., d}
∑
i∈Il Ni(Fl)kl,i 6 l(ω)δ = lk(k)δ

}
avec

lk : CδC,(Il) → Z
k 7→ lk(k) := l((

∑
i∈Il Ni(fl)kl,i)l∈{1,...,d})

.

Proposition 2.32. — Avec les notations précédentes, pour δ assez
grand, la fonction zêta ZC,l,δ

f̂ ,i(U)
(T ) est rationnelle, on note SC,l,δ

f̂ ,i(U)
la limite

limT→∞ ZC,l,δ
f̂ ,i(U)

(T ). Cette limite ne dépend ni de la forme linéaire l, ni de
δ, on la note SC

f̂,i(U). Pour une log-résolution (Y,E, h) de (X,F ) issue des
log-résolutions (Yl, El, hl) de (Xl, Fl) on dispose de l’égalité

SC,l,δ
f̂ ,i(U)

= h!
∑

(Il)∈P

χ(CδC,(Il))[UIl ] = h!S
C,l,δ

f̂◦h,h−1(i(U))
∈MGm

X×Gdm
.

L’image directe sur le point p!S
C
f̂,i(U), notée S

C
f,∞, appartient àMGm

Gdm
et ne

dépend pas des compactifications.

Démonstration. — On montre la rationalité de la fonction zêta comme
suit : comme précédemment on considère une log-résolution (Y,E, h) de
(X,F ) issue de log-résolutions (Yl, El, hl) de (Xl, Fl), on classifie les arcs
suivant l’ordre de contact de leur remontée sur le diviseur à croisements
normaux et on applique la formule de changement de variables de Denef-
Loeser [3]. Ce qui donne avec les notations précédentes :

ZC,l,δ
f̂ ,i(U)

(T ) =
∑

(Il)∈P

∑
k∈Cδ

C,(Il)
∩
∏d

l=1
N∗|Il|

L−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i(νl,i−1)
µ(Yk)T lk(k)
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avec

Yk :=
{

(ϕl) ∈ L(Y ) ∀l ∈ {1, .., d}, ∀i ∈ Il 6= ∅, ordt(El)iϕl = kl,i
∀l ∈ {1, .., d}, ∀i ∈ Al \ Il 6= ∅, ordt(El)iϕl = 0

}
muni de l’action standard de Gm sur les arcs et de la flèche vers X × Gdm
formée des flèches "origine" (qui a un arc ϕ associe l’élément h(ϕ(0)) dans
X) et "coefficients angulaires" (qui a un arc ϕ associe (ac(1/f̂l(ϕl))) dans
Gdm) qui est Gm-homogène pour σ. Avec ce qui précède 2.6.2 et les mêmes
notations on obtient l’égalité

µ(Yk) = [πnδ(Yk)]L−nδdim(Y ) = [UIl ]L
−
∑d

l=1

∑
i∈Il

kl,i

où l’on note [UIl ] la classe de UIl dansM
Gm
X×Gm , l’action de Gm étant l’ac-

tion diagonale de poids (kl,i) sur UIl et le morphisme vers Gm étant les
restrictions des (f l).
Enfin on introduit la forme linéaire ν : (kl,i) 7→

∑d
l=1 νl,ikl,i. Elle est posi-

tive sur le cône CδC,(Il).
Par les inégalités

∀l ∈ {1, .., d}
∑
i∈Il

Ni(Fl)kl,i 6 l(ω)δ = lk(k)δ

la forme linéaire lk est strictement positive sur CδC,(Il) \ {0} car chaque
coefficient Ni(Fl) est strictement positif. Par application du lemme 1.2 on
obtient le résultat.
Montrons que χ(CδC,(Il)) ne dépend pas de δ. Notons d’abord que le cône

polyédral rationnel N−1
(Il)(C) est relativement ouvert 2.6.3. Remarquons en-

suite que s’il existe δ0 tel que pour tout kl,i on ait les conditions

Cl0 :=
∑
i∈Il0

Ni(Fl0)kl0,i 6 lk(k)δ0 = δ0l

((∑
i∈Il

Ni(fl)kl,i

))
il en est de même pour tout δ > δ0 car l est positive. Si toutes les conditions
sont vérifiées en ce cas là, le cône Cδ,=σ(γ),(Il) est égal à N

−1
(Il)(C) qui ne dépend

pas de l.
Si pour tout δ, il existe des kl,i ne vérifiant pas une condition Cl alors par
le même argument d’additivité de la caractéristique d’Euler que dans 2.30
la caractéristique d’Euler χ(CδC,(Il)) est nulle et ne dépend donc ni de δ, ni
de l.
Les variables étant séparées, l’indépendance de la compactification se

montre de la même manière qu’en [20, Théorème 2.5] en travaillant com-
posante par composante. �
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2.7.1. L’opérateur P!i
−1
P 6=0. Pour un polynôme quasi-homogène P de Ad vers

A1 et une variété S fixe et un élément de V arGmS×Gm notée (A, (pS , pGdm), σ)
tel que A \ p−1

Gdm
(P−1(0)) est stable sous σ, on notera

P!i
−1
P 6=0(A, (pS , pGdm), σ) := (A \ p−1

Gdm
(P−1(0)),

(
pS , P ◦ pGdm

)
, σ).

Exemple 2.33. — Avec les notations de la partie précédente, pour γ une
face de Γ le polyèdre de Newton à l’infini de P , le polynôme associé Pγ est
quasi-homogène et Sσ(γ)

f,∞ \ p
−1
Gdm

(P−1
γ (0)) est stable par rapport à l’action σ

de Gm sur Sσ(γ)
f,∞ . Ceci résulte du fait que le polynôme Pγ est homogène pour

les poids ω appartenant à σ(γ). On peut donc considérer Pγ!i
−1
Pγ 6=0(Sσ(γ)

f,∞ ).

2.7.2. Conclusion. Des notations 2.14, de la décomposition de la fonction
zêta 2.15, de la preuve de 2.31 et de la partie précédente nous obtenons le
théorème 2.7.

3. Calcul de la fibre de Milnor motivique à l’infini

Supposons maintenant que les fonctions fl sont à valeurs dans A1. Rap-
pelons que chaque fl est définie sur une variété lisse Ul et que l’on note U
le produit des Ul. Rappelons aussi que P est un polynôme de Laurent en
d-variables non dégénéré pour son polyèdre de Newton à l’infini.
L’image inverse par f de la stratification de l’ensemble de définition de

P en produit de tores induit une stratification de U . En particulier on
considère le diviseur de U dont les composantes sont données par fl = 0.

Notation 3.1. — Pour tout i appartenant à {1, .., d} on note maintenant
Ei le produit

∏i−1
l=1 Ul×(fi = 0)×

∏d
l=i+1 Ul. Pour toute partie I de {1, .., d}

on note E0
I le constructible

⋂
i∈I Ei \

⋃
j /∈I Ej . Enfin, on note I l’ensemble

des parties de {1, .., d} induit par la stratification du domaine de définition
de P en produit de tores. En particulier U est égal à

⊔
I∈I E

0
I .

Exemples 3.2. — Si I est vide alors E0
∅ est égal au produit des ouverts∏d

l=1 Ul \ (fl = 0). Pour k dans {1, .., d}, le constructible E0
{1,..,k} est égal

au produit
∏k
l=1(fl = 0)×

∏d
l=k(Ul \f−1

l (0)). Enfin pour P un polynôme à
d variables, I est l’ensemble des parties de {1, .., d} et pour P un polynôme
de Laurent à d variables dont le domaine de définition est Gdm, I est vide.

Théorème 3.3. — Pour une famille de fonctions fl : Ul → A1, à source
lisse, pour un polynôme non dégénéré P , avec les notations précédentes, la
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fibre de Milnor motivique à l’infini est égale à

SP (f),∞ = −
∑
I∈I

∑
γ∈Γ(PI)

PI,γ!i
−1
PI,γ 6=0

(
S
σ(γ,I)
(fi)i/∈I ,∞

)∏
i∈I

[f−1
i (0)]

où I indice la stratification du produit
∏d
l=1 Ul induite par celle du domaine

de définition de P en produit de tores, où pour tout I dans I, Γ(PI) est
le polyèdre de Newton à l’infini de PI , PI,γ est le polynôme issu de PI et
associé à la face γ et σ(γ, I) est le cône dual de γ par rapport à ΓI .

Démonstration. — Par additivité de la fibre de Milnor (théorème 3.9
[10]) on dispose de l’égalité

S1/P̂ (f)([U
i→ X]) =

∑
I∈I

S1/P̂ (f)([E
0
I

i→ X]).

Soit I un élément de I. On considère le polynôme PI(xj) appartenant à
k[xj , x−1

j , j /∈ I] et égal à P (α1x1, .., αdxd) avec αi nul pour i dans I et vaut
1 sinon. Ce polynôme est non dégénéré pour son polyèdre de Newton (et
commode si P l’est). En remarquant que nous sommes à variables séparées
nous obtenons

p!S1/P̂ (f)([E
0
I

i→ X])

= p!S1/ ̂PI(fj ,j /∈I)
([
∏
j /∈I

Uj \ f−1
j (0) i→

∏
j /∈I

Xj ])
∏
i∈I

[f−1
i (0)].

On applique alors le théorème 2.7. �

4. Une formule du type Thom-Sébastiani

4.1. Une formule du type Thom-Sébastiani

Définition 4.1. — Notons inv l’opération Mk-linéaire sur MGm
Gm in-

duite par l’inversion x 7→ x−1 sur Gm notée encore inv

inv : MGm
Gm → MGm

Gm
[A p→ Gm, σ] 7→ [A inv◦p→ Gm, σ]

.

Théorème 4.2. — Pour deux fonctions f1 : U1 → A1 et f2 : U2 → A1

à source lisse on dispose de l’égalité

invSΦ
f1+f2,∞,U1×U2

= invSΦ
f1,∞,U1

∗ invSΦ
f2,∞,U2
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où ∗ est le produit de convolution 1.11 et où pour un morphisme f : U → A1

on note
SΦ
f,∞,U := (−1)dimU−1(Sf,∞ − ([U − p!Sf,∞]).1)

avec p! l’image directe sur le point et 1 la classe [Gm → Gm, idGm , τ ] où τ
est la translation.

Définition 4.3. — Le morphisme f , n’a pas de fibre à l’infini intrin-
sèque, il n’y a donc pas de notions de cycles évanescents, au sens de Deligne,
pour la valeur infini. Néanmoins, par analogie avec le cas local, nous ap-
pellerons cycles évanescents motiviques pour la valeur infini de f l’objet
SΦ
f,∞,U . Cet objet ne dépend d’aucune compactification et vérifie comme

dans le cas local une formule de convolution.

Remarque 4.4. — Notons que SΦ
f,∞,U dépend de l’ouvert U , ce n’est

donc pas un invariant local à l’infini. On introduit alors un invariant de f
indépendant de l’ouvert U

SΦ
f,∞ := (−1)dimU−1(Sf,∞ + p!Sf,∞.1).

Pour des compactifications X1 et X2, on considère

Sf1+f2,∞,∞ := f̂1 + f2! i
−1
X∞1 ×X∞2 ×Gm

S
f̂1+f2

∞
,U1×U2

et

SΦ
f1+f2,∞,∞ := (−1)dimU1+dimU2−1(Sf1+f2,∞,∞ + p!Sf1+f2,∞,∞.1).

Le calcul de l’objet Sf1+f2,∞,∞ ne fait intervenir que des arcs dont l’origine
appartient aux fibres à l’infini. Les calculs de la preuve de 4.2 montrent
alors l’égalité

invSΦ
f1+f2,∞,∞ = invSΦ

f1,∞ ∗ invS
Φ
f2,∞.

La formule obtenue est un analogue à l’infini de la formule de Thom-
Sébastiani de Denef-Loeser dans le cas des germes, voir par exemple ([10,
5.18]).

Démonstration. — Nous faisons ici la preuve au dessus du tore, en ap-
pliquant le raisonnement de la partie 3 on obtient le cas général. Consi-
dérons deux fonctions f1 : U1 → Gm et f2 : U2 → Gm à source lisse et
P le polynôme x1 + x2. Ce polynôme est non dégénéré pour son polyèdre
de Newton à l’infini. On considère comme précédemment deux compacti-
fications (X1, i1, f̂1) et (X2, i2, f̂2) ainsi que des log-résolutions associées
(Y1, E1, h1) et (Y2, E2, h2). On note a la face (1, 0), b la face (0, 1) et ab la
face joignant a et b du polyèdre de Newton de P . Pour k appartenant à
{1, 2}, on note Ak l’ensemble indiçant les composantes du diviseur Ek, C∞k
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l’ensemble {i ∈ Ak | N∞i,k 6= 0} et Ck l’ensemble {i ∈ Ak | Ni(fk) 6= 0}. On
utilisera les notations de 2.4.1.
Par la proposition 2.31 on obtient l’égalité

−Sf1+f2,∞ =
∑

I1⊂C∞1
I2⊂C2

χ(C=
σ(a),I1,I2)[UI1 × UI2 , fI1 , σ1]

+
∑

I2⊂C∞2
I1⊂C1

χ(C=
σ(b),I1,I2)[UI1 × UI2 , fI2 , σ2]

+
∑

I1⊂C∞1
I2⊂C∞2

χ(C=
σ(ab),I1,I2)[UI1 × UI2 \ (fI1 + fI2 = 0), (fI1 + fI2)−1, σ1,2].

En effet, pour (ω1, ω2) appartenant à σ(a), ω1 est strictement positif donc
I1 est contenu dans C∞1 , de même pour (ω1, ω2) appartenant à σ(b), I2
est contenu dans C∞2 et pour (ω1, ω2) appartenant à σ(ab), ω1 et ω2 sont
strictement positifs et I1 et I2 sont respectivement contenus dans C∞1 et
C∞2 . Enfin par 2.30, pour tout k dans {1, 2}, si Ik n’est pas contenu dans
Ck alors la caractéristique d’Euler est nulle.
Rappelons l’écriture du cône Cδ,=σ(γ),I1,I2 , pour une face γ du polyèdre Γ et
δ un entier strictement positif

Cδ,=σ(γ),I1,I2

=

(k1,i) ∈ R∗|I1|>0 , (k2,i) ∈ R∗|I2|>0

ω := (
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i,
∑
i∈I2

Ni(f2)k2,i) ∈ σ(γ)∑
i∈I1

Ni(F1)k1,i 6 mΓ(ω)δ∑
i∈I2

Ni(F2)k2,i 6 mΓ(ω)δ

.

Nous précisons ici δ mais par 2.30 les caractéristiques d’Euler n’en dé-
pendent pas pour δ assez grand. Examinons les caractéristique d’Euler de
ces cônes.
Si γ est la face a alors

Cδ,=σ(a),I1,I2

=

(k1,i) ∈ R∗|I1|>0 , (k2,i) ∈ R∗|I2|>0

(1)
∑
i∈I2

Ni(f2)k2,i <
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

(2)
∑
i∈I1

Ni(F1)k1,i 6 δ
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

(3)
∑
i∈I2

Ni(F2)k2,i 6 δ
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i


car mΓ(ω) = ((ω1, ω2) | (1, 0)) = ω1.
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Si I2 n’est pas contenu dans C∞2 et I2 6= ∅ alors par 2.4.1 Ni(f2) < 0
pour tout i appartenant à I2 donc (1) est toujours vérifiée car Ni(f1) > 0
pour tout i appartenant à I1 contenu dans C∞1 . Si δ est supérieur au
maxi∈I1(Ni(F1)/Ni(f1)) alors (2) est vérifiée. La condition (3) est à im-
poser car les variables sont séparées. La caractéristique d’Euler de ce cône
est alors nulle.

Si I2 est vide alors la condition (1) est automatique, la condition (2) est
vérifiée pour δ supérieur au maxi∈I1(Ni(F1)/Ni(f1)) et la condition (3)
aussi car en ce cas l’ordre ordtFgϕg est nul. La caractéristique d’Euler vaut
alors (−1)|I1|.

Si I2 est contenu dans C∞2 alors la condition (1) est à imposer et les condi-
tions (2) et (3) sont vérifiées pour δ supérieur à maxi∈I1(Ni(F1)/Ni(f1))
et maxi∈I2(Ni(F2)/Ni(f2)). En effet on dispose de l’inégalité

∑
i∈I2

Ni(F2)k2,i 6 δ
∑
i∈I2

Ni(f2)k2,i < δ
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

par conséquent pour δ assez grand la caractéristique d’Euler vaut
(−1)|I1|+|I2|.

Si γ est la face b on travaille par symétrie.

Si γ est la face ab alors I1 est contenu dans C∞1 , I2 est contenu dans C∞2
et on obtient l’égalité mΓ(ω) = ω1 = ω2 pour tout ω dans σ(ab). En ce cas
on dispose de l’égalité

Cδ,=ab,I1,I2

=

(k1,i) ∈ R∗|I1|>0 , (k2,i) ∈ R∗|I2|>0

(1)
∑
i∈I2

Ni(f2)k2,i =
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

(2)
∑
i∈I1

Ni(F1)k1,i 6 δ
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

(3)
∑
i∈I2

Ni(F2)k2,i 6 δ
∑
i∈I1

Ni(f1)k1,i

.

La première condition est à imposer, les deux suivantes sont vérifiées dès
que δ est supérieur a maxi∈I1(Ni(F1)/Ni(f1)) et maxi∈I2(Ni(F2)/Ni(f2)).
Le cône est alors de caractéristique d’Euler égale à (−1)|I1|+|I2|−1. Par
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conséquent nous obtenons la formule

Sf1+f2,∞ =−
∑

∅6=I1⊂C∞1
∅6=I2⊂C∞2

(−1)|I1|+|I2|[UI1 × UI2 , fI1 , σ1]

−
∑

∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|[UI1 × Y2 \ E2, fI1 , σ1]

−
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[UI1 × UI2 , fI2 , σ1]

−
∑

∅6=I2⊂C∞2

(−1)|I2|[Y1 \ E1 × UI2fI2 , σ2]

−
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|−1[UI1 × UI2 \ (fI1 + fI2 = 0), (fI1 + fI2)−1, σ1,2]

car pour Ik vide, UIk est égal Yk \ Ek isomorphe à Uk.

En utilisant l’expression de Sfk,∞ sur une log-résolution 1.6 en factorisant
on a (∗)

Sf1+f2,∞ = ([U1]− p!Sf1,∞)Sf2,∞ + ([U2]− p!Sf2,∞)Sf1,∞

+
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[UI1 × UI2 \ (fI1 + fI2 = 0), (fI1 + fI2)−1, σ1,2]

avec [U1]−p!Sf1,∞ et [U2]−p!Sf2,∞ appartenant àMk et p! l’image directe
sur le point.
En appliquant la définition du produit de convolution 1.11 et de l’inver-

sion on obtient alors

Sf1+f2,∞ = ([U2]− p!Sf2,∞)Sf1,∞ + ([U1]− p!Sf1,∞)Sf2,∞

− inv(invSf1,∞ ∗ invSf2,∞) +
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[fI1 + fI2 = 0].1.

En passant à l’inversion il vient

invSf1+f2,∞=−inv(Sf1,∞−([U1]−p!Sf1,∞).1)∗inv(Sf2,∞−([U2]−p!Sf2,∞).1)

+(([U1]−p!Sf1,∞)([U2]−p!Sf2,∞)+
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[fI1 +fI2 = 0]).1.
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On note α la quantité

([U1]− p!Sf1,∞)([U2]− p!Sf2,∞) +
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[fI1 + fI1 = 0].

Montrons que α est égal à [U1 ×U2]− p!Sf1+f2,∞. En effet en développant
on obtient

α = [U1][U2]− [U1]p!Sf2,∞ − [U2]p!Sf1,∞ + p!Sf1,∞p!Sf2,∞

+
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[fI1 + fI2 = 0].

Notons que par image directe sur le point de (∗) on a dansMk

p!Sf1+f2,∞ = ([U1]− p!Sf1,∞)p!Sf2,∞ + ([U2]− p!Sf2,∞)p!Sf1,∞

+
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[UI1 × UI2 \ fI1 + fI2 = 0]

par conséquent on obtient dansMk

[U1 × U2]− p!Sf1+f2,∞ = [U1][U2]− ([U1]− p!Sf1,∞)p!Sf2,∞

−([U2]−p!Sf2,∞)p!Sf1,∞+2p!Sf1,∞p!Sf2,∞−
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[UI1×UI2 ]

+
∑

∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[fI1 + fI2 = 0]

or ∑
∅6=I2⊂C∞2
∅6=I1⊂C∞1

(−1)|I1|+|I2|[UI1 × UI2 ] = p!Sf1,∞p!Sf2,∞

ceci donne la formule.
�

4.2. Exemples de Douai et Sabbah

Dans [5] et [6], Douai et Sabbah montrent que le spectre à l’infini (pour
la cohomologie de la paire (f−1(t),Gnm)), des polynômes f de la forme
x1 + ...+ xn + 1

x1....xn
est 1 + t+ ...+ tn. Nous considérons ici la quantité
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évanescente associée à la paire (Gnm, f−1(t)) issue de la formule de Thom-
Sébastiani 4.2 :

SΦ
f,∞,U = (−1)n−1(Sf,∞ − ([Gnm]− p!Sf,∞).1)

et nous montrons

Proposition 4.5. — Pour tout entier n > 1, on a

Sp(SΦ
f,∞,U ) = 1 + t+ ...+ tn.

Démonstration. — Le polynôme f est un polynôme de Laurent commode
et non dégénéré pour son polyèdre de Newton à l’infini, Γ. Par [20, Théo-
rème 3.3] ou [18, Théorème 4.1], sa fibre de Milnor motivique à l’infini est
de la forme :

(4.1) Sf,∞ = −
∑
γ∈Γ

(−1)d−dim(γ)[Gnm \ f−1
γ (0), f−1

γ , σγ ].

La preuve repose alors sur deux lemmes :

Lemme 4.6. — La fibre de Milnor motivique de f à l’infini est égale à

Sf,∞ = −
n∑
k=1

(−1)n−k−1Ckn+1

Gnm \ x1 + ...+ xk = 0
↓ 1/(x1 + ...+ xk), σ(x1,..,xk)

Gm


où σ(x1,..,xk) est l’action de Gm associée à la face de sommets {x1, .., xk}.

Démonstration. — Ce lemme repose sur la formule 4.1, sur la symétrie
dans les variables et sur le changement de variables :

Gnm → Gnm
(x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn−1, 1/(x1...xn))

Par ce type d’isomorphisme, on constate que pour tout k, on a égalité entre
les objets :Gnm \ x1 + ...+ xk−1 + 1/x1...xn = 0

↓ 1/(x1 + ...+ xk−1 + 1/x1...xn), σ(x1,..,xk−1,1/x1...xn)
Gm


et  Gnm \ x1 + ...+ xk = 0

↓ 1/(x1 + ...+ xk), σ(x1,..,xk)
Gm

 .
où σ(x1,..,xk−1,1/x1...xn) est l’action de Gm associée à la face de sommets
{x1, .., xk−1, 1/x1...xn}. �
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Lemme 4.7. — Pour tout entier k on a l’égalité Gnm \ x1 + ...+ xk = 0
↓ 1/(x1 + ...+ xk), σ(x1,..,xk)

Gm


=
k−1∑
l=0

(−1)l
 Gn−lm

↓ x1, σx1

Gm


=
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l−1.1Gm .

Démonstration. — La preuve se fait par récurence, en remarquant que
pour tout k, la projection (x1, ..., xn) 7→ (x1, .., x̂k, .., xn) de Gnm dans Gn−1

m

induit un isomorphisme entre les variétés Gnm \ x1 + ...+ xk = 0
↓ 1/(x1 + ...+ xk), σ(x1,..,xk)

Gm


et  Gnm \ x1 + ...+ xk−1 = 0

↓ 1/(x1 + ...+ xk−1), σ(x1,..,xk−1)
Gm

 .

�

Par conséquent on a l’égalité suivante

(−1)n−1SΦ
f,∞,U

=−
n∑
k=1

(−1)n−k−1Ckn+1(
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l−1)

−

(
[Gm]n −−

n∑
k=1

(−1)n−k−1Ckn+1(
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l)
)
.1Gm .

donc

(−1)n−1SΦ
f,∞,U

=
n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1(
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l−1)

−

(
[Gm]n −

n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1(
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l)
)
.1Gm
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en changeant d’indice on peut réécrire ceci sous la forme

(−1)n−1SΦ
f,∞,U

=
n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1(
k∑
l=1

(−1)l−1[Gm]n−l)

−

(
[Gm]n −

n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1(
k−1∑
l=0

(−1)l[Gm]n−l)
)
.1Gm

,

par sommation nous obtenons

(−1)n−1SΦ
f,∞,U =

n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1([Gm]n + (−1)k−1[Gm]n−k)− [Gm]n,

que l’on peut réécrire sous la forme

(−1)n−1SΦ
f,∞,U =

n∑
k=0

(−1)n+1Ckn+1[Gm]n−k + (−(−1)n−1[Gm]n

+
n∑
k=1

(−1)n−kCkn+1[Gm]n − [Gm]n)

ou encore

(−1)n−1SΦ
f,∞,U =

n∑
k=0

(−1)n+1Ckn+1[Gm]n−k +
n+1∑
k=0

(−1)n−kCkn+1[Gm]n

par la formule du binôme de Newton le dernier terme de cette somme est
nul, donc

SΦ
f,∞,U =

n∑
k=0

Ckn+1[Gm]n−k

en appliquant la formule du triangle de Pascal on obtient

SΦ
f,∞,U = [Gm]n +

n∑
k=1

Ckn[Gm]n−k +
n∑
k=1

Ck−1
n [Gm]n−k

qui par la formule du binôme de Newton donne

SΦ
f,∞,U = Ln +

n−1∑
k=1

Ck−1
n [Gm]n−k.

On pose alors I(n) :=
∑n
k=0 C

k
n+1[Gm]n−k. Et l’on montre par récurence

que

I(n) =
n∑
k=1

Lk.
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D’après ce qui précède il n’y a que les cas de base à vérifier : I(0) est
clairement égal à 1, tout comme I(1) est égal à L− 1 + 2 soit L− 1. �
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