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PERSISTANCE DES SOUS-VARIÉTÉS À BORD ET À
COINS NORMALEMENT DILATÉES

par Pierre BERGER

Résumé. — On se propose de montrer que les variétés à bord et plus généra-
lement à coins, normalement dilatées par un endomorphisme sont persistantes en
tant que stratifications a-régulières. Ce résultat sera démontré en classe Cs, pour
s > 1. On donne aussi un exemple simple d’une sous-variété à bord normalement
dilatée mais qui n’est pas persistante en tant que sous-variété différentiable.

Abstract. — We show that invariant submanifolds with boundary, and more
generally with corners which are normally expanded by an endomorphism are per-
sistent as a-regular stratifications. This result will be shown in class Cs, for s > 1.
We present also a simple example of a submanifold with boundary which is nor-
mally expanded but non-persistent as a differentiable submanifold.

Introduction

Soit M une variété C∞. Pour s > 1, une sous-variété à bord de M de
classe Cs et de dimension d est un sous-ensemble N de M tel que, pour
tout point x ∈ N , il existe une carte (U, φ) d’un voisinage de x ∈ M dans
le Cs-atlas de M engendré par sa structure lisse vérifiant :

(0.1) φ(U ∩N) = V × {0},

où V est un ouvert de Rd−1 × R+.
De façon similaire, une sous-variété à coins de M de classe Cs est un

sous-ensemble N de M , tel que pour tout x ∈ N , il existe une Cs-carte
(U, φ) d’un voisinage de x ∈M vérifiant l’équation (0.1) en autorisant V à
être un ouvert de (R+)d.

Mots-clés : variété invariante, variété à bord, variété à coins, persitance, hyperbolicité
normales, stratification.
Classification math. : 37D10, 57R55.
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Une stratification de classe Cs d’un ensemble localement compact N de
M est une partition finie Σ de N en sous-variétés de classe Cs appelées
strates, vérifiant la condition de frontière :

∀(X,Y ) ∈ Σ2, adh(X) ∩ Y 6= ∅ ⇒ adh(X) ⊃ Y et dimX > dim Y.

Une telle stratification est (a)-régulière si pour toutes strates X et Y , pour
toute suite (xn)n ∈ XN convergeant vers x ∈ Y , telle que (TxnX)n converge
vers un certain sous-espace P de TxM , l’espace TxY est contenu dans P .

Une sous-variété à bord de classe Cs définit canoniquement une stratifi-
cation Σ = (∂N, N̊) de classe Cs sur N dont les strates sont le bord ∂N et
l’intérieur N̊ de N . Une telle stratification est a-régulière.

De façon similaire, une sous-variété à coins de classe Cs définit canoni-
quement une stratification (a-régulière) Σ = (Xi)di=1 de classe Cs sur N
dont chaque strate Xk est la Cs-variété formée des points x ∈ N qui ont
exactement k coordonnées non nulles dans les cartes vérifiant l’équation
(0.1).

Soit f un endomorphisme de classe Cs de M . Autrement dit, f est une
application de classe Cs deM dans elle-même pouvant avoir des singularités
et ne pas être bĳective. On dira que f préserve une stratification Σ d’un
sous-espace N de M , si elle envoie chaque strate de Σ dans elle-même. On
dira que la stratification Σ est Cs-persistante si toute Cs-perturbation f ′

de f préserve une stratification Σ′ de classe Cs d’un sous-espace N ′, telle
que :

– N est homéomorphe à N ′ via une application h C0-proche de l’inclu-
sion N ↪→M ,

– la restriction de h à chaque strate X de Σ est un difféomorphisme
de classe Cs sur une strate de Σ′, qui est Cs-proche de l’inclusion
canonique X ↪→M pour la topologie Cs-compact-ouverte.

Si Σ est a-régulière, on dira que la stratification a-régulière Σ est Cs-
persistante si la stratification Σ′ définie ci-dessus est toujours a-régulière.

Pour s > 1, l’endomorphisme f dilate s fois normalement la stratification
Σ, si f préserve Σ et dilate s fois normalement chacune de ses strates X :

Il existe une métrique riemannienne sur M , un réel λ < 1 ainsi qu’une
fonction continue et positive C sur X tels que, pour tout x ∈ X, pour tous
vecteurs unitaires u ∈ TxX⊥ et v ∈ TxX, on a :

‖p ◦ Txfn(u)‖ > C(x) · λn ·max(1, ‖Txfn(v)‖s), ∀n > 0

avec p la projection orthogonale de TxM sur TxX⊥.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le résultat principal de cette article est le théorème suivant :

Théorème 0.1. — SoientM une variété C∞,N une sous-variété à coins
de classe Cs, pour s > 0. Soit f un endomorphisme de classe Cs de M ,
préservant et dilatant s fois normalement la stratification Σ induite par N .

Soit N ′ un ouvert relativement compact de N dont l’adhérence adh(N ′)
est envoyée dans N ′ par f . Alors la stratification a-régulière Σ|N ′ sur N ′,
dont les strates sont les intersections des strates de Σ avec N ′, est persis-
tante.

Remarque. — En particulier, toute sous-variété à coins compacte, de
classe Cs, définit une stratification a-régulière et de classe Cs qui, quand
elle est dilatée s fois normalement, est Cs-persistante.

Remarque. — En général, les sous-variétés à coins ne persistent pas en
tant que sous-variétés différentiables.

Nous allons d’abord rappeler l’ingrédient principal de la preuve de ce
théorème : la structure de treillis de laminations et son théorème de persis-
tance associé. Puis, nous allons énoncer le théorème 0.1 dans le cas particu-
lier et plus clair des variétés à bord compactes de classe C1. Ensuite, nous
exposerons un exemple simple d’une variété à bord qui est normalement
dilatée mais pas persistante. Enfin, nous allons montrer ce cas particulier
puis le cas général du théorème principal de cet article.

Ce travail n’aurait pas pu être réalisé sans la direction de J-C. Yoccoz
durant ma thèse. J’exprime également ma reconnaissance P. Pansu pour
de nombreuses discussions. Ce travail s’est déroulé à l’université Paris Sud
(Orsay) et à l’université d’état de New York (Suny Stony Brook), je remer-
cie ces deux institutions pour leur hospitalité.

1. Structure de treillis sur les stratifications

Soit Σ une Cs-stratification d’un sous-espace localement compact N

d’une variété M . Une structure de treillis de laminations de classe Cs sur
l’espace stratifié (N,Σ) est la donnée pour chaque strate X ∈ Σ, d’une
lamination LX sur un voisinage ouvert LX de X dans N (pour la topologie
induite) qui vérifie les conditions suivantes :

– X est une feuille de LX .
– (LX ,LX) est une Cs-lamination : Les feuilles de LX sont des varié-

tés imergées de classe Cs ; les plaques de LX varient transversalement
continûment dans la topologie Cs.

TOME 61 (2011), FASCICULE 1



82 Pierre BERGER

– Feuilletage de laminations : étant donnée une strate Y dont l’adhé-
rence contient X, les petites plaques de LY contenues dans LX sont
Cs-feuilletées par des plaques de LX ; ce feuilletage est de classe Cs et
varie continûment transversalement aux plaques de LY .

Comme LX est une lamination, la stratification Σ est alors nécessaire-
ment a-régulière.

Nous allons démontrer le théorème 0.1 en utilisant le théorème suivant,
qui est une restriction du résultat principal de [2] (où la définition de treillis
de laminations est plus détaillée) :

Théorème 1.1. — Soient s > 1 et Σ une Cs-stratification d’un sous-
espace localement compact N d’une variété M . Soit f un endomorphisme
de M qui préserve et dilate s fois normalement les strates de Σ. Si (N,Σ)
possède une structure de treillis de classe Cs satisfaisant :

(i) pour chaque strate X de Σ, il existe un voisinage VX de X dans N
tel que f envoie chaque plaque de LX contenue dans VX dans une
feuille de LX ,

(ii) Chaque feuille de LX différente de X a son image par un itéré de
f qui est disjointe de VX .

Soit N ′ un ouvert relativement compact dans N , dont l’adhérence est
envoyée par f dans lui-même. Alors, la stratification a-régulière Σ|N ′ de
N ′ est Cs-persistante.

2. Variétés à bord normalement dilatées

Dans le cadre de la C1-persistance des variétés à bord et compactes, le
théorème 0.1 s’énonce ainsi :

Corollaire 2.1. — Soit N une sous-variété compacte, connexe, de
classe C1 et à bord d’une variété différentiable lisse M . Soit f un endomor-
phisme de M de classe C1, préservant le bord ∂N et l’intérieur N̊ de N . Si
f dilate (une fois) normalement ∂N et N̊ , alors la stratification a-régulière
(∂N, N̊) sur N est C1-persistante.

Autrement dit, pour toute application f ′ C1-proche de f , il existe deux
sous-variétés disjointes ∂N ′ et N̊ ′ telles qu’il existe un homéomorphisme h
de N sur l’union N ′ := ∂N ′ ∪ N̊ vérifiant :

– l’application h est C0-proche de l’inclusion canonique de N dans M ,
– f ′ envoie ∂N ′ et N̊ ′ dans respectivement ∂N ′ et N̊ ′,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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– la restriction de h à ∂N (resp. N̊) est un C1-difféomorphisme sur ∂N ′,
qui est proche de l’inclusion canonique de ∂N (resp. N̊) dans M pour
la topologie C1-compact-ouverte.

Remarque. — En général N ′ n’est pas une sous-variété à bord de classe
C1 car il n’y a pas de direction transverse à ∂N tangente à N ′. La variété N̊ ′
peut s’enrouler sur ∂N ′ et former une stratification qui n’est pas toujours
b-régulière : il existe des suites (xn)n ∈ N̊ ′N et (yn)n ∈ ∂N ′N telles que :

– (xn)n et (yn) convergent toutes les deux vers un point y ∈ ∂N ′,
– la famille de droites (1) ((xnyn))n converge vers une droite D,
– la famille de sous-espaces (TynN̊ ′)n converge vers un certain sous-

espace P de TyM ,
– mais D n’est pas contenu dans P .

2.1. Exemple d’une sous-variété à bord normalement dilatée,
mais non persistante en tant que sous-variété de classe C1

Soient M le plan R2, N le segment [−1, 1]× {0} et

f := (x, y) 7→ (x3/2 + x/2, 2y)

qui est un difféomorphisme du plan. La variété à bord N est bien norma-
lement dilatée et la différentielle de f sur chacune des extrémités est une
similitude de rapport 2 .

On perturbe maintenant f au voisinage d’une des extrémités A de N de
façon à ce que, sur une boule B centrée en A, la perturbation f ′ soit égale
à la composition d’une petite rotation R centrée en A avec l’homothétie H
centrée en A et de rapport 2. Le théorème 2.1 assure l’existence d’une strati-
fication (N ′, (∂N ′, N̊ ′)) proche de N et préservée par cette perturbation f ′.

Cette perturbation étant homotope à f , par une homotopie restant dans
un petit voisinage de f dans C1(M,M) et conservant le point fixe répulsif
A, par continuité, A est donc une composante connexe de ∂N ′. On peut
trouver x ∈ N̊ ′ ∩B tel que TxN ′ soit différent de la droite joignant A à x.
Sinon, au voisinage de A, N ′ est une demi-droite, ce qui est absurde car la
composition d’une petite rotation avec une homotopie ne préserve aucune
droite. On fixe un tel x et on regarde la préorbite (xn)n60 de R◦H partant
de x. L’application R ◦ H étant linéaire et conforme, l’angle entre TxnN̊
et

→
Axn est constant et non nul. Ainsi la stratification (N ′, (∂N ′, N̊ ′)) n’est

pas b-régulière, et n’est donc pas une variété à bord.

(1) Via une carte, on peut identifier un voisinage de y dans M à un espace euclidien.

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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On remarque que ce contre-exemple peut être réalisé avec des perturba-
tions réelles analytiques de f : on compose simplement f par une rotation
du plan centrée en A. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, A reste une
composante connexe de ∂N ′. On utilise alors le théorème de linéarisation
de Steinberg quand l’angle de rotation est petit et irrationnel, pour conju-
guer différentiablement f ′ au voisinage de A avec R◦H et ainsi se ramener
au cas précédent pour conclure.

On remarque enfin que cette sous-variété à bord se complexifie en une
sous-variété à bord de C2, dont le bord est formé des deux mêmes points
alors que son intérieur est un disque. On peut choisir cette sous-variété N ′
relativement compacte ayant son adhérence envoyée dans N ′. On remarque
que cette sous-variété n’est persistante qu’en tant que stratification.

2.2. Preuve du corollaire 2.1

Pour montrer ce corollaire, il suffit de construire une structure de treillis
de laminations sur l’espace stratifié (N, (∂N, N̊)) qui vérifie les hypothèses
(i) et (ii) du théorème 1.1.

Comme N̊ est un ouvert de N , on choisit la lamination (LN̊ ,LN̊ ) formée
d’une seule feuille égale à la variété N̊ . Les conditions (i) et (ii) associées
à cette lamination sont alors évidentes.

La lamination L∂N associée à la strate ∂N va être obtenue grâce à la
construction d’une fonction réelle et continue r sur un voisinage L∂N de
∂N dans N vérifiant les propriétés suivantes :

(1) la préimage de 0 par r est égale au bord de N ,
(2) r est une submersion de classe C1 sur N̊ ∩ L∂N ,
(3) f préserve les hypersurfaces de niveau de r au voisinage de ∂N ,
(4) les hypersurfaces de niveau λ de r tendent vers ∂N pour la topologie

C1 quand λ tend vers 0.
D’après 1, 2 et 4, les fibres de r forment bien les feuilles d’une lami-

nation L∂N sur L∂N de classe C1. D’après 1, cette lamination est bien
cohérente avec la stratification (∂N, N̊). D’après 2, la condition de feuille-
tage de laminations est bien vérifiée. Ainsi, le couple ((L∂N ,L∂N ), N̊) forme
une structure de treillis sur (∂N, N̊). D’après 3, cette structure de treillis
vérifie l’hypothèse (i) du théorème 1.1. Comme L∂N est une fibration et
que f dilate normalement le bord ∂N , l’hypothèse (ii) du théorème 1.1 est
bien vérifiée. Comme f dilate normalement le bord et l’intérieur de N , le
théorème 1.1 implique la C1-persistance de la stratification (∂N, N̊).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Pour construire la fonction r, on commence par mettre une structure de
variété à bord C∞ sur N , compatible avec sa structure C1 initiale (2) . On
choisit alors une métrique riemannienne g de classe C∞ sur N et adap-
tée (3) à la dilatation normale de ∂N dans N . On note exp l’application
exponentielle associée à g. On note n(x) ∈ TxN l’unique vecteur unitaire,
orthogonal à l’espace tangent du bord de N et qui pointe vers l’intérieur
de N . L’application x 7→ n(x) est de classe C1.

Par compacité de ∂N , il existe r0 > 0 et un voisinage V de ∂N , tels que

Exp : ∂N × [0, r0[→ V

(x, t) 7→ expx
(
t · n(x)

)
soit un difféomorphisme et tels que l’adhérence de la préimage f−1

|N (V )
soit incluse dans V . Soient p1 et p2 les projections sur la première et la
deuxième coordonnée de N × [0, r[. On note alors ρ la fonction sur V égale
à p2 ◦Exp−1. C’est une submersion de V . Soit π la projection de V sur ∂N
égale à p1◦Exp−1. Soient t > ε > 0 tels que f−1(ρ−1([0, t])) est un compact
inclus dans ρ−1([0, t − ε[). Soit L∂N l’ouvert ρ−1([0, t[). Soit φ ∈ C∞(R)
décroissante, valant 1 sur ] − ∞, t − ε] et 0 sur [t,+∞[. Par la suite, on
s’autorisera à réduire t et donc d’adapter ε, φ et L∂N .

Soient C := supN ‖Tf‖ et r′ la fonction de classe C1 sur L∂N définie
par :

r′ := (1− φ ◦ ρ) · ρ+ φ ◦ ρ · ρ ◦ f
C

.

Cela implique que le gradient ∇r′ de r′ est égal à

(2.1) ∇r′ = (1− φ ◦ ρ) · ∇ρ+ φ ◦ ρ · ∇
(
ρ ◦ f
C

)
+
(
ρ ◦ f
C
− ρ
)
∇(φ ◦ ρ).

Montrons que r′ est une submersion. On a g(∇ρ,∇(φ◦ρ)) 6 0 et comme
C > ‖Tf‖, la fonction (ρ ◦ f/C − ρ) est négative. On remarque aussi que
∇ρ(x) tend uniformément vers n ◦ π(x) quand la distance entre le bord
de N et x diminue. De plus g(∇ρ,∇(ρ ◦ f)) est égal au produit scalaire
de ∇ρ avec l’image par l’adjoint de Tf de ∇ρ. Donc par symétrie de g,
g(∇ρ,∇(ρ ◦ f)) est égal à g(∇ρ, Tf ◦ ∇ρ). Par conséquent, pour t assez
petit, g(∇ρ,∇(ρ ◦ f)) est proche de g(n ◦ π, Tf ◦ n ◦ π) qui est strictement

(2) On procède comme dans [6] après avoir étendu N en une sous-variété sans bord.
Cependant, cette structure C∞ sera en général incompatible avec la structure C∞ deM .
(3) Cela signifie que la fonction C, dans la définition de la dilatation normale d’une sous-
variété, peut être choisie égale à 1. Une telle métrique existe par la proposition 2.1.11
de [2].

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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positif, par dilatation normale du bord de N . Ainsi, il existe m > 0 tel que,
pour t assez petit et tout x ∈ L∂N , on a :

(2.2) g(∇r′,∇ρ) > m.

En particulier, r′ est une submersion.
On remarque aussi que r′ = ρ sur ρ−1({t}) et r′ = ρ ◦ f/C sur un

voisinage de f−1(ρ−1({t})
)
. Donc, pour t assez petit, la fonction r suivante

est bien définie et continue :

r : L∂N −→ R

x 7→

{
0 si x ∈ ∂N
r′◦fn
Cn si x ∈ f−n(L∂N ) \ f−n−1(L∂N ), n > 0

Une telle fonction r vérifie donc les propriétés 1 et 3. Il ne reste donc
plus qu’à démontrer les propriétés 2 et 4 pour t assez petit. On peut déjà
remarquer que la restriction de r à L∂N \ ∂N est de classe C1. Le reste de
ces propriétés peut se démontrer en utilisant des champs de cônes.

On rappelle qu’un champ de cônes χ sur une partie U de N est un ouvert
de TN|U tel que, pour x ∈ U , avec l’intersection χ(x) de χ avec TxN vérifie :{

χ(x) 6= ∅
∀u ∈ χ(x), ∀t ∈ R \ {0}, tu ∈ χ(x)

Comme le bord de N est normalement dilaté, la propriété 2.1.12 de [2]
entraîne que pour tout ε > 0, il existe un champ continu de cônes χ sur un
voisinage U du bord de ∂N , tel que :

(a) pour tout x ∈ ∂N , l’espace tangent Tx∂N de ∂N en x est maximal en
tant que sous-espace vectoriel inclus dans χx ; tout vecteur unitaire
de χ est ε-distant d’un vecteur de T∂N ,

(b) pour tout x ∈ U , f−1(U) est inclus dans U et pour x ∈ f−1
|N (U), la

préimage par Txf de χf(x) est incluse dans χx,
(c) pour x ∈ f−1

|N (U), l’image par Tf de tout vecteur u du complémen-
taire de χx est un vecteur non nul (du complémentaire de χf(x)).

Admettons pour l’instant que toutes les lignes de niveau de r′ sont C1-
proches du bord de N pour t assez petit. Alors, pour t assez petit, L∂N
est inclus dans U et le noyau de Tr′ est inclus dans χ. Par (b) et (c), la
restriction de r′ ◦ fn à f−1

|N (L∂N ) est une submersion dont le noyau est
inclus dans χ. Ainsi, la restriction de r′ à L∂N \ ∂N est une submersion
dont le noyau est inclus dans χ. Cela prouve la propriété 2.

Pour démontrer 4, on va procéder par l’absurde. Soit (xn)n une suite
de points de L∂N \ ∂N convergeant vers un certain x ∈ ∂N , telle que

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PERSISTANCE DES VARIÉTÉS À BORD ET À COINS NORMALEMENT DILATÉES 87

la suite des noyaux de Txnr ne tendent pas vers T∂N . Soit P une valeur
d’adhérence de cette suite. Le d-plan P appartient donc à l’adhérence de χ.
Par dilatation normale, l’orbite en avant par Tf d’un vecteur de P \Tx∂N
ne s’annule pas est tend à avoir un angle avec T∂N bien plus grand que celui
autorisé par (a). Cela est contradictoire avec la propriété 3 qui implique que
l’orbite de u reste dans l’adhérence du noyau de Tr et donc dans l’adhérence
de χ.

Il ne reste donc plus qu’à prouver que les noyaux de Tr′ peuvent être
choisis uniformément arbitrairement proche de T∂N , pour t assez petit.

On a remarqué que g(∇ρ,∇r′) > 0, en (2.2). Comme ∇ρ est proche de
n pour t assez petit, par le théorème des fonctions implicites, les lignes de
niveau de r′ sont les images par Exp de sections C1 du fibré ∂N × [0, r0[→
∂N . Ce fibré étant trivial, on peut identifier de telles sections à des fonctions
réelles sur ∂N . Dans cette identification, la section σµ associée à la ligne
de niveau µ de r′ vérifie :

r′ ◦ Exp(x, σµ(x)) = µ, ∀x ∈ ∂N

(2.3)
⇒ ∂T∂N (r′◦Exp)(x, σµ(x))+∂R(r′◦Exp)(x, σµ(x))·Tσµ(x) = 0, ∀x ∈ ∂N.

Or d’après (2.2), on a :

(2.4) ∂R(r′ ◦ Exp) = g(∇r′,∇ρ) > m > 0.

Par ailleurs, on a d’après (2.1) :

(2.5) T∂N (r′ ◦ Exp) = φ ◦ ρ
C
· T∂N (ρ ◦ f ◦ Exp).

La forme linéaire ∂T∂Nr′ est donc de norme inférieure à celle de ∂T∂N (ρ ◦
f ◦Exp). Comme f préserve le bord de N , la norme de ∂T∂N (ρ ◦ f ◦Exp)
est arbitrairement petite quand t tend vers 0. Par (2.3) et (2.4), il en est
donc de même pour Tσµ.

3. Variétés à coins normalement dilatées

3.1. Rappels sur les variétés à coins

Pour s ∈ [[1,∞]], une application d’un ouvert de Rn+ dans Rn′ est de
classe Cs si on peut l’étendre en une application de classe Cs d’un ouvert
de Rn dans Rn′ . La différentielle en un point d’une telle application sera la
différentielle de l’une de ses extensions en ce point (qui ne dépend pas de
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l’extension). Une application d’un ouvert de Rn+ dans Rn′+ est de classe Cs si
sa composition avec l’inclusion canonique de Rn′+ dans Rn′ est de classe Cs.

Un Cs-difféomorphisme d’un ouvert de Rn+ sur un ouvert de Rn+ est une
application qui peut s’étendre en un Cs-difféomorphisme d’un ouvert de
Rn sur un ouvert de Rn.

On rappelle qu’une variété à coins N de dimension d est une variété
C∞ modelée sur Rd+. Cela signifie que les changements de cartes sont des
C∞-difféomorphismes d’ouverts de Rd+.

Par exemple, tout cube [0, 1]n pour n > 0 est muni canoniquement d’une
structure de variété à coins. C’est aussi le cas du compact suivant, que l’on
nomme la goutte :{

(x, y) ∈ R2; x−
√
x 6 y 6

√
x− x, x > 0

}
.

Le bord topologique de N , noté bN , est l’ensemble des points x ∈ N dont
l’image par une carte de N possède au moins coordonnée nulle.

Le coindice d’un point x ∈ N est le nombre de coordonnées non nulles
de l’image de x par une carte d’un de ses voisinages. On note par Xk
l’ensemble des points de coindice k ; la structure de variété à coins de N
induit sur Xk une structure de variété (sans coins) de dimension k.

Soient x ∈ N et E l’ensemble des couples (u, φ), où φ est une carte de N
d’un voisinage de x et u un vecteur de Rn. On définit sur E une relation
d’équivalence : deux couples (u, φ) et (v, ψ) sont équivalents si la différen-
tielle de ψ ◦ φ−1 au point φ(x) envoie u sur v. L’espace quotient est appelé
l’espace tangent en x à N . On le note TxN . Par transport des structures,
on obtient sur TxN une structure d’espace vectoriel de dimension n.

Une application continue h, d’une variété à coins N dans une autre N ′,
est de classe Cs, si vue à travers des cartes φ et φ′ de respectivement
N et N ′, l’application φ′ ◦ h ◦ φ−1 est de classe Cs sur son ensemble de
définition. Dans ce cas, pour x ∈ N , on vérifie que l’application h induit
une application linéaire, dite différentielle de h en x et notée Txh, qui à un
vecteur v ∈ TxN envoie la classe d’équivalence de

(
Tφ(x)(φ′◦h◦φ−1)(u), φ′

)
,

où (u, φ) est un représentant de v et φ′ une carte d’un voisinage de h(x).
L’application h est une immersion (resp. submersion) si sa différentielle
est injective (resp. surjective) en tout point. Un Cs-difféomorphisme de
variétés à coins est une application Cs qui possède un inverse de classe Cs.
Un Cs-difféomorphisme local (de variétés à coins) est une application dont
la restriction à un voisinage de tout point est un Cs-difféomorphisme sur
son image. Un plongement de classe Cs est un homéomorphisme sur son
image, qui est aussi une immersion de classe Cs.
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On va maintenant définir une variété à coins ∂N telle que ∂N \ b∂N
s’identifie à Xd−1, avec d la dimension de N . Les points de ∂N sont les
couples (x,E) où x appartient à bN et E est une valeur d’adhérence de
(TxnXd−1)n dans l’espace des plans de codimension 1 de TN , pour (xn)n ∈
(Xd−1)N qui tend vers x.

Cet ensemble ∂N est muni de la structure de variété à coins engendrée par
les cartes suivantes : pour (x,E) ∈ ∂N , on choisit une carte φ d’un voisinage
distingué V de x ∈ N . Le sous-espace vectoriel E est donc de la forme
Txφ

−1(Rk−1×{0}×Rd−k), avec x appartenant à φ−1(Rk−1
+ ×{0}×Rd−k+ ).

On considère la restriction correspondante

(x,E) 7→ φ(x) ∈ Rk−1 × {0} × Rd−k.

De telles applications engendrent une structure de variété à coins sur ∂N
de dimension d− 1.

La variété à coins ∂N s’envoie continûment dans N , via l’application p

qui à (x,E) associe sa première coordonnée. On remarque que x ∈ Xj à
exactement (d− j)-préimages par p.

On appelle face de N une composante connexe de ∂N .

Propriété 3.1. — Il existe un C∞-difféomorphisme local φ de la va-
riété à coins ∂N ×R+ sur un voisinage V de bN dans N , tel que φ(·, 0) est
égal à p. L’application φ sera appelée voisinage tubulaire de ∂N .

Démonstration. — La preuve découle de la thèse de J. Cerf [4]. Pour
toute variété à coins N , ce dernier construit un C∞-plongement de N

dans une variété (sans coins) de même dimension. Il construit aussi une
métrique riemannienne sur cette extension de N telle que la variété Xk
soit géodésique, pour tout k > 0. La construction de l’application p est
alors classique. �

3.2. Preuve du résultat principal (théorème 0.1)

Ce théorème se démontre en construisant une structure de treillis de
laminations sur (N,Σ) vérifiant les conditions (i) et (ii) du théorème 1.1.
Ce dernier théorème implique alors la persistance de Σ|N ′ en tant que
stratification a-régulière.

La construction de la structure de treillis est plus délicate que celle ef-
fectuée pour les variétés à bord, car la dilatation normale de Xd−1 ne peut
pas être uniforme si N n’est pas une variété à bord, avec d la dimension de
N . La méthode est cependant similaire. Dans la partie 3.2.1, on va montrer
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qu’il suffit de construire une fonction sur ∂N ×R+ vérifiant des propriétés
semblables à celles déjà rencontrées dans le cadre des variétés à bord. Dans
la partie 3.2.2, on construira cette fonction. On procède comme pour les
variétés à bord, mais par défaut de dilatation normale uniforme, on est
obligé de changer la géométrie du domaine fondamental.

Remarquons tout d’abord que l’on peux supposer que N est envoyée par
f dans N ′, puisque notre théorème concerne la persistance de la restriction
de Σ à N ′ et qu’un petit voisinage de adh(N ′) dans N est envoyé par f
dans N ′.

On fixe un voisinage tubulaire p de ∂N . On rappelle que p envoie ∂N×{0}
dans bN .

Il existe V̂ ′ et V̂ deux voisinages de ∂N × {0} dans ∂N × R+ et une
unique application f̂ de classe Cs de V̂ ′ dans V̂ tel que le diagramme
suivant commute :

V̂ ′
f̂−→ V̂

p ↓ ↓ p

N
f−→ N

On note Ak l’intersection de ∂N × {0} avec p−1(Xk), pour k > 1.

Propriété 3.2. — Il existe pour chaque k > 1 un voisinage Ûk de Ak
dans V̂ , tel que p|Ûk soit un revêtement à d − k feuillets de Uk := p(Ûk)
vérifiant :

– f̂−1(Ûk) ⊂ Ûk et f−1(Uk) ⊂ Uk,
avec F kx := p−1

|Ûk
({x}) pour x ∈ Uk,

– ∀x ∈ f−1(Uk), f̂(F kx ) = F kf(x),

– ∀k > j, x ∈ Uk ∩ Uj , F kx ⊂ F jx .

La preuve de cette propriété étant technique et délicate, elle sera démon-
trée tout à la fin de la preuve du théorème.

3.2.1. Une condition suffisante pour obtenir la persistance de la
stratification

Pour construire une Cs-structure de treillis de laminations sur Σ, il suffit
de trouver une fonction r continue, positive, bornée, définie sur un voisinage
ouvert Dr de ∂N × {0} dans V̂ ′ et vérifiant les propriétés suivantes :

P1. il existe C > 1 tel que :{
r ◦ f̂ = C · r sur Dr ∩ f̂−1(Dr)

r−1({0}) = ∂N × {0}
,
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P2. la restriction de r à Dr \ (∂N × {0}) est de classe Cs,
P3. pour k ∈ {0, . . . , d−1}, il existe un voisinage ouvert Lk de Xk dans

Uk \ ∪j<kXj tel que, pour x ∈ Lk, la fibre F kx est incluse dans Dr
et l’application

rk : x ∈ Lk 7→
(
r(y)

)
y∈Fkx

est localement (4) une submersion stratifiée : pour l > k et x ∈ Xl,
la différentielle en x de rk le long de Xl a un noyau de dimen-
sion minimal k ; on note Txrk cette différentielle. On demande que
cette submersion stratifiée vérifie la condition de régularité (af )
de Thom : pour k 6 l′ 6 l et (xn)n ∈ (Xl ∩ Lk)N qui tend vers
x ∈ Xl′ ∩ Lk, le noyau de Txnrk tend vers celui de Txrk dans la
grassmanienne des k-plans de TM .

On va montrer que l’existence d’une telle fonction est suffisante pour
construire une structure de treillis qui vérifie les propriétés (i) et (ii) du
théorème 1.1.

Pour ce faire, on va démontrer par récurrence décroissante sur k ∈
{0, . . . , d − 1}, que les fibres de rk forment une lamination Lk de classe
Cs qui est associée à la strate Xk et qui vérifie la condition de feuilletage
de laminations avec chaque lamination (Lj ,Lj), pour j > k.

Pour k = d, on rappelle que (Ld,Ld) = Xd. Les feuilles de la lamination
Ld sont donc les composantes connexes de Xd.

Soit k < d. On va montrer tout d’abord que les fibres de rk restreintes à
Ll ∩ Lk forment les feuilles d’une Cs-lamination sur Ll ∩ Lk qui feuillette
celle de Ll|Ll∩Lk , pour l > k.

Par (P1), pour j > l et x ∈ Lk ∩ Ll ∩ Xj , les points rk(x) et rl(x)
ont chacun exactement d− j coordonnées nulles. Donc (r(y))y∈(Fkx \F lx) n’a
aucune coordonnée nulle. Comme Lk ∩Ll est inclus dans ∪j>lXj , par (P2)
et (P3), l’application suivante est (localement) une submersion de variété
à coins de classe Cs :

x ∈ Lk ∩ Ll 7→ (r(y))y∈(Fkx \F lx)

On fixe un petit voisinage distingué U de x ∈ Lk ∩Ll pour la structure de
variété à coins N . On identifie U à un ouvert de Rd+ via une carte de N .
Dans cette identification, cette submersion locale restreinte à U ∩ Lk ∩ Ll
peut s’étendre sur un ouvert de Rd et ainsi définir un feuilletage F de classe

(4) Restreinte à un ouvert trivialisant U , du revêtement Fk → Lk, l’application rk est
à valeurs dans un espace qui s’identifie à Rd−k+ . Pour cette structure, on demande que
rk|U soit une submersion stratifiée.
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Cs. Par (P3), ces feuilles sont transverses à l’identification de la lamination
(Ll ∩Lk ∩U,Ll|Lk∩Ll∩U ). D’après la propriété 1.3.6 de [2], les intersections
des feuilles de F avec celle de Ll forment les feuilles d’une Cs-lamination
Ll|U qui feuillette la restriction de Ll à Lk ∩ Ll ∩ U .

Comme (Ll)l>k est un recouvrement ouvert de Lk \Xk, l’ensemble des
fibres de rk définit les feuilles d’une Cs lamination L′k sur Lk \Xk.

On va montrer que l’on peut rajouter la feuille Xk à L′k pour former une
lamination Lk.

Pour cela, on va montrer l’existence d’un recouvrement (Ui)i de Xk dans
N tel que l’intersection des fibres de rk avec Ui sont des variétés (des
plaques) qui tendent vers Xk ∩ Ui dans la topologie C1 compact-ouverte.

On considère ainsi une carte φ : U ∼→ Rk × (R+)d−k d’un ouvert U de
N , intersectant Xk et inclus dans Lk. Via φ, la variété U ∩Xk s’identifie à
Rk × {0} et la variété U ∩Xl s’identifie à Rk × (R+

∗ )l−k × {0}, pour l > k

et avec R+
∗ = R+ \ {0}.

Comme la restriction de rk à Xl est de classe Cs et que rk y a exactement
d − l zéros, l’application suivante est bien définie et de classe Cs, pour U
assez petit et t ∈ Rl−k × {0} :

ψt : (u, v) ∈ Rk × (R+
∗ )l−k 7→ (rk ◦ φ−1(u, v, 0)− t) ∈ Rl−k × {0}.

Comme φ s’annule sur r−1
k ({t}) ∩ U et comme, par la (af )-régularité de

rk (P3), ∂vψt est inversible, l’intersection de r−1
k ({t}) avec U s’identifie via

φ à un graphe d’une fonction de Rk dans (R+
∗ )l−k×{0}. Une telle fonction

est de classe Cs et tend vers 0 quand t tend vers 0, dans la topologie C0

par continuité de rk, et dans la topologie C1 par la condition (af ) vérifiée
par rk (P3).

Comme Xk est s fois normalement dilatée par f , comme f préserve
le feuilletage L′k par (P1) et comme les feuilles de ce feuilletage ont un
espace tangent proche de celui de Xk, le lemme 7.4 de [3] implique que
les intersections des fibres de rk avec U sont des variétés qui tendent vers
Xk ∩ U dans la topologie Cs.

De tels ouverts U recouvrent Xk. L’union de L′k avec Xk forme donc une
Cs-lamination Lk sur Lk qui vérifie la condition de feuilletage. Cela achève
la récurrence décroissante sur k.

Ainsi (Lk,Lk)k forme une structure de treillis de laminations de classe
Cs sur Σ. De plus, par la propriété (P1), la condition (i) du théorème est
vérifiée avec Vk := f−1(Lk)∩Lk, pour chaque strate Xk. La condition (ii)
du théorème provient elle aussi de la propriété (P1).
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3.2.2. Réalisation de la condition suffisante

On commence par rajouter quelques notations à celles déjà établies avant
3.2.1. Pour k > 1, soient Ak := p−1(Xk) ∩ ∂N × {0} et B := ∂N × {0}.
Chaque point y ∈ V̂ possède un voisinage Uy tel que p|Uy soit un difféomor-
phisme sur son image. On note py := p−1

|Uy l’application de p(Uy) dans Uy.

i) Construction de R. Pour x appartenant à Υn := ∩nk=0f̂
−k(V̂ ′), on

définit :

rn(x) :=
n∑
k=0

p2 ◦ f̂k(x)

où p2 est la projection de ∂N × R+ sur R+.
Pour x ∈ Υn+1, on a

rn(f̂(x))− rn(x) = p2 ◦ f̂n+1(x)− p2(x).

Par la dilatation normale, la compacité relative de N ′ et la supposition que
N est envoyée dans N ′, il existe M > 0 et T > 0 tels que, avec R := rM

restreinte à Υ := R−1([0, T [) (que l’on suppose inclus dans ΥM+1), on a :
i.0. R−1({0}) = B1.
i.1. ∃C > λ > 1 ; ∀x ∈ Υ, on a C ·R(x) > R ◦ f̂(x) > λ ·R(x).
i.2. Pour tout k > 0, quitte à restreindre Ûk et Uk, l’ouvert Υ contient

Ûk et l’application

x ∈ Uk 7→
(
R(y)

)
y∈Fkx

est localement une submersion de variétés à coins de classe Cs dans
(R+)d−k.

ii) Définition itérative de r et esquisse de la preuve. Pour construire
r, on va choisir un fermé U de Υ, disjoint de B tel que l’union ∪n>0f̂

−n(U)
soit égale à Υ \ B. On va aussi choisir une fonction Ψ de classe Cs sur Υ
égale à 1 sur U et à 0 sur Υ \

(
U ∪ f̂−1(U)

)
. On pose D := f̂−1(U) \U et

on définit :

R1 := Ψ ·R+ (1−Ψ) · R ◦ f̂
C

ainsi que :
r : Υ −→ R+

y 7−→


0 si y ∈ B

R1◦f̂n(y)
Cn si y ∈ f̂−n(D), n > 0

R1(y) si y ∈ U
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Les propriétés (P1) et (P2) sont alors faciles à vérifier.
Pour montrer (P3), on commence par calculer le noyau de la différentielle

de rk en x ∈ Uk. Pour cela, on calcule la différentielle de r en y ∈ Υ \ B.
On a :

dyr =

{
dR1 ◦ Ty f̂n si y ∈ f̂−n(D)

dyR1 si y ∈ U

On note ny := 0 si y appartient à B ∪ U ∪D et ny := n si y appartient à
f̂−n(D).

On a ainsi, pour x ∈ Uk :

(3.1) kerTxrk = ker(dx(R1 ◦ f̂ny ◦ py))y∈Fkx .

Mais, pour k < d et x appartenant à un petit voisinage de Xk, les entiers
(ny)y∈Fkx n’ont aucune raison d’être égaux. Et, comme la dilatation normale
de Xd−1 n’est pas uniforme, les espaces (ker(dx(R1◦ f̂ny ◦py)))y∈Fkx ne sont
en général pas proches des espaces (ker(dyR))y∈Fkx . De plus, les ny premiers
itérés de y ∈ F kx ne restent pas forcément ni dans Ûk ni dans un voisinage
de Ak où sa dilatation normale agit.

Pour palier à ce problème, l’idée intuitive est de regrouper par paquet
les éléments de la fibre F kx , en procédant par récurrence décroissante sur k.

Par dilatation normale, pour chaque k, tout plan de dimension k de
TN , assez proche d’un plan tangent à Xk, a toutes ses préorbites par Tf ,
basées dans un certain voisinage Lk de Xk, qui tendent à être tangentes à
Xk. Appelons, de façon informelle, le bassin de répulsion de TXk l’union
de tels plans de dimension k de TN . On va maintenant esquisser la preuve
de P3), par récurrence décroissante :

Pour k < d et x ∈ Lk, si les entiers (ny)y∈Fkx sont tous égaux à un certain
entier n, on s’arrange pour que, quelque soit y ∈ F kx , chaque point y de la
fibre F kx arrive à D en étant resté dans p−1

|Ûk
(Lk) et pour que ker(Tfn(x)rk)

appartienne au bassin de répulsion de TXk.
Si les entiers (ny)y∈Fkx ne sont pas égaux, le minimum n de cette famille

n’est pas atteint pour exactement l − k > 0 éléments de F kx . On va alors
s’arranger pour que :

– les points {f i(x)}ni=0 appartiennent à Uk ∩ Lk,
– le point fn(x) appartienne à Ul et le noyau de Tfn(x)rl intersecte le

noyau de (TR1 ◦ Tpy)y∈Fk
fn(x)\F

l
fn(x)

en un plan de dimension k qui
appartient au bassin de répulsion de TXk.

La géométrie de D est donc dictée par la dilatation normale des strates
(Xk)k et par la géométrie des voisinages (Uk)k.
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Comme la dilatation normale de ces strates n’est en général uniforme que
pour k minimal, c’est par récurrence croissante sur k que l’on va construire
D. On va ainsi combiner une récurrence croissante avec une récurrence
décroissante...

iii) Géométrie du domaine fondamental. On va définir dans cette
partie et la suivante une famille de petits réels strictement positifs (tk)dk=1
par récurrence croissante : le réel tk sera considéré assez petit en fonction
de (tj)j<k. On dira que la famille (tk)d−1

k=0 est récursivement assez petite.
Pour k ∈ {0, . . . , d− 1} et t > 0, on note :

W tk :=

x ∈ Uk; ∑
y∈Fkx

R(y) < t

 .

On pose :
Wk := W tkk ,

U := Υ \ kp−1
|Ûk

(Wk)

Par (i.1) et la propriété 3.2, pour t < T , on a f−1(W tk) ⊂W
t/λ
k . On suppose

donc chaque tk inférieur à T , ainsi l’union ∪n>0f̂
−n(U) est égale à Υ\B. On

suppose aussi (tk)k récursivement assez petite, pour que Ck := adh(Wk \
∪l<kf−1(Wl)) soit un compact propre inclus dans Uk et f̂−1(∪j6kp−1

|Ûj
(Cj))

soit inclus dans l’intérieur de ∪j6kp−1
|Ûj

(Cj), pour k ∈ {0, . . . , d− 1}.
On démontrera à la fin la propriété, non triviale, suivante :
Propriété 3.3. — Il existe une fonction Ψ de classe Cs sur Υ, valant

1 sur U et 0 sur Υ \ f̂−1(U) telle que, pour (tk)d−1
k=0 récursivement assez

petite, le noyau Ek(x) := ker(dR1 ◦ Txpy)y∈Fkx soit uniformément proche
de celui de x 7→ (dR ◦ Txpy)y∈Fkx , pour x ∈ Ck.

Il s’agit maintenant de fixer (tk)k, par une récurrence croissante, en fonc-
tion de la dilatation normale. Pour convenir à la définition itérative de r,
on va matérialiser l’influence de la dilations normale des strates de (Xk)k
par des champs de cônes.

iv) Champs de cônes. La dilatation normale et la propriété 2.1.12 de
[2] implique le

Fait 3.4. — Pour k ∈ {0, . . . , d − 1} et εk > 0, il existe tk assez petit
devant (tj)j<k et un champ de cônes χk sur Ck tels que :

(1) pour x ∈ Ck, Ek(x) est maximal en tant que qu’espace vectoriel
inclus dans χk(x) ; de plus, tout vecteur non nul de χk(x) forme un
angle inférieur à εk avec un vecteur de Ek(x),
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(2) le champ de cônes χk est f∗-stable : pour x ∈ Ck∩f−1(Ck), le cône
Txf

−1(χk(f(x))) est inclus dans χk(x).

L’esquisse de la preuve dans ii) invite à fixer définitivement (tj)d−1
j=0 et

(εj)d−1
j=0 tels que de plus, pour j ∈ {1, . . . , d− 1}, on a :

(Aj) pour i < j et x ∈ Cj ∩ Ci, le cône χj(x) ∩ ker(dR1 ◦ Tpy)y∈F ix\F jx
est inclus dans χi(x).

Pour ce faire, on procède par récurrence croissante sur j ∈ {0, . . . , d−1} :
L’assertion (A0) est vide de sens.
Soit k ∈ {1, . . . , d− 1}. Supposons (εj)j<k et (tj)j<k fixés pour que tout

ce qui précède (et notamment les assertions (Aj), pour j < k) soit vérifié.
Pour tous i < k et x ∈ Ck ∩ Ci, l’espace Ei(x) est inclus dans le cône

ouvert χi(x) et la fibre F kx est incluse dans F ix. Donc, pour εk assez petit,
le cône χk(x) qui est εk-proche de Ek(x), vérifie :

χk(x) ∩ ker(dR1 ◦ Txpy)y∈F ix\Fkx ⊂ χi(x).

Par compacité, on peut choisir εk indépendamment de x ∈ Ck ∩ Ci. Ainsi,
l’assertion (Aj) est vérifiée pour un tel εk que l’on fixe maintenant. On fixe
aussi tk pour que tout ce qui précède soit vérifié.

v) Vérification de la propriété (P3). On va montrer par récurrence
décroissante la propriété suivante :

Propriété 3.5. — Sur Ck, le noyau de la différentielle de rk est inclus
dans χk.

Démonstration. — Pour commencer, on remarque que :

∅ =: M−1 ⊂M0 := p−1
|Û0

(C0) ⊂ · · ·Mk := ∪j6kp−1
|Ûj

(Cj) ⊂ · · · ⊂Md =: Υ

est une filtration. Autrement dit, la préimage par f̂ de Mk est incluse dans
l’intérieur de Mk, pour k ∈ {0, . . . , d− 1}.

Comme p−1
|Ûd−1

(Cd−1) est égal à adh(p−1
|Ûd−1

(Wd−1) \ f̂−1(Md−2)) toute
orbite partant de p−1

|Ûd−1
(Cd−1) \ Ad−1 arrive en D en étant restée dans

Cd−1. Ainsi, le noyau de la différentielle de rd−1 en x ∈ Cd−1, qui est égal
à celui de fny∗ (dR1 ◦ Tpfny (y))y∈Fd−1(z) par (3.1), est inclus dans χd−1(x)
par les assertions 1 et 2 du fait 3.4.

Soit k ∈ {0, . . . , d − 2}. On suppose que, pour j > k, la propriété 3.5
est vérifiée. Comme p−1

|Ûk
(Ck) est égal à adh(p−1

|Ûk
(Wk) \ f−1(Mk−1)), toute

orbite partant de p−1
|Ûk

(Ck) \ Ak arrive en D en franchissant (Mi)i>k par
ordre croissant.
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Soit x ∈ Ck. Si tous les points de F kx arrivent en D en étant restés dans
Mk, alors ils sont aussi tous restés dans p−1

|Ûk
(Ck). La propriété 3.5 s’obtient

alors comme dans le cas k = d−1, car les entiers (ny)y∈Fkx sont tous égaux.
Sinon, on considère n > 0 minimal tel qu’il existe un élément de y ∈ F kx
dont l’image f̂n(y) appartient à p−1

|Ûl
(Cl), pour l > k. On choisit alors l

maximal. Par minimalité de n et comme x n’appartient pas à f−1(∪j<kCj),
le point x′ := fn(x) appartient à Ck. Comme la fibre F kx′ contient F lx′ ,
on a :

kerTx′rk = kerTx′rl ∩ kerTx′(r(z))z∈Fk
x′
\F l
x′
.

Par hypothèse de récurrence, on a :

kerTx′rk ⊂ χl(x′) ∩ kerTx′(r(z))z∈Fk
x′
\F l
x′
.

On va montrer que les éléments de F kx′ \F lx′ appartiennent à D. On a alors
d’après (Al) :

kerTx′rk ⊂ χl(x′) ∩ kerTx′(R1(z))z∈Fk
x′
\F l
x′
⊂ χk(x′).

Et par f∗-stabilité de χk, on a :

kerTxrk ⊂ (fn∗ χk)(x) ⊂ χk(x).

Ce que l’on souhaitait démontrer.
Il suffit donc de montrer que les éléments de F kx′ \ F lx′ appartiennent

à D. Tout d’abord, le point x′ appartient à Cl. Donc, tous les points de
F kx′ \ F lx′ n’appartiennent pas à ∪j<lf̂−1(p−1

|Ûj
(Wj)) = ∪j<lf̂−1(p−1

|Ûj
(Cj)).

Par définition, ces éléments n’appartiennent pas n’ont plus à p−1
|Ûl

(Cl).
Enfin par maximalité de l, l’ensemble F kx′ \ F lx′ ne peut pas intersecter
∪j>lp−1

|Ûj
(Cj). Ainsi, l’ensemble F kx′ \F lx′ est inclus dans le complémentaire

de f̂−1(U) = ∪j f̂−1(p−1
|Ûj

(Cj)). Comme x′ appartient à Ck, les éléments de
F kx′ \ F lx′ appartiennent bien à D. �

Cette dernière propriété montre en particulier que ker(Txrk) est un es-
pace de dimension k, pour tout x ∈ Ck.

On montre maintenant par récurrence décroissante sur k que la propriété
(P3) est vérifiée. Soit k ∈ {1, . . . , d}. On va commencer par montrer que
ker(Trk) est continue sur Ck. Par l’hypothèse de récurrence, seule la conti-
nuité en K̃k := Ck ∩ Xk n’est pas évidente. Soit (xn)n ∈ CN

k une suite
qui converge vers x ∈ K̃k. Soit E une valeur d’adhérence de (ker(Txnrk))n.
L’angle entre les espaces E et Ek(x) = TxXk est donc inférieur à εk. Par
f∗-stabilité de kerTrk et f -stabilité de K̃, il existe une valeur d’adhérence
Em de (ker(Tfm(xn)rk))n, qui est εk-proche de Ek(fm(x)) et telle que E
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soit égale à (Txfm)−1(Em). Donc par dilatation normale et la propriété 1
du fait 3.4, l’espace E est égal à Ek(x) = TxXk. Cela prouve la continuité
de ker(Trk), par compacité de la grassmannienne.

On finit maintenant de démontrer la propriété (P3). Pour x ∈ Xk, il
existe n > 0 tel que le point fn(x) appartient à l’intérieur de K̃k dans Xk.
Par dilatation normale, il existe un voisinage Vx de x ∈ N dont l’image par
fn est incluse dans Ck et tel que, pour tout x′ ∈ Vx, l’espace kerTx′rk est
de dimension k.

Par régularité de Tfn et régularité de kerTrk|Ck , quitte à réduire Vx, la
restriction kerTrk|Vx est continue.

On pose alors Lk := int(∪x∈XkVx∪Ck), qui vérifie donc la propriété (P3).

vi) Construction de Ψ (preuve de la propriété 3.3). La difficulté
de cette propriété réside dans le fait que la famille de réels (tk)k soit récur-
sivement assez petite et que les compacts (Ck)k s’intersectent.

On rappelle que, dans la partie i), on a défini les réels C > λ > 1. On
fixe une fonction φ croissante de classe Cs sur R, s’annulant sur ]−∞, 1/λ]
et égale à 1 sur ]1,∞[. Pour t > 0, on pose φt := φ(·/t).

Soit Ψ:=
∏d
j=1 φj avec φk :=z∈Υ 7→

{
φtk(

∑
y∈Fk

p(z)
R(y)) si z ∈ Ûk

1 sinon
.

Remarquons que Ψ est de classe Cs quand (tk)k est récursivement assez
petite : pour k ∈ {0, . . . , d − 1}, il suffit que tk soit assez petit pour que
l’adhérence de p−1

|Ûk
(Wk) intersectée avec la frontière de Ûk soit incluse dans

f̂−1( ∪j<k p−1
|Ûj

(Wj)
)
, où

∏k−1
j=1 φj est nulle.

On remarque enfin que la fonction Ψ est bien nulle sur Υ \ f̂−1(U) et
égale à 1 sur U .

On doit donc montrer que, pour (tj)j récursivement assez petite, le noyau
Ek(x) := ker(dR1 ◦ Tpy)y∈Fkx est uniformément proche de celui de x 7→
(dR ◦ Tpy)y∈Fkx , pour x ∈ Ck et k ∈ {0, . . . , d− 1}.

Pour toute la suite de cette preuve, les estimations seront uniformes
sur Ck ou sur p−1

|Ûk
(Ck) et seront effectuées pour (tk)k récursivement assez

petite.
On commence par calculer la différentielle de R1 :

dR1 = ΨdR+ (1−Ψ)
C

dR ◦ T f̂ +

(
R− R ◦ f̂

C

)
dΨ.
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Et, on a pour z ∈ Υ :

dzΨ =
∑

{i;Ûi3z}

∏
j 6=i

φj

(z) ·dzφi =
∑

{i:Ûi3z}

∏
j 6=i

φj

(z) · φ
′

ti︸ ︷︷ ︸
=:fi(z)

·
∑
y∈F i

p(z)

d(R◦py).

On analyse maintenant la différentielle de R1.
– Les fonctions Ψ et (1−Ψ)/C sont à valeurs dans [0, 1].
– Par dilatation normale, la différentielle dR◦T f̂

‖dR◦T f̂‖ est proche de dR
‖dR‖

sur p−1
|Ûk

(Ck). On a ainsi l’existence d’une fonction continue a sur Υ,
bornée et supérieure à 1, telle que :

ΨdR+ (1−Ψ)
C

dR ◦ T f̂ = a · dR+ o(1), sur p−1
|Ûk

(Ck).

On note que la fonction a est indépendante de (tj)j .
– La fonction ρ :=

(
R− R◦f̂C

)
est positive et inférieure à R, d’après

(i.1). Donc, pour tout l, sur p−1
|Ûl

(Cl), la fonction ρ est à valeurs dans
[0, tl].

Malheureusement, la norme uniforme de ρ·dΨ sur Ck n’est ni négligeable
ni dans la direction de dR, pour k ∈ {1, . . . , d − 2}. Cependant, la pro-
priété 3.2.2 veut seulement que l’intersection des noyaux de (dR1◦Tpy)y∈Fkx
soit proche de l’intersection des noyaux de (dR ◦ Tpy)y∈Fkx , sur Ck.

On remarque que, pour i < l, la norme uniforme de la fonction fi est
petite devant 1/tl.

Ainsi, pour x ∈ Cl et z ∈ F lx, on a :

ρ(z) ·
∑

{i<l:Ûi3z}

fi(z)
∑
y∈F ix

d(R ◦ py) = o(1).

Et, pour z ∈ Ûi \ p−1
|Ûi

(Ci), on a :

fi(z) = 0

On conclut que, pour x ∈ Ck et z ∈ F kx , si l > k est maximal tel que z
soit dans p−1

|Ûl
(Cl), on a :

dzR1 = a(z) · dzR+ ρ(z) · fl(z)
∑
y∈F lx

d(R ◦ py) + o(1).

Aussi, pour k ∈ {1, . . . , d} et x ∈ Ck, si x appartient exactement à
(Cij )lj=1, pour (ij)j ∈ {k, . . . , d − 1}l décroissant (et ainsi il = k), on a
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pour z ∈ F ijx \ F ij−1
x (avec F 0

x := ∅) :

dzR1 = a(z) · dzR+ ρ(z) · fij (z)
∑
y∈F

ij
x

d(R ◦ py) + o(1).

On munit F kx d’un ordre compatible avec l’indexation (ij)j , selon lequel on
effectue un produit extérieur :∧
z∈Fkx

d(R1 ◦ pz)

=
l∧
j=1

∧
z∈F

ij
x \F

ij−1
x

a(z)d(R ◦ pz) + ρ(z) · fij (z)
∑
y∈F

ij
x

d(R ◦ py) + o(1)

 .

Tous les scalaires étant positifs, ce produit est égal à :

l∏
j=1

 ∏
z∈F

ij
x \F

ij−1
x

a(z) +
∑

z∈F
ij
x \F

ij−1
x

ρ(z) · fij (z)
∏

y∈F
ij
x \(F

ij−1
x ∪{z})

a(y)


∧
z∈Fkx

(
d(R ◦ pz) + o(1)

)
.

Cela implique le noyau de (d(R1 ◦ py))y∈Fkx , est de dimension k et uni-
formément proche de ker(d(R ◦ py))y∈Fkx sur Ck, pour une famille (tj)j
récursivement assez petite.

3.3. Preuve de la propriété 3.2

Pour chaque k > 0, comme N est supposée envoyée par f dans N ′

relativement compacte, par dilatation normale, il existe un compact K de
Xk tel que

∪n>0f
−n
|N (K) = Xk.

Comme p|Ak est un revêtement à d− k feuillets de Xk et comme p est un
difféomorphisme local, il existe un petit voisinage ouvert V̂k de p−1

|Ak(K) tel
que p|V̂k et p|V̂k∪f̂−1(V̂k) soient des revêtements à d − k feuillets de Vk :=
p(V̂k) et Vk ∪ f−1

|N (Vk) respectivement.

Soient Ûk := ∪n>0f̂
−n(V̂k) et Uk := p(Ûk).

D’après l’expression de Ûk, la préimage f̂−1(Ûk) est incluse dans Ûk. On
va montrer que f−1

|N (Uk) est inclus dans Uk.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PERSISTANCE DES VARIÉTÉS À BORD ET À COINS NORMALEMENT DILATÉES 101

On considère l’application I : x ∈ V̂ ′ 7→ (p(x), π(x)) ∈ V ′ × ∂N , avec π :
∂N × R+ → ∂N la projection canonique. L’application I est une bĳection
qui permet de faire l’identification géométrique suivante. Un point de V̂ ′
est la donnée d’un point z de N avec une face de l’intersection de N avec un
voisinage ouvert de z. Appelons cette face, une face locale de N proche de
x. Les faces locales ne doivent pas être confondues avec les faces (globales)
de N . Par exemple, quand la variété est la "goutte" (voire la partie 3.1), un
point proche de l’arrête de dimension 0 est proche de deux faces locales,
alors que cette variété est munie d’une unique face.

Par dilatation normale, en choisissant V̂k petit, on peut choisir Ûk inclus
dans un petit voisinage de l’adhérence de Ak.

L’endomorphisme Tf induit une application entre les faces locales
proches de f(x) ∈ Uk vers les faces locales proches de x car, par dila-
tion normale, la préimage par Tf d’un hyperplan proche de TXd−1 est
un hyperplan proche de TXd−1. La dilatation normale entraine même que
cette application entre faces locales est bĳective. On remarque que l’inverse
de cette application est f̂ . Ainsi, pour x ∈ f−1

|N (Uk), un point y ∈ F kf(x)
est la donnée de f(x) munie d’une face locale proche de f(x). Cette face
possède une préimage pointée en x. Cela entraîne que y a une préimage par
f̂ . Ainsi x appartient à p(f̂−1(Ûk)) qui est inclus dans Uk = p(Ûk).

Cela entraîne aussi que, pour x ∈ f−1
|N (Uk), la fibre F kx est incluse dans

f̂−1(Ûk) et que f̂|Fkx est une bĳection de F kx sur F kf(x).
On va maintenant montrer les égalités suivantes :

(3.2) Uk = ∪n>0f
−n
|N (Vk) et p(f̂−n(V̂ ′k)) = f−n|N (V ′k),

avec V̂ ′k := f̂−1(V̂k) \ V̂k et V ′k := p(V̂ ′k) = f−1
|N (Vk) \ Vk.

Soient x ∈ Uk \ Vk et y ∈ F kx , comme Ûk est égal à V̂k ∪
⋃
n>0 f̂

−n(V̂ ′k),
il existe alors un unique n > 0 tel que y appartient à f̂−n(V̂ ′k). Donc f̂n(y)
appartient à V̂ ′k et, par commutativité du diagramme, fn(x) appartient à
V ′k. Cela implique que x appartient à f−n|N (V ′k). Donc p(f̂−n(V̂ ′k)) est inclus
dans f−n|N (V ′k) et Uk est inclus dans ∪>0f

−n
|N (Vk). Comme Uk contient Vk

et est f−1 stable, on obtient les égalités de (3.2).
On peut maintenant démontrer que p|Ûk est un revêtement à (d − k)

feuillets de Uk. On a défini V̂k de façon à ce que la restriction de p à
V̂k ∪ f̂−1(Vk) = V̂k ∪ V̂ ′k soit un revêtement à (d − k) feuillets de Vk ∪
f−1
|N (Vk) = Vk ∪ V ′k. Par la deuxième égalité de (3.2), tous les éléments de
Ûk \ (V̂k ∪ V̂ ′k) sont envoyés par p à l’extérieur de Vk ∪ V ′k. Donc F kx est de
cardinalité (d− k) pour x ∈ Vk ∪ V ′k.
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Pour x ∈ f−n|N (V ′k), par la deuxième égalité de (3.2), la fibre F kx est
incluse dans f̂−n(V̂k). Par la bĳectivité de f̂n|Fkx , puis la commutativité du
diagramme, et enfin la cardinalité de F ky , pour y = fn(x) ∈ V ′k, la fibre F kx
est bien de cardinalité (d− k).

D’après la première égalité de (3.2), cette discussion implique que p|Ûk
est un revêtement de Uk à (d− k) feuillets.

Pour j 6 k et x ∈ Xk qui tend vers y ∈ Xj , F kx tend à être inclus
dans F jy . Quitte à restreindre Vk et Vj , on peut donc supposer que, pour
x ∈ Uk ∩ Uj , la fibre F kx est incluse dans F jx .

4. Questions et remarques sur le théorème de persistance
des variétés à coins

En réalité, la version générale du théorème 1.1 (voir le résultat principal
de [2]) implique que nous avons montré la Cs-persistance des variétés à
coins en un sens plus fort. En effet, toute perturbation f ′ de f préserve une
stratification Σ′ qui est l’image de Σ|N ′ par un plongement p contrôlé :

– p est un homéomorphisme sur son image C0-proche de l’inclusion ca-
nonique de N ′ dans M ,

– p envoie les strates de Σ|N ′ sur les strates de Σ′ qui sont préservées
par f ′.

– la restriction de p à chaque intersection de N ′ avec chaque lamina-
tion (5) (Lk,Lk) est un plongement de lamination de classe Cs, proche
de l’inclusion canonique. Cela signifie en plus que :

– p est un plongement de classe Cs le long des plaques de Lk conte-
nues dans N ′,

– ses s premières différentielles varient continument transversale-
ment au plaques,

– ses différentielles sont proches de celle de l’identité sur tout com-
pact de Lk,

Ainsi, Σ′ est munie d’une structure de treillis de laminations T ′ de classe
Cs. La version générale du théorème 1.1 implique enfin que la structure de
treillis T ′ vérifie les hypothèses (i) et (ii) du théorème 1.1.

Chacune des laminations (Lk,Lk)k étant des fibrations, il semble facile de
constater que la stratification Σ|N ′ est persistante en tant que stratification
c-régulière au sens de Bekka (voir [1]).

(5) (Lk,Lk) est définie durant la preuve du théorème 0.1.
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Questions.
– Les orbifolds généralisent les structures de variétés à coins et sont

aussi canoniquement stratifiés. Considérons un orbifold plongé dans
une variété, dont la stratification canonique est normalement dilatée.
Cette stratification est-elle persistante ?

– Plus généralement, on peut se demander si toute stratification
c-régulière, préservée et normalement dilatée par la dynamique est
persistante en tant que stratification c-régulière.

– Mañe a montré que les sous-variétés compactes C1-persistantes et uni-
formément localement maximales [8] sont les sous-variétés normale-
ment hyperboliques. Hirsh-Pugh-Shub [7] ont montré que toute sous-
variété normalement hyperbolique, par un difféomorphisme f , est l’in-
tersection transverse de deux sous-variétés (une fois) normalement di-
latées et dont les adhérences compactes sont envoyées dans elles même
par respectivement f et f−1. Est ce que toute variété à coins compacte,
C1-persistante (en tant que stratification) et uniformément localement
maximale est aussi l’intersection transverse de deux sous-variétés à
coins vérifiant notre théorème 0.1 pour respectivement f et f−1 ?

Réciproquement, la persistance des variétés à coins de "façon contrôlée"
implique que toute variété à coins compacte, laissée invariante par un dif-
féomorphisme f , qui est l’intersection transverse de deux variétés à coins
vérifiant notre théorème 0.1 pour respectivement f et f−1, est alors per-
sistante en tant que stratification a-régulière.
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