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ENDOSCOPIE ET CHANGEMENT DE
CARACTERISTIQUE : INTEGRALES ORBITALES
PONDEREES

par Jean-Loup WALDSPURGER

RESUME. — La stabilisation de la formule des traces utilise non seulement le
“lemme fondamental”, mais aussi plusieurs variantes dont 'une est le “lemme fon-
damental pondéré”. Nous montrons que, si celui-ci est vrai sur un corps de base de
caractéristique positive, il I’est aussi sur un corps de base de caractéristique nulle.
Pour cela, nous introduisons un certain espace de fonctions contenant les fonctions
caractéristiques des réseaux de Moy-Prasad. Nous montrons que les intégrales or-
bitales pondérées des fonctions de cet espace ne dépendent pas vraiment du corps
de base, mais seulement du nombre d’éléments de son corps résiduel.

ABSTRACT. — The stabilization of the trace formula uses not only the “fun-
damental lemma”, but also related assertions as “weighted fundamental lemma”.
We prove that, if it is true over a positive-characteristic field, it is true over a
zero-characteristic field too. We introduce a certain space of functions including
the characteristic functions of Moy-Prasad lattices. We prove that the weighted
orbital integrals of functions in that space does not depend really on the base field,
but only on the residue field.

Introduction

Le “lemme fondamental” est longtemps resté un point d’achoppement de
la théorie de I’endoscopie. Il a été récemment démontré par Ngo Bao Chau.
En fait, pour achever la stabilisation de la formule des traces, Arthur a mon-
tré que 'on avait besoin d’un lemme un peu plus fort, appelé lemme fon-
damental pondéré ([3] conjecture 5.1). Ce lemme affirme une égalité entre
des combinaisons linéaires d’intégrales orbitales pondérées sur différents
groupes. 1l est probable que les méthodes de Ngo Bao Chau permettront

Mots-clés : lemme fondamental, intégrales orbitales pondérées.
Classification math. : 22E35, 22E50.
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de démontrer dans un avenir proche ce lemme fondamental pondéré. Tou-
tefois, ces méthodes sont géométriques et, a l'instant présent, nécessitent
que le corps de base soit de caractéristique strictement positive. Il parait
donc utile de prouver que I'on peut remonter le résultat en caractéristique
nulle. C’est ce que nous avons fait dans [11] pour le lemme fondamental.
L’article présent étend le résultat de [11] au lemme fondamental pondéré.

Plus précisément, soient F’ et F”' deux corps locaux non archimédiens
de méme corps résiduel fini Fy (le cas intéressant est celui oil 'un d’eux
est de caractéristique strictement positive et 'autre est de caractéristique
nulle). Soient G’, resp. G”, deux groupes réductifs connexes définis sur
F’, resp. F”, non ramifiés. De tels groupes déterminent des données de
racines munies d'une action du groupe de Galois Gal(F,/F,), ou F, est une
cloture algébrique de F,. Supposons que les données de racines associées
a G’ et G” soient isomorphes, I'isomorphisme étant équivariant pour les
actions galoisiennes. Supposons aussi que la caractéristique p de F, soit
assez grande relativement au rang commun de G’ et G”. Supposons enfin
que le lemme fondamental pondéré, dans sa version concernant les algebres
de Lie, soit vrai pour G’. Alors il est aussi vrai pour G”.

11 est assez clair que les méthodes qui s’appliquent au lemme fondamental
s’appliquent aussi au lemme fondamental pondéré. De fait, le présent ar-
ticle reprend essentiellement la méthode de [11]. Toutefois, la mise au point
nécessaire est suffisamment délicate pour justifier, peut-étre, ce nouvel ar-
ticle. Rappelons trés schématiquement la structure de la preuve de [11].
Pour G’ et G” comme ci-dessus, on construit un espace vectoriel complexe
S et deux homomorphismes :

c(g)
ol, g’ est ensemble des points sur F’ de 1’algébre de Lie de G’ et C°(g’)
est I’espace des fonctions & valeurs complexes sur g’, localement constantes
et & support compact. L’espace S contient un élément g tel que rear (o),
resp. reag (o), soit la fonction caractéristique d’un réseau hyperspécial de

g, resp. g”. On construit d’autre part un ensemble Z, un groupe fini D,

reaps/

S — C=(e"),

reaps
—

pour tout z € Z, et deux applications :

(€8 (¢”,8")
Greg — {(2,6);2€ 2,6 € D} —"gl.,
ou g;eg est Pensemble des éléments semi-simples réguliers de g’. Ces applica-
tions sont constantes sur les classes de conjugaison (on appelle conjugaison
laction par adjonction de G’ sur g/, ot G’ = G/(F")). L’ensemble Z ap-
parait comme une approximation de I’ensemble des classes de conjugaison

stable dans g;., comme de celui des classes de conjugaison stable dans gy,
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Pour z € Z, le groupe D, permet de séparer les classes de conjugaison
contenues dans la classe de conjugaison stable (dans gy, ou gy,) paramé-
trée par z.

Le résultat principal de [11] est le suivant. Soient ¢ € S, X' € g;,, et
X" € grog- Supposons (¢',6")(X’) = (¢",6")(X"). Alors on a I'égalité :

J (X' reap:(p)) = J& (X", reap (¢)),

ot JY' (X' reap: (¢)) est lintégrale orbitale de reap (p), calculée au point
X’ et convenablement normalisée. Pour prouver cela, on associe & tout
élément z € Z, resp. ¢ € S, un réel r(z), resp. r(p). Par exemple, si
G’ = GLq, pour X' € g’ ~ F', r o {/(X’) est la valuation usuelle de X',
tandis que () est le minimum de la valuation sur le support de reag: ().
Soient ¢, X’ et X" comme ci-dessus. Si r o {'(X') = r o {"(X") < (),
on a:

T (X reap () = 0= J9 (X" reap(p)).

Siro( (X)) =rol”(X") > r(e), on montre qu'il existe p; € S tel que
(1) > (@) et qu'on ait les égalités :

(1) JE (X' reap: () = J¥ (X, rear (1)),
JE(X" reapi(p)) = J (X" reap (p1)).

Sirol(X') =rol”"(X") =r(p), on introduit des sous-groupes G| C G/,
G € G” dont les données de racines sont isomorphes, tels que G/, resp.

!, contienne le commutant de X’ dans G’, resp. de X" dans G”. On note
S1 lanalogue de S pour ces groupes. On montre qu’il existe 1 € S; de
sorte que 'on ait les égalités :

(2) JE (X' reap (¢)) = JO (X', reap (1)),
JE (X" reapi (p)) = JEU (X", reap (1)).

Un procédé de récurrence permet de conclure.

Pour traiter le lemme fondamental pondéré, on doit généraliser le résultat
aux intégrales orbitales pondérées. On fixe des groupes de Lévi M’ de G’
et M"” de G” dont les données de racines sont isomorphes. On introduit
un espace Zg[_reg. Pour tout z € Zg[_reg, on définit un groupe fini D,. On
définit deux applications :

!~ !
m ﬁglreg;

(CGM—reg,F”‘SF’) M
= {(375) 2 € 25 req:0 €D,

M
} €G—reg,pr:00)

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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"

reg tels que

On montre que, pour ¢ € S, X' € m' Ng,, X" € m" Ng

(G e -7 )(X') = (A s G )(X), om0 gt
JACj[/’ (X/’ rea g (90)) = JM/’/' (XH’ reap (90))7

ou il s’agit maintenant d’intégrales orbitales pondérées.

La preuve suit le schéma indiqué ci-dessus. Les preuves des égalités (1) et
(2) utilisaient I'invariance par conjugaison des intégrales orbitales. Les inté-
grales orbitales pondérées ne sont plus invariantes par conjugaison, a cause
du poids qui intervient dans leur définition. Mais plusieurs formules dues
a Arthur nous expliquent comment elles se transforment par conjugaison.
Ces formules nous permettent de faire marcher la démonstration, pourvu
que ’on puisse controler en termes indépendants du corps de base F’ ou F”
certaines intégrales faisant intervenir cette fonction poids. C’est ce que nous
ferons au chapitre 5. L’argument principal est que ces intégrales peuvent
s’exprimer comme coefficients de représentations d’une algebre de Hecke-
Iwahori et que, ainsi qu’il est bien connu, la structure de cette algebre ne
dépend du corps de base que via le parameétre g. Cela sera développé au
chapitre 4.

En fait, les choses sont plus compliquées car la méthode par récurrence
utilisée dans [11] nécessite — et ¢’est son défaut rédhibitoire — de considé-
rer des groupes beaucoup plus compliqués que des groupes non ramifiés et
d’en considérer simultanément plusieurs formes intérieures. Les construc-
tions de [11] doivent étre adaptées & notre situation ol interviennent des
objets supplémentaires : les groupes de Lévi M’ et M”. Cela est fait dans
les chapitres 2,3 et 6. Le théoréme principal est démontré au chapitre 7.
Son application au lemme fondamental pondéré (pour les algébres de Lie)
s’en déduit au chapitre 8.

Signalons que Cluckers et Loeser ont développé en [6] des méthodes tres
différentes qui permettent de retrouver le résultat de [11]. Ces méthodes
s’appliquent aussi au cas pondéré ([5]).

1. Rappels

1.1. On fixe un nombre premier p et une puissance ¢ de p. On note I,
le corps fini a ¢ éléments. On en fixe une cloture algébrique ]Fq. On pose
© = Z. Ce groupe s’identifie au groupe de Galois Gal(F,/F,), ’é1ément
1 € © s’identifiant & 1’élément de Frobenius. On note N, I’ensemble des
entiers strictement positifs et premiers a p. Pour e € N,/, on note Ce(]Fq)
le groupe des racines e-ietmes de I'unité dans Fq. On pose I = I@Ce(ﬁ‘q),

e
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les homomorphismes de transition étant les élévations a des puissances
convenables. Le groupe O agit sur I, I’élément 1 € © agissant par élévation
a la puissance q. On pose I' = O x [.

On consideére dans tout Particle une donnée de racines D = (X*, X, A, X,
f),A) munie d’une action de I'. Cela signifie que X* et X, sont des Z-
modules libres de rang fini, en dualité; 3 est un systéme de racines réduit
dans X™*; A est une base de racines simples ; ¥ et A sont les ensembles de
coracines associés; le groupe I' agit sur X* et X, par des actions duales
I'une de 'autre, qui conservent 3, A, 3, A.On impose que p est grand rela-
tivement a D, précisément que p vérifie la condition (Prapng(py) de [11], 1.4.

1.2. On associe & D un groupe réductif connexe G, défini sur IE_?q, muni
d’un sous-groupe de Borel B, et d’un sous-tore maximal T, de sorte que X*,
resp. X, s’'identifie au groupe des caractéres, resp. des cocaracteéres, de T,
¥ s’identifie & ensemble des racines de T dans Palgebre de Lie g de G et A
s’identifie au sous-ensemble de racines simples déterminé par B. Indiquons
au passage que, pour tout groupe réductif noté par une lettre majuscule
romaine, on note son algebre de Lie par la minuscule gothique correspon-
dante. On fixe un épinglage (E,)aca de g. L’action de © ~ Gal(F,/F,) sur
D détermine une structure de G sur Iy, de sorte que B, T et 'épinglage
soient définis sur F,. Le groupe I agit par automorphismes algébriques sur
G. En général, ces automorphismes ne sont pas définis sur F ¢~ On identifie
G a son groupe de points sur IFq et on note G son sous-groupe des points
sur F,. On adopte les mémes notations pour tout autre groupe. On note N
le normalisateur de T dans G et W = N / T le groupe de Weyl. L’épinglage
permet de définir une section de Springer n: W — N, cf. [8], 2.1.

1.3. On pose Ty = X, ®z Z(yy, olt Z, est le localisé de Z en p. Le
groupe N agit sur X, donc aussi sur Ty, via sa projection sur W. On pose
Nied = Ty X N. On note Tyeq le sous-groupe T T de Nyeq. Le groupe I agit
sur Nyeq de la facon suivante. Sur N, c’est Paction provenant de I'action
de T sur G. Le groupe © fixe tout élément de T.,. Soient o € I, x € X,,
n € ZetecNy. Alors z ® 2 est un élément de Tr,. Notons o, € Ce(IF‘q)
I'image naturelle de o. Alors :

o(rel) = (e@e ™) (@@ o),

le dernier terme étant un élément de T.

On pose V = X, @z R et V{(;y = Xi ®z Zp). Le groupe I agit sur V. Le
groupe Nyoq aussi : le sous-groupe N agit via son quotient W ; un élément
t € T); agit par translation par —t, en remarquant que T, = V(;,) C V. Pour

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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n € Nieq, on note ng 'automorphisme affine de V' ainsi défini. L’action de
Nieq sur V' est compatible aux actions de I' sur ces deux ensembles. Selon
I'usage, si un groupe H agit sur un ensemble Y, on note Y le sous-
ensemble des points fixes. On note ainsi V! le sous-espace des éléments
de V fixes par I. Il est muni d’une décomposition en facettes ([11], 1.7).
On note ®(0) 'ensemble des facettes et C™ 'unique alcove qui soit incluse
dans la chambre positive de V! associée & B et qui contienne le point 0
dans son adhérence. On note N2 le sous-groupe des éléments de ered qui
conservent cette alcove.

1.4. On note CL, ensemble des quadruplets (F, F5P, 1, (w%)eeNP,) vé-
rifiant les conditions qui suivent. Le premier terme F' est un corps local
non archimédien dont le corps résiduel a ¢ éléments. On fixe une cloture
séparable F*P de F. On note F™, resp. F™°9, la plus grande extension
de F' contenue dans F®°P et non ramifiée, resp. modérément ramifiée. On
fixe un isomorphisme ¢ du corps résiduel de F™ sur IF'q. Cet isomorphisme
permet d’identifier © au groupe de Galois Gal(F™/F'). Pour e € N,, il per-
met aussi d’identifier Ce(IE_?q) au sous-groupe des racines e-iemes de 'unité
dans F"™*. Enfin(@1)een,, est une famille d’¢léments de Fmod yérifiant
les deux conditions : @y est une uniformisante de F'; pour e, e’ € N/, on

a l'égalité <w%>e = w1. Le groupe I' s’identifie a Gal(F™°d/F) de la
fagon suivante : © fixe tout élément o 1 et agit sur F™ comme on ’a déja
dit ; le groupe [ fixe tout élément de Fﬁr; soient o € I, e € Ny, on a défini
en 1.3 I'élément o, de (. (F,) et on I'identifie & un élément de F™; alors
o(wi) = wioe. En pratique, on note simplement F' un élément de C'L,,
en oubliant les données auxiliaires F SeP g et (w 1 )eeNp/-

Remarque. — Puisque ’ensemble des corps n’existe pas, I’ensemble
CLy, tel qu’on vient de le définir, n’existe pas non plus. On a donné une défi-
nition correcte en [11], 1.3. On peut aussi considérer I’expression “F € CL,”
comme une simple notation signifiant que F' est le premier terme d’un qua-
druplet comme ci-dessus.

1.5. Soit F' € C'L,. On associe & D un groupe réductif connexe G défini
sur F*P, muni d’un sous-groupe de Borel B et d’un sous-tore maximal T,
avec des propriétés similaires a celles de 1.2. On fixe un épinglage de g.
Le groupe Gal(F*°?/F) agit sur D via son quotient Gal(F™4/F) ~ T et
cette action détermine sur G une structure de groupe quasi-déployé sur
F. On identifie G & son groupe de points sur FP on note G™°4, G™*
et G les sous-groupes de points sur F™°4 resp. F™, F. On adopte les
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mémes notations pour tout autre groupe. On note N le normalisateur de T
dans G. Le groupe de Weyl W = N/T est le méme qu’en 1.2. L’épinglage
permet de définir une section de Springer n: W — N™°4, Notons val la
valuation de F™°¢ normalisée par I’égalité val(zw;) = 1. Pour z € Fmod:x
tel que val(z) = 0, notons z son image dans le corps résiduel de F™°d
que l'on a identifié a IF‘q. On définit un homomorphisme red: N™°4 — N,oq
de la fagon suivante. Pour w € W, red on(w) = n(w). Soient x € X, et
z € Fmod: X Alors 2 ® 2 appartient & X, @z FmodX ~ 7mod Gj val(z) = 0,
on pose red(z ® 2) = x®2z € T. Si z = w1, avec € € N,/, on pose
redz®z) =2 ® % € T,,. L’homomorphisme red est équivariant pour les
actions de I'. On note T°4 son noyau (il est noté¢ 77°¢ en [11], 1.8). C’est
le plus grand pro-p-sous-groupe nilpotent de 7™°9,

2. Données de Lévi et cocycles

2.1. On note ¥7T le sous-ensemble positif de ¥ déterminé par A. On

pose :

X}:’G:{xeXf Va € X (o, z) :0}.
On a noté et on note dans la suite (-, -) les accouplements qui se déduisent
de la dualité entre X* et X,.

Soit ¥¥ un sous-systéme de racines réduit de ¥, invariant par action de
I'. On pose £ = 2L N T et on note AL la base de X% déterminée par
YL+t On introduit les ensembles correspondants de coracines ¥l et AL,
On pose :

DL — (X*,ZL,AL,X*,iL,AL).

C’est encore une donnée de racines munie d’une action de I'. On introduit
le sous-groupe X[ ; de X,. On dit que D” est une donnée de Lévi de D
si BT est exactement I'ensemble des o € ¥ tels que (a,z) = 0 pour tout
T € X}: - On dit aussi que XL est un sous-ensemble de Lévi de 3.

Supposons que D soit une donnée de Lévi de D. Soit x € X}; 1, tel
que Pensemble des a € X vérifiant (o, z) = 0 soit exactement %*. Posons
Y9 = {a € ¥;(a,r) = 0}. On dit que % est un sous-ensemble parabolique
de ¥, de composante de Lévi £, On dit que D est standard si A¥ ¢ A
ou, ce qui revient au méme, si ’ensemble ¥+ U X7 est un sous-ensemble
parabolique de X.

On note £, ou plus précisément £, 'ensemble des données de Lévi de D.
Pour DL € L, on note P(L) 'ensemble des sous-ensembles paraboliques de

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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¥, de composante de Lévi XX, On note F(L) 'ensemble des sous-ensembles
paraboliques de ¥ contenant ¥F.

L’ensemble £ est ordonné : DX < DM i et seulement si B C M (ce
qui n’entraine pas AL ¢ AM). Il posséde un élément minimal, & savoir la
donnée :

DT = (X*,0,0, X.,0,0).
Pour D¥ € £, on note £(L) le sous-ensemble des DM € L tels que DY <DM.

Notation. — On construit a partir de D divers objets, certains d’entre
eux étant, comme on ’a vu au premier chapitre, notés par différentes va-
riantes de la lettre G. Pour D* € £, on construit les objets analogues &
partir de D¥. On les note avec un L en exposant, ou bien, quand ces ob-
jets sont notés, pour D, par une variante de la lettre G, on les note par la
variante correspondante de la lettre L.

2.2. Soit DX = (X*, ¥ AL X, vL AL) un élément de £. On lui associe
comme en 1.2 un groupe réductif connexe L muni d’un sous-groupe de Borel
BZ, d’un tore T et d’un épinglage, tous ces objets étant définis sur F,.
Remarquons que T gidentifie & T, ces deux tores ayant par définition
le méme groupe de cocaractéres X,. Si DY est standard, il y a une seule
facon d’identifier L & un sous-groupe de G, de sorte que cette identification
prolonge celle que I’on vient d’indiquer entre TX et T et que ’épinglage de
L s’identifie & un sous-ensemble de 1’épinglage de G. Alors L devient un
“groupe de Lévi” de G, c’est-a-dire une composante de Lévi définie sur F,
d’un sous-groupe parabolique de G défini sur F,. La section de Springer
n est alors la restriction & W de la section de Springer 7 de G.

Si DE n’est pas standard, il n’y a plus d’identification canonique de L
4 un sous-groupe de G. On peut toutefois choisir un élément w € W7 tel
que A¥ soit inclus dans w(A) (I'existence d'un tel w est bien connue). Il
y a alors une unique facon d’identifier L & un sous-groupe de G de sorte
que cette identification prolonge celle de T & T et que 1’épinglage de L
s’identifie & un sous-ensemble de I'image par n(w) de Iépinglage de G.
L’élément w n’est pas unique mais changer de w modifie I'identification
par la conjugaison par un élément de T. En particulier les images dans G
de L, B” et N” ne dépendent pas de w.

AXQe P(L), on associe le sous-groupe parabolique Q de G engendré
par T et les sous-groupes radiciels associés aux éléments de X9. Il est défini
sur .
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Soit F' € CLy. On construit de méme un groupe L réductif connexe et
défini sur F. Si DF est standard, il s’identifie canoniquement & un sous-
groupe de G. Si D¥ n’est pas standard, on peut encore Iidentifier & un
groupe de Lévi de G moyennant le choix d’un élément w comme ci-dessus.
Le choix de w n’est pas important pourvu qu’il soit fait de fagon cohérente.
C’est-a-dire que I’on doit choisir le méme w pour identifier L & un sous-
groupe de G et pour identifier L & un sous-groupe de G. En particulier, w
doit étre indépendant de F. A ¥.9 € P(L), on associe comme ci-dessus un
sous-groupe parabolique Q de G. Il est défini sur F'.

2.3. Soit F' € CL,. On doit introduire des formes intérieures Gy de
G, paramétrées par l'ensemble H!(Gal(F®°?/F), G). On doit décrire ces
formes intérieures a l'aide de cocycles dp qui soient, dans une certaine
mesure, indépendants de F. Pour cela, on a procédé dans [11] de la fa-
con suivante. Notons X, s le sous-groupe de X, engendré par 3. No-
tons (X./X.sc)r le quotient des coinvariants par I' dans X,/X. s et
(X+/Xu s0)T tors son sous-groupe de torsion. D’apres Kottwitz, on a des
isomorphismes :

H'(Gal(F*?/F),G) ~ H'(0,G"™) = (X./ X+ s)r tors-
On a de plus un isomorphisme :

(1) HY(O,N2) ~ (Xu/Xuse)Totors- ([11], lemme 1.9.2).

On a alors noté D un ensemble de cocycles de © dans N2 tel que 'appli-
cation naturelle de D dans H'(©, V™) soit bijective. Cette définition n’est
pas adaptée & la considération de données de Lévi. Car si DY est une telle

PO . . » L.nr nr
donnée, il n’y a pas de relation simple entre N, 1" et N2,

On va modifier
la construction de D.

On introduit ’ensemble de poids (wa)aca associé & A. Pour tout a € A,
wq est un élément du sous-espace de X* ®z Q engendré par X et on a
les égalités <wa,B> = 0q,3 pour tous o, 3 € A, ol §, 3 est le symbole de
Kronecker. Notons (A) I'ensemble des orbites de 'action de I dans A. Pour
(a) € (A), posons w(a) = > ,e(q)Wa, avec une notation médiocre mais
compréhensible. Soit d € (X./X, sc)r tors. Choisissons € X, relevant d.
Considérons I'image de (w(q), ) dans Q/Z. On vérifie qu’elle ne dépend
pas du choix de 2. On la note 7(4)(d). Cela définit un homomorphisme :

T(a) (X*/X*,SC)F,tors — Q/Z
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Soit D une donnée de Lévi de D. On note X% le sous-groupe de X,

*,8C

engendré par LI y a un homomorphisme naturel :

iL: (X*/Xf:sc)l—‘}tors — (X*/X*7SC)F,tOI'S'
LEMME.

(i) Pour toute donnée de Lévi DL de D, i est injectif.

(ii) Soient D¥, DM deux données de Lévi de D et w € WT. Supposons
w(Bl) =M. Alors il et iM ont méme image.

(iii) Soit D une donnée de Lévi standard de D. Alors I'image de i’ est
le sous-groupe des d € (X«/Xx se)T tors tels que moy(d) = 0 pour
tout (a) € (A) tel que (o) C A~ AL,

(iv) Pour tout d € (X./Xy sc)r tors, il existe une plus petite donnée de
Lévi standard de D, que I'on note DR | telle que d appartienne &

I'image de i"(9). Si DL est une autre donnée de Lévi standard de
D et siw e W' sont tels que w(XL) = L@ alors DF = DRI,

Démonstration. — C’est bien connu, rappelons tout de méme la preuve.
Dans la situation du (ii), il y a un diagramme commutatif :

L
(X*/Xf:sc)l",tors I (X*/X*,sc)l",tors

(X*/Xi\,/lsc)l“7tors ﬁ) (X*/X*,SC)F,tOI‘S
ol les fleches verticales sont déduites de I'action de w. Ces fleches sont des
isomorphismes. Mais la fleche de droite est 'identité car, pour tout x € X,,
w(x) — = appartient & X, . L’assertion (ii) en résulte.
Pour toute donnée de Lévi DX de D, on peut choisir DM et w comme
en (ii), avec de plus DM standard. Le diagramme ci-dessus montre que i”
est injectif si et seulement si i l'est. Pour démontrer (i), on peut donc

supposer DL standard. Il y a une suite exacte naturelle :

(Xuse/XEr =5 (X /XEOr == (Xu/ Xuse)r — 0

*,5C

L’homomorphisme i’ est la restriction de b au sous-groupe de torsion de
(X./X f,sc)l“ et il suffit de prouver que le noyau de b est sans torsion. Mon-

trons d’abord :

(2) le noyau de a est de torsion ;
(3) (Xuse/XE.)r est un Z-module libre.

*,8C

Notons X, cent le sous-Z-module des éléments de X, annulés par tout
élément de 3. Il est invariant par I' et le sous-Z-module X, cent ® X sc de
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X, est d’indice fini. Soit N > 1 un entier tel que NX, C X, cont @ X sc-
Soit © € X, s dont I'image dans (X*7SC/X*L7$C)F appartienne au noyau de
a. Cela signifie qu’il existe y € Xﬁsc,
j € J, des éléments v; € I' et z; € X,, de sorte que l'on ait 1'égalité
T=y+> c;vi(x;)—x;. Dot No = Ny+3 . ;vj(Naj)— Naj;. Cest une
égalité dans X, cent @ Xy sc que I'on peut projeter dans X, .. Remarquons
que Nz et Ny appartiennent a X, s et notons y; la projection de Nx;.
Alors Nz = Ny+3_ . ;7;(yj)—y;. Alors 'image de Nz dans (Xuse/XEr
est nulle. Cela prouve (2).

L’ensemble A \ AL est une base du Z-module X*,SC/X*L’SC et 'action de
" préserve cette base. L’assertion (3) en résulte.

D’aprés (2) et (3), a est injective et son image est un Z-module libre.
Cette image étant le noyau de b, celui-ci est sans torsion, ce qui prouve (i).

un ensemble fini J et, pour tout

Soit DL une donnée de Lévi standard de D. Soient d un élément de
I'image de i et (o) € (A) tel que (o) € A ~ AL. On peut relever d en
un élément z € X, dont I'image dans (X./XE,.
Lo et des familles (v;)jes et (25)jes
comme ci-dessus de sorte que nz =y + 3 ;v;(z;) — ;. L'élément w(,)

)r soit de torsion. Il y a
un entier n > 1, un élément y € X

annule y parce que (o) C A~ A” et annule v;(z;) — z; parce que w(,)
est invariant par I'. D’otlt (w(ay, ) = 0, puis 7(4)(d) = 0 par construction
de 7(q). Inversement, soit d un élément de (X+/X s¢)r tors annulé par (@)
pour tout () € (A) tel que () C A~ AL Soit x € X, un relévement de
d et soit m > 1 un entier tel que nd = 0. Il existe des familles (v;),es et
(xj)jes comme ci-dessus et une famille d’entiers (nq)qaea de sorte que :

ne = (Z nad> + Z’yj(xj) —

aEA jeJ

Pour tout (a) € (A), choisissons un élément ag € («). Tout autre élément
de cette classe est 'image de ay par un élément convenable v € T' et s’écrit
v(ag) — ap + . Gréce a cela, on peut modifier les familles ci-dessus pour
obtenir une égalité :

ne = Z N(a)Go | + Z’Yj(xj)_xj

(a)e(Ar) JEJ

Soit (a) € A\ AL Thypothese (4 (d) = 0 signifie que (w(a),z) € Z. On
a donc (w(q),nx) € nZ. Or (W(q),nT) = N(y), donc n divise n(q). On peut
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remplacer x par :

xr — Z %5[0.

(a)CANAL

On obtient alors :

nr = Z Na)Go | + Z’Yj(xj)_xj

(v)e(Al) jeJ

Alors Pimage de z dans (X./X [ )r est de torsion et d est 'image de cette
image par 'application i~. Cela prouve (iii).

Pour (iv), I'existence et P'unicité de D@ résultent de (iii) : A" est la
réunion des (a) € (A) tels que 7, (d) # 0. La derniere propriété résulte

de (ii) et de I'unicité de DR, O

Notons (X./X. sc)r tors,cusp 1'ensemble des d € (X, /X sc)r tors tels que
DR = D. Fixons un ensemble DS, de cocycles de © dans N2 satis-
faisant la condition suivante. Cet ensemble s’envoie naturellement dans
HY(O,N") puis dans (X./X«sc)r tors par lisomorphisme (1). On de-
mande que la composée de ces applications soit une bijection de Dgsp
sur (X./ X se)T tors,cusp- Pour toute donnée de Lévi standard DL, on fixe

de méme un ensemble Dfusp de cocycles de © dans ./\/ridn ". On pose :
L
D= U Dcusp’

la réunion portant sur ’ensemble des données de Lévi standard D de D.
L’ensemble D s’envoie naturellement dans (X./X. sc)r tors €t cette appli-
cation est bijective. Pour tout d € D, on note encore D4 la donnée que
lon a associée a 'image de d dans (X./X, sc)r tors- C'est aussi la donnée
telle que d € Dﬁfﬁ?. On pose L4 = L(R(d)).

Pour tout d € D et tout F' € CL,, le méme argument qu’en [11], 1.10
permet de fixer un cocycle dp de © dans N4 tel que red odp(0) = d(6)
pour tout # € ©. Enfin, on peut considérer d et dp comme étant définis sur
T" et triviaux sur I.

2.4. Pour appliquer les résultats de [11], il importe de comparer ’en-
semble D défini ci-dessus avec celui que 'on a défini dans cette référence.
Pour le distinguer, notons D’ ce dernier ensemble. Pour tout cocycle ¢ de
I" dans Nyeq, posons :

X0 ={z € X.;Vy €T,6(y) o y(x) =z},
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ol Nyeq agit sur X, via sa projection sur W. Soient d € D et d' € D’
deux éléments qui se correspondent, c’est-a-dire qui ont méme image dans
(X+/ X4 s0)T tors- On définit comme en 2.1 'ensemble X}:R(d).

LEMME.

(i) On a I'égalité X! = XT .

(ii) Il existe n € N1, tel que d'(0) = nd(0)0(n)~! pour tout 6 € ©.

(iii) Choisissons n vérifiant (ii) et soit F' € CL,. 1l existe np € N™ tel
que red(np) =n et d(0) = npdp(0)0(nr)~! pour tout 6 € ©.

Démonstration. — Montrons d’abord :
(4) rang(X?) < rang(X?).

Pour cela, fixons F' € C'L, et introduisons un groupe algébrique G4 défini
sur F', muni d’un isomorphisme &;: G4 — G défini sur F"* et vérifiant
€400 = Ad(dp(0))00o0&, pour tout § € O. Notons Ty r le sous-tore de Gq
tel que &q(Tq, ) soit le sous-tore de T dont le groupe de cocaracteres soit
X4, Ce tore est déployé sur F. Remplacons d par d’ dans ces constructions.
On obtient un sous-tore Ty g déployé sur F' d'un groupe Gy . D’apres le
lemme 1.10 de [11], il s’agit d’un sous-tore déployé maximal de G4 . Or les
deux cocycles dp et d’. ont méme image dans H'(0, G™). Donc les groupes
Gg et Gy sont isomorphes sur F'. Alors le rang de Ty r est au plus égal a
celui de Ty g, ce qui équivaut a l'inégalité (4).

Fixons un élément x € Xf, en position générale. Précisément, imposons
que, pour tout @ € X, («, z) = 0 si et seulement si o annule X7 Introdui-
sons la chambre positive fermée C* formée des y € X, tels que {(a,y) > 0
pour tout a € XF. Il existe un unique élément y € CT qui est conjugué
a x par laction du groupe W. Soit y ce point. Pour tout v € T', v(x) est
conjugué a z par action de W. Donc ~(y) est aussi conjugué a x. L’action
de T conserve C*t, donc v(y) = y par unicité de y. Donc y € XI'. Posons
= {a € ¥ ;{a,y) = 0} et AL = AN L. On introduit les ensembles
correspondant de coracines et on pose :

Dl = (x*,xF AL X, $F AL,

Parce que y appartient & la fois & X et & Ct, DX est une donnée de
Lévi standard de D. Il est connu que le fixateur de y dans W est égal
a Wl Soit w € W T'unique élément tel que w(y) = z et que w soit
de longueur minimale dans sa classe wW . Remarquons que la condition
T € Xf/ implique € X! puisque d’ est trivial sur I. Pour ¢ € I, on
en déduit la relation o(w) € wW, puis o(w) = w par minimalité. Donc

TOME 59 (2009), FASCICULE 5



1766 Jean-Loup WALDSPURGER

w € WL, Posons ny = n(w). C'est un élément de NL,. On a introduit,
en 1.3, Pensemble de facettes ®(0) et I'alcove C™. En remplacant D par
DL on introduit de méme <I>L( ) et CL7*. L’ensemble de facettes ®L(0) est
moins fin que ®(0). Donc ny 5(C™) est contenue dans une alcove de ®(0)
et on peut fixer no € N " tel que ng R"1 R(Cnr) C CLnr Posons ng = ning
et, pour 6 € O, d”(0) = n3'd ()f(n3). On a l'égalité X" = nz ' (XZ) et

y est un point général de Xf//. On a méme y € XI' N Xf” et cela implique
que, pour tout 8, d’ () fixe y. Comme on l'a dit ci-dessus, cela entraine que
Pimage de d”(f) dans W appartient a W, autrement dit d”(6) € N2
D’apres le choix de ny et hypothese d'(0) € N2y, d”(0)r conserve CL-r,
Donc d”’(0) e N2 On a

(5) Xf// = X}:,L

En effet, si z € XT 1» 2 est fixe a la fois par I et par W, donc par d”’(y) oy
pour tout v € I'. Inversement, si z € X , z est annulé par L parce que
YL annule y et y est en position générale. Donc z est fixé par WE. Pour
v €T, il est fixé par d”(7y) o, donc aussi par . Alors z € X[ et, puisqu’il
est annulé par £, z € X}:L. Cela prouve (5).

Les applications :

Hl(@; ;};;1) — (X*/X*,SC)F,torS7 ( '/\/’ridnr) I (X*/X*,SC)F,tOI‘S7
se factorisent par les applications naturelles :
(@ red) (@ red) (@ '/V'rL Tlf) (@ red)

Les images de d’ et d” dans H'(©, NL ;) sont égales, donc I'image de d”
dans (X./X. sc)r tors €st la méme que celle de d' et aussi que celle de
d. La définition de DF@ implique I'inégalité D4 < DL, donc X};L C
X p(a)- On montre comme en (5) que X[ 5,y C X{. Les relations (4) et
(5) impliquent alors que tous ces groupes sont égaux. Cela démontre d’une
part le (i) de ’énoncé, d’autre part I’égalité D = DE( . Maintenant, d”
NR(d),nr

et d sont deux cocycles a valeurs dans qui ont méme image dans
(X+/ X s¢)T tors- D’apres 'isomorphisme 2.3( ), ils sont cohomologues dans
/\/'rl:éd . Cela implique le (ii) de 'énoncé. Le (iii) en résulte facilement en
utilisant le fait que le noyau 77" de I'application red: N** — T, est

cohomologiquement trivial pour toute action raisonnable de ©. O

D’aprés ce lemme, on peut remplacer d’ par d dans les constructions
de [11], quitte & effectuer des conjugaisons inessentielles par les éléments n
ou ng de I’énoncé.
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3. Groupes de Weyl affines

3.1. Soit d € D. On définit des actions tordues de I' sur divers objets,
que l'on note uniformément py. Ainsi, pour v € T, on définit pg(7y) :

— sur X, par pg(7)(x) = d(y)oy(x), ot d(v) agit sur X, via sa projection

dans W'

= sur V par pg(7)(v) = d(y)r 0 7(v);

— sur Nyeq par pa(7)(n) = d(v)y(n)d(y) ™"

— sur W en quotientant I’action sur Nyeq.
On note les ensembles de points fixes Xf, V4, ete. Notons mn : Nyeq — N
’homomorphisme de noyau Ty, qui est identité sur N. Pour § € ©, posons
d(0) = 7 o d(f). On définit aussi une action pg, mais seulement de ©, sur
G par py(0)(g) = d(0)0(g )d(ﬁ) L. Introduisons le groupe G4 défini sur T,
muni d’un isomorphisme &;: G¢4 — G défini sur Fq, de sorte que 'on ait
égalité £4060 = py(f) o0&y pour tout § € ©. Pour tout sous-groupe H de G,
on note Hy son image réciproque par &; dans G4. On fait une exception
pour le groupe R(d) c’est-a-dire le groupe de Lévi standard de G associé
4 la donnée DE(@ . On note simplement Ry son image réciproque par &g.
Les groupes Td, Nd, R, sont définis sur F,. Pour toute donnée de Lévi
DL € L4 = L(R(d)), le groupe Ly est défini sur F,. Et, pour ¥? € P(L),
le groupe Qg est un sous-groupe parabolique de G4 défini sur F,.

Si H est un groupe algébrique, on note selon I'usage H® sa composante
neutre. En particulier, on note T!0 la composante neutre du groupe des
points fixes T!. On vérifie que son image réciproque Tfl’o est définie sur F,.

3.2. Soit v € V(‘Z)) (= V4N V). On note t, 'élément de Tt tel que

v = t, z(0). Pour tout v € T, P'élément t;'d(y)v(t,) appartient & N et on

introduit une action pg , de T sur G en posant pg,(v) = Ad(t; 1d(y)y(t,))o

. La restriction de pq, a © coincide avec pq. Sa restriction a I ne dépend

pas de d. On note Gd » le sous-groupe de Gy tel que fd(Gd ») soit égal au

sous-groupe de points fixes dans G par Paction pd,» de I. Ce groupe Gd v

est défini sur F,. Il n’est pas connexe en général. L’action pq , restreinte a

I conserve T et B et coincide sur T avec ’action naturelle. On en déduit

que le tore T py O est contenu dans Gd,v et qu’il en est un sous-tore maximal.

D’aprés le lemme 2.4(i), le groupe R(d) est égal & celui noté M(V?)

n [11], 9.3. D’apreés le lemme 9.4.2 de [11], I'action p4, conserve R(d)

et sa restriction a ce groupe est indépendante de v. Donc l'intersection
RN Gd » ne dépend pas de v. On note Rd ¢ cette intersection.

3.3. Soit F' € C'L;. On introduit le groupe réductif connexe G, défini
sur F', muni d’un isomorphisme £;: G4 — G défini sur F'™, tel que g0y =
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Ad(dp (7)) oyo&y pour tout v € T'. Pour tout sous-groupe H de G, on note
H, son image réciproque dans G4 par £;. On fait une exception pour le
groupe R(d) dont on note simplement R4 I'image réciproque. Les groupes
T4, Ng, Ry sont définis sur F'. Plus généralement, pour toute donnée de
Lévi DL € Ly, le groupe Ly est défini sur F, c’est un groupe de Lévi de Gy.
L’application D¥ +— Ly est une bijection de Ly sur I'ensemble des groupes
de Lévi de G4 contenant le groupe de Lévi minimal Rgy. Soit DY € Lg.
Pour ¢ € P(L), le groupe Qg est défini sur F. C’est un sous-groupe
parabolique de Gg4. L’application X% +— Qg est une bijection de P(L)
sur ’ensemble des sous-groupes paraboliques de G, définis sur F' et de
composante de Lévi Lg. On note Tq r le sous-tore de Ty tel que £4(Tq r)
ait pour groupe de cocaractéres X¢. D’apres le lemme 1.10 de [11], que
I’on peut appliquer ainsi qu’on I’a expliqué en 2.4, T4 est un sous-tore
déployé maximal de Gg.

Introduisons I'immeuble Imm(Gg4, F™*) de G4 sur F™. Notons o
neau des entiers de F™". Le groupe G4 agit sur Imm(Gyg, F™). Pour tout
v € Imm(Gyg, F™"), Bruhat et Tits définissent un schéma en groupes lisse

nr lﬁan_

nr nr

G, sur 0™, de sorte que, en posant G, = G, (0™), ce groupe Gy, soit
le fixateur de v dans G%. On définit aussi la composante neutre Gg)v et on
pose Gg:gr =Gy, (0™).

L’espace V! s’identifie & I’appartement dans Imm(G4, ™) associé au
plus grand sous-tore de T; déployé sur F™*. On peut identifier Imm(Gy, F™)
au quotient de GUF x V! par la relation d’équivalence suivante (cf. [11], 1.8).
Deux éléments (g1,v1) et (g2,v2) de G5 x VI sont équivalents si et seule-
ment s'il existe n € Nj* et k € Gy, tels que vz = (red ofy(n))r(v1) et
g1 = gank. Pour v € V(rl’f, il y a un homomorphisme surjectif :

Td,v - Efv 7 Gd,v

qui identifie Gd,v au plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de Gg,,,
([11], lemme 2.7.1). 1l identifie aussi ég,v au plus grand quotient réductif de
la fibre spéciale de Gg}v. On note G, ; le noyau de 'homomorphisme 74,

Pour toute donnée de Lévi DF € L4, 'immeuble Imm (L4, F™) se plonge
dans Imm(Gg, F™) de facon compatible aux actions de L}". L’espace 1’4
est inclus dans I'image de ce plongement. En particulier, pour v € V(;), on
définit le groupe Ry’,. Il est indépendant de v ([11], lemme 9.6.2). On le
note simplement Rj'. et on note Ry’ , son plus grand pro-p-sous-groupe
distingué nilpotent.

On introduit 'immeuble Imm(Gg4, F') de G4 sur F. On lidentifie & 1’en-
semble des points fixes par © dans Imm (G4, F™). En particulier, V¢ est
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lappartement dans Imm(Gy, F') associé au tore déployé maximal Ty r. No-
tons o 'anneau des entiers de F'. Si v € Imm(Gg, F'), le schéma en groupes
Gy, est défini sur 0. On pose Ggp = Ggp(0) = Gy, N Ga. Plus généra-
lement, on supprime l'exposant ™ pour désigner les ensembles de points
sur F' des groupes introduits ci-dessus, par exemple Rq,. = Ry'. N Gq. Si
v E V(‘f?), I’homomorphisme 74, est ©-équivariant et se restreint en une sur-
jection de Gy, sur G, D’apres [10], 3.5.2, il y a un ouvert dense U¢ C V¢
tel que, pour v € V(i) NU?, GY, soit un tore.

3.4. Notons Ty, le plus grand sous-tore de Tfi’o déployé sur F,. Son
image £4(Tar,) est le sous-tore de T de groupe de cocaracteres X4

LEMME. — Soit v € V(Czl]). Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) Td,[gq est un sous-tore déployé maximal de C_}d,v.

(ii) Le groupe Rd,a est inclus dans NgN éd,u et on a les égalités Rg’c =
—10 =0 _
T, = Gd,u NRg,c.

(iii) Soit P un sous-groupe de Borel de GY , défini sur F, et contenant

Tgr,. Alors Ry, normalise PO.

Démonstration. — Par définition de DR(d), Rd,a est le commutant de
Td,mq dans Gd’v. Son intersection avec (_;371} est donc connexe : c’est un
groupe de Lévi. D’ot égalité RS, = GY , N Ry, Linclusion T/ ¢ Ry,
est évidente. Supposons pour un instant que v appartient a I'ouvert U? de
la fin du paragraphe précédent. Alors C_-‘:gﬂ} est un tore, forcément égal a

Tfl’o. L’inclusion précédente est donc une égalité, ce qui prouve les égalités
de (ii). Le normalisateur de T dans G est N. Donc celui de ’Tfl’o dans
G, est Ny. Puisque ]::{d,c normalise Tfl’o = Rg’c, Rd,c est inclus dans Ny,
ce qui achéve la preuve de (ii). Maintenant Tdy]yq est un sous-tore déployé
maximal de son centralisateur connexe. Un tel tore est forcément un sous-
tore déployé maximal. D’ou (i). Enfin, (iii) est une propriété générale des
centralisateurs de sous-tores déployés maximaux. O

3.5. Pour v € V(fé), posons Nyed,y = {n € Nyea ;nr(v) = v}. Ce groupe

d

est stable par l'action pg de I'. On pose N, = Nid N Nyed,v (rappelons

red,v
que Nid est le sous-groupe de Noq formé des points fixes par 'action py
de I' définie en 3.1). L’homomorphisme 7y : Nyea — N se restreint en un
homomorphisme I'-équivariant de Nyeq,, dans N, si I" agit sur Nyeq,, par pqg

et sur N par Pd,v- La restriction de pg a I étant 'action naturelle, 5;1 omN
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se restreint en un homomorphisme ©-équivariant :
TN, dw - ered,v I Nd N (_}d,v-
Le groupe Nﬁé‘fl = Ngéd) N Nred,» €st indépendant de v € V(Z) car N::éd)

agit trivialement sur espace vectoriel X¢ ®7 R sous-jacent & V4. On pose
simplement R4 . = NED Raec=TRa.cN Nfled.

red, v’
LEMME.
(i) Soit n € NZ,. Alors ng conserve V<. La restriction de ng a V% est
une translation si et seulement sin € Nf:((ld)’d. Elle est triviale si et
seulement sin € Rq,c.

(ii) Le sous-groupe R, de N, est distingué.

e
(iii) Soit v € Vél)). L’homomorphisme 7y 4., est bijectif et se restreint
en des bijections de Nid,U sur Ng N Gd,v, resp. de ’Réyc sur Rd@
resp. de Rq,. sur Rd,a-
(iv) Soient v € V(] et B!, B} deux sous-groupes de Borel de G,
contenant leﬁ‘q et définis sur F,. Posons B, = Rd,cﬁg, L’applica-
tion composée de T 4, et de I'application naturelle de Ng N G g,
dans BY\G4.,/Bs se quotiente en une bijection de Nidm/Rd,c sur
Blo\éd,v/éz
Démonstration. — L’action (n,v) — nr(v) de Nyeq sur V' est compatible
aux actions pg de I' sur Nyeq et V. Donc, pour n € Nr‘id, ng conserve V.
La restriction de ng & V% est une translation si et seulement si I'image de n
dans W agit trivialement sur I’espace vectoriel X¢ ®7 R sous-jacent a V<.
Cela équivaut & ce que cette image appartienne & W@  ou encore a la
condition n € Nﬁéd)’d. La restriction de ng & V¢ est triviale si et seulement
si on a de plus n € N,
n € Rg,.. Cela prouve (i). Le (ii) en résulte puisque R4, apparait comme
le noyau de 'homomorphisme n +— ng.

pour au moins un v € V(‘:)). Cela équivaut a

: d .
Soit v € V(p). On a:

(1) la restriction de mn & Nyeq,» est injective.

En effet, soit n € Nyea,» tel que my(n) = 1. Alors n € Ty, donc ng
est une translation. Puisque ng fixe v, cette translation est triviale, donc
n = 1. Cela prouve (1).

D’apres (1), mn 4,0 est injectif. Soit iy € Ndﬂéd,v, posons 1 = gd(ﬁd) €
N et n = t,nt;! € Nyg. Alors n € Niea,w €t mn(n) = 7. Pour o €
I, onao(n) € Needp et mn 00(n) = pay(o)(@) = f. D’'apres (1), cela

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENDOSCOPIE ET CHANGEMENT DE CARACTERISTIQUE 1771

entraine o(n) = n, donc n € Nk, .

Puisque 7y, q,(n) = ng, cela prouve
la surjectivité de my q,. Alors 7y 4, est bijectif. Etant ©-équivariant, il se
restreint en une bijection entre les sous-ensembles de points fixes par © des
ensembles de départ et d’arrivée. Cela prouve les deux premieres assertions
de (iii). On obtient les deux derniéres en appliquant les deux premiéres aux
objets issus de DE(@ et en utilisant le (ii) du lemme 3.4 qui nous dit que
NsN Ry = Rae.

Considérons la situation de (iv). Un résultat général de théorie des grou-
pes nous dit que ’application naturelle de Ny N C;'dﬂ, dans B?\G’dw/ég
se quotiente en une bijection de (Ng N Ga.,)/ (T N G'Sl ,) sur cet ensemble
de doubles classes. Le méme résultat, appliqué aux objets issus de DD
nous dit que By = Ry CB2 Puisque Rd . contient T N Gd »» on en déduit
une bijection de (NgNGa.)/Ra,c sur I'ensemble BI\G 4.,/ Bs. Grace a (iii),
I’ensemble de départ s’identifie via 7mn 4. & Nd red, »/Ra,c. Cela prouve (iv).
|

3.6. Soit F' € CL,. L’homomorphisme red of;: N3 — NL  est surjec-
tif, de noyau le plus grand pro-p-sous-groupe nilpotent 73" de T;". Cet
homomorphisme est ©-équivariant, © agissant sur N} red DPar pq. Puisque
NJ* est un sous-groupe de G, il agit sur Imm(Gg4, F™"). Cette action pré-
serve V1. Pour n € NJ¥, Taction ainsi définie de n sur VI coincide avec
(red o&4(n))r. Pour v € V!, posons Ny, = Ggt, N NG". Ce groupe Ny, est

aussi 'image réciproque de N,

4. Par ’homomorphisme red o&4. Supposons

de plus v € Vé)). On a un diagramme :

red o0&y nr nr

Nred v Nd,v d,v
WN,d,q;JV J/Trd,v
NN Gd,v — Gd,v

Il est commutatif. Supposons v € V(‘;) et faisons agir © sur N. red,v PAT Pd.
Alors toutes les fleches du diagramme sont ©-équivariantes.
Supposons toujours v € V(‘Z)). D’apres le lemme 9.6.2 de [11], 'image de

o, par mq., est l_ld,c. Or ce groupe est égal a Ng”(d) N C_;d,v d’apres le
lemme 3.4(ii). On en déduit I’assertion suivante.

LEMME. — On a I'égalité Ry, = (N 0 Ry, ) Ri, .
3.7. On a défini ®(0) en 1.3. On note ®(0)? le sous-ensemble des éléments

de ®(0) conservés par I'action pg de ©. Tout élément de ®(0)¢ coupe V(i) (la
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preuve est similaire & celle de [11], 2.8(2)). Notons ®(0)< . . le sous-ensemble
des ¢ € ®(0)? tels que ¢ N V¥ soit ouvert dans V4.

Soit F € CL,. Pour ¢ € ®(0)2, ., on définit le fixateur G445 de ¢ dans
(G4 et on peut encore définir un sous-groupe Gg’d) de Gg,4. Pour v € 9N v,
on a l’égalité GSM5 = Gg’v et l'inclusion Gg4,4 C Gg,,. 1l existe un ouvert

dense Uy de ¢ N V4 tel que, pour v € Uy, cette inclusion soit une égalité.

LEMME. — Soit p€®(0)4,,, et FECL,. On a I'égalité Gq g = RaGY .

max

Démonstration. — Puisque R, . agit trivialement sur Ve, Rg,c est inclus
dans Gg,4. Soit v € Uys. On doit montrer que Ry . s’envoie surjective-
ment sur Gd’v/Ggw. En projetant par g, il revient au méme de prouver
que Rd’c s’envoie surjectivement sur éd,v/ég)v. On a vu dans la preuve
du lemme 3.5(iv) que I'application de NZ

- o )
red dans Ga, /Gy, composée

de mn 4, et de I'application naturelle de NgnN éd,v dans Gdﬂ,/égyv, était
surjective. L’image de Rq,. par mn,q, est Rd,c Il suffit donc de prouver
Iégalité :

d —
(2) Nred,v - Rd,C'
Soit n € N&, . D’aprés le choix de v, ng fixe non seulement v mais aussi

tout point de ¢ N V. Cet ensemble étant ouvert dans V¢, ng fixe tout
point de V. Donc n € Ry, d’apres le lemme 3.5(i). Cela prouve (2) et le
lemme. |

3.8. Soit F' € CL,. Notons Ny r le normalisateur de Ty r dans Gg.
L’action de Ny p sur Imm(Gy, F') conserve lappartement Ve associé a
T4 r. Le sous-groupe Ry de Ng r est celui des éléments qui agissent par
translations sur V. Le sous-groupe Ry est celui des éléments qui agissent
trivialement.

Puisque Ty, r est le plus grand sous-tore déployé sur F' de Ty, le groupe
Ng normalise Tq r, donc Ng C Ny . Cette inclusion se quotiente en un
homomorphisme injectif :

Na/Ty+ — Nar/Ra.c+.
PrOPOSITION. — Cet homomorphisme est bijectif.

Démonstration. — Soient n € Ny p et v € V(Z). Notons v’ I'image de v

par I'action de n sur Imm(Gg, F). Ce point v’ appartient & V¢. Plongeons
Imm(Gy, F') dans Imm(G, F™") et utilisons la description de cet immeuble
donnée en 3.3 comme quotient de G5* x VI. Les deux éléments (n,v) et
(1,v") de G&" x V! ont méme image dans I'immeuble. On peut donc fixer
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ny € Nj" et hy € Ggfv tels que n = nih;. On a :
Ad(hl)(Td’F) = Ad(nfln)(Tdyp) = Ad(nfl)(Td,F) C Ad(nfl)(Td) = Td.

Alors Ad(h')(T4) contient Ty et est donc un sous-tore maximal du
commutant Ry de Ty . Il est maximalement déployé sur F™" puisque Tq4
lest et h; appartient & GY'. Enfin, puisque v appartient a l’appartement
associé & Ty dans Imm(Gg, F™) et puisque hy fixe v, v appartient aussi &
’appartement associé & Ad(h;')(Ty). Ces deux appartements sont inclus
dans Imm(Rg4, F™). En appliquant [10], 2.2.1 & cet immeuble, on voit qu’il
existe ho € Ry, tel que Ad(h;Y)(Ty) = Ad(hy')(Ty,). Fixons un tel ho.
Alors hyhy ' appartient & N3, D’autre part, Ry, = Ry, En utilisant le
lemme 3.6, on peut écrire hy = nahs, ot ng € Ny V"™ NRY et hy € RY, .
Posons n3 = nlhlhglng. Alors ng € N}* et n = nshs. Soit § € ©. Puisque
n € Gg, on a 6(nzhz) = nzhs et nglﬂ(ng) = h30(h3)~t. Ce dernier élément
appartient & N}* N RY, = T3, . L’application 6 — n3'6(n3) est un
cocycle. Mais T3, est cohomologiquement trivial ([11], lemme 1.8). On
peut donc fixer t € T}, tel que n3'0(n3) = t0(t)~" pour tout . Posons
ng4 = nst et hy =t~ 1hsy. On a maintenant ny € Ny, hy € Rfi‘fc7+, n =n4hy.
Cela oblige h4 & appartenir a Ry +. Alors I'image de n dans Ny p/Rg.c+
est égale a celle de ny. Puisque ny € Ny, cela prouve la surjectivité cherchée.

0

3.9. Soit F' € CL,. On a deux isomorphismes :

(redo&q) ™
—

Ny Ng/Ty+ — Ngr/Rac+-

On fixe une application :

d
Nred Nd,F
n  — ng
de sorte que, pour tout n € Nrdcd, l'image de np dans Ny p/Rg. + soit égale
a celle de n par le composé des isomorphismes ci-dessus.

Cette application est compatible aux actions sur V¢ Pour n € ]\fr@‘lcd7
ona:

n e N;:éd)’d < np € Ry,
n € Rae < nr € Ry
: d .
Soit v € V(p). On a:

’I’LENd < TLFGNd’FﬂGd’v.

red,v
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De plus, le diagramme :

N " Nar N Gaw
(3) lﬂ—N,d,v lﬂ—d,v
Nan Gd,v — éd,v

est commutatif.
Soient n € N4 et v € V(‘Z)). Posons v" = ng(v). Alors Ad(ng)(Ga,v) =
Gaq, et le diagramme :

Gao MO0 g
(4) lﬂ-dﬂ] lﬂ-d,v’
Gd v Adm(”) de’

)

est commutatif.
Soient v € V(‘;) et ¢1, g2 deux éléments de ®(0)2 __ tels que v appartienne

max

aux adhérences de ¢; et de ¢o. On a alors Gg,4, C Gq» pour i = 1,2 et :

(5) lapplication n — np, restreinte a Nidm, définit par passage au quo-

tient une bijection de Nrded,v/Rd,c sur G, \Ga,o/Ga,g,-

En effet, pour i = 1,2, I'image de Gg,@ par md,y est le groupe B? des points
sur F, d’un sous-groupe de Borel B? de Ggyv, défini sur [F; et contenant
Ty, Alors (5) résulte des lemmes 3.7 et 3.5(iv) et de la commutativité
du diagramme (3).

3.10. Soit v € Vé). Notons N%? I'image réciproque de Ny N ég’ﬂ par

red,v
TN,d,v- On a un homomorphisme injectif :

NES ST NS ) — N2 /NEDA

red,v red,v red
DEFINITION. — On dit que v est spécial si et seulement si cet homo-

morphisme est bijectif.

Soit F' € CL,. Bruhat et Tits ont défini la notion de point spécial de
Imm(Gy, F).
LEMME.

(i) Soient v € V(”;)) et F € CLy. Alors v est spécial au sens de la
définition ci-dessus si et seulement s’il I'est dans Imm(Gyg, F') au
sens de Bruhat-Tits.

(ii) II existe au moins un point spécial dans V(‘;J).
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Démonstration. — L’homomorphisme ci-dessus se complete en un dia-
gramme commutatif :

d, =1, d, R(d),d
NES JEOANS ) — NN

red,v red,v

(NarNGY,)/(RaNGY,) —  Nar/Ra

Les fleches verticales se déduisent de I'application n — npg et sont des
isomorphismes. D’apres les définitions de Bruhat et Tits, v est spécial dans
Imm(Gy, F) si et seulement si la fleche du bas est bijective. L’assertion (i)
en résulte.

D’aprés Bruhat et Tits, il existe au moins un point spécial dans V¢. Le
fait qu'un point soit spécial ne dépend que de 1’élément ¢ € ®(0)? auquel il
appartient. Puisque toute facette coupe V(‘Zj))7 lassertion (ii) en résulte. O

On fixe un point spécial vy € V(‘z). Pour tout F' € C'L,, on pose sim-
plement K; = Gg,,. C’est un sous-groupe compact spécial de G4. Pour
ne N4

fods O & :

ne N? <~ np e Ky.

red,vg

3.11. Soient DX € L. Le groupe N, contient Nféd). Donc 'application

T

naturelle de Ni’gﬁvd dans Nrjgéd\Nrded est surjective. Pour v € V((ziv)’ fixons

un sous-ensemble M de Ni’glvd tel que Iapplication déduite :

M — NE

red

d d d
1 \Nred/Nred,v
soit bijective.

LEMME. — Soient ¥¢ € P(L) et F € CL,. L’application :

M — Qi\Ga/Gayv

n —  QanrGay
est bijective.
Démonstration. — Il est bien connu que ’application naturelle :

Nar — Qa\Ga/Gaw
n —— QanGq,y

se quotiente en une bijection de N(]lL’F\Nd,F/(N(LF NGy) sur Qi\Ga/Ga.v-
11 suffit de traduire cette assertion via l'application n — ng. (|
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4. Algebres de Hecke-Iwahori, fonction de
Harish-Chandra, (G, M )-familles

4.1. Onfixe d € D. Soit F € CL,. En [11], 3.2, on a défini une mesure de
Haar sur G4. On va expliquer que les mesures de certains sous-ensembles de
G4 sont indépendantes de F'. Il serait plus correct de définir abstraitement
leurs mesures, puis de dire que, pour tout F' € C'L,, les mesures des sous-
ensembles en question de G4 sont égales a leurs mesures abstraites. On y a
renoncé pour ne pas introduire une kyrielle de notations et on se contentera
de la formulation imprécise : les mesures sont indépendantes de F'. Ainsi :

— pour v € V(‘Zi)), la mesure de Gy, est indépendante de F. En effet,

d’apres la définition de [11], 3.2, elle vaut |Gy ,|q~ dim(Ga,)/2 ;

— pour v € V(‘;), la mesure de G4 + est indépendante de F' : c’est le

quotient de la précédente par |Gy, |.
On pourrait facilement montrer que :
— pour vy, vy € V(;l)) et n € N, la mesure de Gy, »,nrGa, v, est indépen-
dante de F.
On le verra plus loin dans le cas particulier que ’on utilisera.

Soient DX € L4 et X2 € P(L). On construit les algebres de Lie I4 et
q,- Notons uy le radical nilpotent de q,. D’autre part, pour tout (v,r) €
Ve x R, on définit dans ga le réseau de Moy-Prasad gq4,.,. Il résulte des
constructions que :

9d,v,r N qd = (gdm,r N [d) SV (gdm,r N ud),

9d,v,r M (d = [d,v,r-

Munissons 1y d’une mesure de Haar. Alors :
— pour tout (v,r) € V(Czl)) X Zpy, le nombre mes(gq,o,r N ta) mes(gd,,0 N
ug) ! est indépendant de F.

Supposons pour fixer les idées r < 0. On définit dans l'algebre de Lie
g, des sous-espaces q, 1y et iig et, pour s € Z(py, un sous-espace @, s
([11], 2.6). Ils vérifient des propriétés analogues a celles ci-dessus. Il y a
une projection Tdv,s+ Bdv,s gd,v,sa de noyau gd,v,s+ (: 8d,v,s+e Pour
€ > 0 assez petit). On vérifie que 74, s identifie (ga,v.s N Ua)/(Gd.v.s+ N Ud)
aUgMgqup,s Alors :

mes(gg.y» N itg) Mes(gg 0 Nitg) ' = Z [tg N Gd,v,s]-
SGZ(p),’I‘SS<O
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4.2. Fixons un élément ¢ € ®(0)¢_ . On note ¢ ... ¢, les éléments de
®(0)? tels que ¢; N V¥ soit contenu dans I'adhérence de ¢ N V¥ et vérifie
dim(¢; NV4) = dim(V?) — 1. Soit vg € ¢ N V((Il)) et, pour tout i € {1...m},

soit v; € ¢; N V(Z). On pose :
a; = (dim(égwi) — dim(é&vo)) /2.

Posons Wgﬁ = Nr‘id /Ra.c. L’action n — ng définit par passage au quotient
une action de W;fﬁ sur V4. Pour i € {1...m}, on sait qu’il existe un unique
élément w; € Wgﬂ dont I'action sur V¢ soit la symétrie par rapport a I'hy-
perplan contenant ¢; N V¢, On introduit une algebre de Hecke-Iwahori H<.
C’est ’espace vectoriel complexe de base indexée par Wfﬂ. Pour w € Wgﬁ,
on note T, I’élément de base associé. Le produit dans H¢ est défini par
des formules usuelles que I'on ne reproduira pas, cf. par exemple [4], théo-
reme 3.6. La relation la plus significative est :

(Tw, + 1)(Tw; —¢*) =0.

Pour tout 7 = 1...m. L’élément neutre est 77.

4.3. On suppose que le point spécial vg € V(‘;) appartient a '’adhérence
de la facette ¢ fixée dans le paragraphe précédent. Notons W I'image de
Ni’ivd dans W<;. Notons A? le sous-groupe Nﬁéd)’d/Rd,c de W D’apreés
le lemme 3.5(i), il est formé des éléments qui agissent par translations
sur V?. La définition d'un point spécial implique que Wgﬁ est le produit
semi-direct de A% et de W{. En suivant Bernstein, on peut donner une
autre présentation de I’algebre H?. Cette présentation permet de décrire
commodément certaines représentations de cette algebre. On ne rappellera
pas la présentation de Bernstein, mais on va décrire les représentations en
question.

Pour tout DX € £, on a défini X};L en 2.1, on pose ar, = X};L ®z R et
on note aj ’espace dual de az. Pour tout espace vectoriel réel a, notons ac
son complexifié. Remarquons que ag(q) est 'espace vectoriel sous-jacent a
V4 (lemme 2.4(i)). Pour a € A%, on note H(a) 'élément de ap(q) tel que a
agisse sur V¥ par la translation de vecteur —@H(a).

Posons :

ES:{aEZ;VveqﬁﬂV‘l,(a,v—vd)20}.

C’est un sous-ensemble parabolique de X, précisément, c’est un élément
de P(R(d)). Notons &5 la somme des éléments de ¥°. On peut considérer
ce terme comme un élément de a*R( a)° Notons A%o le sous-ensemble des

a € A? tels que (H(a),a) > 0 pour tout a € ¥°. Soit s € 0% (q),c- Notons
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Z(s) I'idéal & gauche de H? engendré par les éléments T, — e{f(a):5+0s/2)
pour a € Ago. Posons &(s) = H?/Z(s). Pour h € H?, notons h son image
dans &(s). L’algebre H? agit dans £(s) par multiplication & gauche. Les
propriétés suivantes sont bien connues :

— la famille (Tw)wewg est une base de £(s) sur C;

— la droite portée par I'élément Zwewod T, est conservée par T, pour

tout w € W

On note e: £(s) — C la forme linéaire qui vaut 1 sur 7} et annule T}, pour

tout w € W ~ {1}.

4.4. Soit F' € CLy. On pose Iy = Gg4, o ¢ a été fixée en 4.2. Le
groupe G4 est muni de la mesure de Haar définie en [11], 3.2. On note
H¢ Palgébre de convolution des fonctions sur G4, & valeurs complexes, a
support compact et biinvariantes par I;. Posons ng = Nagr/Rqc On
sait que l'application qui, & n € Ng r, associe sa double classe Iynly, se
quotiente en une bijection de ngLF sur I;\Ggq/I4. D’autre part, d’apres les
résultats de 3.8 et 3.9, ’application n +— np se quotiente en une bijection de
W, sur W:ff,F' Pour w € W, notons Cr(w) 1'élément de I;\Gq/I4 qui
lui correspond par la composée de ces bijections. Notons T, r la fonction
caractéristique de la double classe Cr(w), divisée par la mesure de Ig.
Définissons une application linéaire tp: H? — H% par tp(Tw) = Tw.r
pour tout w € Wik Le théoréme 3.6 de [4] revient & dire que tp est un
isomorphisme d’algebres.

Soient DX € L4 et X2 € P(L). Il y a un homomorphisme usuel Hy, :
L4 — ar. Rappelons sa définition. Notons X*(L)' le groupe des caractéres
algébriques de L invariants par 'action de I'. Par restriction a T, X* (L)Y
s’identifie & un réseau de a}. Notons |.| la valeur absolue usuelle de F

! sur une uniformisante. Alors, pour | € Lg et x € X*(L)", on a

valant ¢~
égalité e FraD®) = |2 0 £4(1)|. Notons Uy le radical unipotent du sous-
groupe parabolique Qg de G4. On a I'égalité G4 = Q4K et on définit une
fonction Hg,: Gq¢ — ar, par Hg,(luk) = Hy,,(I) pour tous | € Ly, u € Uy,

ke Kg.

DEFINITION. — Pour H € ay,, on note 1y g, la fonction caractéristique
dans G4 du sous-ensemble des g € G4 tels que Hg,(g) = H.

Soit s € af ) ¢- Notons Er(s) lespace des fonctions f: G4 — C, locale-
ment constantes et telles que :

f(zg) = 05, () 2eHsal®)2) f(g)
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pour tous x € Sy et g € Gy (Sq est le sous-groupe parabolique de G4 associé
a I'ensemble X de 4.3 et dg, est le module usuel). Le groupe G agit dans
Er(s) par translations & droite. Considérons le sous-espace Er(s)!? des
invariants par I. L’algébre H< agit dans ce sous-espace. On note 7x(s)
cette représentation de Hp(s). On introduit les deux éléments fr,(s) et
fr,(s) de Ep(s) caractérisés par :
— f1,(s) est & support dans Sgl4 et vaut 1 sur Ig;
- fr,(s) vaut 1 sur K.
On note ep: Ep(s) — C la forme linéaire telle que ep(f) = f(1) pour tout
fe&r(s).
Les propriétés ci-dessous sont bien connues (elles sont prouvées par exem-
ple dans [9] pour le groupe linéaire et les preuves s’étendent au cas général) :
— D'application linéaire de H? dans Ep(s)!¢ qui, & h € HY, associe
(mr(s)orp(h))(f1,(s)), se quotiente en un isomorphisme tp(s): E(s) —
EF(S)Id ;
= () Lwews Tw) = fra(5);
— pour tout h € £(s), e(h) = er o tp(h).

Remarque. — Dans le cas particulier o s = —dg/2, la fonction fx,(s)
est la fonction constante valant 1 sur tout Gy. Pour w € W9, on a I’égalité :
mes(Cp(w))
T = —" .
7r (8)(Tw,r)(fK,(5)) mes(ly) fry(s)

La description ci-dessus montre que le coefficient mes(Cr(w)) est indépen-
dant de F', ce qui est un cas particulier d'une propriété énoncée en 4.1.

4.5. PROPOSITION. — Soient n € N

od> U € V(f)) et H € agq)- 1l existe
une fonction yi: éd”u — Ry telle que, pour tout F' € CLy et tout x € Gy,

on ait I’'égalité :

/ 1ns,(nrpry)dy = poma.(z).
Gd,v,+

Démonstration. — Par transformation de Mellin, il revient au méme de
d d . . .
prouver que, pour n € Ny, v € Vo) et s € ap ), il existe une fonction

W édw — Ry telle que, pour tout F' € CL, et tout z € G4, on ait
I’égalité :

) e(H,s+6s/2>/ 1x.s,(npry)dy = pomg,(z).
Héan Gd,v,+
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Fixons n,v, s, F' et, pour simplifier, posons f = fx,(s). Pour tout g € Gg,
on a 'égalité :

> el 6 (g) = flg)-
Heag)

L’égalité a prouver se récrit :
(1) / fnpzy)dy = pomgy,(x).
Gd,u.+

On note J(z) l'intégrale ci-dessus. Si v = vq, posons ¢1 = ¢. Si v # vy, choi-
sissons une facette ¢; € ®(0)2__ telle que 'adhérence de ¢; contienne un
voisinage de v dans le segment joignant v a v4. On a Gg,4 + C G37¢1 C Gg,v
et on vérifie I'inclusion 7Tdﬂ)(G2,¢1) C mau(Kg N Gg,v). Donc G(C)lﬂi)l c
Gawn,+Kq. On peut augmenter cette égalité par le groupe Rg. qui est
contenu a la fois dans Gy, et dans Kg4. Grace au lemme 3.7, on obtient
Gaw+ C Gag, C Ggo+Kq. Puisque f est invariante a droite par Kg, il en
résulte 'égalité :

J@) = e /G f(npay)dy,
d,$q

ot ¢; = mes(Gq .y +) mes(Gag, ). Le groupe N&, agit sur ¥ via sa pro-
jection dans W. Cette action conserve B, Posons n~(2%) = £5. Alors
»5" € P(R(d)) et 5 détermine un sous-groupe parabolique S, N GY, de
Gg’v, défini sur F,,. C’est en fait un sous-groupe de Borel puisque Rg’c est
un tore (lemme 3.4(ii)). Un tel sous-groupe de Borel est déterminé par une
unique facette ¢ € ®(0)2,  telle que v appartienne & I’adhérence de ¢s.
On a alors :

Taw(Gag,) =SyNGY,.

De la construction de 5" résulte Pégalité S, N Gy, = Taw(Ad(np')(Sq) N
Gy.,)- Alors Gj , C (Ad(nz")(Sq) N GY.,)G v, +- Considérons la fonction
sur Ggm :
z— f(npzay)dy.
Ga ¢,

Elle est invariante & gauche par Ad(nz")(Sq) N Gg,v car Hg, vaut 0 sur le
groupe compact Sg N Ad(np)(Gg,v). Elle est invariante a droite par Gg v +,
ce groupe étant normalisé par x. Elle est donc constante et on obtient :

J(x) =eq /GO /G f(npzay)dydz,

d, b3 dé1
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olt ¢z = c1mes(GY ,,) " Le terme J(z) ne dépend donc que de la double
classe G27¢2de,¢l. Grace a 3.9(3), on peut fixer n’ € Nidw et suppo-
ser & = np. Remarquons que n, normalise Ry, donc G, npGag, =

Gd,¢2n/}7Gd,¢17 d’ou :

J(np) = 03/ / f(npyan'py)dy:dys,
Ga, g /Ga, ¢,

olt c3 = ¢y mes(Gq,p,) L

Le groupe Ny g, donc aussi N¢ j, agit transitivement sur ®(0)4,, . Fixons
n1,n2€NE | tels que n; g(¢) = ¢; pour i = 1,2. Alors Gg,p, = Ad(n; r)(1a),

d’ou I'égalité :
J(n’p) = 03/ f(npn27py2n2_,};n'FnLFy1n£},)dyldyz.
TaxIg

Posons ng = non'ny. On a nz_}n’FnLF € n3 pRac+. Puisque Rgc 4+ C Iy,
on peut remplacer ci-dessus n, },ﬂn},nl F par n3 . Puisque vq4 est spécial, on
peut décomposer nny en nyns, avec nyg € Nr}:((id)’d et ng € Ni’g’m. On peut
encore remplacer npng p par ng pns p. Remarquons que ng g € Rg C Sq.
On vérifie que Hg,(n4,r) = H(n4) (I'application H a été définie en 4.3).

Donc, pour tout g € G :

)= 6(H(?“L4)7s+5s/2>f(

f(na,rg 9)-

On obtient :
J(ng) = C4/ f(ns,pyans py1ng, p)dyrdys,
IdXId

ou :

4 = cyelH(na)s+65/2),

Pour g € G4, considérons la fonction sur I; :
(2) z— | f(zns,pyg)dy.
14
Elle est invariante a gauche par I; N Sy. Elle est invariante a droite par

. 7 . d
Ga,v, + Darce que ce groupe est normalisé par ns g (puisque ns € Nredwd).

D’apres la définition de ¥° donnée en 4.3, on a linclusion 74, (I4) C
Tdvy(Sa N Kgq). Done Iy C (Ig N Sq¢)Gau, +- La fonction (2) est donc
constante. D’ou :

J(np) = C5/ fpns, pyans pysng ) dyr dysdys,
IdXIdXId
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ol c5 = cqgmes(ly)~t. On peut enfin glisser & droite un élément de I,
puisque f est invariante & droite par ce groupe. Alors :

J(nf) = 06/ F(yins, pyans rysng pya)dyrdyadysdya,
IdXIdXIdXId

ot cg = csmes(Iy) 1. Pour i = 2,3,5, notons w; 'image de n; dans Wd,.
Un calcul simple transforme ’expression ci-dessus en :

J(p) = erer (70(8)(Tuw w T T ) ()

cr = cgmes(I)" mes(Cr(ws)) ™! mes(Cr(ws3)) ™! mes(Cp(wy ')t
D’apres 4.4, c’est aussi :

J(nfp) = cre( Y Ty Tus T 1 T)-
weWUd
La constante c; est indépendante de F'. L’expression ci-dessus 1’est donc

aussi. C’est ce qu’il fallait démontrer. O

(&1

4.6. COROLLAIRE. — Soient D" € Lq, X% € P(L),n € Ny etv € V.

11 existe une fonction p: ay X édﬂ) — Ryq telle que, pour tout F' € C'Ly et
tout (H,x) € ar, X Gq,, on ait I'égalité :

[ tnosnrsy = p(i 7o)
Ga,v,+

Démonstration. — On a fixé en 4.2 une facette ¢, dont I’adhérence
contient vg. On peut la choisir telle que 'ensemble ¥ défini en 4.3 soit
contenu dans X%. Il y a une projection naturelle :

AR —— OL
H —  Hiy,

Soit F' € CL,. Alors Sy C Qg et on a I'égalité Hq,(g) = (Hs,(g9))r pour
tout g € G4. L'intégrale de I’énoncé est égale a :

> / 15, (nrzy)dy.
Ga,v,+

H/EUR(d) ;HL:H

Il reste & appliquer la proposition précédente. O
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On note (g n,» la fonction notée p dans I’énoncé. Si n = 1, on la note
simplement pg . On note fign. (ou fig. si n = 1) la fonction sur ay,
définie par :

laQ,n,v(H>: Z /vLQ,n;U(Hvi')

i'eéd,u

pour tout H € ar. Pour tout F' € CL, et tout H € ar, on a I'égalité :

pgmu(H) = / 1y g, (npx)de.
Ga,v

4.7. Transcrivons quelques résultats d’Arthur concernant les (G, M)-
familles. On munit 'espace X* ®z R d’un produit scalaire euclidien in-
variant par les actions de I" et W. On en déduit par restriction un produit
scalaire euclidien sur aj, et, par dualité, sur a,s, pour tout DM ¢ L.

Soit DM € L. On appelle (G, M)-famille une famille (cp)srep(ar) véri-
fiant les conditions suivantes. Chaque cp est une fonction C* sur ia}, (ou
i = v/—1), & valeurs complexes. Soient X, 2" € P(M) deux ensembles
paraboliques adjacents. Ils déterminent deux chambres dans a},, séparées
par un mur. Notons ap, p, U'hyperplan de aj, contenant ce mur. On impose
que les restrictions de cp et cpr a iap p, soient égales. A toute (G, M)-
famille (cp)spep(ary, on associe un nombre complexe cps ([1], p. 37).

Soient (c1,p)srep(nr) et (c2,p)srep(ary deux (G, M)-familles. Pour ©F €
P(M), posons cp = ¢ pca p. Alors (cp)srepn) est une (G, M)-famille.
On a une égalité :

(3) v = Z chc’Q’Q,.
2R eF(M)

Avant de Pexpliquer, posons une convention d’écriture. Pour tout 9 €
F(M), il y a une unique donnée de Lévi DF telle que ¥¢ € P(L). On
I'utilisera souvent sans l'introduire explicitement, c¢’est-a-dire qu’on notera
sans plus de commentaire DE, DL ete. 1a donnée de Lévi associée ¥e,
¥Q ete. Soit X9 € F(M). Notons PL' (M) 'analogue de P(M) quand on
remplace D par DY, Soit ©F" € PL(M). Posons £F = 27 U (22 \ 2).
Alors ¥ € P(M). On pose cglp, = ¢1 p. Alors (Cg;p/)zp/epL/(M) est une
(L', M)-famille. Le terme le/M intervenant dans (3) est son nombre associé.
Le terme ¢ o, est défini en [1], 6.3. Pour ¥ € P(M) avec ¥ C »e'
la restriction de cz p & ia}, ne dépend pas de XF. On note ca cette
restriction. Alors ¢ o, ne dépend que de cette fonction ¢ . Dans le cas

particulier ot 9" = %, cy g = 1.
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Nous ne considérerons que des (G, M)-familles (cp)srep(nr) pour les-
quelles il existe une famille (Hp)s;rep(ps) d’éléments de ay; de sorte que
cp(\) = e~ NP pour tout ©F € P(M). Dans la situation ci-dessus, sup-
posons que (c2,p)srep(n) SOit associée a la famille (Hz p)spep(ar)- Soit
¥Q' e F(M) et soit £ € P(M) avec P ¢ £ Alors la projection
orthogonale de Ha p sur ar/ ne dépend pas de > P, Notons Hy g cette pro-
jection. Alors ¢, ne dépend que de Hy g (on a cpgi(N) = e~ MHzar)
pour A € dar/). Le terme ¢ o, ne dépend lui-aussi que de Hz ¢/, on peut
considérer que c’est la valeur en Hj o d'une fonction ug: définie sur ar/.

On peut généraliser les constructions en fixant un sous-ensemble pa-
rabolique ¢ € F(M). On définit une (Q, M)-famille comme étant une
famille (cp)srepe(y) comme ci-dessus, a ceci prés que l'ensemble d’in-
dices P(M) est remplacé par le sous-ensemble P? (M) des =¥ € P(M) tels
que ©F € ¥9. On obtient le résultat suivant. Pour tout £?" e FQ(M)
(C’est-a-dire que X2 € F(M) et £9' c £9), il existe une fonction ug, sur
ar, de sorte que I'égalité ci-dessous soit vérifiée. Soient (c1,p)srepe(ar),
(c2,p)sPepem) deux (Q, M)-familles. Notons (cp)srepe(ar) leur produit.
Supposons que (cz,p)xrepe(ar) Soit associée a la famille (Hz p)srepe (i)
d’éléments de aps. Alors :

(4) ar= Y, g (hg).
nR eFQ(M)
Dans le cas oil Y9 = Y@, la fonction ug, est constante de valeur 1.

Appliquons cela aux fonctions poids. Soit d € D, supposons DM € L.
Soit ' € CL,. Pour ¥9" € F(M), on définit la fonction Hg sur G4 comme
en 4.4. Soient ©¢ € F(M), XF € P?(M) et g € G4. On définit la fonction
vg(g) sur iaj,; par Ug(g7 A) = e~ MHP(9) - Alors (’Ug(g))zpefpcg(]v[) est une
(Q, M)-famille. On note vf/[(g) son nombre associé. Soient g1,g92 € Gjy.
Définissons une autre (@, M)-famille (Ug(gl,QQ))EPGPQ(M) par :

vg(ghgz, \) = e~ NHpy(9192)—Hp,(91))

Alors (vg (9192))srepe(m) est le produit des deux (Q,M)-familles
(’Ug(gl))zpepQ(M) et ('Ug(gl7gg))EPepQ(]\/[). Appliquons-lui la formule (4).
Le terme H» o qui y intervient est égal & Hor (9192) —Hgr, (91). On obtient :

G)  vRle) = D v§(90)ud (Hg,(9192) — Ho,(91)).
2R eFQ(M)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENDOSCOPIE ET CHANGEMENT DE CARACTERISTIQUE 1785

5. Intégrales orbitales pondérées. Quelques réductions

5.1. Soit d € D. On a défini en [11], 2.4 une décomposition en facettes de
I'ensemble V! x R. On note ® I’ensemble ce ces facettes (I’ensemble ®(0)
de 1.3 est celui des intersections non vides d’éléments de ® avec VI x {0}).
On note ®? le sous-ensemble des éléments de ® conservés par I'action pg de
I. Pour ¢ € ®?, on a défini en [11], 2.8 un espace g4 4 sur F, et noté S(¢)
Pespace des fonctions sur cet espace. On note r(¢) la borne supérieure de
la projection de ¢ sur R et on pose :

S = ByegaS(d),

et, pour r € R,

Sg = ®¢6<I>d7r(¢)27'8(¢)7 Sg+ = @¢E<I>dﬂ’(¢)>7"8(¢)'

5.2. Soit F' € CL,. Pour (v,r) € V¢ x R, on définit les réseaux de Moy-
Prasad g4, €t gq,0,r+ dans gq. Supposons (v,r) € Vél)) X Zpy, notons ¢
I’élément de ¢ auquel appartient (v,7). Il y a un homomorphisme surjec-
tif :

Td,v,r: gd,v,r ? ﬁd,gﬁ

dont le noyau est gq, -+ ([11], lemme 2.7.2). En fait, les applications
(v,7) = Bdvr €t (v,7) = Tq,, sont constantes sur ¢. Pour ¢ € S(¢),
on note reap(p) la fonction sur gq, & support dans gq,.,», qui coincide sur
ce réseall avec ¢ o g, . En faisant varier ¢, on obtient une application
linéaire :

reap: S — C°(94),

ot C2°(gq) est I'espace des fonctions sur g4, & valeurs complexes, localement
constantes et a support compact.

On note g, ,., I’ensemble des éléments semi-simples réguliers de g,. Pour
X € gdreg, on note Tx son centralisateur dans G4. On munit Tx d’une
mesure de Haar comme en [11], 3.3. D’ott une mesure sur Tx \Gy.

Soient DM € Ly, f € CF(gq) et X € my N 9d,reg- On pose :

JS(X, ) = AG(X)1/2 L AT ) do

ot A%(X) est le facteur usuel :

AC(X) = det(ad(X)|tx \ga).
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5.3. Soient DM, DL ¢ L(M), soient £9 € P(L) et (v,r) € V) % L)
L’ensemble de facettes ¢ dépend de notre donnée D. En remplacant cette
donnée par D¥, on obtient un autre ensemble de facettes ®%¢, moins fin

)

que le précédent. Notons ¢~ I’élément de ¢ auquel appartient (v, 7). On
note S¥? Iespace analogue 3 S¢ quand on remplace D par DY dans les
définitions. A la facette ¢L est associé un sous-espace S (¢*) c &4, Soit :

v:ap X éd’v — S((bL)
une application. Introduisons la fonction

HQw: ar X éd’v — R
définie en 4.6. Posons :

S Z wow(H,Z)v(H, ).
(H,:i)ECIL Xéd’v

LEMME 5.1. — Sous ces hypothéses, pour tout DX € Ly tel que DM <
DL < DL, il existe gpL' € SL'd de sorte que :
(i
(ii

) ¢F =¢u;
) pour tout F' € CLg4 et tout X € mg N ga,reg, 0N a 1'égalité :
AL (X)1/? / / Foa(AA(I™Y (X))o (1) dI da

Ga,v /Tx\Lqa

> i (X, reap (9)),
DL eLy ;DM LDL KDL

ot on a posé f, , =reap ov(Hg,(x), Tgu(x)).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur entier dim(an;) —
dim(az), en supposant le résultat acquis pour toutes autres données pour
lesquelles cet entier est strictement plus petit. Remarquons que cette hy-
pothése est vide dans le cas minimal ou DM = DL,

Soient F' € CL, et X € mg N @gqreg. Appliquons I'égalité 4.7(3) au terme
v]\%(lx) intervenant dans 1’égalité du (ii) de I’énoncé. Le membre de gauche
de cette égalité devient :

L 1/2 —1
OIS )A (x) /G /TX\Ldfu,x(Ad(l (X))

2RI eFUM

W (u@, (He, (1x) — Hy, (1)) dl da.
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Considérons le terme indexé par £9 = $Q. Pour | € Lg, on a v (1) =

vk, (1). La fonction ug est constante de valeur 1. Le terme en question est

donc égal & JL (X, f), ot
f= fvade.
Ga,v
Pour tout g € G4, on a ’égalité :
(2) Z 1n Qd =1
Heay,
On calcule alors :

f= Z fV,fEleQd(x)dx

Heay, Gaw

Z / reap ov(H, mq(x))1H,,(x)dx

Heay, Gaw

Z Z reap ov(H, ’/Td,v(flf))/ 1y g, (zy)dy

Heayp, $€Gd,u/Gd,v,+ Gd’v’+

Z Z reap ov(H,Z)pg.o(H, Z)

Hear zeGy,,

=rear(p,).

On obtient ainsi le terme indexé par DL = DL du membre de droite de
Pégalité du (ii) de ’énoncé. 11 suffit maintenant de prouver que tous les
autres termes de la formule (1) s’expriment sous la forme de ce membre
de droite, ot on limite la somme aux DL tels que DL < DL. On fixe
¥Q e FRM) avec 9 # ¥ et on considere le terme correspondant
de la formule 5.3(1). On note DX’ la donnée de Lévi associée & £9°. On

L,d,0
fixe un sous-ensemble M de N,y

de 'ensemble de doubles classes Nred \Néad/NrLeddv Grace au lemme 3.11,

formant un systéme de représentants

Pintégrale sur T'x\ Ly se décompose en la somme sur n € M d’intégrales
sur Tx \(Q4NLg)npLg,. De nouveau, on peut fixer n € M et ne considérer
que la contribution de l'intégrale correspondante. Posons v' = ng(v). On a
I'égalité Ad(nrp)(Ga,p) = Ga. qui permet, par changement de variables, de
remplacer I'intégration sur G4, par une intégration sur Gg,/. On a aussi
Iégalité :
Tx\(Q& n Ld)nFde = TX\(Q:j n Ld)de/nF.

Notons U, le radical unipotent de Q/, N Ly et fixons une mesure de Haar
sur U). On peut remplacer la variable d’intégration [ par I'u'ynp, ol
' e Tx\L)), v € U}, y € Lq,, et intégrer en I',u’,y. Le Jacobien de
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ce changement de variables est constant. Notons-le ¢;. En utilisant I’égalité
QyN Law = Ly ,,(Uy N La,y ), on calcule :

c1 = mes(Lj )" " mes(Uj N Lg,r) ",

ces mesures étant calculées respectivement dans L) et U). A ce point, le
terme que 'on considere s’écrit :

(3) clAL(X)l/z/ / // /fwn;lmF
Gy J Ly JU, JTX\L,

: (Ad(l'u’ynp)_l(X))v%(l’u'ynp)ug,(HQld (I'v'yxnp)
— Ho (''ynp)) dl’ du’ dy dz.
Notons ¢ L Délément de ®L? auquel appartient (v',r). L’application
Ad(ny(n)) définit un isomorphisme de Gg, sur Gg. et de S(¢F) sur
S(¢'F). Définissons une application :
vi:arp X G’dﬂ,/ — S(¢/L)
par v1(H,Z) = Ad(nn(n)) o v(H,Ad(rn(n))~1(Z)). Pour 2 € Gg,, po-
sons :
fire =reapovi(Hg, (), Tqw (T)).
Alors :

(4) pour tout € Gy, et tout Y € [y, on a I’égalité :
Fymzton e (AME)(Y)) = fur 2 (Y).

On utilise le diagramme 3.9(4) et un diagramme similaire reliant les ap-
plications wcﬁ v €t 7757 - Lia commutativité de ces diagrammes entraine
formellement 1’égalité :

Fonztans (Ad(nz")(Y)) = f(Y),

ot f =rear o Ad(mn(n))ov(Hg,(np'enr), Ad(rn(n)) " tomg. (2)). I suf-
fit alors de prouver 'égalité Hp,(np'anr) = Hg,(z). Parce que np € Ky,
on a Hg,(np'znp) = Hg,(np'z). Parce que np € Lg, on a Hg,(np'z) =
Hr,(nz')+Hg,(2). Enfin Hr,,(np') = 0 car ng appartient au sous-groupe
compact Lg N Ky de Lg. Cela prouve (4).

Mg

On simplifie la formule (3) en utilisant (4). On la simplifie aussi en uti-
lisant les égalités :

v (d'ynp) = 5 (I'y), Hg, ('d'yenp) = Hy (I') + Hg (y2),

Ho ('d'ynp) = Hyy (I') + Her, ().
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Celles-ci résultent des relations I’ € L, u' € U}, np € K4. L’expression (3)
devient :

(5) AL(X)V? / / / / Fon e (A(I'y) ™ (X)), (Uy)
Gd,v/ Ld,v’ U{’i TX\L:i
-ug (Hg, (yx) — Hey, (y)) dl du' dy da.

On introduit la projection orthogonale :

arp —— ar
H +— Hj

et la fonction (g .+ analogue a pig . Définissons une application :
vy apr X id,v/ — S(gb/L)
par :

vo(Hg) = > > Ad(y)owi(Hp, i &)ud, (H' — H)pg v (H', 7)

;i-eéd’v/ H'ecap,
pour tout (H,y) € ar X idﬂ,/. Pour y € L4, posons

Foay = reap ova(Her (y), 74 ().

Montrons que :

(6) pour tout y € Ly, on a l'égalité :
L Ao oy (o, 40) = Hoy () do = fy
d,v’

1

Par le changement de variables x — y~ "z, le membre de gauche de cette

égalité devient reap(y), ou :
o= | Mdra ) o (Hau(@). ma (v ) (Hay (0) — Hay (1) da.
d,v’

Utilisons I’analogue de (2) relative & Q. Alors :

o= 3 /G Ad(ma . (9)) © 1 (Ha (2), Ta (y~"2))uS, (Hey (2)

H'cap,

d,v’

— Hq, (y))1n g, (7) dz.
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Silp g (z)=1,onaHg () =H et Hg,(z) = Hf. Alors :

> > Ad(maw(y) o vi(Hy, maw (y'27h)

H’GaL/ :EEGd,v/ /Gd,'u’d»

ugl(H’fHQ;(y))/ lH/’Qii(xZ) dz.

) Gd,v’,+

La derniére intégrale vaut g (H', 74, (). L'ensemble G /Gawr +
s’identifie & G4,/. On obtient

¢ =va(Hq (y), Taw (v) = va(Hg: (1), 7.0 (1))
(car mg.v (y) = Wﬁv,(y)). Cela démontre (6).

Grace a (6), I'expression (5) devient :
(7) 1 AL(X)V/? / / / Foay(Ad(I'0)) "1 (X)) (I'y) dll dud dy.
Ld ’ Tx\L'

Pour tout groupe réductif R défini sur F, il y a une correspondance na-
turelle entre mesures de Haar sur R et sur lalgebre de Lie v. En effet
une mesure de Haar est déterminée par une forme différentielle invariante
(disons & droite) de degré maximal, et les espaces de telles formes s’iden-
tifient a /\N t*, ou t* est le dual de t et N sa dimension. Supposons que
le groupe R soit nilpotent et qu’il soit muni d’une structure de schéma en
groupes lisse sur 0. On vérifie que, pour des mesures qui se correspondent,
les groupes R(0) et t(0) ont méme mesure. Introduisons la mesure de Haar
sur u; correspondant & celle que 'on a fixée sur U};. La structure de schéma
en groupes lisse sur Ly, (cf. 3.3) en induit une sur U). On en déduit
Iégalité mes(U) N L) = mes(ul; N lg o). Pour I’ et y fixés, considérons
I'intégrale sur U}, intervenant dans I'expression (7). On a Ad(')~*(X) € [
et on peut écrire :

Ad('d)"H(X) = Ad()"H(X) + N (),

ou N(u') € u),. L’application u' — N(u’) est une bijection de U}, sur u/,
dont le Jacobien est constant de valeur AL(X)~1/2AL (X)V/2, L’expres-
sion (7) devient :

o AL 1/2 n—1 UQ’/ " du.
© s [ b (A0 00 N ) N

Introduisons ensemble de facettes ®L"4 relatif & la donnée DL soit qSL
’élément de dL+d auquel appartient (v’,r). L’espace [d oL = Idw . 8'iden-
tifie & [d7¢/L N [d = [d,v',r N [d. On a utilisé ici, et on utilise ci-dessous, les
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notations de [11], 2.6 reprises plus haut en 4.1. Définissons une application
linéaire :

Sty — S(g")
1)/} — ,I/JQ'OL

par :
meL( >_‘[dv Tﬂud|_ Z (Y +N)
Nely v Nit/,
pour tout Y € [ a0 - On vérifie que, pour tout ¢ € S(¢'F) et tout YV € v,

on a l'égalité :

/ reap(¥)(Y + N)AN = mes(y Nl ) reap (@ L) (Y).

d

Définissons une application :
vy: arpr X I_/d,v’ e S(¢L )
par v3(H,y) = v2(H, Q)Q/QL. Pour y € Ly, , posons

fug,y =Treap OVB(HQ; (y)7 ﬂ—d,v’(y))'

Alors P’expression (8) devient :

(9) A (X)V2 / / Fon (A (X))o, (') ! dy,
L,., Tx\L’d

N

ou :

co = c1mes(ug )
=mes(L} )" mes(Uj N La,) ™" mes(u)y N lg )

= mes(Lj; )" mes(uy N lg0) " mes(ul N lgo ).

Ainsi qu’on I'a expliqué en 4.1, cette constante co est indépendante de F'.
D’autre part, v]%[ coincide sur Ly avec v]%[ . Alors I’expression (9) est de
la méme forme que celle du (ii) de I’énoncé : on a remplacé D, DL et £
par DL, DL ot Q' NTL. Grace & I'hypothése de récurrence (qui s’applique
puisqu’on a supposé »Q' £ %9 donc pL < DE), I'expression (9) est de la
forme voulue. Cela acheve la preuve. O

5.4. Soient DM, DL € L(M), soient X9 € P(L), (v,7) € V(‘Z) X Ly,

Nrdeg v, €6 x: ap — C une fonction. Notons ¢ 1’élément de d? auquel

appartlent (v,7) et Uy le radical unipotent de Qgq.
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LEMME. — Soit ¢ € S(¢). Pour tout DX € L4 tel que DM < DL < DL,
il existe gpL/ e 8L de sorte que, pour tout F € CLg, tout X € mgNgq reg
et toute mesure de Haar sur Uy, on ait I'égalité :

12 mes ng )7
AC(X) (UaNAd(nr)(Ga,)) /GM /TX\Ld /Ud
reap () (Ad(lunpz) " (X))'UJC\% (lunpz)x(Ho,(nrx)) dudl de
_ Z J]@,(X, reaF(gDL/))-

DL €Ly ;DM LDL DL

Démonstration. — Comme dans la preuve précédente, on se débarrasse
du np en remplacant (v,r) par (nr(v),r) et ¢ par (Ad(wn(n)))(p). Sup-
posons donc n = 1. Définissons une application :

v:arp X éd,v — S(¢)

par v(H,z) = x(H)Ad(Z)(p). Pour F € CL, et x € Gq,, posons f,, =
reap ov(Hg,(x), 740 (2)). Remarquons que le terme u peut étre supprimé
dans D’expression v%(lux). Alors le membre de gauche de 1’égalité de
I’énoncé devient :

AG(X)l/2 mes(Ug N Gd,v)_1 / / foz
Ga,o JTx\Lqg JUyq
(Ad(lu) "N (X)) (1) dudl .

A des changements de notations prés, c’est exactement ’expression (7) de
la preuve précédente. La suite de cette preuve entraine la conclusion. [

5.5. Soient DM € L, et (v,7) € V(CII)) X Zpy- Notons ¢ I'élément de P4
auquel appartient (v,r).

LEMME. — Soit ¢ € S(¢). Pour tout D¥ € L(M), il existe o~ € St
de sorte que :
(i) ¢% =¢;
(if) pour tout F € CL, et tout X € mg N g4 reg, 0N ait ’égalité :

mes(Gd,v)_1 / J]%';(X7 Ad(z) orear(p))dx
Gd,v

= Y Th(Xrear(eh)).

DLeL(M)
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Démonstration. — Par un changement de variables, le membre de gauche
de 1’égalité du (ii) s’écrit :

mes(Gyp) AC(X)V/2 / / rear () (Ad(g™) (X))o$) () dg do.
Ga,o YTx\Ga

On applique les constructions de 5.3 & D = D et 'application v constante
de valeur mes(Gg,) ' . L'expression ci-dessus est alors celle qui figure
dans le (ii) du lemme 5.3. On vérifie que la fonction ¢, définie en 5.3 est
égale a . Il ne reste qu’a appliquer ce lemme 5.3. |

5.6. PROPOSITION. — Soient DM € L, et r € Zp)- Pour tout DL €
L(M), il existe une application linéaire (¥ : S — S¥? de sorte que :
(i) L9(8%) € Sty s
(ii) pour tout ¢ € 8%, tout F € CL, et tout X € mg 4 N Od,reg, ON ait
I'égalité :
Ti(Xoreap(p)) = D Jy(Xreapolt(g)).
DLeL(M)

Démonstration. — La preuve est similaire a celle de la proposition 3.4
de [11], que lon avait inutilement compliquée. Comme dans cette preuve,
on peut fixer v € V(Cll))7 noter ¢ I’élément de ®¢ qui contient (v,r) et se
contenter de définir les applications linéaires ¢~ sur S(¢). Remarquons que,
si on définit de telles applications, pas forcément linéaires, vérifiant les
conclusions du lemme, on peut aprées coup les remplacer par les applications
linéaires coincidant sur une base de S(¢) avec celles supposées définies.
Autrement dit, on peut fixer ¢ € S(¢) et se contenter de définir ses images
().

On a défini en [11], 7.3 une application linéaire :

567 Byreus S(&) — 8(9)

et le lemme 7.3.2 de [11] nous fournit une application linéaire £: S(¢) —
€B¢/Ew;(>T)S(¢’). On pose £9(¢) = {(p). On a bien (% (p) € S, par dé-
finition de wg(> 7). Soit DX € L, tel que DM < DL < D. Le lemme 5.5
appliqué & ¢ nous fournit un élément o’ € S&4. Appliqué a 54 0 L(p), il
nous fournit un élément que 1’on note ¥~. Posons ¢X(p) = 1 — p. Soient
F e CLyet X € mg,y N @gdreg, montrons que I’égalité du (ii) de I’énoncé
est satisfaite. Notons J la forme linéaire sur S(¢) qui, & tout & € S(¢),
associe :

J(€) = mes(Gg.p) " / J$ (X, Ad(x) o reap(€))d.

Ga,v
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Remarquons que 1’'on a aussi :
J(g) = JJ\G4 (Xv reap (g))a

ou :
é- = ‘Gd,v

-1 Z Ad(z) o €.

ieéd,v
La forme linéaire J est donc invariante par adjonction par @dﬂ,. L’hypothese
X € mg,+ entraine que J est & support nilpotent ([11], lemme 7.4). Alors
le lemme 7.3.2 de [11] implique 1’égalité J(¢) = J o 54 0 £(p). D’apres le
lemme 5.5, on a :

J() = Jii(X,rear(p)) + > T (X, reap (o)),
DLeLlLy, DMLDL<D

Josgol(p) = J5 (X, rear osy0l(d)) + Z JE (X, rear (vF)).
DLeLlL, DMLDL<D

Or reap osy = reap d’aprés [11], 7.4(1), donc reap 0s40l(p) = reap of%(p).

L’égalité des deux expressions ci-dessus entraine celle de 1’énoncé. O

6. r-centralisateurs

6.1. Dans ce chapitre, on considere la situation suivante. La donnée D
est toujours fixée comme en 1.1.
On fixe trois autres données de racines munies d’actions de T :

DM = (X7, 5M AM X, 5M AM),
D' = (X", %, AL XL YA,
DM — (x* oM AM x! sMAMY,

On suppose que DM est une donnée de Lévi standard de D et que DM '
est une donnée de Lévi standard de D’. On affecte d’exposants M,/ M "les
analogues pour les données DM, D', DM " des objets précédemment définis
pour D.

On suppose donné un couple d’isomorphismes de groupes de X'* sur X*
et de X/ sur X,, en dualité. Pour simplifier, on note 1 chacun de ces isomor-
phismes, ainsi que tout homomorphisme qui s’en déduit par fonctorialité.
On suppose ¢(X'T) € BT, (5H) € o, Y(AM) c AM y(AM') c AM,
Y(EM') = ¢(X)NEM. On suppose que, pour tout y € T, il existe w € WM
tel que ¥ oy = w oy o). Cet élément est unique, on le note wy (7).
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On suppose donné un élément r € Z,). On définit un espace £ (r). On
Pa défini en [11], 4.2, mais il y a dans cette référence une facheuse erreur de
signe. Rappelons la définition. On écrit r = %, avec n € Z et e € Np/. Pour
o € I, on définit 0. € (.(F,;) comme en 1.3. En tant qu’espace vectoriel
sur IF‘q, il(r) est égal a i/, ou encore a X, ®z Fq. Il est muni de ’action
de T' ainsi définie. Le groupe © agit comme sur {/, c’est-a-dire par produit
tensoriel de ses actions sur X et IF“q. Pourc € I,z € X, et z € IF'q, on
pose o(x ® z) = o(x) @ ol 2.

On suppose donné un élément Z’ € E/(T)F. On suppose que :

P(2) ={a e (o, ¥(Z)) =0}

(Pélément (a,9(Z")) € F, se définit naturellement en identifiant € () & ).
Soient d' € DM’ et F € CL,. En [11], 5.1, on a associé & d’ un élément
d de DM . Dans les paragraphes 8 et 9 de [11], on a défini des plongements
Ypa: My, — My et Ym0 Imm(M),, F) — Imm(Mg, F), vérifiant de
multiples propriétés. Considérant d’ comme un élément de D’ et d comme
un élément de D, on peut aussi définir des plongements ¥p ¢ : G — Ggq
et Ymmm,q¢ 1 Imm(G/,, F) — Imm(Gg, F'). Mais il n’est pas clair que ces
différents plongements sont compatibles aux inclusions M/, C G/, et Mg C
G4. On va reprendre les constructions pour assurer cette compatibilité.

6.2. Le quadruplet (DM/,Q/J,T, Z') appartient & I’ensemble noté £(DM)

n [11], 5.1 (Pensemble noté £(D) en [11] n’a rien a voir avec celui que 'on

a noté £ en 2.1). On peut lui appliquer directement les constructions des

paragraphes 8 et 9 de [11] que nous allons rappeler briévement. De ¢ se
déduisent par fonctorialité des homomorphismes :

M’ M M’ M /
Yred: Nioqa — Nyed» Ypur: DV — D7 Yyt VI — V.

On définit des fonctions ny: I' — NM et 25 4: T — T C NM| (cf.
[11], 8.2). Tl existe un sous-groupe I'y de T', d’indice fini premier & p, tel que
Zwy Se factorise en une fonction sur I'/Tg. On définit un élément zp € Ty
par :
20=[:To) ™" Y zew(y)-
~y€l'/Tq

Soit d € DM'. Posons d = s (d'). On définit un cocycle do: I' —
NM par do(v) = threa © d'(7)ny(y) pour tout v € T. Posons Vo = {v e
V ;¥y € T, do(y)r o v(v) = v}. L’application 2o g o 1y envoie V'¢ dans
Vdo ([11], lemme 9.2). La proposition [11], 9.3 nous fournit deux éléments
n € NM et k € M. L’application ng se restreint en un isomorphisme de
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Vdo sur V4. On définit 'application affine :

Yvra: VI — v
v\ — ngozoro Yy (V).

Soit F' € CLy. On note ¢p: M’ — M le plongement naturel de M’ dans
M. 1l est défini comme en 2.2 mais n’est pas en général équivariant pour les
actions de I'. On définit un cocycle ny g de I' dans N2med ([11], 8.3). Pour
cela, on doit fixer un relévement Z4. de Z’ dans t'. Rappelons comment on le
choisit. Notons t.,, le sous-espace des X € ¢’ tels que (o/, X) = 0 pour tout
o/ € ¥'. Notons t,. le sous-ensemble des X € ¢ tels que val({z, X)) > r
pour tout x € X'*, ou val est la valuation de F®°P qui vaut 1 sur une

uniformisante de F. Ecrivons r = 2, avec n € Z et e € Ny. Tout élément

mod /14
de t. est une somme d’éléments r ® w?z, avec x € X! et z € Fmod

vérifiant val(z) > 0. Notons z 'image de z dans F, et envoyons 1'élément
T ® whz sur x ® z, que 'on considére comme un élément de E/(T). Cela

définit une application linéaire de t}mOd dans il(r). L’action de I" sur ce

dernier ensemble a été définie pour que cette application linéaire soit I'-
équivariante. Cette application se restreint donc en une application linéaire
de t, dans £ (r)F. D’apres la preuve du lemme 5.4 de [11], Z' appartient &
limage de t..,; N t,. par cette application. On choisit pour Zf un élément
de t,. Nt qui s’envoie sur Z’.

On reléve ensuite n et k en des éléments np et kp de M ([11], 9.9) et on
définit Yp g : M/, — My de sorte que le diagramme :

b ar

M/, — My
lfé/ lfd
N AdGEmeere

soit commutatif. Alors ¢ p 4 est équivariant pour les actions de I'. On défi-
nit un plongement Yrmm,qe: Imm(M/,, F) — Imm(Mg, F'). C’est 'unique
plongement qui coincide avec )y g sur V4" et qui soit compatible avec
Ypa, en un sens précisé par le lemme 9.9.1 de [11].

6.3. Puisque ¢(X’) est Pannulateur de (Z’) dans ¥, c’est un sous-
ensemble de Lévi, si 'on oublie les actions de I'. Il existe donc w € W
tel que w—' o yh(A’) C A. Fixons un tel w et posons ¢ = w~! o). Alors
le quadruplet (D', v, r, Z') appartient & ensemble noté £(D) en [11], 5.1.
Appliquons-lui les constructions de [11]. De z/; se déduisent par fonctorialité
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des homomorphismes :
Ured: Nieg — Nreda, Yyr: VI — V.

On définit des fonctions ng: ' — Nea et 2 5: I' = T; C Nyea. Comme
dans le paragraphe précédent, on déduit de Zg UL élément de T, que 'on
note Zy.

On définit () comme on a défini € (r). On a défini en [11], 1.2 le groupe
Gmred = Zp) ¥ ]I:’qX et on I’a muni d’une action de I'. On vérifie la relation
suivante :

(1) soient X € t(r) et z € X* tel que x(X) # 0 ; pour tout v € I', on a

Pégalité dans Gy red : Y(r, 2(X)) = (1, v(x)(1(X))).

On a I'égalité Tieq = X« ®z Gy rea et action de I' sur T}eq est le produit
tensoriel de ses actions sur X, et Gy, red. On note encore #: t(r) — t(r)
I’isomorphisme déduit de ¢ par fonctorialité. Il vérifie ’égalité ¢ o v =
wy(y) 0y 0t pour tout v € I'. Posons Z = ¢)(Z') € t(r). Les conditions
imposées & ¢ et w entrainent l'inclusion w=1(¢(¥) N XFT) C ©+. Pour
a €Y tel que >0 et w(a) <0, onadonc adgy(X), dou a(Z) # 0.
On peut légitimement définir un élément de 7 de Tyoq par :

= 11 & ® (r,a(2)),
o€y ;a>0,w— 1 (a)<0
ou on a noté multiplicativement la loi de groupe sur Tyeq-
LEMME.

(i) L’élément T commute & tyq(NM).
(ii) Pour tout v € T', on a I’égalité :
mi(w)ng (V) (ra(w)) " = ny(y).
(i) Pour tout v € I, on a I’égalité :
TR+ (w(z5 5 (V)R — (Wy(7) © Y(T))R = 2w (V)R-
Démonstration. — Pour (i), il suffit de prouver que 7 est fixe par I’action

de w(WMl). Soit u un élément de ce groupe. Montrons que :

(2) u conserve I'ensemble des « € X tels que a > 0 et w™1(a) < 0.

D’apres I’hypothese w(AM/) C AM | 'ensemble ’Q/J(EM/) est un sous-
ensemble de Lévi standard de X, si 'on oublie les actions de I'; et u ap-
partient & son groupe de Weyl. Alors les seules racines inversées par u
appartiennent & ¢(XM"). Or Pensemble de racines intervenant dans (2) ne
coupe pas (M) : on a déja dit qu’il était contenu dans X~ (). Si
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a vérifie a > 0 et w1 (a) < 0, on a donc u(a) > 0. Un méme raisonne-
ment s’applique & w™! o (LM /), qui est aussi un sous-ensemble de Lévi
standard, et & I'élément w~'uw de son groupe de Weyl. Pour o comme

ci-dessus, w™luw conserve le signe de w™!(a). D’ott w™lu(a) < 0. Cela

prouve (2).
On a:

u(r) = 11 u(®) @ (r,a(Z)).

o€y ;a>0,w— 1 (a)<0

Mais Z est fixé par ¢(WM') donc a(Z) = u(a)(Z) pour tout o comme
ci-dessus. Gréce a (2), on peut effectuer le changement de variables o —
u~!(a) et on conclut u(r) = 7, ce que I'on voulait.

Pour tout a € ¥ \ ¢(¥'), définissons I'élément de Treq :

Toa =G ® (r,a(Z)).
Posons Z = (Z') et, pour a € ¥\ ¢(¥'), définissons 'élément de Treq :
To =0 ® (r,a(2)).
Pour v € T, posons :
E,={aec¥;a>0,wy(y) (a) <0},
E,={acY;a> O,wﬁ(v)_l(a) < 0}.
D’apres [11], 8.2, on définit les éléments de Treq :
2111('7) = H Ta, Z’(Zv(’}/) = H Tas
ack, o¢€E~',Y
et on a les égalités :
ny(7) = 2y (V)(wy (7)), ng(y) = z5()n(wg (7))
On calcule w(7) = w™ wy (v)y(w). Alors :

(3)  Ta(w)ng(y)y(ra(w)) !
= 1wy (7) 0 (1) w(zy () A(w)n(w ™ wy (V) y(w))a(y(w)

Le produit des trois derniers termes se calcule grace au lemme 2.1.A de [§].
Pour wy,wy € W, définissons ’élément de T :

v(wy,ws) = H a(-1).
a€X ;a>0,w;1(a)<0,w;1wf1(a)>0
Ce lemme affirme 1’égalité :

(4) n(wyws) = v(wy, ws)n(wy)n(ws).
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Posons :

E; = {aGE ;a>0,w )<O,w¢(7)*1(a) >0,’y(w)*1w¢(7)*1(o¢)>0},

1(05
EY = {aeX ;a>0,w™ (@) >0,wy ()" (@) <0,v(w) " twy(y) " (a) >0}
T

Définissons ’élément de

)= T[] ac-.
a€E,UE!

Gréce & (4), on calcule :

(w)a(w ™ wy (v)y(w)a(y(w)) = = t(y)n(wy (7).
Jointe & (3), cette égalité montre que 1’égalité du (ii) de énoncé équivaut
a:
(5) Tw(zg (M) = 24 (V)wy (7) © ¥(7).
Par définition, 7 = [[ cpTa, 00 E = {a € ¥ ;a > 0,w™*(a) < 0}. Soit

a € E. En utilisant (1), on a les égalités dans G, red :

V(r,a(2)) = (r,7(a)(v(2))) = (r,wy(7) 0 (@) (wy (7) 0 ¥(2)))

= (r,wy () o v(a)(2)),
car wy () oy(Z) = Z. Alors :
wy(7) 0 7(Ta) = wy (7) 0 Y(@) @ 5(r, a(2))
= wy(7) 0 ¥(&) ® (1, wy (7) 0 V(@) (Z)) = Tuwy ()07 (a)-

Donc :

wy(oy(m) = ] T
a€wy (v)oy(E)

On a:
wy()or(B) = {a € B39 Towy(7) 7 (a) > 0,w™ oy owy (1) (@) < 0}
Mais I’action de I' conserve ¥ F. La condition y~!
donc & wy (v) 71 (a) > 0. De méme la condition w=!oy~
équivaut & y(w)twy (v) " (a) < 0. Donc :

wy(7) 0 Y(E) = {a € B wy (1) 7 (@) > 0,7(w) " wy (1) (@) < 0}
OnaZ=w"'Z). Poura € E,, ona:

owy, (7)) > 0 équivaut
towy(7)7Ha) <0

w(7a) = w(d) @ (r,a(2)) = w(@) @ (r,aow™(Z))
= w(@) ® (r,w(a)(Z)) = Tu(a)-
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Donc :

w(E,) = {a ey w(a) > O,wi}(v)*lwfl(a) < O}
={aeZ;w (a)>0,v(w) 'wy(v) " (a) <0}.

On vérifie que ENw(E,) = 0 et wy(y) o v(E) N E, = 0. L'égalité (5)
équivaut a :

H Te H a(-1)| = H Ter-

a€EUw(E.,) a€E,UE! a€wy (v)oy(E)NE,

On vérifie qu’il existe un ensemble & tel que :

~ EUw(E,) est union disjointe de &, El et —E;

— wy(7) oy(E) U E, est union disjointe de &, £ et —E.
Alors (5) équivaut a :

H M=) TaTeq = H (=) ToT—q.

aEE,’Y aeEi/

Or on vérifie I’égalité 7,7_, = &(—1) pour tout o € ¥ \ ¢(X’). L’égalité
ci-dessus en résulte, cela prouve le (ii) de I’énoncé.

Le (iii) résulte de ’égalité (5) a laquelle on applique ’homomorphisme
n +— ng de Nyeq dans le groupe des automorphismes affines de V. O

6.4. On a défini deux homomorphismes :

1pred red 7 red7 wred N ed Nred

Comparons-les :

(6) pour n € NM/ on a 'égalité 1req(n) = 72(w)Pred(n)n(w) L.

Cette égalité est triviale pour n € T/ ;. Il suffit alors de prouver 1'éga-
lité pour n = @/(«'), ot u' € WM. Posons u = t(u). Par définition,
Vrea (' (v')) = A(u), tandis que hreq (7 (u')) = A(w luw). On doit prou-
ver n(u)n(w) = n(w)n(w luw). Cela résulte de (4) parce que la longueur
de uw est la somme des longueurs de u et w, et est aussi la somme des
longueurs de w et w™luw.

Soit d' € DM/, notons d son image dans D™ par I’application ¥ .

Définissons un cocycle do: T — Nyeq par do (v) = zpred od(y)n (fy) pour
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tout v € I'. On pose :
V¥ = {v eV ¥y €T, do(y)r 0 v(v) = v}.

Le lemme 9.2 de [11] reste valable, c’est-a-dire que I'application Zg g o Py

envoie V'4 dans V@,
On a fixé n € NM, et k € M en 6.2. Posons i = ntii(w), k = k.

LEMME 6.1. — Ces éléments i et k vérifient les conditions de la propo-
sition 9.3 de [11] pour le cocycle dy.

Démonstration. — Gréace aux assertions (i) et (ii) du lemme 6.3 et & la
relation (6) ci-dessus, on vérifie ’égalité :
(7) do(7) = (ri(w)) " do(7)y(T7(w))

pour tout v € I'. Donc (77(w))g se restreint en un isomorphisme de Vo sur
Vo L’assertion (i) de la proposition 9.3 de [11] est que 7ig (V4) C V<. Cela
résulte de ce que l'on vient de dire et de la propriété similaire ng (V%) C
V4, De méme, les assertions (ii) et (iii) de cette proposition résultent des
assertions similaires concernant les éléments n et k, et de 'égalité (7). O

6.5. On définit 'application affine :

by V' — v

v’ — N o Zyr oYy (v")
Comparons-la avec l'application ¢y 4 de 6.2. Soit 7/ 'élément de T7, 4 tel
que Yrea(7') = 7. Comme en [11], 2.8(1), on voit qu'’il existe un sous-groupe

'y C T, d’indice fini premier & p, tel que I'y fixe 7. Posons :
2 =[[: Tyt Z (7).
~€l'/Ty

Gréace au (i) du lemme 6.3, cet élément commute a Nr]\eﬁ . Il est invariant
par ’action naturelle de I'. Il I'est donc aussi par ’action pg de I'. Donc
2 se restreint en un automorphisme affine de v,

LEMME. — On a I'égalité iy g = hy: g 0 2.
Démonstration. — On a les égalités :
(8) Yy ar = figoZgrOYys = NROTROWOZ) ROW ™ *0Yy = NROZY ROTROYY ",

ounx =z, 1Tw(20). Utilisons les définitions de zg et Zy dans lesquelles on
peut choisir le méme groupe I'y. Alors :

2 =0Tl ™ Y2 (e (g (1) = 201k
~y€l'/Tq
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=[[:To] ™" D (wy(v) 0 v(7)e,
~€Il'/Ty
d’apres le (iii) du lemme 6.3. Cette derniére expression n’est autre que
Prea(2')r. On a Pégalité tred (2 )r 0ty = 1y 0 2 et la suite d’égalités (8)
se poursuit en :

KlEV’,d/ — nR (0] ZO,R (0] ’ll)v/ [e] Zﬁ% = ”ll)v/)d/ o) Zﬁ{

O

6.6. Soit F' € C'L,. On a introduit en 6.2 le plongement ¢p: M’ — M.
On note ¢p: G’ — G le plongement analogue (qui, lui non plus, n’est
pas défini sur F, en général). On définit un cocycle ng p de I dans N mod
(cf. [11], 8.3) en utilisant le méme élément Z% que lon a fixé en 6.2. On
définit 77 € T™°4 par :

(9) T = 11 &oa(Zh).
a€Y ;a>0,w1(a)<0

On a bien siir red(7p) = 7. Posons ip = nprrn(w) et kp = kp. On définit
Yra: Gl — Gg de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

G i Ga
lf&/ lﬁd
peY Ad(fc;i:)odjp G

LEMME.
(i) L’homomorphisme 1 ¢ est défini sur F.

(ii) Sa restriction a M/, coincide avec Vg q.

Démonstration. — On montre d’abord :
(10) pour # € M/, on a légalité 1p(z) = n(w)d(z)n(w)~".

L’égalité est évidente si x € T’. Il suffit alors que I’on ait I’égalité similaire
sur Palgebre de Lie m/, et il suffit méme que 'on ait cette égalité pour les
éléments de Dépinglage. Soit o/ € AM' posons o = (o), B = (o).
Ces deux racines appartiennent & A et on a w(f) = . On note E,/, resp.
E, et Ez les éléments de I’épinglage de M, resp. G, associés a o, resp.
a et 8. On a prouvé en [11], 8.2 que les seules hypothéses a, 5 € A et
w(f) = « entrainaient I'égalité Ad(n(w))(Eg) = Ey. Or ¥p(Ey) = Eq et
Yp(Eo) = Eg. Dot Iégalité ¢p(Ey) = Ad(n(w)) 0 Pr(Ey), qu'il fallait
démontrer.
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Montrons maintenant :

(11) 7 appartient au centre de ¥ r(M’).

Notons Gg. le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G
et T, 'image réciproque de T dans Gg.. Chaque coracine se reléve en
une coracine de Ty.. On peut définir un relévement de 7 dans 72°¢ par la
méme formule (9). Il suffit de montrer que ce reléevement commute a 'image
réciproque de ¥r(M’) dans Gg.. Parce que ce dernier groupe est simple-
ment connexe, il suffit de montrer que le relevement de 77 est invariant par
Iaction de ¢(WM"). Cela se prouve comme le (i) du lemme 6.3.

La preuve se poursuit comme celle du lemme 6.3 : on prouve 1’égalité :

mrn(w)ng p(1)Y(en(w)) ™ = ny p(7)

pour tout v € I', puis on montre que nip et kp vérifient les conditions
du paragraphe 9.9 de [11]. Cela entraine le (i) de I’énoncé. Le (ii) résulte
de (10), (11), et des définitions. O

6.7. Soit F' € CL,. On montre comme en [11], lemme 9.9.1 qu'’il existe
un unique plongement wlmm @ Imm(G/,, F) — Imm(Gg, F) qui coincide
avec ¢V/ @ sur V4 et qui soit compatible & z/Jp 4/ €n ce sens que, pour tous

"e Gl et v € Imm(G/,, F), on ait I’égalité :

Ymm,a (9 (V) = Vra (9") Prmm,a (V).

On a défini un élément 2z’ € T/ 4 en 6.5. Il est invariant par I' et commute
a N%. L’application :

/nr V,I . M(;/nr « V,[
(m W) e (% (V)

se quotiente en un automorphisme de Imm(M/,, F™"), qui se restreint en
un automorphisme de Imm(M/,, F'). On note encore z; ce dernier auto-
morphisme. Il commute & action de M/,. Remarquons qu’un tel auto-
morphisme est & peu prés invisible. Par exemple, pour v’ € Imm(M/,, F),
posons v = 2p(v'). Alors les groupes My, ,, et My, ., sont égaux.

LEMME. — La restriction de ¥imm,qe & Imm(M),, F) coincide avec
/
'(plmm,d’ O ZR-

Démonstration. — Ces deux applications sont compatibles aux actions
de M, grace au (ii) du lemme 6.6. 11 suffit alors qu’elles coincident sur
Vd' Cest ce qu’affirme le lemme 6.5. O
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6.8. On définit les espaces ays et apsr, cf. 4.3. On a :

(1) an C w(a]\/[/).
En effet, aps est 'ensemble des H € X, @z R tels que v(H) = H
pour tout v € T' et (o, H) = 0 pour tout a € XM, Cette condition
entraine :

(2) (W(a'), H) = 0 pour tout o’ € XM et w(H) = H pour tout u €
WM. Donc :

(3) wy(y) oy(H) = H pour tout v € I.

Les conditions (2) et (3) sont celles qui caractérisent ¢ (aps). Cela prouve
(1).

Soit D € LEG(M). Posons X' = {o/ € ¥ ;¢(a/) € BL}, n't =
Y+ N e soit AL Pensemble de racines simples de $L" associé au sous-
ensemble positif L'+, On introduit les ensembles correspondants SL et
AL’ de coracines et on pose :

DY = (x*, vV AV x! $F ALY,

Alors DY € £9(M). On a I'inclusion a;, C ¢(az) analogue & (1). Remar-
quons que la notation est cohérente : si DX = DM on a DL = DM’ Soit
%@ € P(L), posons £9 = {o/ € X ;1h(a/) € £9}. Alors 9 € P(L).

On munit l'espace X'* ®z R du produit scalaire euclidien déduit par ¢
de celui que l'on a fixé sur X* ®z R.

Soit 9 e F(M), définissons £ € F(M') comme ci-dessus. Pour
tout 5" € FQ'(M’), Arthur définit un nombre réel, que nous noterons
d%,(M, S'), vérifiant la propriété ci-dessous. Soit (cpr)gr/epar(pry une
(Q', M")~famille. Pour £F e P?(M), définissons comme ci-dessus LF e
PR (M'). Pour \ € ia%,, posons cp(A) = cproth~ (). Alors (cp)srepe ()
est une (Q, M)-famille. On a 1’égalité ([2], proposition 7.1) :

(12) ecm= Y. df(M, 8.
B8 e FQ (M)
Remarque. — La formulation d’Arthur est un peu différente. Il ne

somme pas sur tous les sous-ensembles paraboliques mais seulement sur
I'image d’une certaine application. Il suffit de définir le coefficient
d%, (M, S’) comme étant nul hors de cette image pour réconcilier 1’éga-
lité ci-dessus avec celle d’Arthur.

6.9. On fixe d € DM’ on pose d = 1hpu (d') et on effectue les construc-
tions des paragraphes précédents. On fixe un point spécial vy € V(‘Z) qui
va nous permettre de définir des intégrales orbitales pondérées.
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PROPOSITION. — Supposons Z' # 0. Pour tout DX € LE(M), il existe
une application linéaire ¢*: S — ST»4 et, pour tout DL e ¢ (M), il
existe une application linéaire AL Sd — SLI*d/, de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées.

(i) L’application £¢: S — S est I'injection naturelle.

(ii) Soient ¢ € 84, F € CL,, Z' € ml,, X' e m/, N 90 reg- SUPpOSODS :

a) £,(2') e ¥, Nt. et son image dans t(r)" est égale & Z' ;
d cent T
(b) X emy ..
Posons X = g g (Z' + X'). Alors on a I'égalité :

Y. Jn(Xreapolt(p) = Y Ji (X real oA ().
DLeLG (M) DL e£G (M)
Démonstration. — Comme dans la preuve de la proposition 5.6, on peut

fixer (v,r) € V(‘Ii)) X Zp), noter ¢ I'élément de ®¢ contenant (v,r), fixer

¢ € S(¢) et se limiter & définir les images €% () et AL’ (). Posons :
p=1Gaul™ Y Ad@) oy

T€G 4,y

et supposons le probléme résolu pour @. Le lemme 5.5 nous fournit des
éléments . Posons A\ (¢) = AL (p) pour DX comme dans I'énoncé.
Posons (% (¢) = ¢ et £X(p) = £5(3) + ¢’ pour DX comme dans 1’énoncé
avec D £ D. On voit que ces termes résolvent notre probléme pour ¢.
Oubliant la définition de @, on est ramené au cas ou ¢ est invariante par
adjonction par Gdﬂ” ce que l'on suppose désormais.

Soient F, Z', X', X comme dans ’énoncé, posons f = rear(¢). Repre-
nons la preuve du paragraphe 10.4 de [11]. Avec une légére modification
des définitions, on a I'analogue de [11], 10.4(3) :

TGX )= T,
v’ €V
ou :
Jo=a%0e [ F(Ad(g™)(X))eS (9) dg.
TX\'l’F,d’(G;l/)gu’,de,v

L’ensemble V), est défini en [11], 10.3 et g, , € G4 est un élément vérifiant
les conditions du lemme 10.2 de [11]. En fait, les constructions de [11], 10.2
étaient inutilement compliquées. Notre discussion du chapitre 3 montre que
'on peut remplacer 'ensemble Mg, de [11], 10.2 par NZ,. Pour = n €
Nrded7 la commutativité du diagramme 3.9(4) et d’un diagramme analogue
concernant les algebres de Lie montre que ’élément g = np satisfait les
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conditions du lemme 10.2 de [11]. La situation se simplifie ainsi : V) est
un ensemble fini de points dans V'¢ ; pour tout v’ € V., il y a un élément
Ny € N2y, que Don fixe, tel que n, ,g(v) = &V/Vd/(v’); alors g,/ , =
Ny v, F-

On peut fixer v € V! et montrer que J, s’exprime sous la forme voulue.
Fixons v', posons v = n, ,, notons ¢’ ’élément de P’ auquel appartient
(v/,7). Un calcul simple de mesures de Haar montre que 1’on a I’égalité :

Jy = A%(X)Y? mes (G ) / /
Gd v
- FAd(Pra (g )VFﬂU)‘l( ))vﬁ(?ﬁmw (9" )vrz)dg dz.
Puisque ¢ est invariante par adjonction par éd,v, on a 'égalité :
FAd@pa (g )vee) (X)) = F(AdvE")dra (2 + Ad(g) (X))

La démonstration du paragraphe 10.4 de [11] exhibe un élément ¢’ € §'(¢’)
(indépendant de F) tel que ce terme soit égal a f'(Ad(g’)~1(X")), ou f' =
rea’s(¢'). Elle montre aussi que A%(X)A% (X’)~! est une puissance ¢V de
g, ou N est un entier relatif indépendant de X et F. Quitte & multiplier ¢’
par ¢V/2 mes(GY /)~ L on obtient 1'égalité :

(13) Jy =AY (X 1/2/ /
Ga,o /T
Ad( )X S (rar (9 ) dy da.
Soient ¢’ € G/, et © € Gg,. Appliquons les constructions de 6.8 a la
(G, M")-famille (vS, (¢’ ) eper (ury- On en déduit une (G, M)-famille
(cp(9"))srPepuy- Notons (ep)srep la (G, M)-famille telle que ep =
cp(9) WG (Wra (¢ )vrx). Elle est associée & la famille (Hp)srep d'élé-
ments de ap; définie ainsi. Rappelons que 1'on note H — Hj; la projection

orthogonale de X, ®z R sur ays. Pour ©F € P(M), soit £ € P (M)
son ensemble associé comme en 6.8. Alors :

Hp = Hp,(Ypa (g )vrz) — o P, (9) -
On applique & nos familles la formule 4.7(3). Remarquons que, pour £ €
F(M) de donnée de Lévi associée DL et pour X € P (M), la projection

Hg de Hp sur ay, est égale a :

Hq = Hq,(r.a(g")vra) = v(Hg (9)r,
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ot ©9" € FF(M’) est 'ensemble associé & £9. On obtient :
v (ra (¢ )nre)
= Y il uG(Ho,(bra (g vre) —v(Hy (9)L)-

SReF (M)
La (@, M)-famille (cg (9'))sPepe ) qui intervient ici n’est autre que celle
déduite de la (Q’, M')-famille (’Ug: (9'))srepe’ (ar)- En appliquant 6.8(1),
on obtient :

v Wpa (g nre) = > S g (M, S v (d)

LReF (M) ns' eFQ (M)
~ug(Ha, (bra(gvre) — $(Hp (9)1).
Reportons cette égalité dans la formule (13). Cela décompose J,» en une
somme d’intégrales J,, o x5’ indexées par les couples »e, 5" comme ci-
dessus. De nouveau, on peut fixer &% et »5" et montrer que l'intégrale
correspondante est de la forme voulue. Fixons donc X9 et £5', notons DX

/ 7z 7’ . .7 .
et DR leurs données de Lévi associées. Fixons un sous-ensemble M’ de

Nr’cdd’g formant un ensemble de représentants de I’ensemble de doubles

classes Nred \N;jd/N'd

red, o - Notons Ug,, le radical unipotent de S/, et mu-

nissons Ud/ d’une mesure de Haar. Le méme calcul que dans la preuve du
lemme 5.3 conduit a ’égalité :
LS’ // ,\R/

(14) Ju/,zQ,ES’ =AY (X/)l/Q / /
Gd v !
A u nlpy ) T X Yo (F a gy

’GM’ W
: US(HQd(¢F @ (r'u'nspy vp)

—(Hg (r'u'npy))r) dr' du’ dy' d,
d’

e(n') = mes(U[ﬁ/ N Ad(n’z)( Zl,,v,))_l mes(R), N Ad(n’z)( :i,’v,))_l.

Encore une fois, on peut fixer n’ € M’ et se borner & étudier le terme cor-
respondant de l'intégrale ci-dessus. Fixons de plus r’, v/, 3 et considérons
Iintégrale :

(15) | u§a, ra 0Vl o) = (Hoy, (o'l 1) do-

Notons DX’ la donnée de Lévi associée a D9 et U(Cf/, le radical unipotent
de Q',. Rappelons que X° est inclus dans ¥@'. On peut écrire v/ = ufuh,
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oy € US NI et uhy € U%'. La fonction H!, est nulle sur le groupe
d’

dérivé de L, en particulier sur Uj N L’,. Donc :

Hly (') = Hyy (744) + Hy (o) = Hyy (07)+ Hly (nf)).

Les éléments 9p g/ (1'), resp. p . (u}), Yr.ar (uh), appartiennent a Lg, resp.
au groupe dérivé de Ly, resp. au radical unipotent de Q4. Le méme calcul
que ci-dessus conduit a ’égalité :

Ho, (Pra (Fu/npy )vpe) = Hy,(Ora (7)) + Ho, (Yra (Wpy Jvrz).
Montrons que, pour tout I’ € L/, on a I’égalité :
(16) U(HY, (1)) = Hiy(ra 1)

Les objets qui interviennent ici sont de nature algébrique, on peut étendre
les scalaires pour démontrer ’égalité. Cela permet de se limiter a deux
cas : I’ appartient au groupe dérivé de L, ; I appartient au centre de L/,.
Dans le premier cas, ¥ ra (') appartient au groupe dérivé de Ly et les deux
membres de (16) sont nuls. Dans le second, ! appartient & T,. Posons
&/(U)=t e€T.OnaH, ;/(l') = Hj,(t'). D’apres le lemme 6.6(ii), on a

Pra (') =pra (') =€y " o Ad(kping) o Yp(t'), d'ot :
Hp,(Yra () = HL(Ad(kp'ng) o vr(t')).

Les éléments kr et np appartiennent a M C L et 'application Hj, est
constante sur toute classe de conjugaison par L. Le terme ci-dessus est
donc égal & Hy(¢r(t')) et on est ramené a prouver I’égalité :

Y(HL ()L = HL(Yr(t')).
Celle-ci est immédiate.
Posons v1 = Yy ¢ (v'), v2 = Yyr @ onk(v'). On a :
(17) il existe p € N9, tel que pg(v1) = vy ; pour un tel u, ¥p g ()

appartient & urGq,v, -

D’apres la définition de 'application n’ — n'n, ng(v') est image de v’
par I'action de ny sur immeuble Imm(G/,, F'). D’apres la compatibilité
de qum,d/ avec 1Z;F7d/, on a ’égalité 1/;F7d/ (nz)(v1) = vo dans 'immeuble
Imm(Gyg, F). Deux éléments de V¥ sont dans la méme orbite pour 'action
de G4 sur Imm(Gg, F') si et seulement s'ils sont dans la méme orbite pour
I’action de Ny r. D’aprés 3.9, cette derniere condition équivaut a étre dans
la méme orbite pour l'action n — ng de N, ‘id. Cela prouve la premiere

T

assertion de (17). Pour p € N, tel que pug(vi) = v2, on a aussi pup(vy) =

vy, donc pp 4 (ny) fixe vi. La seconde assertion de (17) s’ensuit.
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Fixons pu comme en (17), posons ﬁp,d/(n%) = ppyi, avec y; € G- Ona
aussi Y4 (y') € G, puisque y' € Gy - Posons x1 = vptyiea (Y )vr.
Puisque vg(v) = v1, on a x1 € Gg4,. Tous ces calculs transforment 1'inté-
grale (15) en :

| utaurvrain) — v(itg, ()i da.
d,v

On a déja utilisé la relation pprp € (u)pRac+ C (uv)pGa,. Par chan-

gement de variables, I’expression ci-dessus devient :

| e ) ra) = (it ()i da

ou encore :

G
S U — (g, (' )e) [
Heap, Ga,v
Introduisons la fonction jig, ., sur ay définie en 4.6. Définissons une fonc-

1p.,((pv)Fr) dz.

tion x: ars — C par :
X(H') = > ug(H = $(H') 1) fiq w0 (H).
Heay,

Alors l'expression précédente (c’est-a-dire Uintégrale (15)) est égale a
(nzy’)) dans le

X(Hp (ngy')). Remplacons I'intégrale (15) par x(Hgy,
d’ a’
terme indexé par n/ de l'expression (14). Ce terme a alors exactement la

forme de celui calculé par le lemme 5.4. Grace a ce lemme, il est égal a :
RII 2 R//
> I (X, reaip (™)),
DR//EEG/ ;,D]\/I/ g’DR,/ gDR/

ou bien siir, les @R” ne dépendent pas de F'. C’est ce qu’il fallait démontrer.
|

7. Le théoréme principal

7.1. On fixe une donnée de Lévi standard PM de D. Rappelons quelques

définitions et résultats du chapitre 4 de [11]. Notons Z I'ensemble des fa-
milles (Z...Zy ;71 ...75) vérifiant les conditions (i) & (v) ci-dessous :

(i) keNetk>1si X #0;
(i) ri...rp €Ly et ry < -0 <1
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(iii) pour tout i =1...k, Z; € t(r;) et Z; # 0.
Pour tout ¢ = 1...k, on note ¥; I’ensemble des a € ¥ tels que
a(Z;) = 0 pour tout j € {1...i}. Notons X, ; ger l'intersection de
X, et de l'espace vectoriel sur Q engendré par les & pour a € ¥;.
Posons t; ger = Xu i der @7 Fy C t et notons ¢ qer(7;) le sous-espace
de t(r;) auquel il s’identifie. Alors :

(iv) pour tout i =1...k — 1, Zi11 € ti.ger(7i);
(v) sik#0,{0} = thder C -+ C traer C .

=

Le groupe W x I' agit naturellement sur Z. On pose Z = (Z/W)'. A tout
z € Z, on associe un groupe abélien fini D, muni d’'un homomorphisme
Yp,: D, — D. Soit F' € CL4. On pose :

oD = UdeD8ad-

On note tg—reg = tN @,, €t on pose Zr = ( ré“"icg/W) Cet ensemble Zp
parametre les classes de conjugalson stable semi-simples régulieres dans gp.
On définit une application (g : tg"dmg — Z de la facon suivante. Rappelons
que, pour tout 7 € R, on a défini en 6.2 un sous-groupe tM°d C tmod et
quand r € Z,), un homomorphisme de £"°¢ dans ¢(r). Soit X € tgo_‘ieg. Si
X =0, le fait que X soit G-régulier entraine que G est un tore. La famille
vide appartient alors & Z et on pose E(X) = (). Supposons X # 0, posons
X, = X. Notons r; la borne supérieure de ’ensemble des r € R tels que
X, € t,‘,“"d. On montre que 71 € Z,) et X € tffi"d. On note Z; 'image de
X1 dans t(rq). On définit ¥ et X, 1 ger comme plus haut. On note X 1 cent

I’annulateur de »; dans X, et on pose :

d d d d
e = X*,l,cent Rz Fme ) trfjger = X*,l,der Xz Fmoc,

1l,cent —

Ce sont deux sous- espaces supplémentaires de tm°9, Ecrivons X 1 = X1 cent+
Xo, 01 X cent € tmod ‘cent €6 X2 € t‘f‘ggr Si X5 # 0, on recommence en rempla-
cant X; par X5 : on en déduit des éléments o, Zo et un élément X5 € tg“ggr.
On poursuit ce procédé et on montre qu’il finit par s’arréter, c’est-a-dire
qu’il y a un entier £ > 1 pour lequel X;,1 = 0. On montre que la famille
(Zl /T S .T)) appartient & Z. Par définition, EF(X) est cette famille.

De l'application (g se déduit une application (p: Zp — Z gréce a la-
quelle Z devient une approximation indépendante de F' de I’ensemble de
classes de conjugaison stable Zp . Soit zp € Zp, posons z = (p(zp) et
notons C(zr) la classe de conjugaison stable paramétrée par zp. On définit
une application dr: C(zp) — D, dont les fibres sont exactement les classes
de conjugaison ordinaire.
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Tout cela s’adapte au cadre pondéré. On pose Z& ., = (Z/W)I'. Soit
z € ZG reg» Choisissons un relevement z de z dans Z. Pour tout yel,il y
a un unique élément de W™ que 'on note w, (7), tel que w,(y)oy(2) =
On pose X, . = X,, on note 9, : X, , — X, I'identité et on munit X, . de
Paction de T telle que ¥, 0y = w, () oo, pour tout v € I'. On pose D, =
(X+,2)T tors- De 1, se déduit naturellement un homomorphisme ¢p,: D, =
(X, 2)r t0rs — DM = (X, /X, 'sc)
objets que I'on obtient sont canoniquement isomorphes aux précédents.

Soit F' € C'L,. Posons :

T tors- 1 1’on change de relevement Z, les

Mpm = |JdGDJWInd; gD,reg - I—|d€ng,reg

_ mod M M \
et Z8 opr = (t8%%eg/WM)T. Cet ensemble Z5' | 1 paramatre les classes
de conjugaison stable dans mpm, qui sont semi-simples et G-réguliéres,
c’est-a-dire contenues dans gp reg.

L’application E r définie ci-dessus se quotiente en une application

M .M M
CGfreg,F' ZGfreg,F - ZGfreg'

Soit zp € Z& o, posons z = (A p(zr), notons C(zr) la classe
de conjugaison stable dans mpa paramétrée par zp. On définit comme
en [11], 4.4 Vapplication ép: C(zr) — D,. Elle est surjective. Pour X, X' €
C(zr), on a 6p(X) = 0p(X’) si et seulement si X et X’ sont conjugués
au sens ordinaire, c’est-a-dire qu’il existe d € DM et m € M de sorte que
X, X' emget X' =Ad(m)(X).

7.2. Soit DL € L(M). Méme si DX n’est pas standard, DM est une
donnée de Lévi standard de DL. On peut remplacer le couple (D,DM)
par (DX, DM ) dans les constructions précédentes. En particulier, on définit
T reg = (ZY/WM)T' Appliquons leg cons:sructions de [11],11.2
a Dy = DL. On définit une application €rg: 2 — ZL équivariante pour

Pensemble ZM

. 3} L P } . . . M

les actions de W* x I, qui se descend en une application €r,¢: Z5_ o, —
M

ZL reg”

injection naturelle :

Celle-ci vérifie la propriété suivante. Soit F' € CL,. Il y a une

Zg—reg,F ( gogeg/WM) - Z[]V—reg,F ( ILnO?eg/W]M)

Alors le diagramme :

M
M G —reg,F
ZGfreg,F ZG reg
€L.G
oM
M L —reg,F M
ZT e F - 21 reg
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est commutatif. Les constructions du paragraphe précédent sont compa-
tibles, en un sens plus ou moins évident, avec I’application €z, .

7.3. On pose :
S = ®yepSe.
Pour F' € CL,, on pose :

C(9p) = ©aepCe(ga)-

Les différentes applications linéaires rear: S¢ — C°(gy) se regroupent en
une application linéaire reap: & — Cg°(gp). Pour X € mpum N gp reg €t
f € C&(gp), on pose :

T (X, f) =I5 (X, fa),

ot d € DM est 'élément tel que X € my et fy est la composante de f dans
Ce(ap).

THEOREME. — Soient z € Z& . et § € D.. Il existe une forme linéaire
J$(2,6,.) sur S vérifiant la condition suivante. Soient F' € CL,, zp €
ZY ey X € C(zr) et p € S. Supposons (Y., p(2r) = 2z et 6p(X) = 4.
Alors on a I’égalité :

JJ\C/;I(Xv reaF(@)) = J]\Cj[(za 57 90)

Démonstration. — La démonstration est similaire & celle de [11], 6.2. On
utilise les propositions 5.6 et 6.9 en lieu et place des propositions 3.4 et
10.1 de [11]. Nos propositions 5.6 et 6.9 ont une formulation un peu plus
compliquée que celles de [11], ce qui nécessite un raisonnement par récur-
rence sur la donnée D. Cette récurrence est justifiée par les compatibilités
énoncées en 7.2. On laisse les détails au lecteur. O

8. Endoscopie

8.1. On a adapté dans le chapitre 11 de [11] la théorie de I’endoscopie
a notre formulation abstraite des intégrales orbitales. Expliquons comment
cela se généralise au cadre des intégrales orbitales pondérées.

On conserve la donnée DM du chapitre précédent. On considére de plus
une donnée endoscopique (DM’ 5, s) de DM cf. [11], 11.1. Le terme :

DM’ = (X7 5N AN X[ SN AM)

est une donnée de racines munie d’une action de I'. Le terme 7 est un
couple d’isomorphismes de X’* sur X* et de X, sur X,, en dualité. On
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note aussi 7 chacun de ces isomorphismes. On impose n(SM'+) ¢ ©M+,
n(EMHL) C YM+ (ce qui est un tout petit peu plus fort que la condition
de [11], 11.1) et que, pour tout v € T, il existe un élément w,(y) € WM
tel que n oy = wy(y) oyon. On pose :
TM = X" @, C*, ZM = {t e T™ ;Va e =M a(t) = 1}.
Alors s est un élément de ZM'T. On suppose que :
{aeXsaon(s) =1} =n(=™).

Comme en [11], 11.2, on introduit ’ensemble Y des familles (Y1... Y% ;
r1...7%) telles que :

— pour tout i = 1...k, on ait r; € Z,) et Y; etV (ri);

— (n(Y1).. (Yk) r1...73) appartienne i Z.

Le groupe WM x T aglt sur cet ensemble. Evidemment, de n se déduit
une bijection 7y : Y — Z. Pour tous w € WM’ et v € I‘ on a les égalités
Ny 0w = n(w) 0Ny, Ny 7 = wy(y) ©y 01y Posons YA = Y/ WML,
La bijection 7y se descend en une application ny: yG_reg — ZG_reg, qui
n’est plus une bijection, en général.

8.2. Soit F' € CL,. De n se déduit un homomorphisme de t' ™°¢ dans
tm°d_ On note t'Gm?e Pimage réciproque de t°9,, par cet homomorphisme
et on pose :

smod 1 MNT
ZG reg,FF — (tGm?reg/W ) .

De I'homomorphisme ci-dessus se déduit une application :

L =zM’ M
nz,r: ZG—reg,F ZG—reg,F

On définit 7p: t'Gmijg yé‘;{/reg de sorte que le diagramme suivant soit
commutatif :
e %
lf' F l&F
y =z

De 7r se déduit une application :
. zM’ M’
TF: ZG—reg,F — yG—reg'
Cette application est surjective ([11], lemme 11.3.2).

Soit 2z € Zé\;{,reg’F. Notons zrp = nz r(#R). Via linclusion naturelle
Zé{/rcg’F - Z%chgyp 2 parametre une classe de conjugaison stable
C(zp) C m’D o d’éléments semi-simples et G-réguliers. L’élément zp pa-
ramétre la classe de conjugaison stable C'(zp) C mpwm qui lui correspond.
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On définit comme en [11], 11.4 une fonction X +— A(2f, X) sur C(zp).
Si d € DM est tel que C(zp) N'my n'est pas vide, la restriction de cette
fonction & C(zp) Nmy est un facteur de transfert de Langlands-Shelstad,
privé du facteur Ay, et convenablement normalisé. Pour f € C°(gp), on
pose :

JM’ ZF? ZA ZFa ']M(X f)

ou X parcourt un ensemble de representants des classes de conjugaison
ordinaire dans C(zp).

8.3. PROPOSITION. — Soit y € yé‘,/[_/reg, Il existe une forme linéaire
J$ . (y,.) sur S vérifiant la condition suivante. Soient F € CL,, zp €
Zé\f_,regf et p € S. Supposons Tp(2y) = y. Alors on a I'égalité :

i (2, rear(9) = J5i (. 0)-
La preuve est similaire a celle de la proposition 12.1 de [11]. O

8.4. Posons T' = X* ®; C*. On définit les sous-groupes ZM et Z€ de T
comme on a défini ZM" en 8.1. Soit 5" € s~ (ZMT). Posons :

EG(S/):{xGXL;n()EEetm )=1};
RGN = {n_l(a) o€ et aen®it ))}

On introduit la base AS¢) de BEE) associée au sous-ensemble positif
nH(EH)NECED de BEGED ef la base correspondante AGE) de G, On
pose :

DG(S) (X/* ZG(S) AG( s") X/ EG(S) AG( ))

C’est une donnée de racines munie d’une action de I'. Le triplet
(DG(SI), 7,s") est une donnée endoscopique de D. La donnée DM’ est une
donnée de Lévi standard de DF(").

Notons Z%() I'analogue de Z quand on remplace D par PF). On
définit comme en [11], 11.2 une application que nous noterons &y -

ZG()  Elle se quotiente en une application €* yG reg Z Gs

/) —reg”
Pour F' € C'L,, de 'injection naturelle tGm(;zg — t'Gr?sireg se déduit une

injection Zqug,F — ZG(S,) L’application ¢’ est faite pour rendre

—reg,F'*
le diagramme suivant commutatif :

M/
ZG—reg,F z

G(s’)—reg,F
(1) | |8 s
€g/ M’
y —reg ZG(S/)freg
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Introduisons la notion de donnée endoscopique elliptique. Par exemple,
on dit que la donnée endoscopique (DM/,n,s) de DM est elliptique si
ZMI0 — p(ZM'T0) of ZMT0 ot ZM'T0 sont les composantes neutres des
groupes de points fixes ZMT of ZM'I' (Cette condition équivaut a ay; =
n(apsr). Supposons que (DM/,T],S) soit elliptique. On note &/ (G) len-
semble des s’ € sn’l(EMI) tels que la donnée endoscopique (DG(S'), n,s")
de D soit elliptique. Pour un tel s’, on pose :

iM/(G,G(S/)) _ [ZM',F: ZM,F][ZG(S’),F: ZG,F]fl

Que se passe-t-il quand on remplace s’ par un élément de sa classe

s’ _1(ZG ') ? Les objets DEh) ZIG“E/S ) —reg? ¢*" ne changent pas. La condi-

tion que (DG(S ), n, s') soit elliptique non plus. Quand elle est vérifiée, la
constante iy (G, G(s')) ne change pas non plus. Cela nous autorise & po-
ser Eap/(G) = Exp (G) /n1(Z9T) et & considérer que nos différents termes
DG ch\f(s /) reg €tc. sont définis pour s dans cet ensemble. La seule chose
qui change est le facteur de transfert. Soient F € CL,, 2z € Zg(frlgg’F,
posons zp = Nz r(zf) et notons C(zp) C gp la classe de conjugaison
stable paramétrée par zp. Comme en 8.2, on définit un facteur de transfert
sur C(zp) que, pour plus de précision, nous notons ici X +— A¥ (2, X).
Remplagons s’ par s'n~!(a), ot a € AR Rappelons que D est muni
d’une structure de groupe abélien. D’aprés [7], son dual de Pontryagin est
ZGI/ZG’F’O. En envoyant a dans ce quotient, a définit un caractere de D,
que 'on note x,. Pour d € D et X € C(zp) N gaq, on vérifie ’égalité :

AT @ (2 X) = xa(d) A (2, X).

8.5. On dit que D est non ramifiée si le groupe d’inertie I agit trivia-
lement sur X* et X,. Supposons qu’il en soit ainsi. On peut supposer,
et on suppose, que D contient I’élément dy = 0. Le point 0 appartient a

do. On peut choisir, et on choisit, le point spécial vy, égal & 0. En effet,
ce point est spécial et méme hyperspécial (on a (_;doﬂfdo = G). On note
b € ®% la facette qui le contient et vy € S(¢g) la fonction constante sur
Bdo.60, de valeur |G|7! ¢m(@)/2 (pour F € CL,, cette valeur n'est autre
que mes(Gy . )71

Supposons D et DM non ramifiés. On deﬁnlt une fonction ’I“AG4, sur y " reg

par 7§ (y) = J$ (v, po) pour tout y € yG reg- D€ méme, soit ' € CLy,

4 G
on définit une fonction ryy, p sur ZG_regF par

ri p(2p) = i (2p, rear (o).
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Que se passe-t-il quand on remplace s par un élément s’ € sp~1(ZMT)?
Rien ne change, sauf le facteur de transfert. On a expliqué dans le pa-
ragraphe précédent comment il se transformait (on I'a expliqué pour la
donnée endoscopique (DG(SI), 7n,s’) de D qu’il convient de remplacer par la
donnée endoscopique (DM ", s) de DM). 1l est multiplié par une fonction
sur mpu constante sur chaque mg, pour d € DM, et y valant x(d), ou x
est un caractéere de DM. Mais ¢g est un élément de S, ot dy = 0 est
I’élément neutre de D. Donc le facteur de transfert ne change pas sur les
éléments de mpa qui sont conjugués a un élément du support de reap (o).
Donc la fonction rﬁ/7F ne change pas. De méme, la fonction r§;, ne change
pas.

8.6. Considérons le cas particulier ot DM = DM et 1) est I'identité. L’61é-
ment s appartient & ZM-T'. L’ensemble £,/(G) est inclus dans ZM/ZG T

et contient 1’élément neutre 1 de ce groupe. On a D) = D. Si ' €
En(G) ~ {1}, 2G6) est strictement inclus dans 2.
Supposons D non ramifiée. Remarquons que yé\f_reg = é”_ reg- On peut

considérer que 7§, est définie sur Z5 . Pour s’ € Ex(G), on peut aussi

considérer que ¥’ est une application de Zé{reg dans ng(s/)freg. Cela per-

met de définir par récurrence sur le nombre d’éléments de ¥ une fonction

5§ sur Zé\;{reg par ’égalité :
(2) sG=rS— Y (GG o€

s'eEp (G)N{1}
Soit F' € CL,. Pour tout s” € Ey/(G), on a les inclusions :
Zé\?l—reg,F - ZCAf(s’)—reg,F C (tmOd/WM)F'

On définit par récurrence sur le nombre d’éléments de X une fonction s§;
M .
SUr ZG_ep p DAL

. G(s'
(3) sSr=rSr— > im(GG(s))sy.
S’E(‘:NI(G)\{l}

LEMME. — Pour tout F € CLg, on a I'égalité s§; . = s 0 (&L oy 5
Démonstration. — L’application 7p coincide dans notre cas particulier

avec Cé/[_reg,F. La proposition 8.3 nous dit donc que TJGVI,F = rAG/[ o Cé\:/[—reg,F'
Pour s’ € £y/(G)~{1}, on peut supposer par récurrence que sCI\iI(gF) = sffs )o
Cé\f(sl)_reg - Mais Cgf(s,)_reg p=¢€ o Cé‘;/[_re&F d’apres la commutativité du
diagramme 8.4(1). Donc sg’;}‘}) = sfjs )oes,ogé\;{reg’F. L’assertion du lemme
résulte alors des formules de définition (2) et (3). O
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8.7. Revenons aux hypotheses de 8.1, mais supposons que les données D
et DM’ sont non ramifiées et que la donnée endoscopique (DM ", s) de DM
est elliptique. Soit F' € C'L,. Arthur a posé une conjecture appelée lemme
fondamental pondéré ([3]|, conjecture 5.1). Celle-ci concerne les groupes,
mais elle se descend immédiatement aux algebres de Lie en la conjecture
suivante :

(LFP)p pour tout 25 € Zé”_lregf, on a l'égalité :

. G(s’
S r(EZ) = Y i (GG ().
s'€Ep (@)

Posons la conjecture analogue, ou F' n’apparait plus :
(LFP) on a I'égalité :

= Y in(GLG(s))s ) o€

§'€E01 (@)

THEOREME. — Pour tout F' € CLg, l'assertion (LFP)p équivaut a
(LFP).

Démonstration. — Soit F' € CL,. D’apres la proposition 8.3, le membre

de gauche de (LFP)p est égal a celui de (LFP) évalué au point 7p(25).
La commutativité du diagramme 8.4(1) et le lemme 8.6 montrent qu’il en
est de méme des membres de droite. Alors I’égalité de (LFP)g équivaut
a celle de (LFP), restreinte & I'image de l'application 7p. Mais 7p est
surjective. O

11 résulte du théoreme que la validité de (LFP)p est indépendante de
FeCL,.

BIBLIOGRAPHIE
[1] J. ARTHUR, « The trace formula in invariant form », Ann. of Math. (2) 114 (1981),
n°1, p. 1-74.
[2] ——, « The invariant trace formula. I. Local theory », J. Amer. Math. Soc. 1

(1988), n° 2, p. 323-383.

, « A stable trace formula. I. General expansions », J. Inst. Math. Jussieu 1
(2002), n° 2, p. 175-277.

[4] P. CARTIER, « Representations of p-adic groups : a survey », in Automorphic forms,
representations and L-functions (Proc. Sympos. Pure Math., Oregon State Univ.,
Corvallis, Ore., 1977), Part 1, Proc. Sympos. Pure Math., XXXIII, Amer. Math.
Soc., Providence, R.I., 1979, p. 111-155.

[5] R. CLUCKERS, T. C. HALES & F. LOESER, « Transfer principle for the fundamental
lemma », preprint, 2007.

[3]

TOME 59 (2009), FASCICULE 5



1818 Jean-Loup WALDSPURGER

[6] R. CLUCKERS & F. LOESER, « Fonctions constructibles exponentielles, transforma-
tion de Fourier motivique et principe de transfert », C. R. Math. Acad. Sci. Paris
341 (2005), n° 12, p. 741-746.

[7] R. E. KOTTWITZ, « Stable trace formula : elliptic singular terms », Math. Ann. 275
(1986), n° 3, p. 365-399.

[8] R. P. LANGLANDS & D. SHELSTAD, « On the definition of transfer factors », Math.
Ann. 278 (1987), n° 1-4, p. 219-271.

[9] J. D. RoGawsKl, « On modules over the Hecke algebra of a p-adic group », Invent.
Math. 79 (1985), n° 3, p. 443-465.

[10] J. TiTs, « Reductive groups over local fields », in Automorphic forms, representa-
tions and L-functions (Proc. Sympos. Pure Math., Oregon State Univ., Corvallis,
Ore., 1977), Part 1, Proc. Sympos. Pure Math., XXXIII, Amer. Math. Soc., Provi-
dence, R.I., 1979, p. 29-69.

[11] J.-L. WALDSPURGER, « Endoscopie et changement de caractéristique », J. Inst.
Math. Jussieu 5 (2006), n° 3, p. 423-525.

Manuscrit regu le 17 décembre 2007,
accepté le 16 janvier 2009.

Jean-Loup WALDSPURGER

CNRS

Institut de mathématiques de Jussieu
175, rue du Chevaleret

75013 Paris (France)

waldspur@math.jussieu.fr

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER


mailto:waldspur@math.jussieu.fr

	Introduction
	1. Rappels
	1.1. 
	1.2. 
	1.3. 
	1.4. 
	1.5. 

	2. Données de Lévi et cocycles
	2.1. 
	2.2. 
	2.3. 
	2.4. 

	3. Groupes de Weyl affines
	3.1. 
	3.2. 
	3.3. 
	3.4. 
	3.5. 
	3.6. 
	3.7. 
	3.8. 
	3.9. 
	3.10. 
	3.11. 

	4. Algèbres de Hecke-Iwahori, fonction de Harish-Chandra, (G,M)-familles
	4.1. 
	4.2. 
	4.3. 
	4.4. 
	4.5. 
	4.6. 
	4.7. 

	5. Intégrales orbitales pondérées. Quelques réductions
	5.1. 
	5.2. 
	5.3. 
	5.4. 
	5.5. 
	5.6. 

	6. r-centralisateurs
	6.1. 
	6.2. 
	6.3. 
	6.4. 
	6.5. 
	6.6. 
	6.7. 
	6.8. 
	6.9. 

	7. Le théorème principal
	7.1. 
	7.2. 
	7.3. 

	8. Endoscopie
	8.1. 
	8.2. 
	8.3. 
	8.4. 
	8.5. 
	8.6. 
	8.7. 

	Bibliographie

