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EXTENSIONS DE VALUATION
ET POLYGONE DE NEWTON

par Michel VAQUIE

RESUME. Soient (K, v) un corps valué et L est une extension monogene finie
de K définie par L = K|z]/(P), alors toute valuation de L qui prolonge v définit
une pseudo-valuation ¢ de K[z] de noyau 'idéal (P). Nous savons associer a ¢
une famille de valuations de K[z], appelée famille admissible, construite de fagon
explicite & partir de valuations augmentées et de valuations augmentées limites.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une valuation u de
K[z] appartienne a la famille admissible associée & une pseudo-valuation ¢ corres-
pondant & une valuation de L, condition ne faisant pas intervenir ¢ mais unique-
ment le polynéme P. Nous pouvons ainsi déterminer toutes les valuations de L qui
prolongent la valuation v de K. Pour cela nous définissons le polygone de Newton
associé a P, a un polynéme ¢ et a une valuation p, & partir du développement de
P selon les puissances de ¢.

ABSTRACT. — Let (K,v) be a valued field and L a finite cyclic extension of
K defined by L = KJz]/(P), then any valuation of L which extends v defines a
pseudo-valuation ¢ on K [z] whose kernel is the principal ideal (P). We know how to
associate to ¢ a family of valuations on K[z], called an admissible family, which is
explicitely constructed by augmented valuations and limit augmented valuations.

We give a necessary and sufficient condition for a valuation of K[z] to belong
to an admissible family associated to a pseudo-valuation ¢ which corresponds to a
valuation of L, this condition depends only on the polynomial P. On the way we
can determine all the valuations of L which extend the valuation v of K. To give
this condition we define the Newton polygon associated to P, to a polynomial ¢
and to a valuation p of Kz].

Introduction

Soit K un corps muni d’une valuation v et soit L un extension algébrique
finie monogene de K, L = K (#). Nous voulons déterminer toutes les valua-
tions p de L qui prolongent la valuation v, c’est-a-dire que nous voulons

Mots-clés : valuation, extension, polygone de Newton.
Classification math. : 13A18, 12J10, 14E15.



2504 Michel VAQUIE

déterminer toutes les valuations p de L dont la restriction a K est égale
a v. Si nous appelons P le polynome minimal de 6 sur K, le corps L est
isomorphe au quotient de ’anneau des polynoémes K [x] par I'idéal engendré
par P, L = Klz]/(P), et toute valuation yu de L correspond alors & une
pseudo-valuation ¢ de K[z] dont le noyau S(¢) = {f € K[z] | {(f) = +o0}
est égal & l'idéal premier (P), cette pseudo-valuation ¢ est définie par
C(f) = u(f(9)). Déterminer toutes les valuations p de L qui prolongent
v revient alors & déterminer toutes les pseudo-valuations ¢ de K[x] qui
prolongent v et dont le noyau est égal a (P).

A toute valuation ou pseudo-valuation ¢ de K [x] qui prolonge v, nous
savons associer une famille admissible de valuations de K|[z], cette famille
est essentiellement unique et nous la notons A(¢). Le probleme se raméne
alors & determiner toutes les familles admissibles A de valuations de K|x]
correspondant aux pseudo-valuations ¢ de noyau égal a (P).

Une famille admissible A est une famille de valuations ou de pseudo-
valuations (Mi)i el indexée par un ensemble totalement ordonné I, avec [
possédant un plus petit élément 1, vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour tout polynéme f de K[z] la famille ( ) ) ¢ est croissante,
c’est-a-dire que nous avons l'inégalité u;(f) < pi(f) pour i < ¢
dans I.

2. Pour tout polynome f de K[z] la famille (y4;(f ))Z o est stationnaire
a partir d’un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe ¢ dans I tel que
nous avons I'égalité p;(f) = py (f) pour tout i’ > i. De plus, sitot
que nous avons 'égalité p;(f) = p(f) pour i < @', nous avons

wi(f) = pir (f) pour tout i’ > i.

3. Chaque valuation p; de la famille est définie a partir des valuations
i pour j < i, soit comme valuation augmentée, soit comme va-
luation augmentée limite. La premiere valuation pq de la famille
est définie de fagon explicite a partir de la valuation v grace a un
polynome ¢; de degré 1 et a une valeur ~;.

Nous renvoyons au paragraphe 1, ou aux articles [8] ou [6] pour la définition
précise d'une famille admissible, ainsi que pour les définitions de valuation
augmentée et de valuation augmentée limite.

Soit A = (), une famille admissible, alors pour tout i appartenant
a I, sauf éventuellement pour le dernier élément [ de I s’il existe, u; est
une valuation. L’application ¢ définie par {(f) = Supp p;(f), qui est aussi
égal & p;(f) pour ¢ suffisamment grand d’apres la propriété 2, et qui est
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égal & yuj si [ est le dernier élément de I, est une valuation ou une pseudo-
valuation de K[z]. Nous disons que la famille A converge vers ¢ ou qu’elle
est la famille admissible associée & (, et nous la notons A(().

Une valuation p de K|[z] appartenant & une famille admissible A(() as-
sociée & une pseudo-valuation ¢ de K[z] de noyau l'idéal (P) est appelée
une valuation approchée du polynéme P.

Le résultat principal de cet article permet de donner une condition né-
cessaire et suffisante pour qu'une valuation p de K[x] soit une valuation
approchée du polynéome P, condition qui ne fait intervenir que le polynéme
P et ne suppose pas connue la pseudo-valuation (.

THEOREME 0.1 (cf. théoréme 2.6). — La valuation u de K|z] est une
valuation approchée du polynome P si et seulement si

1. P est pu_-divisible par ¢ si p est la valuation augmentée p =
[— 5 u(@) =] avec u— # v, et est A-divisible si u est la valuation
augmentée limite p = [(ua)aeA ; u(e) = 'y],

2. il existe au moins un polynéme-clé 1 pour la valuation p, avec ¢
non p-équivalent a ¢, qui p-divise P.

De plus, si p est une valuation approchée de P, nous pouvons déterminer
quels sont les polynémes-clés ¢ et les valeurs v pour lesquels la valuation
augmentée p’ associée a ¢ et v, ' = [ ; p'(¢) = 7], est aussi une valuation
approchée de P. De méme si nous trouvons une famille pseudo-convergente
C = (pa)a cA de valuations approchées de P, nous pouvons déterminer
quellles sont les valeurs v pour lesquelles la valuation augmentée limite
associée & un polynome-clé limite ¢ et & la valeur v, p’ = [(/‘O‘)aeA ; (o) =
*y], est encore une valuation approchée de P.

Comme le critere ne suppose pas connue a priori la pseudo-valuation
¢, et en particulier nous pouvons remarquer qu’il peut exister plusieurs
pseudo-valuations ( telles que la valuation p appartienne aux familles .A((),
nous pouvons construire pas a pas les familles admissibles A(() cherchées.
Nous trouvons ainsi les familles admissibles associées & toutes les pseudo-
valuations ¢ de K|z] de noyau (P), c’est-a-dire que nous trouvons toutes
les valuations de L qui prolongent la valuation v.

Pour déterminer les valuations approchées d’un polynéme P de K|z]
nous définissons pour toute valuation u de K[x] et pour tout polynéme ¢
le polygone de Newton associé & P, ¢ et p, que nous notons PN (P; ¢; ).
Celui-ci est défini a partir du développement de P selon les puissances
de ¢, plus précisément a partir de 1’écriture P = p,,&™ + ... + pg ol les
polynomes p; sont de degré strictement inférieur au degré de ¢. Pour un

TOME 58 (2008), FASCICULE 7
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polyndéme P donné les polynémes ¢ sont les polynomes p-irréductibles qui
p-divisent P et les valeurs v sont obtenues comme les pentes des faces de
la, partie principale PN (P; ¢; 1)+ du polygone de Newton associé & P, ¢
et p.

Nous pouvons voir le polygone de Newton PN (P; ¢; 1) comme une géné-
ralisation du polygone de Newton associé a une courbe plane. Plus précisé-
ment soit f(x,y) est un polynome dans k[z, y] définissant une courbe plane
et considérons f comme un polynéme P de K|z] avec K = k(y), alors le
polygone de Newton associé a f est essentiellement identique au polygone
de Newton PN (P;¢;v) associé & P, & ¢ = z et & la valuation y-adique,
v =1y, de K (cf. le paragraphe 4).

1. Polygone de Newton

Nous allons rappeler les résultats concernant les familles admissibles de
valuations, nous renvoyons le lecteur aux articles de ’auteur, plus précisé-
ment & [8], [6], [7] et [4] pour des définitions précises et pour des résultats
plus complets.

Nous considérons un corps K muni d’une valuation v et nous choisissons
un plongement du groupe des valeurs I',, dans un groupe abélien totalement
ordonné I'. Toutes les valeurs vy que nous considererons seront alors dans I'.

Nous appelons £ = E(K|[x],v) 'ensemble des valuations ou pseudo-
valuations de 'anneau des polynémes K [x] dont la restriction & K est égale
& v, et nous appelons F = F(K|[x],v) ensemble des familles admissibles
de valuations de K[x] appartenant & £.

Nous rappelons qu'une pseudo-valuation ¢ d’un anneau R est une appli-
cation ¢ de R & valeurs dans ' = T'U {4+oc}, ou I est un groupe abélien
totalement ordonné, vérifiant les propriétés

((fg) = C(f)+<(g) et C(f +g) =inf(C(f);C9)),

mais pouvant prendre la valeur 400 pour des éléments f # 0. L’ensemble

S(¢) = {f e R|(f) = 400}

est appelé le noyau de la pseudo-valuation (, c’est un idéal premier de
I’anneau R.

A toute valuation ou pseudo-valuation 1 de £ nous pouvons associer
une famille admise A dans F, que nous notons A(u), nous rappelons que
cette famille n’est pas unique mais définie & équivalence pres. La famille
A est une famille admissible, c’est-a-dire qu’elle est réunion de familles

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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admissibles simples SU), pour j parcourant J, avec J = {1,...,N} ou
J = N*, chaque famille simple S@)étant constituée d’une partie discréte
D) et d’une partie pseudo-convergente ou continue C\9)| la derniére famille
pseudo-convergente CY) pouvant étre éventuellement vide.

Nous pouvons écrire la famille A4 sous la forme A = (M)lel’ ou I est
un ensemble totalement ordonné, chaque valuation p; étant définie soit
comme valuation augmentée, soit comme valuation augmentée limite. Dans

le premier cas nous avons

o= [ s (o) =l

et ¢; est un polynéme-clé définissant la valuation y; a partir de la valuation
uyp avec I’ < I, nous remarquons que si [ a un unique prédécesseur [ — 1
dans I nous avons I’ = — 1. Dans le deuxieme cas nous avons

= (1) gen s () =],
et ¢; est un polynéme-clé limite définissant la valuation p; a partir de la
famille pseudo-convergente (ua)a car

Nous notons respectivement (gf)l)l cr €t ('yl)l I les familles de polynémes
et de valeurs associées & la famille de valuations A. Nous disons que la
famille A est compléte si 'ensemble I possede un plus grand élément [,
dans ce cas la valuation ou la pseudo-valuation p est la valuation yj, sinon
nous disons que la famille A est ouverte. Dans le cas ou ’ensemble I possede
un plus grand élément I, nous définissons I* comme I privé de [, sinon nous
posons I* = I, et nous définissons la sous-famille A* = (Ml)lel*‘

La premiere valuation p; de la famille A est obtenue a partir de la
valuation v de K grace a un polyndéme ¢; unitaire de degré 1 et a une
valeur 1. Nous considererons parfois que la valuation v = ug appartient a
la famille A et par abus de notation nous considererons que 0 est le plus
petit élément de I’ensemble I. La valuation p est ainsi considérée comme
une valuation augmentée, définie par le polynéme ¢, et nous la notons
encore

pro= v p(é) =mnl
Comme le polynome ¢, est de degré un, tout polynome f de K|x] s’écrit
sous la forme
[ = amd™ +...+a1¢ + ao,

avec a; appartenant au corps K et la valuation p(f) est définie par
pi(f) =Inf(v(a;) + jmn, 0<j <m).

Nous allons rappeler quelques définitions et propriétes concernant les
valuations de ’anneau des polynémes K|x] (cf. [1], [2], [8], [4])-

TOME 58 (2008), FASCICULE 7
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Nous pouvons d’abord déduire de la division euclidienne dans I’anneau
des polynémes K[z] la définition suivante. Pour tout couple de polyndmes f
et ¢ dans K[z] nous définissons le développement de f selon les puissances
de ¢ par

f = fmd™+...+ fi9+ fo,

ot les polynomes f; vérifient deg f; < deg ¢ pour tout j, 0 < j < m.

Pour toute valuation p appartenant a £(K|[x], ) nous appelons gr,, K|[z]
l’algebre graduée associée a la valuation p et H,, I'application naturelle de
K|[z] dans gr,, K[z] qui a tout polynéme f associe sa partie homogéne qui
est de degré a = p(f).

Nous disons que deux polynomes f et g sont p-équivalents s’ils ont méme
image dans gr, K[z], H,(f) = Hy(g), c’'est-a-dire si nous avons u(f —g) >
w(f) = p(g), et nous notons fr~g.

Nous disons que f est u—djxyisible par g, ou que g p-divise f si I'image
H,,(f) est divisible par I'image H,(g) dans gr,, K[z], c’est-a-dire s'il existe
un polynéme ¢ dans K|[z] tel que nous ayons u(f — qg) > pu(f) = p(qg), et
nous notons g| f.

Nous pouvoﬁs ainsi définir les notions de p-minimalité, de p-irréducibilité
et de p-inversibilité par :

— un polynéme f est pu-minimal si et seulement si il vérifie

flg = degg >degf,
n
— un polynodme f est u-irréductible si et seulement si il vérifie
flab = fla ou flb,

— un polynoéme f est ,uftinversible sl; et seulem#ent si il existe g dans K[z]
tel que fg~1.

Nous raf)pelons qu'un polynéme ¢ appartenant & K[z] est appelé un
polynéme-clé pour la valuation p s’il vérifie les propriétés suivantes :

— ¢ est p-minimal,

— ¢ est p-irréductible,

— ¢ est unitaire.

Alors pour toute valeur vy dans T' = I' U {400} vérifiant v > u(¢), nous
pouvons définir la valuation augmentée p’ associée au polynome-clé ¢ et
a la valeur 7, que nous notons u' = [ ; p/'(¢) = 7], de la fagon suivante.
Pour tout f dans K[z] la valuation p/(f) est définie par

w'(f) = Inf(u(f)+4v, 0<j<m),

ou f = fm@™+...+ f1o+ fo est le développement de f selon les puissances
de ¢.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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C’est une valuation de K[z], une pseudo-valuation de noyau l'idéal en-
gendré par ¢ dans la cas v = +oo, vérifiant u(f) < p¢/(f) pour tout f dans

De méme si C = (ua)a ca €st une famille pseudo-convergente de va-
luations, associée a la famille ((ba)a cA de polynomes-clés et a la famille
(va)a cA de valeurs, nous pouvons définir les notions de A-divisibilité, ainsi
que celles de A-minimalité, de A-irréducibilité et de A-inversibilité de la
maniere suivante :

— les polynomes f et g sont A-équivalents si et seulement si il existe ag
dans A tel que pour tout a > «ag dans A, f et g sont p,-équivalents, et
nous notons f~g,

— le polynome f est A-divisible par le polynéme g, ou le polynéme g
A-divise le polynéme f, si et seulement si il existe ag dans A tel que pour
tout o > g dans A, f est p,-divisible par g, et nous notons g| f,

— un polynéme f est A-minimal si et seulement si il vérifie 4

f1|49 —> degg > deg f,

— un polynome f est A-irréductible si et seulement si il vérifie

flab = fla ou f|b,
A A A

— un polynéme f est A-inversible si et seulement si il existe oy dans A
tel que pour tout o > ag dans A, f est u,-inversible.

Un polynéme ¢ appartenant & K[x] est appelé un polynéme-clé limite
pour la famille pseudo-convergente C = (ua)a cA s’il vérifie les propriétés
suivantes :

— ¢ est A-minimal,

— ¢ est A-irréductible,

— ¢ est unitaire.

C’est équivalent a dire que le polynéme ¢ est un polynome unitaire de de-
gré minimal pour lequel la famille (,ua (qb))a cA
précisément, supposons que la famille C est admissible pseudo-convergente,
c’est-a-dire que la famille de polynémes ((ba)

n’est pas stationnaire. Plus

k)
aca Dest pas convergente (cf.

[4]). Par définition cela signifie que 'ensemble

b(C) = {f € K[z] | palf) < ps(f) Vo < 3 dans A}

est non vide et que tout polynome f appartenant & cet ensemble vérifie
deg f > deg ¢. Nous notons d 4 le degré minimal d’un polynéme f appar-
tenant & ®(C), alors 'ensemble ®(C) = ®(A) défini par

®(C)={¢ € K[z]| pa(¢) < pns(¢) Va < B dans A, degp=d 4 et ¢ unitaire},

TOME 58 (2008), FASCICULE 7
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est égal a 'ensemble des polyndomes-clés limites pour la famille C.

Pour tout polynéme g n’appartenant pas & I'ensemble ®(C), c’est en
particulier le cas pour tout polynéme g avec degg < deg¢ = da, nous
définissons 114(g) par pa(g) = sup (pa(g), a0 € A), c’est-a-dire que nous
avons 'égalité pa(g) = pa(g) pour « suffisamment grand dans A.

Pour toute valeur v dans I' vérifiant v > p(¢) pour tout o dans A4, nous
pouvons définir la valuation augmentée limite u’ associée au polynoéme-clé
limite ¢ et & la valeur 7, que nous notons p' = [(“O‘)aeA i w(g) = 'y], de
la facon suivante. Pour tout f dans K[z] la valuation p'(f) est définie par

w(f) = Inf(ua(fy) +4v, 0<j<m),

ou f = frnd™+...+ fip+ fo est le développement de f selon les puissances
de ¢.

C’est une valuation de K[z], une pseudo-valuation de noyau l'idéal en-
gendré par ¢ dans le cas v = +oo, vérifiant po(f) < p/(f) pour tout «
dans A et pour tout polynéme f de Klz].

Nous allons introduire une généralisation de la notion de polygone de
Newton (cf. [2] § 5 ou [5] § 5).

Soit I" un groupe ordonné et nous définissons la droite D de ’espace R x T’
comme le sous-ensemble D = {(z,7) € RxT' | gy+az+ 8 =0}, 0ol g €R,
et a et § € T'. La pente p(D) de la droite D d’équation ¢y+ax+ [ = 0 est
Pélément p(D) = «/q appartenant a I' ®7 R. Cette définition de la pente
ne correspond pas a la définition usuelle, par exemple celle utilisée dans [5],
mais est égale a 'opposé.

Chaque droite D définit deux demi-espaces H§ et H g de R xI' par :

HY = {(z,7) eRxT | ¢y +azx+ >0}

HZ = {(z,7) e RxT | ¢y + az + < 0}.

Pour tout sous-ensemble A de R x I' nous définissons son enveloppe

convexe Conv(A) par
Conv(A) = n H,

ou H parcourt I'’ensemble des demi-espaces de R x I' contenant A. Une
face F' de Conv(A) est un sous-ensemble F' de Conv(A) défini par F' =
Conv(A) N D, ou D est une droite de R x I' vérifiant :

— Conv(A) est contenu dans I'un des demi-espaces Hg ou H g définis
par D,

— F = Conv(A4) N D contient au moins deux points distincts.
Nous définissons la pente p(F') de la face F' comme la pente de la droite D
qui définit F.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soient p une valuation de Klz|, f et ¢ deux polynoémes de K[z] et soit
f= T md"+...+ fro+ fo,

le développement de f selon les puissances de ¢.

DEFINITION 1.1. — Le polygone de Newton associé aux polynémes f et
¢ et a la valuation p, que nous notons PN(f u; @), est enveloppe convexe
de Pensemble {(k,8) | § = p(fx),0 <m}

N (fips o) = COHV({(’M) | 6> p(fr),0<k<m}).

Nous pouvons définir le support du polynéme f associé a la valuation u
et au polynoéme ¢, c’est le sous-ensemble Supp,,.,)(f) de R* x I" défini par

Supp ;4 (f) = {(k,u(fr)) ; 0< k< m}.

Cet ensemble détermine le polygone de Newton PN (f; i; ¢) car nous avons
Pégalité

{(,8) [ 0> p(f),0 <k <m} = Supb(uey(f) + ({0} x TH),

oll 't est le sous-ensemble des éléments v > 0 de T.

Par définition le polygone de Newton PN = PN (f; u; ¢) est 'ensemble
des couples (x,v) appartenant & RT x T pour lesquels il existe des entiers
k1 et ko avec

0<k1<(£<k2<m

(ko — K1)y = (ko — 2)u(fr,) — (k1 — 2)p(fr,)-

La donnée du polygone de Newton PN est équivalente & la donnée
d’une suite finie d’entiers : 0 = aqp < a1 < ... < a, =m,
d’une suite finie de valeurs dans I" : 61 > ... > §,,

définis par les propriétés suivantes :

1. pour tout k, 0 < k < m, nous avons l'inégalité :
pu(fr) +kée = p(fa,_y) tas—10: = p(fa,) + ade,

2. pour k < a;_1 et pour k > a;, nous avons 'inégalité stricte :
p(fe) + k6 > p(fa, i) +ai-10c = plfa,) + ardy.

Les couples (at, w( fat)), 0 <t < r, sont appelés les sommets du polygone
PN (f;p; ¢). Par définition, si (a1, u(fa,_,)) €t (ar, 1(fa,)) sont deux
sommets consécutifs du polygone, tous les éléments (k, w( fk)) du support

TOME 58 (2008), FASCICULE 7



2512 Michel VAQUIE

Supp,..4)(f) appartiennent au demi-plan H, = H >D t au-dessus de la droite
Dy passant ces deux sommets. La pente de cette droite est égale a o,

— :u’(fat,) 7 .u(fat_l)

)
at — Gt—1

O

et la face F; est le segment compris entre les sommets (a;—1, u(fa,_,)) et

((lt7 U(fat))'

Le demi-plan H; est I’ensemble des points (z,7) de RT x T" vérifiant

v 2 plfa,) +6c(x — ar).

De plus, tout élément du support qui appartient a la droite D; appartient
forcément a la face F;.

Nous posons g = +oo et §,41 = —oo, nous avons ainsi les inégalités
Or41 < & < &g pour tout § dans I'; et les nous définissons les demi-plans H
et H.,, par

Hy = {(z,7) |2>0} et Hyp1 = {(z,7) |z <m}.

Alors le polygone de Newton PN (f; 11; ¢) est obtenu comme 'intersection
des demi-plans Hy, pour 0 <t <7+ 1.

DEFINITION 1.2. — Soient f et ¢ deux polynomes dans Klz], alors
Pordre de p-divisibilité de f par ¢ est le plus grand entier n tel que ¢"
u-divise f.

En particulier U'ordre de p-divisibilité de f par ¢ est égal a 'ordre de
divisibilité de H,(f) par H,(¢) dans 'algebre graduée gr,, K[z].

Remarque 1.3. — Pour tout polyndme f il existe un polynéme p-inver-
sible e et des polynomes-clés ¢1,...,¢¢, t > 0, pour la valuation p, non
p-équivalents entre eux et des entiers nq,...n, tels que nous ayons

f:edn’“-.-aﬁt"‘

et cette décomposition est unique & p-équivalence preés (cf. [7] Corollaire &
la Proposition 2.3), et pour tout j exposant n; est I'ordre de p-divisibilité
de f par ¢;. Cette décomposition correspond a la décomposition en facteurs
irréductibles de I'image H,(f) dans gr, K[z], H,(f) = EF{" ... F{", et au
choix pour chaque F; d’un polynéme de degré minimal ¢; avec H,(¢;) =

F;.

LEMME 1.4. — Soit ¢ un polynéme p-minimal, alors pour tout poly-
néme f, nous avons I'égalité

u(f) = inf(u(f;07) : 0<j<m).
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De plus, si n est I'ordre de p-divisibilité de f par ¢ nous avons

p(f) = p(fag™) < ,u(fjd)j) pour tout j < n.

Démonstration. — Comme le polynéme ¢ est uy-minimal, il en est de
méme pour tout ¢’, j > 1, par conséquent si nous écrivons la division
euclidienne f = q¢/ +r de f par ¢’, nous avons pu(q¢?) > u(f) et u(r) >
w(f) avec pu(r) > u(f) si et seulement si f est u-divisible par ¢/, c’est-a-dire
si ordre de u-divisibilité de f par ¢ est supérieur ou égal a j.

Soit a le plus petit entier, 0 < a < m, tel que p(fa¢®) soit égal a
inf(,u(fj¢j) ; 05 < m), alors nous avons ,u(fa_1¢“_1 + ...+ fo) >
inf(u(f;07) 5 0<j <a—1) > p(fag), don

1(fad®) = p(fad® + famr0® 4+ + fo) = wl(f).

Nous en déduisons 1’égalité u(faqba) = u(f), que le polynéme f n’est pas
p-divisible par ¢! et est u-divisible par ¢®. (|

Nous en déduisons le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.5. — Avec les hypotheéses précédentes, le couple (n,u(fy))
est un sommet du polygone de Newton PN (f; uu; $), ¢ est-a~dire qu’il existe
s, 0 < s < r tel que as = n.

De plus, si nous posons j1(¢) = 0, alors nous avons les inégalités : 6511 <
6 < ds.

Si ¢ est un polyndéme-clé pour la valuation p, pour toute valeur v >
d = u(¢) nous pouvons définir la valuation augmentée p' = [ ; p'(9)].
Rappelons que par définition ¢ est un polynéme p-minimal et que nous
avons

P (f) = inf(u(fi) + kv;0 <k <m).
Par conséquent nous voyons que le polygone de Newton PN (f; u; @) joue
un role important pour I’étude des valuations augmentées de p associées a
un polynome-clé donné ¢, et plus particulierement la partie du polygone

de Newton correspondant aux pentes §; > . Nous posons la définition
suivante.

DEFINITION 1.6. — La partie principale du polygone de Newton est la
partie de PN (f; u; ¢) au-dessus des faces de pente strictement plus grande
que 6 = u(¢), c’est-a-dire que la partie principale est la partie comprise
entre les sommets (0, 1(fo)) et (n, u(fn)), ott n est I'ordre de p-divisibilité
de f par ¢ :

PN (fipws¢)t = PN(fip¢) N ([0,n] xT).
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> . . . R
((]r[)) (asflru(fasfl))\\‘ ~\'\ * b Tn7/"(fm))
(as, 1(fa,)) \\\‘~\\\ pente &
pent;, 5"
Figure 1.1 : Polygone de Newton PN (f;u; ¢)
Remarque 1.7. — Si nous écrivons le polynéme f de K[z] sous la forme

f =aqx?+...ap, nous pouvons définir le polygone de Newton PN (f;v;x)
comme I'enveloppe convexe dans RT x I' de 'ensemble {(k,6) | § > v(ax),
0 <k <d}.

Dans ce cas nous identifions la partie principale du polygone avec le
polygone tout entier :

PN(fiviz)™ = PN(fiv;x).

Nous voulons étendre les définitions précédentes au cas d’une famille
admissible pseudo-convergente C de valuations et d’un polynéme-clé limite
¢ pour C.

DEFINITION 1.8. — Le polygone de Newton associé au polynéme f, a la
famille pseudo-convergente C = (,ua)a c4 €t au polynéme-clé limite ¢ pour

C, que nous notons PN (f; (MQ)QGA;QS) ou PN (f;C;¢), est I'enveloppe
convexe de I'ensemble {(k,8) | § > pa(fr),0 <k <m} :

PN (f;C;¢) = Conv({(k,8) | § > pa(f),0 < k <m}).

Nous pouvons aussi définir le support du polynome f associé a la fa-
mille de valuations C et au polynoéme-clé limite ¢, c’est le sous-ensemble
Supp(c,g) (f) de R* x T' défini par

Supp(eigy(f) = {(k,na(fi)) ; 0<k <m},

et il détermine encore le polygone de Newton PN (f;C; ¢) car nous avons
I’égalité

{(k,6) | 6> pa(fe),0 <k <m} = Suppc,g)(f) + ({0} x I'F).
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Le polygone de Newton PN (f;C; ¢) est un encore un sous-ensemble de
R+t x T, et nous notons comme précédemment

O=ag<a1 <...<a,=m et 01 >...>0,

les suites définissant les sommets et les pentes du polygone. Nous définissons
aussi Uentier s, 0 < s < m, comme le plus grand entier tel que Js > piq ()
pour tout « dans A.

DEFINITION 1.9. — La partie principale du polygone de Newton est la
partie de PN(f; C; QS) au-dessus des faces de pente strictement plus grande
que pq(p) pour tout «, c’est-a~dire que la partie principale est la partie
comprise entre les sommets (0, u(fo)) et (as, 1(fa,)) :

PN(f;C;8)" = PN(£;C:6) N ([0,a.] x T).

Nous avons un résultat analogue au lemme 1.4 pour une famille admis-
sible pseudo-convergente C = (,ua)a cA’ associée aux familles ((ba)a ca €t
(’ya)a ca> €6 un polynoéme-clé limite ¢.

DEFINITION 1.10. — Soient f un polynéme dans K[z et C = ('“‘X)aeA
une famille admissible pseudo-convergente de valuations, alors I'ordre de
C-divisibilité ou ordre de A-divisibilité de f est le plus grand entier n tel
que ¢™ A-divise f, ot ¢ est un polynoéme-clé limite pour la famille C.

Remarque 1.11. — L’ordre de C-divisibilité est bien défini et ne dépend
pas du polynome-clé limite ¢ choisi. En effet tous les polynomes-clés limites
pour la famille C sont A-équivalents.

Soient C = (fta) ., une famille admissible pseudo-convergente de va-
luations, (qba)a cA la famille de polynémes-clés et (Va)a cA la famille de
valeurs associées, et soit d = deg ¢,. Nous déduisons alors du théoreme de
A-factorisation ([8], Théoréme 1.19) que pour tout polynéme f dans K|z
il existe ap dans A, A\ = A(f) dans T et un entier ¥ = k(f) dans N avec

dk < deg f tels que
Va2 a0 pia(f) =kva + A

En particulier un polynéme f appartient & I'ensemble ®(C) si et seule-
ment si Uentier k(f) ainsi associé & f est strictement positif.

LEMME 1.12. — Avec les notations précédentes, pour tous polynémes f
et g dans K|x] nous avons I'implication

fllg = k(g) = k(f)-
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Démonstration. — Soit o dans A suffisamment grand tel que nous avons
les égalités

pe(f) = k(s +A(f) et wuplg) = k(g)vs + Ag),

pour tout 3 > « dans A et tel que g est p,-divisible par f. Il existe alors
des polynomes r et ¢ dans K[z], qui dépendent de «, tels que nous avons

g=Tfag+r et pa(r)>pa(g) = pa(fq)

Nous déduisons du théoreme de A-factorisation qu’il existe o/ > «, des
entiers positifs k' et k”, des valeurs A\’ et X\’ dans I tels que pour tout 3
vérifiant o < 8 < o/ nous avons les égalités

ps(r) =kys+ XN et ug(q) =k"vs+ N

Nous en déduisons qu'il existe o’ dans A avec o < o’ < o tel que pour
tout 3 vérifiant o < 8 < o’ nous avons ug(r) > ug(g) = pg(fq), d’ou la
relation k(g) = k(f) + k" = k(f). O

Nous notons kg = ko(C) V'entier k(¢) associé a un polynéme-clé limite ¢
et nous déduisons aussi du lemme 1.12 qu’il ne dépend pas du polynéme-clé
limite choisi.

Si pour tout o nous écrivons ¢ = gq,a 0% + ... + Go,o le développement
du polynoéme-clé limite ¢ selon les puissances de ¢, nous avons 'inégalité
a > ko. De plus, si nous supposons que I’ensemble des valeurs {y,;a € A} a
une borne supérieure ¥ nous avons a = kg et g, o = 1 (cf. [6] Théoréme 3.5).

LEMME 1.13. — Soit n 'ordre de C-divisibilité de f et soit f = f,,¢™ +
...+ fo le développement de f selon les puissances d’un polynéme-clé limite
¢, alors pour tout o suffisamment grand f est po-équivalent a f,¢™.

Démonstration. — Soient ko = ko(C) et Ao 'entier et la valeur associés
au polynome-clé limite ¢, c’est-a-dire que kg et \g sont définis de telle fagon
que que nous ayons fq(¢) = Ao+ koya pour « suffisamment grand, et nous
avons ko > 1.

Pour tout a nous avons p,(f) > inf(,ua(fjgbj) ; 0<j< m), avec égalité
siles p1a (fj¢7) sont tous distincts, et pour a suffisamment grand nous avons
pa(fid?) = pa(f;) +3(Xo+kova). Comme Iensemble {7, } n’a pas de plus
grand élément, nous en déduisons qu’il existe un entier n, 0 < n < m tel
que nous ayons

ta(f) = pa(fn) +n(Ao + kova) < pa(fi) +73(Xo + kova) pour j # n,
et n est l'ordre de C-divisibilité de f par ¢. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



POLYGONE DE NEWTON 2517

Remarque 1.14. — Nous déduisons du lemme 1.13 que pour tout poly-
néme f de K[z]| nous avons ’égalité

k(f) = n.ko(C),

ou n est 'ordre de C-divisibilité de f.

De plus, comme tout polynome n’appartenant pas a <i>(C ) est A-inversible,
pour tout polynéome f dont l'ordre de divisibilité est égal a n, il existe un
polynoéme e A-inversible tel que

fzegb".

Nous déduisons aussi du lemme 1.13 que pour tout entier j > 1 le poly-
noéme ¢/ est A-minimal.

COROLLAIRE 1.15. — Si n est 'ordre de C-divisibilité de f alors le
couple (n,uA(fn)) est un sommet du polygone de Newton ’PN(f;C;¢),
c’est-a~dire qu’il existe s, 0 < s < r tel que as = n. De plus, nous avons
ds > pa(@p) pour tout o dans A et il existe o avec pi(P) > dsy1.

Démonstration. — C’est une conséquence des inégalités

pa(fi) + jpa(d) > palfn) + npa(d)

qui sont valables pour tout a suffisamment grand. O

Soient p une valuation et ¢ un polynoéme-clé pour u, alors pour tout
polynoéme f et pour toute relation de la forme

() f=aqd +...+ qo,

sans faire aucune hypothese sur les polynomes g; nous pouvons définir un
polygone de Newton PN () comme 'enveloppe convexe dans RT x ' de
I'ensemble {(j,0) | § > p(g;),0 < j < 1}. En général ce polygone dépend
de D’écriture (*) choisie, mais nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 1.16. — Si les polynémes q; apparaissant dans le déve-
loppement (%) sont tous p-inversibles, alors le couple (n,u(qn)), ol n est
Pordre de p-divisibilité de f par ¢, est un sommet du polygone de New-
ton PN (), et la partie de PN (x) comprise entre les sommets (0, 11(qo))
et (n,,u(qn)) coincide avec la partie principale du polygone de Newton

PN (fip;0)t.

Démonstration. — Soit v > & = pu(¢) et soit p’ la valuation augmentée
associée au polynéme-clé ¢ et a la valeur v, u' = [u; u/(¢) =]
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Comme les polynémes g; sont pu-inversibles, nous pouvons calculer la
valuation p/(f) & partir du développement (%) (cf. [1] Theorem 5.2, [§]
Corollaire & la Proposition 1.3), c’est-a~dire que nous avons ’égalité

@ (f) = inf(u(qy) +5v; 0< 35 <)

Par conséquent, si f = f,¢" + ...+ fo est le développement de f selon les
puissances de ¢, nous avons 'égalité

inf (u(px) + kv ; 0 <k <m) =inf(u(g;) +7v; 0< 5 <)

pour tout v avec § < v < 400, et nous en déduisons le résultat. O

Dans la suite nous considererons les polygones de Newton associés au po-
lynéme P définissant une extension L de K fixée et nous noterons PN ,(¢),
PNec (), le polygone de Newton associé aux polyndémes P et ¢ et a la va-
luation 1, respectivement & la famille pseudo-convergente C = (ua) A
De méme nous noterons PN ,(¢)T et PN¢(¢)" les parties principales de
ces polygones de Newton.

Remarque 1.17. — Si le polynéme ¢ est de degré supérieur au degré
de P, alors le polygone de Newton PN ,(¢) est réduit au seul sommet
((), u(P)), et si il est de degré égal a celui de P, nous avons P = ¢ + ag et
le polygone de Newton PN, (¢) a une seule face comprise entre les deux
sommets (0, p(ag)) et (1,0).

DEFINITION 1.18. — Soit p1 une valuation augmentée p = [p_ 5 p(P) =
7], respectivement une valuation augmentée limite u = [(Ma)aeA ; pu(p) =
’y], alors pour tout polynéme f nous définissons le degré effectif Dy(f)
comme le plus grand entier j, 0 < j < m pour lequel nous avons ’égalité
u(F) = u_(f;) + v, respectivement j(f) = pia(f;) + 37, 0t f = Frnd™ +
...+ fo est Ie développement de f selon les puissances de ¢.

Remarque 1.19. — Nous déduisons des théoréemes permettant de défi-
nir les valuations augmentées et les valuations augmentées limites (cf. [1]
Theorem 4.4, [8] Théoréme 1.2 et Proposition 1.22) que le degré effectif est
additif, c’est-a-dire que pour tous polyndémes f et g nous avons 1’égalité :

Dy(fg) = Dy(f) + Dg(9)-

Nous vérifions aussi que le degré effectif Dy(f) ne dépend que de la classe
de p-équivalence du polynoéme f, ou de la classe de pq-équivalence pour «
suffisamment grand dans le cas d’une valuation augmentée limite.

Par définition, si nous appelons o4 (f) l'ordre de p-divisibilité de f par
¢, ou lordre de A-divisibilité de f dans le cas d’une valuation augmentée
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limite, nous avons toujours l'inégalité

0s(f) < Dy (f).

La valeur v = pu(¢) est la pente d’une face du polygéne de Newton
PN (f; p; @) si et seulement si nous avons I'inégalité stricte oy (f) < Dy(f),
les deux sommets définissant la face sont alors (04 (f), (fo, (1)) €t (Do (f),

M(fDMf)))

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant, qui est une extension du
lemme 1.1 de [8].

LEMME 1.20. — Soit pu; une valuation bien spécifiée définie par le po-
lynéme 1), c’est-a-dire que py est une valuation augmentée [u ; p1(y) = 4]
ou une valuation augmentée limite [(MQ)GGA s w(y) = (5], Alors tout po-
lynéme pq-inversible g de K[z] est py-équivalent a r ot r est le reste de la
division euclidienne de g par le polynoéme ).

Démonstration. — Rappelons que comme v est un polynéme-clé pour
la valuation 1, nous avons toujours p(r) = u1(r) > p1(g) avec 'inégalité
stricte p1(r) > pi(g) si et seulement si g est pq-divisible par ¢ (cf. [8]
Lemme 1.1).

Nous supposons que la valuation p; est une valuation augmentée, le cas
d’une valuation augmentée limite se démontre de maniére similaire. Soit
g = as® + ... 4+ a19 + ag le développement de g selon les puissances de
1, avec r = ag. Par hypothese il existe un polynoéme h tel que hg soit
pi-équivalent & 1, c’est-a-dire tel que p1(hg — 1) > py(hg) = p1(1) = 0.

Si nous avons p1(hg — 1) = p(hg — 1) alors hg est u-équivalent & 1, par
conséquent g n’est pas p-divisible par ¥ et u1(g) = p(g) et le résultat est
une conséquence du lemme 1.4 de [8].

Supposons que nous ayons p1(hg — 1) > u(hg — 1). Pour tout ¢’ avec
w() < 8" < § = pi(v) nous pouvons définir la valuation augmentée p’
associée & ¢ et & &', p' = [u; p'(¢) = 0'], alors pour tout polynéme f
nous avons u(f) < p/(f) < pa(f) avec u(f) = p/(f) si et seulement si
w(f) = pa(f). Nous pouvons choisir ¢ suffisamment proche de § tel que
nous avons encore 'inégalité p/'(hg — 1) > p(hg — 1), nous en déduisons
que g n’est pas p'-divisible par ¢ et nous avons u(r) = p(ag) = p'(g)-
Comme ¢ divise g — r et comme nous avons §’ < §, nous en déduisons
w(g) < p'(g—r) <pi(g—r), dou le résultat. O
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2. Valuations approchées

Soit P un polynome irréductible séparable unitaire appartenant & K{z],
et soit L 'extension algébrique de K définie par P, L = K[z]/(P). Si nous
choisissons une racine # de P dans une cloture séparable K°°P de K fixée,
L est le sous-corps K (6) de K®P.

Toute valuation p de L qui prolonge la valuation v définit une pseudo-
valuation ¢ de K[z], dont le noyau S(¢) = {f € Klz] | ¢(f) = +oo}
est égal & l'idéal de K[z| engendré par le polynéme P, S(¢) = (P). La
pseudo-valuation ¢ est définie par

C(f) = u(f0) VfeK[a].

Il existe une bijection entre le sous-ensemble Ep = Ep(K]x],v) des
pseudo-valuations ¢ de E(K|z],v) dont le noyau est égal a l'idéal (P) et
Pensemble £(L,v) des valuations p de L qui prolongent la valuation v.
Nous appelons indifféremment A(u) ou A(¢) la famille admise de valua-
tions de K[z], définie uniquement & équivalence pres, associée & la pseudo-
valuation (.

Nous voulons déterminer ’ensemble £(L,v) des valuations p de L qui
prolongent v, ce qui est équivalent & déterminer ’ensemble £p des pseudo-
valuations ¢ appartenant a E(K|[z],v) qui ont pour noyau l'idéal (P).
C’est aussi équivalent & déterminer ’ensemble des familles admises A dans
F(K[z],v) qui sont associées aux pseudo-valuations appartenant a Ep.

Une valuation ou pseudo-valuation p de £ est dite bien spécifiée si p est
obtenue soit comme valuation augmentée p = [u_ ; p($) = 7] pour une va-
luation p_, soit comme valuation augmentée limite p = [(Ma)aeA i pu(¢) =
7] pour une famille pseudo-convergente C = (ua)a ca (L. [7]). Une valua-
tion, ou pseudo-valuation, p est bien spécifiée si et seulement si la famille
admise associée A(p) est complete, et dans ce cas la valuation ou pseudo-
valuation p est la derniére valuation p; de la famille A(p) ([7], Proposi-
tion 1.4).

Toute pseudo-valuation ¢ de Ep est bien spécifiée, et ( est alors la pseudo-
valuation augmentée ou la pseudo-valuation augmentée limite p; associée
au polynome ¢; = P et a la valeur vy = +o00.

Sur Pensemble £ nous avons deux relations d’ordre partiel p < p’ et
<< p' définies de la maniere suivante(cf. [6]) :

1. p < i si et seulement si u(f) < ¢/ (f) pour tout f dans K[z],

2. p << ' si et seulement si A(u) est une sous-famille de A(u’).
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Si les deux valuations u et u’ sont bien spécifiées, ce que nous supposerons
dans la suite, alors nous avons p << g’ si et seulement si p appartient a la
famille A(u').

Nous rappelons que si nous avons deux valuations u et ' de £ qui vé-
rifient p < g/, nous définissons ensemble ® = ® (s, /) comme Iensemble
des polynomes f de K[z] tels que u(f) < p/(f). Si ® est non vide, c’est-a-
dire si p n’est pas égale & p’, nous notons d le degré minimal d’un polynéme
appartenant a cet ensemble et nous posons

P =®(u, 1) = {p € K[z] | p(¢) < 1/(¢), deg¢ = d et ¢ unitaire},

et tout polyndéme appartenant a ® est un polynéme-clé pour u.
La relation p << p’ entraine la relation p < p’. Réciproquement nous
avons le résultat suivant.

LEMME 2.1. — Soient u et ' deux valuations ou pseudo-valuations bien
spécifiées de £ qui vérifient la relation p < ', et soit ¢ le polynéme qui
définit la valuation p.

Alors, soit nous avons p << i, soit il existe un polynéme-clé ¢" pour u
avec degg” = dege et une valuation augmentée p” = [ ; p'’'(¢") =+"] qui
vérifie u”" << u'. De plus, si la valuation u est de la forme p = [p— ; p(¢) =

7], respectivement i1 = [(pa) , 4 3 #(¢) = 7], la valuation ;" est aussi de Ia
forme p" = [u_ ; p"(¢") = "], respectivement p” = [(na),., 5 1'(¢") =
’7//] .

Démonstration. — Nous considérons d’abord le cas ol u est une valua-
tion augmentée p = [u— ; u(@) = 7|, avec pu_ qui n’est pas la valuation v
de K, alors nous avons u_ << pu', c’est-a-dire que p_ est une des valua-
tions de la famille admise A associée & p’ et est de la forme ugj) (cf. [6],
Proposition 2.18).

Nous avons u_ < pu <y, avec u_ # p, par conséquent les ensembles & =
D(p—, p) et ® = ®(pu_,p') sont égaux (cf. [6], Corollaire au Lemme 2.3).
Le polynéme-clé ¢ appartient a ® et tout successeur de la valuation p_
dans la famille A est défini & partir d’un polynéme appartenant & @’.

Supposons que nous ayons 1'égalité v = u(¢) = p’(4) et nous considérons
les différents cas.

i) L’ensemble ®(u, ;') est vide alors nous avons pu = .

ii) L’ensemble ®(p, 1) est non vide et le degré minimal d’un polynéme
f dans ®(p, ') est strictement plus grand que le degré de ¢, alors
nous avons y = ugi_)l et u appartient a A, d’ot p << p'.
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iii) L’ensemble ®(u, 1') est non vide et le degré minimal d’un polynéme
de ®(p, 1) est égal au degré de ¢, alors ®(u, 1) est égal & I'ensemble
des v dans ®(u_,pu’) tels que p'(¢) > p'(¢). Si I'ensemble des
valeurs A = {§/(¢), ¢ € ®(u,p/)} n’admet pas de plus grand
élément alors la valuation p appartient a une sous famille admissible
pseudo-convergente de A et nous avons p << u’ . Si ensemble A
admet un plus grand élément A, la valuation p” cherchée est la
auation 1) = 1) ) (60) = 22)] aves A0, = ' (6) =
A = 4", dans ce cas nous avons ¢’ = ¢ + h avec u_(h) = v et
v <A

Supposons que nous ayons l'inégalité v = u(¢) < p'(¢) = 1. Comme
¢ est un polynome-clé pour la valuation g nous pouvons définir la valua-
tion augmentée p1 = (1 ; p1(@) = 1] qui est aussi égale & la valuation
augmentée [pu_ ; (@) = 1] et qui vérifie p < p1 < p' avec py (@) = p' ().

Dans ce cas la valuation p n’appartient pas a la famille 4, mais nous
déduisons de ce qui précede appliquée a la valuation pu; que nous pouvons
prendre pour p’ soit u, soit la valuation p/" définie par le polynome ¢ =
(;Sg_)l et par la valeur v/ = 71-(_{_)1. En particulier nous avons soit ¢” = ¢, soit
¢" = ¢+ h avec pu_(h) =y, dott ¢’ p-équivalent a ¢.

Le cas ou p est une valuation augmentée associée a un polynéme unitaire
¢ de degré un, u_ = v, et le cas ol p est une valuation augmentée limite,
0= [(MQ)QGA ; 1(¢) = 7], se démontrent de maniere identique. O

DEFINITION 2.2. — Nous appelons valuation approchée du polynéme P
de K|x] toute valuation bien spécifiée u de E(K[x],v) pour laquelle il existe
une pseudo-valuation ¢ de Ep telle que p < ¢ et qui vérifie u(¢) = ((¢) ou ¢
est le polynéme qui définit p. Nous disons que p est la valuation approchée
associée a la pseudo-valuation ¢ de Ep.

Nous notons VAp I'ensemble des valuations approchées de P.

DEFINITION 2.3. — Nous appelons racine approchée du polynéme P de
K|[x] tout polynéme ¢ qui définit une valuation approchée u de P.
Nous notons RAp I'ensemble des racines approchées de P.

Remarque 2.4. — Dans la définition d’une famille admissible A nous
avons demandé que pour toute sous-famille simple S\ de A, les polynémes-
clé ¢Z(-j ) définissant la partie discrete D) de SU) vérifient I'inégalité stricte
degqbgj ) < degqﬁg_)l. Cette condition sur les degrés ayant pour fonction d’as-
surer la minimalité de la famille de valuations augmentées itérées apparais-
sant dans SU), et ainsi permet d’avoir 1'unicité de la partie discrete D)

(cf. [6]).
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Nous pouvons ne pas imposer cette condition sur le degré, et seulement
)

demander que pour toute valuation p,;”’ appartenant a D) le poynome-clé

gbgi)l vérifie deg gzbgj) < deg gbgi)l et ne soit pas ,ugj)—équivalent a gbgj). Nous
trouvons alors une famille de valuations augmentées ou augmentées limites
qui vérifie essentiellement les mémes propriétés qu’une famille admissible,

une telle famille est appelée une famille pré-admissible dans [4].

LEMME 2.5. — Une valuation p est une valuation approchée du po-
Iynome P si et seulement si elle appartient a une famille pré-admissible
associée a I'une des pseudo-valuations ¢ de Ep.

Démonstration. — C’est une conséquence de la définition d’une famille
pré-admissible et du fait que de toute famille pré-admissible A’ nous pou-
vons extraire une famille admissible A déterminée de la maniere suivante.

Soient SU) = (,ugj), RRNC2E (ug) 1 < j < N, les sous-familles

)aeA(j) ’

pré-admissibles simples de A’. Alors la sous-famille A obtenue en enlevant
toutes les valuations u'/

... pour lesquelles nous avons I’égalité deg gbgj ) =

deg qﬁgi)l, est une famille admissible. O

Par définition, une valuation approchée est une valuation et non une
pseudo-valuation, en particulier toute valuation approchée de P est dis-
tincte de la pseudo-valuation ¢ a laquelle elle est associée.

THEOREME 2.6. — Soit 1 une valuation bien spécifiée de £(K|x],v) et
soit ¢ le polynéme qui définit la valuation p. Alors p est une valuation
approchée du polynéme P si et seulement si

1. P est u_-divisible par ¢ si p est la valuation augmentée p =
[— ; (o) =] avec u— # v, et est A-divisible si p est la valuation
augmentée limite p = [(Ma)aeA s (o) =],

2. il existe au moins un polynéme-clé 1 pour la valuation u, avec ¢
non p-équivalent a ¢, qui p-divise P.

Remarque 2.7. — Dans le cas ou u est une valuation augmentée, y =
[t—; (@) =], nous déduisons du théoreme 5.1 de [1] ou du théoréme 1.2
de [8] que la condition (1) est équivalente & la condition p_(P) < u(P), et
dans le cas ou u est une valuation augmentée limite, u = [(ua)aeA i (o) =
7], nous déduisons de la proposition 1.23 de [8] que la condition (1) est
équivalent a la condition po(P) < pu(P) pour tout o dans A.

Dans le cas ot p— est la valuation v de K, c’est-a-dire que p est associée
& un polynome unitaire de degré un, la condition (1) est supposée toujours
vérifiée.
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La condition (2) est équivalente & demander que I'image de P dans l'al-
gebre gradude gr,, K[z] associée a la valuation p admette un diviseur pre-
mier distinct de H,,(¢).

Remarque 2.8. — Le théoreme 2.6 permet de déterminer uniquement
a partir de la valuation p et du polynome P si la valuation p apparailt
dans une famille pré-admissible A({) associée & une pseudo-valuation ¢
appartenant & l'ensemble Ep(K|[z],v), sans faire intervenir cette pseudo-
valuation (.

Ainsi, grace au théoréme nous pouvons construire les familles admis-
sibles A appartenant & F(K|[z], ) associées aux pseudo-valuations ¢ dont
le noyau est égal a I'idéal (P), ce qui est équivalent aux familles admissibles
associées aux valuations p qui prolongent v a lextension L = K[z]/(P)
de K.

Démonstration. — Montrons d’abord que si p est une valuation appro-
chée du polynoéme P, elle vérifie les conditions i) et ii) du théoréme. Par
hypothese, il existe alors une pseudo-valuation ¢ dans Ep telle que p < ¢
ety = u(6) = C(6).

Si u est une valuation augmentée, u = [u— ; p(¢) = ], comme p_ est
une valuation, nous avons u_(P) < 400, d’ott P appartient a é(u,, ) et
par conséquent appartient a é(ﬂ,, w) d’apres le corollaire au lemme 2.3
de [6], nous en déduisons que P est u_-divisible par le polynéme-clé ¢. Si
1 est une valuation augmentée limite y = [(”a)aeA ; w(o) = ﬂ, nous
montrons de la méme maniere que pour tout a nous avons pe (P) < p(P),
par conséquent P est A-divisible par le polynome-clé limite ¢.

Si la condition ii) n’était pas vérifiée pour la valuation p, le polyndme
P serait p-équivalent a un produit e¢”, avec e p-inversible et n > 0. Nous
aurions alors

((P—eg") = u(P—ed") > uled") = ((ed"),

d’ou I’égalité ((P) = ((e@™), ce qui est impossible car ((e¢™) < +oo.
Pour montrer la réciproque, nous allons faire une récurrence descendante
sur le degré du polynome ¢. Plus précisément nous allons montrer que
si p est une valuation bien définie associée a un polynéme ¢ de degré
d qui vérifie les conditions i) et ii) du théoréme, il existe une nouvelle
valuation bien définie p’ associée & un polynéme ¢’ de degré d’ > d qui
vérifie encore les conditions i) et ii) du théoréeme et telle que nous ayons
p < p et p(p) = p'(¢). En fait nous allons construire la valuation p’
comme valuation augmentée, p' = [u1 ; 1/ (¢")] avec pu1 = p ou p; valuation
augmentée pour la valuation p, ou comme valuation augmentée limite, /' =
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[(pa) cas (¢ )] avec (pa),, . 4 famille admissible pseudo-convergente ot
chaque p,, est une valuation augmentée pour p.

Si nous avons deg ¢’ = d' = deg P, alors ¢’ est égal & P, p/ est une des
pseudo-valuations ¢ appartenant & Ep et nous trouvons directement que
1 est une valuation approchée du polynéome P. Si nous avons l'inégalité
deg ¢’ = d' < deg P, alors p’ est une valuation et par hypothése de récur-
rence p’ est une valuation approchée de P associée & une pseudo-valuation
¢ de Ep. Nous avons alors les inégalités u < p' < ¢, et comme ¢ est un
polynome de degré d < deg ¢’ nous avons p'(¢) = ((¢), par conséquent p
est aussi une valuation approchée de P associée a (.

Nous considérons la décomposition de P en facteurs p-irréductibles,

P edii oy 6

avec ¢pg = ¢ et les ¢; sont des polynomes-clés pour u non p-équivalents
entre eux, et ng > 0 et n; > 1 pour j = 1,...,¢, et par hypothese nous
avons t > 1.

Pour tout j = 1,...,¢ nous considérons 'ensemble ¥; des polynomes-
clés ¢ pour p qui sont p-équivalents a ¢;, en effet dans la décomposition
de P en facteurs p-irréductibles nous pouvons remplacer ¢; par n’importe
quel polynome v appartenant a ¥;. Un polynéome v appartient a ¥; si
et seulement si nous avons ¥ = ¢; — h avec h vérifiant degh < deg¢; et
u(h) > ;).

Considérons le polynéme-clé ¢; et I’ensemble ¥;. Au polynéme ¢, et
a la valuation p nous pouvons associer le polygone de Newton PN, (¢1),
qui est déterminé par le développement de P selon les puissances de ¢q,
P = ¢no¢! + ...+ qo. Nous avons associé & PN ,(¢1) la suite d’entiers
0=ap <a <...<a, =m correspondant aux sommets (ay, 11(¢a,)), et
la suite de valeurs §; > ... > §, correspondant aux pentes des faces.

D’apres le corollaire 1.5 le couple (n1, 1(¢n,)) est un sommet du polygone
PN .(¢1), et comme nous avons ny > 0 la partie principale PN, (¢1)" du
polygone est non vide et il existe au moins une face de pente § > p(¢pq).
Si nous choisissons une de ces faces de pente § = 0, comprise entre les
sommets (ak_l,u(qakfl)) et (ak,u(qak)), 0 < k < s, nous pouvons définir
la valuation augmentée p1 = [p; p1(é1) = d]. Alors le polynéme P est
équivalent & g, ¢1* + ... + qa,_, ®1""", et nous pouvons écrire

Pr~e ¢ g,
M1
ol €' = @q,_, est un polynéme p;-inversible, ot n’ = ax_1 > 0 et ou g est
le polynoéme

ar—ak—1) + ..

g = (Zak¢g -+Qak_1-
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C’est un polyndéme non p;-inversible d’apres le lemme 1.20 et non pq-
divisible par ¢;. Nous en déduisons que la valuation augmentée py vérifie
la condition i), car P est u-divisible par ¢4, et la condition ii), car g admet
au moins un polynome-clé ¥ non pi-équivalent a ¢; comme puq-diviseur.

Ainsi, §il existe un polynoéme-clé ¢; parmi les p-diviseurs de P avec
deg ¢; > deg¢, nous pouvons prendre pour valuation bien définie p’ la
valuation augmentée p/ = [pu; p/(¢") = ¢'], olt ¢’ est le polynome-clé ¢; et
olt &’ est une des pentes de la partie principale PN, (¢;)* du polygone de
Newton associé a ¢;.

Supposons que tous les polynémes-clés ¢; apparaissant comme facteurs
p-irréductibles de P aient pour degré d = deg ¢, et comme précédemment
nous en choisissons un ¢; et nous considérons ’ensemble ¥;. A tout poly-
néme ¢ dans ¥; nous pouvons associer son degré di, la valeur v = pu())
et ny U'ordre de p-divisibilité de P par 1, ces trois valeurs ne dépendent
que de l'ensemble ¥, et par hypothese nous avons d; = deg¢. Au poly-
noéme ) nous associons aussi son polygone de Newton PN ,(v) et sa partie
principale PN, ()" = PN, () N ([0,n1] x T), et nous voulons étudier
PN, (¥)* quand ¢ parcourt ¥;.

Soient 1) et 1’ deux polynémes appartenant & Wi, en particulier nous
pouvons écrire 1)’ = ¢p — h avec degh < degvy = dy et p(h) > u(y) =
~1, et soient les développements de P selon les puissances de 1 et de ¢/,
respectivement

P=qguWm+...+q e P =g v""+...4+q).

Nous considérons les parties principales des polygones de Newton associés
PN ()t et PN, (¢')F, déterminés respectivement par les suites

O=ay<a1<,...<as=mny et o >...>0s>7 pour?,

O=ap<a} <,...<d,=n1 et §>...>0, >~ pour

Nous déduisons du lemme 1.4 que, comme 1 et 1)’ sont des polynomes u-
minimaux, nous avons I'égalité u(P) = p(qn,) +n171 = p(qy,,) +n1y1, par
conséquent nous avons (¢, ) = p1(q;,, ), c’est-a-dire que le dernier sommet
(nhﬂ(qnl)) de la partie principale du polygone de Newton PN ,(¢)" ne
dépend pas du polynome v de ;.

Nous choisissons un polynéme-clé v appartenant a ¥, nous appelons
comme précédemment d; la premiere pente du polygone de Newton associé
PN (). Nous définissons alors la valuation augmentée p11 = [p; pa(¢) =
51)-
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Comme nous avons supposé deg = deg ¢, pour tous les polynémes g;
apparaissant dans le développement de P selon les puissances de 3 nous
avons (i(g;) = p1(g;), par conséquent les polygones de Newton associés aux
valuations p et py sont égaux,

PNu(@) = PNy, (¢).

De plus, comme d7 est la premiere pente du polygone de Newton PN, (),
nous déduisons du lemme 1.4 que P n’est pas u;-divisible par . O

PROPOSITION 2.9. — Soit 1)’ un polynéme-clé pour la valuation aug-
mentée py vérifiant degvy’ = deg et tel que P soit pi-divisible par .
Alors le polynéme 1)’ appartient a Uy et la partie principale PN ,(¢)*"
du polygone de Newton associé a 1)’ coincide avec la partie principale
PN (1) du polygone de Newton associé a1 entre les sommets (a1, f1(¢a,))
et (n1, u(gn,)), est au dessus de PN, (1) entre (0, 1(qo)) et (a1, 1(ga,))
et son premier sommet (0,u(q))) est strictement au dessus de celui de

PN ().
Plus précisément, si nous appelons encore
O=agy<ar1<...<as=mn; et d >...>0ds >,

et

O=a,<a)<...<dy,=n; et & >...>08, >,
les suites associées respectivement & PN, (¢)* et & PA,(¢') T, nous avons
les égalités :

s’ =s+tavect >0, a}+t=aj pour 1 < j < s, 5;+t:5jp0ur2<j < s,

et les inégalités :
Op =01 et plgp) > 11(qo)-
Par conséquent, si nous avons d; = 4], nous devons avoir t > 1 et 0 <
ay, < a.
Nous pouvons aussi remarquer que comme P est pi-divisible par 1)’, les
polynémes 1 et 1)’ ne sont pas pi-équivalents.

Démonstration de la proposition. — Si 9’ est un polynome-clé pour la
valuation augmentée py = [p ; u1(1p) = 1] non pi-équivalent & v et de
méme degré que ¢, nous avons ¢’ = 1) — h avec degh < deg) et u(h) = oy
(cf. [1] Theorem 9.4, [8] Théoréme 1.11). En particulier nous en déduisons
que 19’ est u-équivalent & 1, par conséquent appartient aussi & ¥y.

Soit § vérifiant §; > § > 1, alors les valuations augmentées ' =
s () =0]et p =[p; w(¢') = 0] sont égales (cf. [6] Proposition 1.2),
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par conséquent nous avons 1’égalité
f(P) = inf(u(g;) +46; 0<j<m) = inf(u(q)) +56; 0<j<m),

ot P = qnp™+...+qoet P=q,¢'" +...+q} sont les développements de
P selon les puissances de 9 et de ¢’. Nous en déduisons ’égalité entre les
parties des polygones de Newton PN () et PN, (¢’) correspondant & des
pentes 0 vérifiant §; > § > 1. En particulier nous en déduisons 'existence
det >0 tel que s' = s+, aj, = aj et §;,, = J; pour 2 < j < s. De plus,
pour tout ¢ avec inf(dy,d7,,) > § > d2 = 5, nous avons I'égalité

p(P) = pqay) +ar6 = p(g )+ ary.d,

dott al; = a;.

Si nous avions &, > 67,4, alors pour tout ¢ avec 6; > ¢ > d7,; nous
aurions I'égalité 1/ (P) = u(qa,) + a1 = u(q;i) + a}d, ce qui est impossible
car ay < ay,, = ay.

Par hypothese P n’est pas pi-divisible par le polynéme pqi-minimal v,
alors comme qq est le reste de la division euclidienne de P par 1) nous avons
Pégalité u1(go) = 1 (P), par contre P est pi-divisible par le polynéme v,
et comme ¢ est le reste de la division euclidienne de P par 1)’ nous avons
I'inégalité stricte p1(q)) > p1(P). Nous en déduisons l'inégalité u(qp) >
1(q0)- 0

Suite de la démonstration du théoréme. — A tout polynéme 1) apparte-
nant & U1 nous associons la valeur A(v)) = u(go(¢))), olt g = o (1)) est défini
par le développement de P selon les puissances de ¢, P = g™ + ...+ qo.
Comme P est irréductible, pour deg P > deg v nous avons toujours qg # 0,
par conséquent A\(¢) # 400 et nous définissons le sous-ensemble A; de T
par

A = {A@W) | e P}

Si I’ensemble A; a un plus grand élément A\, nous choisissons 1 dans
U, avec (1)) = . Nous déduisons alors de la proposition 2.9 que tout
polynoéme-clé ¢’ pour la valuation augmentée p; = [ ; pi(¥) = &) qui
pi-divise P est de degré deg ¢’ > degt. Nous trouvons alors comme pré-
cédemment que pour toute pente ¢’ de la partie principale du polygone de
Newton PN, (¢'), la valuation augmentée ' = [u; ; p/(¢') = ¢'] satisfait
les conditions i) et ii) du théoréme avec deg ¢’ > deg ¢.

Supposons maintenant que ’ensemble A; n’a pas de plus grand élément.
Nous choisissons un polynéme 1 appartenant a ¥, tel que l'indice a1, 0 <
a1 < m du deuxiéme sommet (a1, 1(¢a,)) du polygone de Newton PN, (v)
associé a 1 est minimal, et nous appelons encore d; la pente de la premiere
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face de PN, (¢)* et py la valuation augmentée py = [p 5 p(y) = 61
Nous considérons le sous-ensemble U5 de ¥y défini par

1 = {¢'| ¢’ polynéme-clé pour p; et ¢’ | P}.
1251

Alors, d’apres la proposition 2.9, pour tout polynoéme ¢’ appartenant & U3
les parties principales PN, (¢)* et PN, (¢')" des polygones de Newton
associés respectivement & 1 et ¢’ ont méme nombre de faces, coincident
sur [a1,as] x T et de plus (a1, 1(¢a,)) est un sommet commun aux deux
polygones de Newton. Nous définissons aussi le sous-ensemble A} de A;
par :

Al = {A@W) = wlao@")) | ¢ € Vi
L’ensemble A} n’a pas de plus grand élément et nous pouvons écrire
Al = { | aeg A},

ou A est un ensemble totalement ordonné tel que A, < Ag pour o < f3
dans A. Pour tout a dans A nous choisissons un polynoéme 1, dans U3 avec
A(¥a) = Ao Nous notons v, la pente de la premiere face du polygone de
Newton PN, (dq) associé & ¢, et nous définissons la valuation augmentée
to = 115 pa(Pa) = Val, Ol Vo est défini par I'égalité Ay = 1(qa,) + @1Ya-

La famille C = (ua) aca EStune famille pseudo-convergente de valuations,
et nous définissons ’ensemble

B(A) = {f € K[z] | pa(f) < ps(f) pour tout a < 3 dans A}.

Nous voulons montrer que la famille de polynomes (¢a)a cA associée a la
famille C est non convergente, c’est-a-dire que la famille C est une famille
admissible pseudo-convergente, ce qui est équivalent & montrer qu’il n’existe
pas de polynome unitaire 1)’ avec deg1)’ = d appartenant a <i>(A) Suppo-
sons qu’il existe un tel polynéme ', alors nous déduisons de 'inégalité
pa(¥') < pg(y’) que pour tout o dans A, ¢’ est un polynome-clé pour la
valuation p, et nous pouvons écrire v’ sous la forme 1)’ = 1, + h, avec
w(ha) = Yo et degh, < d, par conséquent )’ appartient & . Il existe
alors 6 dans A tel que A(¢') = \g, et nous posons 10’ = 1y + hy. Comme 1)’
est un polynéme-clé pour p, et comme gy (¢') = 74, nous avons I'égalité

pia(P) = inf(u(q)) + j7a ; 0 <j <m),

ou P =q, '™ +...q est le développement de P selon les puissances de
¥'. Nous en déduisons U'inégalité N\g = u(q)) = pa(P) = Ay pour tout «
dans A, ce qui contredit le fait que A} n’a pas de plus grand élément.
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Par construction nous avons p,(P) = A4, le polyndme P appartient a
®(A) et par conséquent P est A-divisible par tout polynome-clé limite ¢’
pour la famille C.

Nous choisissons un polynéme-clé limite ¢’ et nous considérons le poly-
gone de Newton PN ¢(¢') défini & partir du développement de P selon les
puissances de ¢’. Alors pour toute pente ¢’ d’une face de la partie princi-
pale PN ¢(¢')" du polygone de Newton, nous pouvons définir la valuation
augmentée limite p' = [(‘LLO‘)(XEA ; 1/ (¢') = '], et nous vérifions que la
valuation p’, qui par définition est une valuation bien spécifiée, satisfait
encore les conditions i) et ii) du théoréme. O

A

T (at, 1(qa; (1))

R
pente &} T~ _pente §;
pente 7y, o
pente vz
Figure 2.1 : Polygones de Newton associés a la valuation
et aux polynémes 1, ¢’ et ('z/;,,)
DEFINITION 2.10. — Pour tout polynéme irréductible unitaire P de

Klz] et pour toute valuation bien spécifiée p de E(K|x],v) définie par
un polynéme ¢, nous définissons 'ensemble Bp () des pseudo-valuations ¢
appartenant a Ep vérifiant p < ¢ et p(o) = ((p).

Nous notons bp () le cardinal de cet ensemble.

Par définition p est une valuation approchée de P si et seulement si
l’ensemble Bp(u) est non vide, ¢’est alors I’ensemble des pseudo-valuations
de Ep auxquelles p est associée et bp(u) est le nombre de ces pseudo-
valuations.
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Comme précédemment, nous fixons un polynome irréductible unitaire P
de KJ[z] et soit p une valuation approchée de P définie par le polynéme
¢, = [u- 5 p(@) =7l oup=[C; plg) =], avec € = (pta) 4+ Soit
w = [u; 1 (¢') =] une valuation augmentée définie par un polynéme-clé
¢’ vérifiant deg¢’ > deg¢ et non p-équivalent & ¢. Nous avons alors le
résultat suivant.

LEMME 2.11. — L’ensemble Bp (') est le sous-ensemble de Bp () cons-
/

titué des pseudo-valuations ¢ vérifiant ((¢') = p/(¢') =+'.

Démonstration. — Si ¢ appartient & Bp(u'), nous avons p/ < ¢ et ¢(¢)
' (¢") = +'. Par conséquent nous avons aussi pu < ¢ et (¢) = p/(d) = p(9).
Réciproquement si ¢ est une pseudo-valuation vérifiant p < ¢ et v/
¢(¢'), la valuation augmentée p’ associée au polyndéme ¢’ et & la valeur
vérifie aussi ' < (. O

~

N

/

De linclusion Bp(p') € Bp(p) pour p valuation augmentée pour la
valuation p et du fait que les ensembles Bp(u) sont finis, nous déduisons
que pour toute famille admissible pseudo-convergente C = (ia) . , il existe
ap tel que les ensembles Bp(u,) sont égaux pour a = ag. Nous pouvons
définir alors 'ensemble Bp(C) par

C)= ﬂ Bp(iia) = Bp(ie) pour a suffisamment grand.
acA
Nous voulons préciser comment se comportent les ensembles Bp (1) quand
nous passons de la valuation approchée p de P aux valuations augmentées
1/ pour p qui sont encore des valuations approchées de P. Nous considérons
la décomposition de P en facteurs p-irréductibles,

Pr; ePp Pt ... By,

avec ¢g9 = ¢ et les ¢; sont des polyndmes-clés pour p non p-équivalents
entre eux, et ng > 0 et n; > 1 pour j = 1,...,¢, et nous appelons n l'ordre
de p_-divisibilité ou de C-divisibilité de P par ¢. Nous déduisons alors du
théoreme 2.6 que nous avons n > 1 et ¢t > 1.

Si P est un polyndéme-clé pour la valuation p nous avons ¢t = 1, ng = 0
et n; = 1, sinon pour tout ¢ = 1,...,t nous considérons le polygone de
Newton PN ,(¢;) associé au polynéme ¢; et nous appelons

8 > > 60

les pentes des faces de la partie principale PA,(¢;)*. Nous pouvons alors
définir pour tout ¢ = 1,...,t et tout j = 1,...,s;, la valuation augmentée

w) = (s w00 =)
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associée au polynoéme-clé ¢; et a la valeur 5]@ > u(d;).

PROPOSITION 2.12. — Si P est un polynéme-clé pour la valuation p,

Pensemble Bp(p) contient une seule pseudo-valuation ¢ définie par { =
[ C(P) = —+oc]. .

Sinon, pour tout i = 1,...,t et tout j = 1,...,s;, la valuation ,uy)
une valuation approchée du polynéme P, et ’ensemble Bp(u) est 'union

est

disjointe des ensembles Bp (ﬂgl)) En particulier nous en déduisons I’égalité
be(i) = bp ().
0,

Démonstration. — Soit M§i) la valuation augmentée associée au polyno-

me-clé ¢; et a la valeur 53@ > u(¢;). Par hypothese ¢; est un p-diviseur
du polynéme P. Si nous écrivons P = ¢n¢!* + ... + qo le développement
de P selon les puissances de ¢; et si 551) est la pente de la face du po-

lygone de Newton PN ,(¢;) comprise entre les sommets (ajfhli(Qaj,l))
(9)
J

par conséquent il existe un polynéme-clé ¢ pour la valuation u

et (aj,/(qa,)), alors P est p;”-équivalent & qq;¢;” + ... + qa,_, ;" " et

y) non ,ug.i)-
équivalent a ¢; qui ,ug»i)—divise P. Nous déduisons du théoreme 2.6 que la
valuation py) est une valuation approchée de P.

Soit ¢ appartenant a Bp(u), alors nous avons p < ¢ et nous pouvons
définir les ensembles ®(u, ¢) et (i, ¢). Nous déduisons de I'égalité p(¢) =
¢(¢) que tout polyndme-clé ¢ appartenant & ®(u, () vérifie deg > deg ¢
et n’est pas p-équivalent a ¢. De plus comme P appartient a i)(,u,(), le
polynéme v p-divise P.

Si P est un polynéme-clé pour p alors nous avons forcément ¢ = P et il
existe une unique pseudo-valuation ¢ appartenant & Bp(u) qui est définie
par ¢ = [u; ((P) = +0o0].

Sinon, nous pouvons supposer que le polyndéme-clé ¥ est I'un des ¢;
et si nous posons § = ((¢;) la valuation augmentée ' = [u ; p'(¢;) =
d] est une valuation approchée du polynéme P associée a (, c’est-a-dire
que nous pouvons supposer que ¢ appartient & Bp(u'). La valeur 6 est
égale a la pente d'une des faces de la partie principale du polygone de
Newton PN, (¢;), c’est une conséquence de I'inégalité 1/ (P) < ((P), par
conséquent la valuation p’ est 'une des valuations ,ugi).

Il reste a montrer que les ensembles Bp (,uy)) sont disjoints. Si la pseudo-
valuation ¢ appartient & Bp (ug.i)), alors nous avons ((¢;) = (5J(»i), par consé-

quent les ensembles Bp (py)) et Bp (ug)) sont disjoints pour j # k. De

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



POLYGONE DE NEWTON 2533

plus pour [ # i, le polyndéme ¢; n’est pas p-divisible par ¢;, par conséquent
nous avons ((¢;) = u(¢;) pour tout ¢ dans Bp (,u;z)) et comme nous avons
6,9 > p(éy) pour tout k = 1,..., s, la pseudo-valuation ¢ n’appartient &

aucun des ensembles Bp (uff))- O
Remarque 2.13. — Nous pouvons énoncer un résultat similaire pour la
valuation v de K. Plus précisément, si nous appelons é; > ... > d, les

pentes des faces du polygone de Newton PN (P;v; z), nous pouvons définir
pour tout j =1,...,s la valuation augmentée p; = [v ; p;(x) = J,]. Alors
chacune des valuations j; ainsi définie est une valuation approchée de P et
l’ensemble Ep des pseudo-valuations ¢ de E(K[x],v) de noyau (P) est égal
a 'union disjointe des ensembles Bp(u;).

Nous avons un résultat similaire pour I’ensemble Bp(C) associé a une fa-
mille pseudo-convergente. Soit C = (,ua)a e une famille admissible pseudo-
convergente de valuations approchées de P et soit ¢ un polynome-clé limite
pour la famille C. Nous considérons le polygone de Newton PN ¢(¢) asso-
cié & ¢ et nous appelons §; > ... > J; les pentes de la partie principale
PNc(¢)T, et nous définissons pour j = 1,...,s la valuation augmentée li-
mite pu; = [(“@)aeA 5 wi(o) = 57;] associée au polyndéme ¢ et a la valeur 6;.

PRrROPOSITION 2.14. — Si P est un polynome-clé limite pour la famille
C, I'ensemble Bp(C) contient une seule pseudo-valuation ¢ définie par ( =
[(Ha) yen i 1i(P) = +o0].

Sinon, pour tout ¢ =1,...,s la valuation p; est une valuation approchée
du polynéme P, et ’ensemble Bp(C) est I'union disjointe des ensembles
Bp (i)

Démonstration. — Comme précédemment, nous vérifions que les ensem-
bles Bp(u;) sont disjoints, car si ¢ appartient & Bp(u;) nous avons ((¢) = 4;,
et qu'ils sont inclus dans Bp(C), car nous avons p, < f; et po(da) =
pi(Pa) = ((¢a)-

Soit ¢ appartenant a Bp(C) et supposons que P n’est pas un polynéme-
clé limite pour la famille C, alors P est A-divisible par le polynéme-clé
limite ¢ et la valuation augmentée limite p = [(“O‘)aeA ; wi(o) = C((;S)}
est une valuation approchée de P. Comme précédemment nous montrons
que les seules valeurs possibles pour ((¢) sont les pentes §; de la partie
principale PA¢(¢)T du polygone de Newton, par conséquent la valuation

1 est 'une des valuations p;. ]
Remarque 2.15. — La décomposition de P en facteurs p-irréductibles
P ~ epp° @1t ... ¢7" est unique & p-équivalence pres, mais si nous rem-

plagons un polynéme ¢; par un polynéme p-équivalent ¢ distinct de ¢,
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nous pouvons obtenir un polygone de Newton dont la partie principale
PN ,(¢;)T est différente de la partie principale PN ,(¢;)" de celui associé
a ¢;. Par conséquent nous pouvons trouver une autre famille de valua-
tions ,u;(i), avec 1 < j < s}, avec éventuellement s; # s, mais nous dé-
duisons de la démonstration de la proposition que ’ensemble Bp (i, ¢;) =
Uj’zl Bp (uy)) ne dépend que de la classe de u-équivalence du polynéme-clé
i, c’est-a-dire de son image H,(¢;) dans I'algebre graduée gr, (K[z]).

De méme la partie principale PN ¢(¢)" du polygone de Newton dépend
du polynéme-clé limite ¢ choisi, mais I'ensemble Bp(C) = |J;_; Bp(u;) ne
dépend que de la famille C.

3. Cas d’un corps valué hensélien

Nous voulons décrire les valuations approchées d’un polynéme P, et les
polygones de Newton associés dans le cas ou le corps valué (K, v) est hen-
sélien. Nous rappelons qu’un corps valué (K, v) est hensélien si pour toute
extension algébrique L de K il existe un unique prolongement de v a L.

Rappelons que si P un polynome irréductible séparable unitaire ap-
partenant & K[z] et si L est 'extension algébrique de K définie par P,
L = KJz]/(P), il existe une bijection entre ’ensemble £p des pseudo-
valuations ¢ appartenant a £(K[x],v) ayant pour noyau 'idéal (P) et l'en-
semble des valuations ( de L qui prolongent v. Nous allons donc étudier ce
qui se passe pour les valuations approchées p de P quand I'ensemble Ep
contient un seul élément.

THEOREME 3.1. — Soit P un polynéme irréductible unitaire tel que
Pensemble Ep contienne une seule pseudo-valuation (.

Pour toute valuation approchée u de P définie par un polynéme ¢, la
décomposition de P en facteurs u-irréductibles est de la forme

P ~eym,
o

avec e polynome p-inversible, 1 polynoéme-clé pour p non p-équivalent a ¢
et n > 1. De plus si ¢ est différent de P le polygone de Newton PN (1))
a une seule face et celle-ci est de pente § > ().

Soit C = (,ua)a o4 Une famille simple admissible pseudo-convergente de
valuations approchées de P, alors si P n’est pas un polynéme-clé limite
pour la famille C, pour tout polynéme-clé limite ¢ le polygone de Newton

PNc(¢) a une seule face et celle-ci est de pente § > g, (1)) pour tout o
dans A.
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Dire que les polygones de Newton PN, (¢) ou PN ¢ () ont une seule face
et que la pente § de celle-ci vérifie les inégalités § > p(v) ou § > pa ()
pour tout « dans A, est équivalent & dire que ces polygones de Newton ont
une seule face et sont égaux a leurs parties principales.

Démonstration. — Nous déduisons de la proposition 2.12 que pour toute
valuation approchée p du polynome P, il existe un unique polynéme-clé ¢
pour la valuation p non p-équivalent a ¢ qui p-divise P, c’est-a-dire que
nous avons les égalités t = 1 et 1) = ¢4, et que la partie principale PN, (1)
du polygone de Newton associé & ¥ possede une seule face, c’est-a-dire que
nous avons ’égalité s; = 1. Il reste a montrer que P n’est pas p-divisible
par le polynéme ¢, c’est-a-dire que nous avons ng = 0, et que le polygone
de Newton PN ,(v)) est égal & sa partie principale, ¢’est-a-dire qu’il n’existe
pas de face de pente § < p(v)).

Pour toute famille admissible pseudo-convergente de valuations appro-
chées C et pour tout polynome-clé limite ¢ pour C nous avons toujours P
qui est A-équivalent & e¢™, avec e polynéome A-inversible et n > 1, et de
méme nous déduisons de la proposition 2.14 que la partie principale du
polygone de Newton PN¢(¢)T posséde une seule face, il reste & montrer
que le polygone de Newton est égal a sa partie principale.

Nous allons procéder par récurrence sur le degré du polynome ¢ dé-
finissant la valuation approchée p, ou des polynomes ¢, définissant les
valuations approchées de la famille pseudo-convergente C, le cas deg¢p = 1
étant une conséquence immédiate de la remarque 2.13.

Premierement, nous allons montrer que si p est une valuation approchée
du polynome P, p = [u— ; u(p) = 7], telle que ¢ soit le seul p_-diviseur
irréductible de P et telle que le polygone de Newton PN, (¢) ait une seule
face, alors P a un seul p-diviseur premier v, avec ¢ polynoéme-clé pour p
non p-équivalent & ¢, et le polygone de Newton PN (1)) a une seule face.

Soit P = ¢, ¢™ + ...+ qo le développement de P selon les puissances de
¢, alors le polygone de Newton PN, (¢) a une seule face si et seulement
si il existe & tel que nous ayons p—(qo) = p—(gm) +md < p—(g;) + jo pour
tout j, et comme p est une valuation approchée de P nous avons § = v,
c’est a dire que nous avons 1’égalité suivante

w(P) = p—(q0) = pi—(gm) + m.

Nous en déduisons que P n’est pas p-divisible par ¢, par conséquent la
décomposition de P en facteurs u-irréductibles est de la forme P ~ ey™,
avec 1 non pu-équivalent a ¢. Nous en déduisons aussi que le degré effectif
en ¢ pour la valuation p, de P, Dg(P), est égal a m.
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Comme v est un polynéme-clé pour la valuation augmentée ¢ nous avons

I’égalité
Y = ¢ +...+ ho,

avec (1) = ay = p—(ho) ([1] Theorem 9.4), d’ott Dy () = a, et comme le
degré effectif est additif nous trouvons m = Dy(P) = nDy(¢) = na.

Soit P = p,.9y" + ...+ po le développement de P selon les puissances de
1, alors nous avons l'inégalité r > n. Nous déduisons des développements
de P selon les puissances respectivement de ¢ et de ¢

(m+1) deggp > degP > r degy = ra dego,

d’ott na = m > ra, par conséquent nous avons r = n et ¢, = 1. L’ordre de
p-divisibilité de P par ¢ est alors maximal, ce qui entraine que le polygone
de Newton PN ,(¢) est égal & sa partie principale, par conséquent il a une
seule face et celle-ci est de pente 6" > u(v)).

Deuxiemement, nous allons montrer que si u est une valuation approchée
du polynéme P de la forme py = [(,ua)aeA ;) = ’y], telle que le poly-
gone de Newton PN ¢(¢p) possede une seule face, alors comme dans le cas
précédent P a un seul p-diviseur premier 1, avec v polynéme-clé pour p
non p-équivalent & ¢, et le polygone de Newton PN ,(¢) a une seule face.

Comme le polygone de Newton PA¢(¢) posséde une seule face, 'ordre
de C-divisibilité de P est maximal, et si nous écrivons encore P = ¢, ¢ +
...+ qo le développement de P selon les puissances de ¢ il existe une valeur
0 telle que nous ayons

pa(qo) = pa(gm) +mdé < pa(gj) +jé pour tout j,

et comme p est une valuation approchée de P nous avons vy = 4.

Comme précédemment, nous déduisons de I'égalité p(P) = pa(qo) que
P n’est pas p-divisible par ¢ et le méme raisonnement sur le degré effectif
D, (P) montre encore que l'ordre de p-divisibilité de P par un polynéme-
clé ¢ pour p est maximal, c’est-a-dire que le poygone de Newton PN, (1))
a une seule face.

Enfin, nous allons montrer que si C = (fa) . , est une famille admissible
pseudo-convergente de valuations approchées de P telle que pour tout «
le polynome P n’est pas uo-divisible par ¢, et telle que pour tout o < (3
le polygone de Newton PN, (¢g) possede une seule face, alors pour tout
polynoéme-clé limite ¢ pour C le polygone de Newton PN¢(¢) est égal & sa
partie principale.

Nous pouvons écrire pour tout « le développement de ¢ selon les puis-
sances de ¢,

¢ = ga,a(bg + ...+ G0,a;
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et soit ko lentier tel que nous ayons I'égalité (@) = Ao + kova pour «
suffisamment grand. Alors pour tout 5 > «, nous avons

(@) = inf (a(gja) + J78:0 < j < a) = Ao + koys.

Nous en déduisons Dy, (¢) = ko ot Dg, est le degré effectif en ¢ pour la
valuation u,, et nous avons 1 < kg < a.

Soit P = @™ + ...+ qo le développement de P selon les puissances de
¢, alors si n est ordre de C-divisibilité de P, nous avons

P;Lv @md" et pa(P) = A+ (nko)va

pour « suffisamment grand, avec 1 < n < m. Par hypothése pour tout
a < 3, 1o est une valuation approchée pour P et ¢g est un pq-diviseur de
P, par conséquent P est po-équivalent a e¢j, et nous avons Dy, (P) = s
avec P = ps¢+. . .+po. Nous trouvons alors I'égalité s = Dy, (gnod™) = nko
car gy est pg-inversible.

Nous déduisons des développements de P selon les puissances de ¢ et de
@3 et du développement de ¢ selon les puissances de ¢g les inégalités

(s+1)degpp > deg P > mdeg ¢ et degp=adeg ¢g+deggq,o = ko deg ¢g,

d’ou s > mky, c’est-a-dire que nous avons 'inégalité n > m.
Par conséquent, nous avons n = m, lordre de C-divisibilité de P est
maximal et le polygone de Newton PN ¢(¢) est égal & sa partie principale.
O

Remarque 3.2. — Nous déduisons de la démonstration du théoréme que
si P est un polynome tel que £p contienne une seule pseudo-valuation ,
toute sous-famille admissible pseudo-convergente C = (ua)a cA de la famille
admissible associée & ¢ vérifie la conclusion du théoréme 3.7 de [6] : si ¢
est un polyndme-clé limite pour la famille C, le développement de ¢ selon
les puissances des polynomes ¢, est de la forme

¢ = ¢i + ga71,a¢i_1 + ...+ 90,a

avec pio(P) = ay, pour « suffisamment grand.

4. Exemple

Nous considérons un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle
et nous prenons pour corps valué (K, v) 'extension transcendante pure
K = k(y) munie de la valuation y-adique, v = v,. Nous choisissons un po-
lynéme unitaire irréductible P dans K [z] qui appartient aussi & ’anneau des
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polynomes k[x, y] et nous définissons ’extension L de K par L = Klx]/(P).
Nous appelons respectivement S et R les anneaux suivants, S = k[y] et
R = k[z,y]/(P), dont les corps de fractions respectifs sont K et L, nous
supposons que R est fini sur S de dimension d = deg P = [L : K], et qu’il
existe un seul idéal premier n de R au-dessus de 'idéal maximal m = (y)
de S. En particulier I’anneau local R,, domine ’anneau local Sy,.

Nous notons R la cléture intégrale de R dans L, alors les anneaux S et
R sont réguliers de dimension 1, et R est la fermeture intégrale de S dans
I’extension finie L de K. La valuation v est 'unique valuation de K, triviale
sur k, dont le centre sur S est égal a I'idéal maximal m, c’est-a-dire que v
est 'unique valuation de K dont 'anneau de valuation V,, vérifie S C V,,
et S Nmaz(V,) = m, et Panneau local Sy, est en fait égal a 'anneau V.
Nous en déduisons que les valuations u; de L qui prolongent la valuation v
correspondent aux idéaux premiers de R au-dessus de m, plus précisément
I'application qui & une valuation p de L associe son centre R N maz(V,)
sur R induit une bijection entre 'ensemble (L, ) des valuations de L qui
prolongent la valuation v et 'ensemble des idéaux premiers q de R vérifiant
g = .S Nm, nous avons encore 1’ anneau local Rq qui est égal a I'anneau de
valuation V,,.

Les idéaux premiers de R au-dessus de I'idéal m de S sont exactement
les idéaux premiers de R au-dessus de I'idéal n de R, et correspondent aux
branches analytiques de I’anneau R, qui sont les idéaux premiers minimaux
de R"", le hensélisé de anneau local R,, ou ce qui revient au méme qui
sont les idéaux premiers minimaux de R le complété n-adique de R (cf. 3],
Proposition 1 du Chapitre IX).

Géométriquement, nous pouvons considérer la courbe plane affine C' dé-
finie par C' = Spec R, 'anneau local R, est I’anneau local de C' au point o
correspondant a 1'idéal maximal n de R, les idéaux premiers minimaux de
R"s correspondent bien aux branches analytiques de la courbe C en o.
La normalisée C' de la courbe C' est définie par C' = Spec R et les idéaux q
au-dessus de n correspondent aux points de C' au-dessus du point o.

Si nous écrivons le polynéme P de K[x] sous la forme d’un polynoéme f
appartenant a k[x,y],

P(l’) = f(wvy) = Zaijxiyja
2

par définition le polygone de Newton PN (f) associé a f est 'enveloppe
convexe dans R x R de T'(f) = Supp(f) + (RT x RT), avec Supp(f) =
{(i,5) e N x N' | a;; # 0}.
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Nous avons 'égalité P = pgz? + ... + pg avec p; = >, aijy’ . Comme
par hypothese le polyndme P est unitaire, si nous appelons d son degré,
nous avons a;; = 0 pour ¢ > d et pour ¢ = d et j > 0 et nous avons
po = ago = 1. Nous vérifions alors que le polygone de Newton PN, (¢1)
associé & P, au polynome ¢, = z et a la valuation y-adique v = v, est égal

aPN(f)n([0,d] x R).
Exemple 4.1. — Nous reprenons I'exemple 3.2 étudié dans [9],
P = 2* + 9223 + P (y? — 2)2% — yPx +o°.

Nous allons montrer comment nous trouvons les deux valuations u et p’ de
L = K[z]/(P) qui prolongent la valuation y-adique v du corps K = k(y).
Nous vérifions aussi le résultat de la proposition 2.12 de [9], comme la
singularité n’est pas unibranche, pour toute valuation x4 de L qui prolonge
la valuation v, la famille admissible A(u) associée a p n’est pas finie, en
particulier nous allons obtenir une famille infinie de polygones de Newton
correspondant & une sous-famille pseudo-convergente de la famille A ().
Comme la valuation v = v, est de rang 1 nous pouvons prendre I' = R.
Pour toute pseudo-valuation ¢ de Klz] de noyau l'idéal (P), la pre-
miére valuation gy de la famille A = A((), qui est de la forme puy =
[v; pi(¢1) = 7] avec ¢1 = xz, est déterminée par la valeur 7;. Nous
construisons le polygone de Newton PN, (¢1), par définition c’est 'en-
veloppe convexe de Supp,.s(P) + (RT x {0}), avec Supp(,.4,)(P) =
{(6,0),(5,1),(3,2),(2,3),(0,4)}.
Le polygone PN, (¢1) a une seule face, de pente §; = 3/2, alors vy; ne
peut prendre que la valeur 1 = 3/2, et il existe une seule possibilité pour
la valuation pq,

p = [v; pa(er) = 3/2].

Pour trouver les p;-diviseurs p;-irréductibles de P nous écrivons

P ~ et 2yt 14 = (22 — P2,
1
et nous trouvons le polynome-clé ¢y qui p-divise P, ¢g = 22 — 33,

Le développement de P selon les puissances de ¢o, P = ¢o” + v (z +
y3)da + y® nous permet de trouver le polygone de Newton PNy, (92).
Comme les pentes d; = 9/2 et d; = 7/2 sont strictement supérieures
a u1(d2) = 3, le polygone de Newton est égal & sa partie principale,
PNy, (¢2) = PN, (¢2)T, et il existe deux choix possibles pour la valuation
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augmentée associée au polynome-clé ¢,

u$) = [y 5 pa(de) =4V avee Y =6, =9/2,

S = s pa(ée) =77) avee AP =0, =17/2.

( ) = = [p1 ; p2(¢2) = 7/2] nous trouvons

P;; ¢2 +vy $¢2=¢2(¢2+y 1‘),

et nous pouvons prendre comme polynome-clé pour la valuation us qui
po-divise P et non équivalent & ¢o, le polynéme ¢3 = ¢ + y?z = 22 +
y?x — y3. Le développement de P selon les puissances de ¢3, P = ¢32
(—y?2+9°)p3+ (—y 2 +14®) nous permet de trouver le polygone de Newton
PNMz (¢3 )

Ce polygone a deux faces, de pentes respectives 7/2 et 9/2, et comme nous
avons f2(¢3) = 7/2, la partie principale du polygone de Newton PN, (¢3)™
est la partie de PN, (¢3) au-dessus de [0, 1]. La seule valeur possible pour
73 est la pente de 'unique face de PN, (¢3)™, et nous trouvons la valuation

ps = [pa2 5 ua(es) = 9/2). Grace a équivalence z%~y3 nous avons
M3

P~ yfos+y® ~ v’ (d3 — yiz),
M3 3

Si nous prenons pg =

et nous pouvons prendre comme polynoéme-clé qui ps-divise P le polyndéme
¢4 = ¢3 — Y.

Nous pouvons continuer cette construction indéfiniment, plus précisém-
ment si nous appelons ¥(?) I’ensemble des polynémes-clés pour o qui sont
po-équivalents & @3, et A(?) le sous-ensemble de T' = R défini dans la dé-
monstration du théorem 2.6,

A® = (A@) = M (@o(v)) | ¥ € TP},

ot P =%+ q1 (1) +qo(1) est le développement de P selon les puissances
de 1, alors nous vérifons que A® n’a pas de plus grand élément, en fait
nous avons A = {\ € (1/2)N' | A > 8}.

Nous trouvons ainsi la famille pseudo-convergente C(?) = (,ua)a CA®) de
valuation ol nous avons posé A®) = A®@) et pour tout o dans A® nous
avons choisi un polynéme ¢, appartenant a ¥ vérifiant A(¢,) = «; et la
valuation p, est la valuation augmentée po = (12 ; fta(da) = Yal, avec Yo
égal a la pente de la face de la partie principale du polygone de Newton
PNM (¢a)+a Yo = Ao — 7/2.

Par exemple, pour ¢, = ¢4 = ¢3 — 4>, nous avons A, = 9 et v, = 11/2.

Il suffit de vérifier que le polynéme P est un polyndéme-clé limite pour
cette famille pseudo-convergente C(®) et la pseudo-valuation cherchée est
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alors la valuation augmentée limite

4(2) = [(Mo‘)aeA@) ; 4(2)(]3) = +OO]-

Si nous choisissons pour deuxiéme valuation de la famille A la valua-
tion associée a la premiere pente du polygone de Newton, us = ,ugl) =
[1 5 p2(d2) = 9/2], nous pouvons définir de maniére analogue les ensembles
UM et AM| Tensemble A n’a pas de plus grand élément et nous obte-
nons de méme une famille pseudo-convergente de valuations C(!) (ua) wEAD)”
Dans ce cas le polyndéme P est encore un polynéme-clé limite et la pseudo-
valuation cherchée est la valuation augmentée limite

¢ = [(1a) qean 3 CV(P) = +oo].
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