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SUR LA TOPOLOGIE DE L’ESPACE DES
OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
INVERSIBLES D’ORDRE 0

par Frédéric ROCHON (*)

RESUME. Les groupes d’homotopie du groupe (stabilisé) G°(X) des opéra-
teurs pseudodifférentiels inversibles d’ordre zéro agissant sur une variété compacte
sans bord X sont calculés en termes de la K-théorie du fibré cosphérique S*X. Du
méme coup, on montre que le sous-groupe des perturbations compactes inversibles
de I’identité est faiblement rétractile dans GO(X). Les résultats sont aussi adaptés
au cas des opérateurs suspendus. Des applications & la théorie de I'indice et pour
le déterminant résiduel de Simon Scott sont aussi données.

ABSTRACT. — The homotopy groups of the (stabilized) group G°(X) of invert-
ible pseudodifferential operators of order zero acting on a smooth compact manifold
X are given in terms of the K-theory of the cosphere bundle S*X. At the same
time, it is shown that the subgroup of invertible compact perturbations of the
identity is weakly retractible in GO(X). The results are also adapted to the case of
suspended operators. This gives applications in index theory and for the residue
determinant of Simon Scott.

Introduction

Soit X une variété compacte et sans bord de classe C*° de dimension
supérieure & zéro. Le groupe GY(X) des opérateurs pseudodifférentiels in-
versibles d’ordre zéro agissant sur C*°(X) est un objet important en géo-
métrie et en analyse. En théorie de I'indice, la version suspendue de ce
groupe apparait lorsqu’on veut décrire 'opérateur normal d’un opérateur
A cusp fibré totalement elliptique. C’est aussi sur le groupe G°(X) (ou

Mots-clés : opérateurs pseudodifférentiels, groupes d’homotopie, K-théorie, déterminant
résiduel.

Classification math. : 58 B05, 58B15.
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un espace relié) que plusieurs fonctionnelles jouant le role de déterminant
ont été introduites et étudiées, voir par exemple les travaux de Kontsevich
et Vishik [10], de Scott [32], de Paycha et Scott [30] et de Friedlander et
Guillemin [7]. Dans le cas des opérateurs suspendus, Melrose dans [19] a
défini sur le groupe G2, (X) des opérateurs suspendus inversibles d’ordre
zéro une fonctionnelle jouant le réle de 'invariant eta introduit par Atiyah,
Patodi et Singer [2]. Cette fonctionnelle a été étudiée entre autres dans les
travaux de Moroianu [26], de Lesch, Moscovici et Pflaum [15] et de Melrose
et al. [19], [21], [24], [22].

Il apparait donc souhaitable d’avoir une bonne compréhension topolo-
gique du groupe GY(X). Dans cet article, on se propose d’utiliser les mé-
thodes développées dans [31] pour étudier la topologie du groupe G°(X)
des opérateurs pseudodifférentiels inversibles d’ordre zéro. Pour ce faire, on
doit dans un premier temps stabiliser la situation, c’est-a-dire permettre a
ces opérateurs d’agir sur un fibré vectoriel complexe de rang arbitrairement
grand. Dans ce cas, on peut calculer les groupes d’homotopie de ce groupe
en termes de la K-théorie du fibré cosphérique S*X de X (Théoréme 4.1).
Tout comme dans [31], on remarque qu’il y a une périodicité, & savoir que
les groupes d’homotopie pairs et impairs sont isomorphes entre eux. Ce
résultat est obtenu en considérant le sous-groupe G~1(X) C G°(X) des
perturbations compactes inversibles de l’identité. Celui-ci, avec le symbole
principal, détermine une fibration de Serre & laquelle est associée une longue
suite exacte de groupes d’homotopie. En montrant que ’homomorphisme
de bord est surjectif, on peut alors obtenir le résultat sans trop de difficulté.
Notons que dans le cas ot X = S! est un cercle, Melrose dans ([18], §12) a
montré qu’il est possible d’obtenir un sous-groupe faiblement contractile de
G°(S!) en imposant certaines contraintes supplémentaires sur le symbole
principal (voir plus bas la discussion dans le §4).

Une autre conséquence intéressante de la surjectivité de 'homomor-
phisme de bord est que le groupe G~1(X) est faiblement rétractile dans
G°(X) (Théoreme 4.3), c’est-a-dire que si M est un C'W-complexe avec un
nombre fini de cellules (e.g. une variété compacte) et si f: M — G~1(X)
est une application continue, alors dans GY(X), f est homotope & une ap-
plication constante.

On montre aussi que la méthode peut étre adaptée pour calculer les
groupes d’homotopie de 'espace des opérateurs pseudodifférentiels inver-
sibles [ fois suspendus. Dans ce cas, les groupes d’homotopie sont exprimés
a partir de la K-théorie du fibré cosphérique

S (X x RY) := (T*X x R' < {0})/R™.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OPERATEURS INVERSIBLES D’ORDRE 0 31

Ces résultats donnent lieu a une application reliée a la théorie de 'indice
pour les opérateurs a cusp fibré. On montre entre autres qu'un opérateur a
cusp fibré totalement elliptique ayant un opérateur normal dont le symbole
principal est donné par I'identité peut toujours étre déformé (apres stabili-
sation) par une famille d’opérateurs totalement elliptiques de sorte que son
opérateur normal devienne I'identité, au prix bien entendu de modifier le
symbole principal a 'intérieur. Les théoremes 4.1 et 4.3 peuvent aussi étre
utilisés pour montrer que le déterminant résiduel de Simon Scott [32] peut
étre défini globalement sur la composante connexe de 'identité dans G°(X)
(Théoréme 7.7). L’auteur a récemment appris que Jean-Marie Lescure et
Sylvie Paycha ont obtenu un résultat similaire dans [16]

L’article est organisé comme suit. Dans le §1, on décrit comment sta-
biliser le groupe GY(X). La fibration de Serre qui donne lieu & la longue
suite exacte de groupes d’homotopie est ensuite introduite dans le §2. Le
§3 donne une description de I’lhomomorphisme de bord en termes d’un in-
dice de famille d’opérateurs, ce qui permet de montrer sa surjectivité. Le
calcul des groupes d’homotopie de G°(X) est donné dans le §4. Dans le
§5, on adapte les résultats au cas des opérateurs suspendus. Dans le §6,
on discute d’'une application de ces résultats en théorie de 'indice pour
les opérateurs a cusp fibré. Enfin, dans le §7, on donne une description
topologique du déterminant résiduel de Simon Scott et on montre que ce
déterminant admet une définition globale.

Remerciements. — L’auteur remercie cordialement Richard Melrose
pour plusieurs discussions stimulantes sur le sujet. L’auteur remercie aussi
Sergiu Moroianu pour plusieurs remarques et suggestions importantes, no-
tamment concernant le dernier paragraphe de cet article. Enfin, 'auteur
tient a remercier le referee pour ses commentaires constructifs et détaillés.

1. Stabilisation

Soit X une variété compacte sans bord de classe C*° de dimension supé-
rieure a zéro et soit K — X un fibré vectoriel complexe sur X. Dans cet
article, on se propose d’étudier la topologie du groupe

(1.1) G°(X;E) :={P € V°(X;E) | P est inversible}
des opérateurs pseudodifférentiels (classiques polyhomogenes) inversibles
d’ordre 0 agissant sur les sections de E. Plus précisément, on calculera les

groupes d’homotopie de ce groupe muni de la topologie induite par celle de
U9(X; E). Comme mentionné dans I'introduction, on doit toutefois d’abord
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32 Frédéric ROCHON

stabiliser la situation, c’est-a-dire permettre au fibré vectoriel £ d’avoir un
rang arbitrairement large. De cette fagon, la périodicité de Bott entre en
jeu et permet d’obtenir un résultat relativement simple. En fait, en théorie
de l'indice, c’est vraiment cette situation qui est d’intérét.

Pour réaliser une telle stabilisation concretement, soit S! le cercle unité
dans C. Suivant une idée de Richard Melrose (cf. [18]), considérons a la
place de G(X; E) le groupe d’opérateurs

(12) G°(X):={Id+Q | Q € C*(S' x S}; ¥°(X)), Id+Q est inversible}

agissant sur C>°(X x S!), un opérateur Q € C°(S! x St; W0(X)) agissant
sur f € C*°(X x S') par

@) = [ Q.0 ) )it

S

olt # € [0,27) est la coordonnée angulaire usuelle sur S et la fonction
for € C*°(X) est donnée par

for(x) = f(z,e%), x € X, 0/ €[0,2r), ¢ €S

En termes de la base orthonormale de L?(S') donnée par les fonctions
propres f;—;i, k € 7 de'opérateur -, un opérateur @ € C*(S'xS*; ¥°(X))
peut étre décrit par une matrice Z x Z avec coefficients

1 A ,

(1.3) ap = 27<e*“€9;Qe”9>L2(Sl) ceV(X), kileZ
™

décroissant rapidement vers zéro lorsque |k| + |I] — oo.

Soit F' — X un autre fibré vectoriel complexe tel que E & F s’identifie
avec le fibré trivial C" de rang n (pour n assez grand). En identifiant C"
avec le sous-espace vectoriel de L?(S') ayant pour base {1,¢%, ..., e/n=10},
on peut alors regarder E comme un sous-fibré vectoriel de X xL?(S') — X,
ce qui donne lieu a un plongement®
G°(X;E) C G(X)

(14) P — Id+(P —1dg),

lopérateur Idp : X x L*(S') — X x L?(S") étant donné par la projection
orthogonale sur F.

C’est un tel plongement qui permet de voir G°(X) comme la stabilisation
de G°(X; E), puisque dans G°(X), un opérateur peut agir sur un sous-fibré
vectoriel de X x L?(S') — X de rang arbitrairement large. D'un autre
coté, la condition de décroissance rapide sur les coefficients (1.3) permet

(1 Ce nest pas n’importe quelle identification de E avec un sous-fibré vectoriel de X x
L2(S') — X qui donne lieu & un tel plongement.
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toujours d’approximer un opérateur de G°(X) par un autre opérateur de
G(X) agissant sur un sous-fibré vectoriel de L*(S!) de rang fini.

Remarquons que pour définir le groupe G°(X), on aurait pu tout aussi
bien prendre une variété compacte sans bord a la place du cercle. Cela
aurait donné lieu & la méme structure de groupe topologique. A la place de
G°(X), on aurait pu aussi prendre la limite télescopique®

lim G°(X;C")
n—-+oo

définie via les inclusions G°(X;C™) € G°(X;C"™) pour n € N. A stricte-
ment parler, la topologie de cet espace est légerement différente de celle de
G°(X), mais conduit au méme type d’homotopie.

2. La fibration de Serre associée

Un des sous-groupes importants de G°(X) est donné par
(2.1)

G X)) ={ld+Q | Q € C>(S' x S"; U (X)), Id+Qest inversible},
le sous-groupe des perturbations compactes inversibles de l’identité. Il
donne lieu a une suite exacte a gauche

(2.2) 0— G HX) = GX) L C™®(S*X;G~>(Sh)
ol S*X := (T*X \ X)/R™ est le fibré cosphérique,
G™°(S") :={Id+A| A€ ¥™>°(S"), Id +Aest inversible}

est le groupe des perturbations régularisantes inversibles de I'identité sur S!
et

0:GUX) — C>®(S*X;G™>(SY))
est I’application qui, & un opérateur donné, lui associe son symbole princi-
pal. L’application ¢ n’est toutefois pas surjective du fait que la condition
d’inversibilité impose certaines restrictions sur les valeurs possibles du sym-
bole principal. En effet, comme le groupe G~°°(S!) est un espace classifiant
pour la K-théorie impaire, on obtient une application

h:C™(S*X;G™>=(SY)) — K'(S*X)

qui & un élément s € C®(S*X; G~>°(S!)) associe sa classe d’homotopie. Si

d’autre part

§: KYS*X) —» KY(T*X) =2 K°(T*X, S*X)

(2) suivant la terminologie de Bott et Tu ([6], p.241)

TOME 58 (2008), FASCICULE 1
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dénote I’homomorphisme de bord de la suite exacte a six termes associée a
la paire (T* X, S*X) ot S*X C T*X est vu comme le bord de la compacti-
fication radiale T*X du fibré cotangent T* X, alors I'indice d’un opérateur
Id+Q € G°(X), via le théoréme d’Atiyah-Singer [4] est donné par

ind,(Id +Q) = ind; 06 o h o o(Id +Q)

ot indy : K9(T*X) — Z est I'indice topologique de Atiyah-Singer. Comme
Id +Q est par définition un opérateur inversible, son indice est nécessaire-
ment zéro, ce qui impose une restriction sur la classe d’homotopie de son
symbole principal.

Désignons par Sp(X) le noyau de Papplication

ind;od o h: C*°(S*X; G_W(Sl)) — Z.

LEMME 2.1. — L’application ¢ associée au symbole principal d’un opé-
rateur donne lieu a la suite exacte

0— G HX) = G°X) L Sp(X) — 0.
Démonstration. — Par la discussion précédente, on sait que
o(G(X)) C Sp(X)

et que la suite est exacte a gauche. Il suffit donc de montrer que ’application
o est surjective. Soit p € Sp(X) un élément donné, alors on sait au moins
quil existe P € Id +C>(S* xSt; ¥0( X)) avec symbole principal donné par :

o(P) =p.

Cet opérateur n’a a priori aucune raison d’étre inversible. Toutefois, son
indice est nécessairement nul, puisque d’apres le théoreme d’Atiyah-Singer
[4], celui-ci est donné par

ind, = ind¢ 0d o h(p) = 0.

Le noyau et le conoyau de P ont donc la méme dimension. Si @ : ker P —
ker P* représente un choix d’isomorphisme entre ces derniers, on peut alors,
en posant Q = 0 sur le complément orthogonal de ker P dans L2 (X x Sh,
interpréter Q comme étant un élément de C*° (S x S*; ¥ =°(X)). De cette
facon, on obtient que P+ Q € G%(X) est inversible avec symbole principal
o(P + Q) = p, ce qui donne le résultat cherché. O

La suite exacte du lemme précédent est en fait une fibration localement
triviale. Il suffit de choisir une application de quantification

q:C>® (S*X;Id+T>°(Sh)) — ¥O(X).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Comme G°(X) est ouvert dans W°(X), on obtient alors facilement des sec-
tions locales de o : G°(X) — Sp(X) en utilisant I'application de quantifi-
cation ¢. En particulier, cette fibration localement triviale est une fibration
de Serre, ce qui veut dire qu’on a une longue suite exacte pour les groupes
d’homotopie

(2.3) - m(GHX)) — m(GO(X)) T m(So(X)) -2 memr (GTHX)) —
- m(So(X)) - m(GTHX)) — mo(GO(X)) L mo(So(X)).

C’est par le biais de cette longue suite exacte que nous allons calculer les
groupes d’homotopie de G°(X). En effet, on sait que G~1(X) est un espace
classifiant pour la K-théorie impaire, donc ses groupes d’homotopie sont
donnés par

(2.4) T (GTHX)) =

Z, k impair,
{0}, k pair.

De plus, comme G~°°(S!) est aussi un espace classifiant pour la K-théorie
impaire, on peut vérifier que pour k > 0,
25) e (So(X)) 2 [S*(SX); G>(S1)]

~ K~F1(5*X)
ott S*(S*X) dénote la k-suspension de S*X, alors que pour k = 0, on a
(2.6) 70(So(X)) = ker[ind; o6 : K*(S*X) — Z]

essentiellement par définition de Sy(X).
Une bonne compréhension de I’homomorphisme de bord

9 : m(So(X)) — me—1 (GTH(X))

nous permettra donc de calculer les groupes d’homotopie de G°(X).

3. Caractérisation de ’homomorphisme de bord 0

Dans cette section, nous allons interpréter I’homomorphisme de bord
comme étant un indice de famille d’opérateurs de Fredholm. Etant donné
une application f : S¥ — Sy(X) envoyant le point de base de S* (choisi au
préalable) sur I'application identité, on peut relever celle-ci dans 1’espace
Id +C> (St x St WO0(X)), c’est-a-dire qu’il existe une application

f:SF = 1d+c>(st x sLv0(X))

TOME 58 (2008), FASCICULE 1



36 Frédéric ROCHON

telle que oo f = f. Comme le symbole principal de la famille d’opérateurs
définie par f est inversible, 'application f définit une famille d’opérateurs
de Fredholm agissant sur l’espace de Hilbert H := L?*(X x S') que I'on
dénotera

f:SF— FH)
ou F(H) représente 1’espace des opérateurs (bornés) de Fredholm agissant
sur L2(X x S'). En choisissant f de facon appropriée, on peut toujours

supposer que f envoie le point de base de S¥ sur l'identité dans F(H).
Comme on peut le vérifier aisément, la classe d’homotopie [f] € mp(F(H))
définie par f ne dépend que de la classe d’homotopie [f] € mx(So(X))

associée a f. De cette fagon, on définit donc une application
q: m(S(X)) — m(F(H))
[f] = ]
D’un autre c6té, comme G~1(X) est un espace classifiant pour la K-théorie
impaire, on a une identification

(3.2) Te-1(G™H(X)) = K1(SF1) = KO(SF)

(3.1)

ot K dénote la K-théorie réduite pour un espace muni d’'un point de base.

PrOPOSITION 3.1. — Vu comme une application
8 : m(So(X)) — KO(SF)

en utilisant I'identification (3.2), ’homomorphisme de bord 0 est donné par
0 = ind oq ot

ind : m(F(H)) — K°(S¥)
est I'indice de famille d’opérateurs de Fredholm tel que défini dans I’appen-
dice de [1].

Démonstration. — La preuve est essentiellement la méme que dans ([31],
proposition 8.15). Nous donnerons tout de méme une preuve en référant
a [31] pour plus de détails.

Soit f : S¥ — Sy(X) une application représentant la classe d’homotopie
[f] € Tr(So(X)) et soit f : Id+C°(S' x S'; WO(X)) un choix de relevement,
de sorte que vu comme une famille d’opérateurs de Fredholm

f:Sk — F(H),

on ait ¢([f]) = [f]. Sans changer la classe d’homotopie de f et f, on peut
supposer que f = Id, f = Id dans une boule ouverte Bf C S¥ contenant le

—k
point de base de S¥. Soit B; C S* le complément de Bf dans S¥. Intuiti-
vement, le résultat n’est pas surprenant puisqu’a la fois ’homomorphisme
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de bord 0 et I'indice de famille ind og mesurent ’obstruction a relever une
application f dans G°(X).

En prenant un sous-espace V C ‘H de codimention finie tel que ker f(s)N
V = {0} pour tout s € S*¥, on peut décrire Iindice de famille de f par

ind(f) = [V*] - [f(V)']
ot V+ et f(V)L sont des fibrés vectoriels sur S¥. Comme l'espace Elf
est contractile et que f 55" = Id, l'indice de la famille d’opérateurs f
1

restreinte a E’f est m}l. En choisissant V' minutieusement, on peut aussi
supposer que V4 et f(V)+ sont isomorphes en tant que fibrés vectoriels
lorsque restreints a Elf (voir [31], lemme 8.14). Soit ¢ : VX — f(V)+ un
choix d’isomorphisme explicite sur B;. En posant que ¢ agit par zéro sur
V', on obtient une famille d’opérateurs

¢: By — (S x SLU™®(X)) 2 ¥—°(X x S).
Puisque E’; est compact, il existe A > 0 tel que
F(s) + Ad(s) € GV(X), Vs e B,.

En renormalisant ¢ si nécessaire, on peut donc supposer que f + ¢ est une
application de la forme

z —k

f+¢:B — G X).
Puisque ¢ € C®(S! x S1; U=>°(X)) C C=(S! x St; U~1(X)), cette applica-
tion est aussi un relevement de f

o(f+ @) = fsur B,

De plus, étant donné que f =~ Id sur 8?’;, I'application f + ¢ prend valeur
dans G~1(X) lorsque restreinte a 8?’;. D’autre part, par définition de
I’homomorphisme de bord (voir [34], §17.1), on a

IS = [(f +¢)| =] € M1 (GTH(X)).

1

Etant donné que V+ = f (V)1 canoniquement sur 8??, I’application ¢
prend la forme

¢: 9B, — End(V:, V4.

TOME 58 (2008), FASCICULE 1
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Or, clairement, la construction de recollement® appliquée & (Id4¢)!

donne le fibré vectoriel virtuel [f(V)+] — [V1]. La construction de recolle-
ment appliquée & (Id +¢) donne donc [V1] — [T(V)1] ce qui montre que
0 = ind oq

puisque l'identification (3.2) est donnée par la construction de recollement.
O

LEMME 3.2. — L’homomorphisme de bord 0 : m;(So(X)) — K°(S*) est
surjectif pour tout k € N.

Démonstration. — Par la proposition précédente, il suffit de montrer que
I’application ind oq est surjective. Montrons d’abord que, dans ce qui cor-
respond en quelque sorte au cas k = 0,

(3.3) indog : mo(S* X; G°°(SY)) — Z = K°(pt),
on a aussi une application surjective. Supposons que [ € Z est donné. Soit
alors
g:S" 7t G7(SY), n=dimX,
une application qui, via la construction de recollement de la série d’identi-
fications
Ton_1(G~(SY)) = K°(S*"), (construction de recollement)
(3.4) >~ K%(pt), (périodicité de Bott)
~7
correspond & l'entier [. En regardant la spheére S?»~! comme étant donnée

par
SQn—l o~ BZn—l/aBQn—l

ot B?"~1 c R?"~! est la boule fermée de rayon 1, on obtient une fonction
g:B - gm(sh)
qui envoie le bord de B?"~! sur I'identité. D’autre part, soit
i B S*X

un plongement de la boule B?”~! dans S$*X. L’application § définit alors
une application
goi~t (B — GT(S")
qui peut étre étendue a tout S*X par I'identité. Soit
f:8*X — G=>°(sh

®3) clutching construction en anglais, voir [1] pour une description.
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1

cette extension de go i~ a tout S*X. Il est alors aisé de montrer que

I’indice topologique
ind; o0([f])
associé & la K-classe [f] € K*(S*X) de f est exactement [, ce qui dé-
montre la surjectivité de (3.3). Fort de ce résultat, le lemme se démontre
essentiellement comme dans ([1], proposition A6) en utilisant un opérateur
T € ¥9(X;CY) (N €N assez grand)

elliptique (donc de Fredholm) d’indice —1. Un tel opérateur existe par la
surjectivité de (3.3) que nous venons d’établir. O

4. Les groupes d’homotopie de G°(X)

La surjectivité de I'homomorphisme de bord 0 nous permet maintenant
de calculer les groupes d’homotopie de G°(X).

THEOREME 4.1. — Soit X une variété compacte sans bord de dimension

supérieure a zéro. Les groupes d’homotopie de G°(X) sont donnés par
ker[ind; of : K1(S*X) — Z], k pair,
m(@(x)) = {1 b pai

K°(S*X), k impair,
ot § : K}S*X) — K2(T*X) est I’homomorphisme de bord et ind; :
K?%(T*X) — 7Z est I'indice topologique d’Atiyah-Singer.

Démonstration. — Par le lemme 3.2, ’homomorphisme de bord

9 T(So(X)) — m_1 (G7H(X))

est surjectif pour tout & € N. La longue suite exacte 2.3 se décompose donc
en courtes suites exactes
(4.1) 0 — m(G(X)) — mr(So(X)) — 0, k impair,
0 — me(GO(X)) = m(So(X)) = Z — 0, k pair,
olt on a utilisé le fait que G~1(X) est un espace classifiant pour la K-théorie
impaire,
_ Z, k impair,
m(GTH(X)) = .
{0}, k pair.

Le résultat suit en utilisant I'identification (2.6). Dans le cas ot k = 0, la
surjectivité a droite est une conséquence du lemme 2.1 et le résultat est
alors obtenu en utilisant 'identification (2.6). O
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Remarque 4.2. — Lorsque la variété X est constituée d’un nombre fini
de points, le théoréme ne s’applique pas, mais on peut identifier G°(X)
avec G=°(S'), qui est un espace classifiant pour la K-théorie impaire.
Les groupes d’homotopie pairs sont donc triviaux alors que les groupes
d’homotopie impairs sont isomorphes a Z dans ce cas.

Considérons le cas particulier ot X = S! est donné par le cercle. Alors
le fibré cosphérique
s*st=sh ust
est I'union disjointe de deux cercles. Par suite, la K-théorie de cet espace
est donnée par
K'(Ss*sh=zaZ
KY(s*shY=zaoz,
ce qui donne pour les groupes d’homotopie de G°(S!)
Z, k pair,
m(GO(S") = l
Z®Z, kimpair.

Lorsque X = S? est la sphere de dimension deux, on peut aussi calculer
explicitement les groupes d’homotopies de G°(S?). On considere d’abord

la suite exacte & six termes associée a la paire (T*S2, S*S?) out S*S? est vu

comme le bord de la compactification radial 7*S? du fibré cotangent T*S?.
Apres les identifications évidentes

KY(T*S?,5*S?) = K'(T*S?),
K'(T"$?) = K'(8%),

cette suite exacte prend la forme

(4.2)

(4.3) KO(T*S?) —> KO(S?) — > K0(5*S?)
KN(S*S?) =< K1(S?) ~—— KMT*S?)

ou 7 : §*S? — S? est la projection de fibré. Par I'isomorphisme de Thom
en K-théorie, on a que

. , 787, j=0,
(4.4) Ki(1"S?) = K (§?) = { o
{0}, j=1.
D’autre part, en regardant S? comme étant CPy, on a que
2]
KO S2 o~

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OPERATEURS INVERSIBLES D’ORDRE 0 41

lisomorphisme étant donné par [C] — 1 et [H] — t ou H — CPy est le
fibré en droite d’hyperplans. Clairement, pour tout n € N, 7*[C"] n’est pas
nul dans K°(S*S?). En identifiant 7*S? avec H ®c H et en choisissant une
métrique hermitienne sur H (et donc sur H ®¢ H), on peut alors identifier
S*S? avec S(H ®@c H), le fibré en cercle unitaire de H @¢ H

S(H®cH):={ve H®c H | |v| =1}.

En ce cas, il devient évident que le fibré en droite 7*(H ®@c H) — S*S? est
trivial sur S*S?. Ainsi, comme ([H] — 1)? = 0, on a que

" (2[H]) = «* ([H}2 —-1) =0.
Cependant, 7*[H] n’est pas trivial puisque d’apres la suite de Gysin associée

au fibré T*S? — S2, sa classe de Chern est le générateur de H?(S*S?%) 2 Z,.
La suite exacte (4.3) et I'isomorphisme de Thom (4.4) montrent donc que

K'(S*$?*)=za7?, K'(S*(S?) =7,
et donc que les groupes d’homotopie de G°(S?) sont donnés par

{0}, k pair,

GO S2 ~
m(G7(5%) {Z@Zg k impair.

Plus généralement, en utilisant I'isomorphisme donné par le caractere de

Chern
Ch: K*(5*X)®;,Q — H*(S*X,Q),
on peut exprimer les groupes d’homotopie rationnels 7;(G°(X)) ®z Q de
G°(X) en termes de la cohomologie paire et impaire de S* X . Notons aussi
que comme la K-théorie paire (non-réduite) n’est jamais triviale, on a que
pour toute variété compacte X sans bord, le groupe fondamental de G°(X)
n’est jamais trivial. En particulier, le groupe G°(X) n’est jamais contractile.
Toutefois, comme il est montré par Melrose ([18], §12), lorsque X = S* est
le cercle, il est possible de définir un sous-groupe G%_W(Sl) de GO(SY)
qui soit faiblement contractile. Ce sous-groupe est obtenu en imposant des
conditions supplémentaires sur le symbole principal, & savoir que ce dernier
doit étre 'identité sur
{s;}ust c §*s!

ol sy € Si est un point de base choisi au préalable. Avec ces restrictions,
K°(S*S!) est remplacé par

KOS'SY, {5, USL) = RO(sY) = {o},
alors que K!(S*S!) est remplacé par

K'Y (5*S' {s;}usl) = K'(S") =~ Z.
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Le théoréme 4.1 montre alors que les groupes d’homotopie de G%‘“(Sl)
sont tous triviaux. En ce sens, le théoréeme 4.1 peut étre vu comme une
généralisation du résultat de contractibilité de Melrose [18].

Une autre conséquence intéressante de la surjectivité de I’homomor-
phisme de bord est la suivante.

THEOREME 4.3. — Soit X une variété compacte sans bord de dimen-
sion supérieure a zéro. Soient M un C'W-complexe construit a partir d’un
nombre fini de cellules et f : M — G~'(X) une application continue. Si
i:G7Y(X) — G°(X) dénote I'inclusion canonique, alors I'application i o f
est homotope a 'application constante

d: M — GY%X)
m Id

dans G°(X).

Démonstration. — Puisque "homomorphisme de bord 9 : m(So(X)) —
mr—1(G7H(X)) est surjectif pour tout k € N, on déduit de la longue suite
exacte de groupes d’homotopie que

i T(GTHX)) = m(GO(X))
est une application triviale, c’est-a-dire envoie tout sur 1’élément identité

de m,(G°(X)). En utilisant la décomposition cellulaire de M, cela signifie
que l'on peut procéder par récurrence pour construire une homotopie entre

iofetld: M — G°X). O
Remarque 4.4. — On dira que G~(X) est faiblement rétractile dans
G°(X).

5. Le cas des opérateurs suspendus

On peut obtenir un analogue des résultats précédents pour les opérateurs
suspendus (suspended operators en anglais) introduits par Melrose [19].
Rappelons d’abord brievement leur définition. A nouveau, soit X une va-
riété lisse, compacte et sans bord et [ € N un entier. Considérons 1’espace
U*(X x RY) des opérateurs pseudodifférentiels agissant sur la variété non-
compacte X x R!. Cet espace n’est pas une algebre, mais & tout le moins,
chaque opérateur A € U*(X x R!) agit sur les fonctions lisses & support
compact

A:C®(X xRY) — C®(X x RY.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OPERATEURS INVERSIBLES D’ORDRE 0 43

Soit Ty, : X x R! — X x R! le difféomorphisme donné par la translation
Tu(z,t) = (z,t+u) dans la deuxiéme variable et considérons les opérateurs
pseudodifférentiels dans U*(X x R!) qui sont invariants par translation,
c’est-a-dire satisfaisant

(5.1) TH(Af) = AT f), YueR!, feC>®(X xR!).

Le noyau de Schwartz K4 d’un tel opérateur agit alors par convolution
dans la direction de R!,

Af(x,t) = /X y Ka(z,2',t —8)f(2',s)ds

avec K4 € C™°(X2 xR QR) ot Qp = 7%Q est 'image réciproque du fibré
des densités sur X par la projection
7: XxXxR — X
(x,2',t) —

Sous cette forme, ce noyau est alors singulier seulement sur la sous-variété
{zx = 2/,t = 0}. Pour pouvoir composer des opérateurs invariants par
translation, on peut aussi imposer une condition de décroissance rapide du
noyau a l'infini

(5.2) K €Co®(X%xR:QR) + S(X2 x RLQpR),

ot S(X? x R!) dénote l'espace de Schwartz des sections & décroissance
rapide (avec toutes leurs dérivées) a l'infini.

DEFINITION 5.1. — Pour chaque m € Z et | € N, on définit 'espace

W(X) des opérateurs [ fois suspendus d’ordre m sur X comme étant le
sous-espace de U™ (X x R!) constitué des opérateurs invariants par trans-
lation qui satisfont la condition de décroissance rapide (5.2).

Plus généralement, on peut définir I’espace des opérateurs suspendus
agissant sur les sections d’un fibré vectoriel complexe £ — X par

T (X E) == U (X) ®ce (x2) C(X?; Hom(E))

ot Hom(E) est le fibré vectoriel sur X2 ayant pour fibre au-dessus de
(z,2') € X?
Hom(FE) 4,4y = hom(Ey, Ey).

On peut vérifier qu'un opérateur suspendu A € ¥ (X; E) agit sur les
sections a décroissance rapide

A:S(X xRLE) - S(X xRLE)
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pour donner & nouveau des fonctions a décroissance rapide. De 1a, on peut
voir que l'espace des opérateurs suspendus ¥} (X; E) forme une algebre.
En prenant la transformée de Fourier

Kz (y,y) := / e Ka(y,y, t)dt, TR,
Y
du noyau de Schwartz, on obtient une famille a [ parametres
A(r) e U™(XE), 7 € R

d’opérateurs agissant sur X. Cette famille est appelée famille indiciale de A.
Un opérateur suspendu est completement déterminé par cette derniere et
vice-versa. En termes de la composition, un calcul direct montre que

(5.3) Ao B(r) = A(r)o B(r), V¥reR.
Par conséquent, on voit que pour un opérateur suspendu inversible A, sa
famille indiciale A\(T) est aussi inversible pour tout 7. La réciproque est
aussi vraie, mais moins évidente (voir [19]). En quelque sorte, la famille
indiciale peut étre vue comme un symbole dans la variable 7 € R! qui est
toujours quantifié dans les variables (x,&) € T*X.

Les opérateurs suspendus ont aussi un symbole principal qui donne lieu
a une suite exacte

(54) 0— VT Y X;E) — U7 (X;E)
T, C%°(S% (X x R);7*hom E ® D,,) — 0

ot S*(X x R) = T*(X x R) N~ 0/RT et S%(X x R) est sa restriction &
X x {0}, alors que D,, est le fibré en droite sur S*(X x R) défini par les
fonctions homogenes de degré m sur T*(X x R) \ 0.

DEFINITION 5.2. — Un opérateur suspendu A € U™ (X; E) est ellip-
tique si son symbole principal est inversible.

On peut vérifier via la construction d’un inverse modulo ¥_*°(X; FE) que
la famille indiciale A\(T) d’un opérateur suspendu elliptique A € ¥}(X; F)
est inversible pour tout 7 € R! tel que |7| > R, ot R > 0 est choisi
suffisamment grand.

On peut maintenant définir la version stabilisée du groupes des opéra-
teurs suspendus inversibles d’ordre zéro par

(55) GQX) = {Id+Q | Q € C>(S" x S}; U (X)), Id+Q est inversible}
ot Q € C®(S! x SL; WY (X)) agit sur f € S(X x R! x St) par

@N)w.t.0) = [ (0.0 1)z 1)t
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la fonction fpr € S(X xR!) étant définie par for (z,t) := f(x,t,6). De méme,
on peut définir le sous-groupe des «perturbations compactes inversibles»
de l'identité par

(5.6) G (X) = {ld+Q € GY(X) | Q e c™(S' x S, ¥ (X))},

en ce sens que la famille indiciale d'un opérateur A € W' (X) est constituée
d’opérateurs compacts.

LEMME 5.3. — Le symbole principal donne lieu a une suite exacte

0— G3H(X) — GY(X) L Su(X) — 0

S (X) . COO(S;((X X Rl);G_OO(Sl))a limpajr,
T Keerfind : €20 (S% (X x RY); G=°(SY)) — Z), 1 pair,

ot ind : C>®(S%(X x RY); G=(S')) — Z est un indice de famille défini a
partir de la famille indiciale (voir (5.8) plus bas).

Démonstration. — Etant donné un symbole a € Sg(X), on peut trouver
un opérateur A € C*°(S' x S'; WY (X)) tel que
o(A) =a.

Cet opérateur A est donc elliptique et par conséquent sa famille indiciale
2(7) est inversible pour tout 7 satisfaisant |7| > R ot R est une constante
positive assez grande. Vue comme une famille d’opérateurs de Fredholm,
c’est dire que la famille indiciale A définit un indice de famille
(5.7) ind A € KO(R!) =~ KO(S) = {{0}’ Limpair,
Z, [ pair.

Ainsi, lorsque [ est impair, cet indice est nécessairement trivial et il n’y a
aucune obstruction a I'existence d’un opérateur Q € C*(S* x S, ¥ (X))
tel que A(T) + @(T) soit inversible pour tout 7 € R!. On en déduit que
A+Q € GY(X) avec 0(A+ Q) = a, d’'o la surjectivité a droite de la suite
exacte lorsque [ est impair.

Lorsque [ est pair, l'indice (5.7) ne dépend pas du choix de A tel que
o0(A) = a et donc définit une application

(5.8) ind : €™ (S% (X x RY); G=>(S")) — Z.

Comme dans le lemme 2.1, cet indice mesure exactement 1’obstruction a
trouver un opérateur A € GY(X) tel que o(A) = a, ce qui établit la
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surjectivité a droite de la suite exacte dans le cas ou [ est pair en posant
Sa(X) = ker [ﬁi CKY(S%(X x RY) — Z] .
a

A nouveau, on peut vérifier que la suite exacte du lemme précédent est
une fibration de Serre, ce qui donne une longue suite exacte de groupes
d’homotopie

(5.9) --- — m (G5 (X)) = m(G(X)) = m(Sa (X)) & me—1 (G (X)) —
- m(Sa(X)) 2 mo(G5H(X)) — m0(GY(X)) — mo(Sa(X)).

-1
Pour p € N, Gs(2p)

alors que G;(12p71)(X ) est un espace classifiant pour la K-théorie paire.

(X)) est un espace classifiant pour la K-théorie impaire,

Utilisant le fait que G=°°(S') est un espace classifiant pour la K-théorie
impaire, on a aussi que pour k > 0,

T (Sa (X)) = [S*(S% (X x R)); G~(SY)]
= K" (S% (X x RY)
N KO(S% (X x RY)), kimpair,
| KY(S%(X xRY),  kpair.

(5.10)

Ce résultat est aussi valable pour k = 0 et [ impair, mais pour k = 0 et [
pair, on a plutot

70(Sa (X)) 2 ker[ind : K'(S% (X x RY)) — 7]

I'indice (5.8) ne dépendant que de la K-classe définie par le symbole prin-
cipal.

On pourra donc calculer les groupes d’homotopie de G2 (X) en montrant
que ’homomorphisme de bord 9 est surjectif. La preuve est trés similaire
au cas des opérateurs pseudodifférentiels usuels. Dans un premier temps, on
montre que ’homomorphisme de bord correspond & un indice de famille. On
montre alors que cet indice de famille est surjectif en utilisant le théoréeme
d’Atiyah-Singer [5] pour les familles d’opérateurs.

L’indice de famille qu’il faut considérer est obtenu en regardant un opé-
rateur suspendu elliptique comme une famille & [ parametres d’opérateurs
de Fredholm inversibles & I'infini. Plus précisément, soit f : S¥ — Sq(X)
une application représentant un élément de (54 (X)). Sans perte de gé-
néralité, on peut supposer que f = Id dans un voisinage du point de base
so de S*. Soit alors

f:SF = 1d4c>=(st x st vY (X))
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un relevement de f dans Id +C°(S! x S', W9(X)) tel que f = Id dans un
voisinage du point de base de S¥. Alors la famille indiciale de f, dénotée f,
définit une famille d’opérateurs de Fredholm

f:SF xR — F(H), H:=L*X xS,
inversible & l'infini et sur {so} x R! olt 59 € S* est le point de base de S*.
Cela définit donc un indice de famille
ind(f) € K°(SF+).

En effet, la condition d’inversibilité assure que f définit un indice sur la
l-suspension de S¥ en identifiant R! U {oo} avec S, {co} étant le point de
base. Cet indice ne dépend pas du choix du relevement f ou du choix f du
représentant de la classe d’homotopie. On a donc en fait une application
(5.11) ind : 7,(Ss (X)) — KO(SF*).

D’autre part, on a la série d’identifications

5.12 -1 (G (X)) 2w (GTH(X) 2 K1 (SHHY)

(512) ~ KO(sMH.

LEMME 5.4. — Soit p : m,—1(G; (X)) — KO(S¥+) Pisomorphisme ré-
sultant de l'identification (5.12), alors ’homomorphisme de bord est donné
par

d=p loind
ot ind est I'indice de famille (5.11).

Démonstration. — Modulo quelques adaptations mineures, la démons-
tration est la méme que celle de la proposition 3.1. On laisse le soin au
lecteur de compléter les détails. O

LEMME 5.5. — L’homomorphisme de bord

9 mp(Sa(X)) — me—1(G51 (X))
est surjectif.

Démonstration. — Par le lemme précédent, il suffit de montrer que I'in-
dice de famille
ind : m(Sq (X)) — KO(SFH)
est surjectif. Lorsque k + [ est impair, K°(S*!) = {0} et il n’y a rien &
montrer. Lorsque k + [ est pair, on procede comme dans le cas kK = 0 du
lemme 3.2, mais cette fois en utilisant I'indice d’Atiyah-Singer [5] pour les
familles d’opérateurs. O
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THEOREME 5.6. — Soit X une variété compacte sans bord de dimension
supérieure & zéro. Lorsque | est impair, les groupes d’homotopie de G%(X)
sont donnés par
K~Y(S%(X x RY), k pair,
ker [indt od; KO(S% (X x RY)) — Z] , Kk impair,
ot §; : KO(S%(X xRY)) — K71 (T*X x RY) =2 KT*X) est ’homomor-
phisme de bord (composé avec la périodicité de Bott) associé a la paire
(T*X x RL S% (X xRY)), alors que ind, est I'indice topologique de Atiyah-
Singer.

Lorsquel est pair, les groupes d’homotopie de GSI(X) sont plut6t donnés
par

T (Ga(X)) = {

ker [ind; of; : K~H(S% (X x RY) — Z], Fk pair,
KO(S% (X x RY), k impair,

ot § : K7HS%(X x R)) — KY(T*X x RY) = KY(T*X) est I’'homomor-
phisme de bord associé & la paire (T*X x Rl, S% (X x RY)).

i (G(X)) = {

Démonstration. — C’est une conséquence de la surjectivité de I’homo-
morphisme de bord et de la longue suite exacte (5.9). Dans le cas k = 0,
le résultat est une conséquence de la surjectivité a droite de la suite exacte
du lemme 5.3. O

Comme dans le cas des opérateurs différentiels usuels, la surjectivité de
I’homomorphisme de bord a aussi la conséquence suivante.

THEOREME 5.7. — Soit X une variété compacte sans bord de dimension
supérieure & zéro. Alors le sous-espace G'(X) est faiblement rétractile
dans G%(X) (voir la remarque 4.4).

Démonstration. — La démonstration est la méme que dans le théo-
reme 4.3. |

6. Une application reliée a la théorie de I’indice

Ce dernier résultat donne lieu a une application intéressante en théorie
de l'indice pour les opérateurs a cusp fibré (fibred cusp operators dans la
terminologie de Melrose). Ceux-ci ont été introduits par Mazzeo et Melrose
dans [17]. Par courtoisie pour le lecteur, rappelons d’abord briévement leur
définition et leurs propriétés de base. On réfere a l'article de Mazzeo et
Melrose [17] ainsi qu’a [12] et [31] pour de plus amples détails.
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Soit M une variété compacte avec bord 0M de classe C°°. Supposons que
son bord soit muni d’une structure de fibration de classe C*° localement
triviale,

(6.1) 7 ——OM

f

et soit € C*°(M) une fonction de définition du bord, c’est-a-dire que
OM = {z =0}, z > 0 sur M \ OM et la différentielle dz est différente de
zéro partout sur le bord OM.

DEFINITION 6.1. — Un champ de vecteur & cusp fibré V € C*°(M; TM)
est un champ de vecteur sur M qui est tangent aux fibres de la fibration
®:OM — Y et tel que Va € 22C>°(M). On dénote par Vo (M) I'ensemble
des champs de vecteurs a cusp fibré de M.

Soient (x,y, z) des coordonnées dans un voisinage de p € 9M, x étant la
fonction de définition du bord et y et z étant des coordonnées locales sur
Y et Z respectivement, ou on assume que la fibration ® est triviale dans le
voisinage du point p considéré. Dans ces coordonnées, un champ de vecteur
a cusp fibré prend la forme suivante

(6.2) V—ax——i—be —}—ch

avec [ =dimY, k = dim Z et ou a, b, ¢; sont des fonctions de classe C*.

En utilisant le crochet de Lie pour les champs de vecteur, un calcul direct
montre que Vo (M) est en fait une algebre de Lie. On définit l’espace des
opérateurs différentiels & cusp fibré comme étant la C°°(M)-algebre uni-
verselle enveloppante de 1’algébre de Lie Vg (M). L’espace des opérateurs
différentiels a cusp fibré d’ordre m est donc ’espace des opérateurs diffé-
rentiels engendrés par C>°(M) et la composition d’au plus m éléments de
Vo (M). Dans les coordonnées locales (x,y, z), un opérateur a cusp fibré P
d’ordre m est de la forme

w oo 2 (o) (3 ()

lel+]Bl+g<m

ol les p, 3,4 sont des fonctions de classe C*°.
Plus généralement et a un niveau intuitif, on obtient un opérateur pseu-
dodifférentiel a cusp fibré P en permettant a P d’étre une «fonction»plus

générale qu'un polynéme dans les «variables»z? 83 T a et ‘9 . Sans entrer
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dans les détails, disons qu'une définition rigoureuse de ces opérateurs passe
par la description de leurs noyaux de Schwartz, qui sont des distributions
sur une version éclatée (au sens de Melrose) du produit cartésien M x M.
On dénote par UJ(M; E, F') l'espace des opérateurs pseudodifférentiels a
cusp fibré d’ordre m agissant sur les sections du fibré vectoriel £ — M
pour donner des sections du fibré vectoriel FF — M.

Etant donné des fibrés vectoriels complexes E, F et G sur M, les opéra-
teurs & cusp fibré satisfont la propriété de composition usuelle

U (M; F,G) oV (M; E,F) C V™™ (M; E,G).

De plus, lorsqu’un opérateur a cusp fibré est inversible, son inverse est
aussi un opérateur a cusp fibré. Dans [17], Mazzeo et Melrose donne une
caractérisation élégante et précise des opérateurs a cusp fibré qui sont de
Fredholm lorsqu’agissant sur des espaces de Sobolev adaptés a ce contexte.
Il y a d’abord une notion de symbole principal. Celle-ci est obtenue en
remplacant le fibré tangent TM par le fibré tangent & cusp fibré *TM —
M, qui est défini de sorte qu’on ait une identification canonique

C®(M;*TM) = Vg(M).

Le fibré ®T'M est isomorphe au fibré tangent 7'M, mais pas d’une facon
canonique. Soit alors ®S* M := (®*TM ~ M) /R le fibré cosphérique & cusp
fibré de M, out ®T*M est le fibré dual de ®TM. Soit aussi R™ — ®S*M
le fibré trivial en droites complexes dont les sections sont données par les
fonctions sur ®T*M ~ M qui sont homogenes de degré m. Il est alors
possible de définir une application symbolique

Om : VP (M;E,F) — C> (*S*M;hom(E, F) @ R™)
qui donne lieu a la suite exacte
0— Uy YM;E,F) — V3 (M;E,F)
Zm, €% (*S*M;hom(E, F) @ R™) — 0.

DEFINITION 6.2. — On dit qu’un opérateur P € V§'(M; E, F) est el-
liptique si son symbole principal o,,(P) est inversible.

Vu la présence d’un bord M, il n’est pas suffisant de demander qu’un
opérateur soit elliptique pour qu’il soit du méme coup de Fredholm. Cela
découle du fait qu’un opérateur P € \P;I(M;E,F) d’ordre —1 n’est pas
nécessairement compact. Cet opérateur doit aussi satisfaire une certaine

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OPERATEURS INVERSIBLES D’ORDRE 0 51

condition de décroissance au bord. Mazzeo et Melrose ont décrit cette condi-
tion grace a l'introduction d’une autre suite exacte,

0— 2UP(M; E,F) — UM E, F) 2% w0 (OM;E,F) — 0,

ou Ng : VP (M;E,F) — ¥P_ _(OM;E,F) est I'application normale et
Ng(P) est appelé l'opérateur normal de P (parfois aussi la famille indiciale
de P). Soit ?NY = TY xR le fibré noyau associé & la restriction canonique

STy M — Ty M.

Alors T (OM;E,F) dénote l'espace des opérateurs ® NY-suspendus
d’ordre m. Un élément de W3 (OM;E,F) est une famille d’opérateur
(I4+1)-suspendus paramétrisée par Y ol := dimY. Pour un y € Y fixé, un
élément de Wg'_(OM; E, F) définit donc un opérateur dans Wi, (@~ 1(y);
E, F) lorsqu’on identifie la fibre ‘I’NyY avec RITL. L’opérateur normal joue
en quelque sorte le role d'un symbole principal qui caractérise le compor-
tement asymptotique de 'opérateur pres du bord. L’opérateur normal est
symbolique et local par rapport a la variable y € Y, mais est toujours
quantifié par rapport a la variable z € Z. L’application normale est un
homomorphisme d’algebre,

Nq>(AOB) :N@(A)ONQ)(B)
pour A € W& (M;F,G) et B€ VI (M;E,F).

DEFINITION 6.3. — Un opérateur a cusp fibré A € WJ'(M; E, F') est dit
totalement elliptique (fully elliptic dans la terminologie de Melrose) s’il est
elliptique et si son opérateur normal Ng(A) est inversible.

Soit L2(M; E) I'espace des sections du fibré E — M de carré absolument
intégrable par rapport a un choix de métrique sur E et un choix de forme
volume sur M. Pour | € R et m € Ny, considérons les espaces de Sobolev
(6.4)

' Hg'(M; E) == {u € 2'L*(M; E) | Pu € 'L*>(M; E), VP € Vg (M; E)},

N
o' Hy™(M; E) = {u €ECT®(M;E) |uc ZPiui,
i=1
u; € 'LA(M; E), P; € wg(M;E)}.
Pour ces espaces de Sobolev, Mazzeo et Melrose ont donné la caractérisation

suivante des opérateurs a cusp fibré qui sont de Fredholm.
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PROPOSITION 6.4. — Pour m € Z, un opérateur P € WJ'(M;E,F)
donne lieu a4 un opérateur borné

P HYY (M E) — o' HYY' ~™(M; F)
qui est de Fredholm si et seulement si P est totalement elliptique.

L’étude de l'indice des opérateurs a cusp fibré qui sont de Fredholm a
été 'objet de plusieurs travaux depuis la parution de I'article de Mazzeo et
Melrose [17], notamment par Nye et Singer [28], Lauter et Moroianu [12],
[11], [13], Melrose et I’auteur [23], Moroianu [25] ainsi que Leichtnam, Maz-
zeo et Piazza [14].

Rappelons que la définition des opérateurs a cusp fibré donne lieu a deux
extrémes. D’abord, on a le cas ou la base Y de la fibration & : OM — Y
n’est constituée que d’un seul point. Les opérateurs associés a une telle
fibration sont appelés opérateurs cuspidaux (cusp operators dans la termi-
nologie de Melrose). L’opérateur normal Ng(P) d’un opérateur cuspidal
P e ¥ (M; E,F) est un élément de \I/;’zl)(M; E, F), c’est-a-dire que c’est
un opérateur suspendu dans le sens usuel. Intuitivement, Ng(P) peut étre
interprété comme la partie de 'opérateur P asymptotiquement invariante
par translation dans la direction normale au bord. Dans [21], Melrose et
Nistor ont obtenu une formule pour l'indice des opérateurs cuspidaux qui
généralise le théoreme d’indice de Atiyah, Patodi et Singer [2]. L’autre cas
extréme est obtenu en demandant que Y = OM et que la fibration soit
simplement donnée par I'identité Id : 9M — OM. Les opérateurs qu’on ob-
tient ainsi sont appelés opérateurs de diffusion (scattering operators dans la
terminologie de Melrose). Comme la fibre de la fibration est de dimension
nulle, 'opérateur normal est complétement symbolique pour un opérateur
de diffusion. Dans ce cas, 'indice peut-étre décrit a I'aide d’un élément de
K2(T*M,T*M]|,,,) et la formule qu’'on obtient (voir [20], théoréme 6.4),
est tres similaire a celle du théoréme d’Atiyah et Singer.

Le cas général est a mi-chemin entre ces deux extrémes. Lorsqu’on veut
étudier l'indice des opérateurs a cusp fibré, une des difficultés importantes
est de comprendre l'interaction subtile qu’il y a entre le symbole principal
et opérateur normal. On en vient au résultat principal de ce paragraphe.
Il consiste a montrer que, étant donné un opérateur totalement elliptique
P e VP (M; E, F), on peut toujours choisir modulo certaines déformations
comment quantifier le symbole de 'opérateur normal de P en demandant
que celui-ci soit inversible et sans changer 'indice de P.

COROLLAIRE 6.5. — Soit P € W% (M; E, F) un opérateur a cusp fibré
totalement elliptique. Si un élément inversible p; € ¥$__(OM; E, F) est tel
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que son symbole principal oo(p;1) est égal a celui de
po = N(P) € Ug_,(OM; E, F),

DPopérateur normal de P, alors, possiblement apreés stabilisation des fi-
brés vectoriels E et F, il existe une famille lisse a un paramétre P, €
VY (M;E,F),t € [0,1], d’opérateurs totalement elliptiques tels que Py = P
et N(Pl) =DP1.

Démonstration. — Remarquons d’abord que pgl opy € G;is(aM; E).
Or, dans un ouvert U de Y ou la fibration ® et le fibré vectoriel T*U — U
sont triviaux, un opérateur A € ¥4_ (&~ (U); E) peut étre vu comme une
famille d’opérateurs (I 4 1)-suspendus

A:U— \Ilg(Hl)(Z;E)

ou ! = dimY. En choisissant une décomposition cellulaire de Y telle que
chaque cellule soit contenue dans un ouvert trivialisant a la fois la fibra-
tion ® et le fibré T*Y, on peut alors procéder par récurrence en utili-
sant le théoréeme précédent pour construire une homotopie entre p, Ipi et
lidentité dans G%_.(OM; E) (possiblement en stabilisant E). Par com-
position avec pg, cela donne une homotopie entre py et p; donnée par
pr € VY (OM; E, F) inversible pour tout ¢ € [0,1]. Il est alors facile de
relever cette homotopie parmi les opérateurs totalement elliptiques pour
obtenir le résultat désiré. g

Ce résultat permet de réduire I’étude de l'indice a des opérateurs tota-
lement elliptiques P dont 'opérateur normal satisfait certaines conditions,
par exemple tel que le symbole total® soit identiquement nul sauf pour le
symbole principal o(Ng(P)).

7. Une description topologique du déterminant résiduel

Le déterminant résiduel (residue determinant en anglais) a été introduit
par Simon Scott dans [32]. C’est une fonctionnelle qui joue le role de déter-
minant pour les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre entier. Sa définition
utilise la trace résiduelle introduite par Guillemin [9] et Wodzicki [37].

DEFINITION 7.1. — Soit A € ¥"(X; E) un opérateur pseudodifférentiel
inversible d’ordre m € 7, alors son déterminant résiduel est donné par

detr(A) := exp (Trr(log A))

(4) Bien défini apres avoir fixé un choix de quantification.
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pourvu que le logarithme log A de A soit défini, oti Trg est la trace résiduelle
de Guillemin et Wodzicki.

Derriére cette définition se cachent deux détails analytiques importants.
D’abord, pour pouvoir définir le logarithme de A, il faut supposer que A
possede un angle principal 6, c’est-a-dire un angle 6 tel que le symbole
principal

om(A) € C* (S*X;hom(E, E))
ne possede aucune valeur propre contenue dans la coupure spectrale
Rgi{’l"ew|7’>0}.

Quoique la définition du logarithme de A dépend du choix de ’angle prin-
cipal, il s’avere que le déterminant résiduel quant a lui ne dépend pas de
ce choix (voir [32]). On doit aussi invoquer le résultat de Okikiolu [29]
pour donner un sens a la trace résiduelle de log A, qui est un opérateur
pseudodifférentiel logarithmique.

Lorsqu’on se restreint aux opérateurs pseudodifférentiels inversibles
d’ordre 0, on peut toutefois utiliser une version infinitésimale de la défi-
nition 7.1 qui contourne ces difficultés analytiques.

DEFINITION 7.2 (version infinitésimale). — Soit U C G°(X) un ouvert
simplement connexe contenant l’identité, alors pour A € U, le déterminant
résiduel est donné par

det(A) == exp ( /0 g {7—1@)2@)} dt)

ot v : [0,1] — U est une application différentiable telle que v(0) = Id et
~v(1) = A.

LEMME 7.3. — Le déterminant résiduel ne dépend pas du choix de ’ap-
plication différentiable ~y. De plus, pour A et B dans U suffisamment pres
de l'identité, on a que

detr(Ao B) = detg(A) detr(B).

Démonstration. — Comme on suppose que U est simplement connexe,
par le théoréme de Stokes, il suffit de vérifier que la 1-forme Trr[A~1dA]
définie sur G(X) est fermée pour voir que la définition ne dépend pas du
choix de l’application . Or,

dTrr(A7YdA) = Trr(d(A™1dA)) = Trr(—A"1dAA™1dA)

1 _ -
=—5Trn ([A7'dA, A71dA]) =0,
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la derniere égalité découlant du fait que la trace résiduelle est vraiment
une trace, a savoir qu’elle donne zéro lorsqu’évaluée sur un commutateur.
Cette propriété permet aussi de montrer que le déterminant résiduel est
multiplicatif. Si A, B € U sont suffisamment pres de 'identité, alors il existe
des applications différentiables v, 5 : [0,1] — U avec v(0) = B(0) = 1d,
v(1) = A et B(1) = B telles que /3 prenne aussi valeur dans U. On a alors
que

1 -
logdetR(AB):/O Trg (,yﬂ)ld(;;tﬂ)} dt

) -
:/ Trg |71 1( B+ dﬂ)}dt

0 L

1 Y d
:/O Trg |71 C;] dt+/0 Trg [51(5} dt

= TI'R(A) -|- ’I‘I"R(B)7
d’ott Pon déduit que detr(AB) = detr(A) detr(B). O

Pour 6 € (0,27), considérons l'ouvert

Up == {A € G°(X; E) | 0 est un angle principal pour A} C G°(X; E).

LEMME 7.4. — Les définitions 7.1 et 7.2 sont équivalentes sur un voisi-
nage de l'identité dans Uy.

Démonstration. — Par le lemme 7.3, en choisissant notre voisinage suffi-
samment petit, on a un déterminant multiplicatif dans les deux cas. Il suffit
alors de vérifier que la différentielle de leur logarithme sur le plan tangent
a I'identité est la méme. Pour la définition 7.2, on voit directement que

dlogdetp|y = Trg.

Pour calculer la différentielle du logarithme du déterminant dans le cas de
la définition 7.1, choisissons le voisinage U C Uy de I'identité suffisamment
petit de sorte qu’on ait pour A € U

logy A = Z 71)

Si«y:[0,1] — U est une apphcatlon de classe C* telle que v(0) = Id et
(1) = A, on aura alors que

Trpr (jt log, 7) =Trp <Z(_1)n—1(7 _ 1)n_162>

d
=Trg (7_16;/> ’
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d’ou 'on déduit que

o d ' d
Trr(logy A) = Trg (/ 'le;dt> = / Trg (ryldfty> dt,
0 0

ce qui montre que la différentiel du logarithme du déterminant est aussi
donné par Trg lorsqu’on utilise la définition 7.1. O

En quelque sorte, la version infinitésimale de la définition du déterminant
résiduel remplace la condition de ’existence d’un angle principal par une
condition topologique sur le domaine de définition. De ce point de vue, on
est amené a se poser la question suivante.

Question 7.5. — Est-il possible d’étendre la définition du déterminant
résiduel & toute la composante connexe GY(X) de I'identité dans G°(X)
par

(7.1) detr(A) = exp Uol Trr <7—1‘Z> dt]

ou v est une application différentiable telle que v(0) = Id, v(1) = A?

Comme le lecteur I’aura deviné, cette question est purement topologique.
Il suffit de vérifier que cette définition du déterminant résiduel ne dépend
pas du choix de I’application différentiable v. On aura une telle indépen-
dance de choix si et seulement si I’homomorphisme de groupe
Ar: m(G°(X)) — C
Wl o T [y g e

prend seulement valeur dans 27iZ. En fait, on va montrer que I’lhomomor-

(7.2)

phisme de groupe (7.2) est toujours trivial. L’idée centrale de I’argument
que lon va présenter a été suggérée a auteur par Sergiu Moroianu (voir
aussi le paragraphe 8 de [27] pour une situation similaire) . Via Iidentifica-
tion v : m (GO(X)) — K°(S*X), on peut voir ’homomorphisme de groupe
Ag comme une application

Ar: K°(S*X) — C.
Or, par le biais de la suite exacte a six termes
(7.3) K (T*X) —= K°(X) —> K°(5*X)

| |

K'Y(S*X)<— KY(X)<=— KXT*X)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OPERATEURS INVERSIBLES D’ORDRE 0 57

associée & la paire d’espaces (T*X,S*X), on a une inclusion
(7.4) ™(K°(X)) c K°(S*X).

LEMME 7.6. — Pour tout [y] € m1(G°(X)) tel que v([y]) € 7*(K°(X)),
on a Ar([y]) = 0.

Démonstration. — Comme G~°(S!) est un espace classifiant pour la
K-théorie impaire, on a l'identification

K(X) = K7(X) = [(S'(X), pt); (G~>(S", 1d)]

et Papplication 7* : K=2(X) — K ~2(S*X) est alors induite par I'image
réciproque associée a la projection

7S S*XT) — SHXT)

ot X = X Upt est I'union disjointe de X avec un point. En faisant appel au
théoréme 4.3 cela montre que lorsque v([y]) € 7*(K°(X)), on peut choisir
v € C*=([0,1]; G°(X)) représentant [y] € m1(G°(X)) de sorte que pour tout
t € [0,1], v(t) € G°(X) soit simplement donné par un isomorphisme de
fibrés vectoriels. En ce cas, le terme d’ordre — dim X du symbole total (full

symbol en anglais) de 'y*l% est nul, ce qui signifie que

_,d
Trg <’y 1d’ty) =0

pour tout ¢ € [0, 1] étant donné la formule bien connue

(7.5) TrR(A):(271r)n/X/lEI-ltrU(A)_n(x,f)dS(f)dx, n = dim X.

exprimant le trace résiduelle en termes de la partie d’ordre —n du symbole
total. La définition de ce terme d’ordre —n n’est pas naturelle et dépend
d’un choix de quantification, mais il s’aveére que la formule (7.5) est indé-
pendante d’un tel choix.

On obtient donc

Ar(Y]) = /01 Trr (7_162) dt = 0.
O

Revenant a la suite exacte a six termes (7.3), rappelons que ’homomor-
phisme de bord ¢ : K°(S*X) — K} (T*X) est toujours surjectif (voir par
exemple p.81 dans [3]). Toujours selon [3] (p.81), on peut représenter un
élément de K '(T*X) par un lacet

oy =Idcost 4+ iosint, 0 <
(7.6)
T <

= Id(cost + isint),
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ot ¢ € C®(S*X;G7>°(S')) est un symbole auto-adjoint. On peut aussi
supposer via l'identification (1.4) que le symbole o est en fait un élément
de

€™ (8*X; Hom(r* E, 7" E))

pour un certain fibré vectoriel complexe £ — X ou 7 : S*X — X est la
projection de fibré. Soit A € W!(X; E) un opérateur auto-adjoint inversible
d’ordre 1 dont le symbole est donné par o. Le spectre de A est donc discret
et contenu dans R. Comme l'opérateur A est inversible, les projections
P, et P_ sur les espaces propres positifs et négatifs sont des opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre zéro, comme on peut le voir en les définissant a
la maniere de Seeley [33] par des intégrales de contour dans le plan complexe
utilisant le résolvant de A. Ainsi,

|Al:= PLA—P_AcV(X;E)

est un opérateur pseudodifférentiel inversible d’ordre 1. Son symbole est
donné par |o| = Vo2, un symbole auto-adjoint dont les valeurs propres sont
toutes positives pour tout z € S*X. Le symbole |o| est donc homotope
au symbole identité dans ’espace des symboles auto-adjoints inversibles.
Considérons donc 'opérateur

Ag = AT A€ V(X E).

Clairement, on a que A% = Id et le spectre de Ag est contenu dans {—1,1}.
En fait, si f € C*°(X; E) est une section propre de A,

Af =\f, XeR~ {0},

alors f est aussi une section propre de Ag avec

A
Aof = f.
Y
Quant a lui, le symbole o(Ag) de Ay est homotope au symbole ¢ dans
I'espace des symboles auto-adjoints inversibles. L’élément de K. !(T*X)

représenté par le lacet (7.6) peut donc aussi étre représenté par o(y;) ol

v¢ = Idcost +iApsint, 0<t<m,
7.7
(7.7) =1Id(cost 4+ isint), <t <2,
THEOREME 7.7. — Pour toute variété compacte sans bord X de classe

C*°, ’'homomorphisme de bord

Ag 1 (G°(X)) = C
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est trivial. La définition (7.2) du déterminant résiduel peut donc toujours
étre étendue globalement & toute la composante connexe GY(X) de I'iden-
tité dans G(X) pour donner lieu a un déterminant multiplicatif.

Démonstration. — Soit [y] € 1 (G°(X)). On veut montrer que Ag([y]) =
0. Par le lemme 7.6, le théoréeme 4.3 et la discussion qui précede, on
peut supposer que [v] est représenté par un lacet de la forme (7.7). Pour

€ [, 2m],

d
771(077 =1Id(cost — isint)(—sint + i cost)

dt
= i(1d)

est un multiple de I'identité, donc

T (v 0% ) =0

dans ce cas, puisque comme dans la preuve du lemme 7.6, la partie d’ordre
—n du symbole total est nulle. Ainsi, on a que

An(b) = [ Ton <v ‘f;) it.

Par définition de la trace résiduelle, cette quantité est donnée par le résidu
en s = 0 de 'extension méromorphe a tout le plan complexe de la fonction
holomorphe

g d
s+ &(s) ::/0 Tr<A|_5'y_1dZ>dt, se€C, Res>>0.

Comme A_1 = Ap, on a pour t € [0, 7] que

1 7 (Idcost 4 iAgsint) ™' (—Idsint + iAg cost)

= (Idcost — iAgsint)(— Idsint + iAg cost)
= Id(— costsint + costsint) 4+ iAg(cos® t + sin’ t)
= iAo.

Ainsi, pour Res >> 0, on a

TrT Al7%1Ay)d
€(s) / v(|A*iAo)dt
im Tr(|A|* Ao) = im Tr(|A| 1 A)

=ir AT

A€E€spec(A)
= i7T77(A7 S)
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ou 1(A,s) est la fonctionnelle de Atiyah Patodi et Singer [2] associée a
l'opérateur auto-adjoint inversible A € W!(X; E). D’apres les résultats de
Gilkey [8] et Wodzicki [35], [36], la fonctionnelle 1(A4, s) n’a pas de pole a
s =0, d’ou 'on conclut que Ag([y]) = 0. Le déterminant résiduel est donc
défini globalement sur GY,(X) et la seconde partie de la démonstration du
lemme 7.3 montre alors que c’est un déterminant multiplicatif. O

Plus généralement, pour n € Z et E — X un fibré vectoriel complexe,
on peut considérer 1’espace

G"(X;E):={Ae€¥"(X;E) | A est inversible}

des opérateurs inversibles d’ordre n. La composition d’opérateurs induit
une structure de groupe sur

G*(X;E):= | a"(X; B).
neEZ
COROLLAIRE 7.8. — Soit P € W!(X;E) un choix d’opérateur auto-
adjoint inversible dont les valeurs propres sont toutes positives. Alors pour

n € Z, le déterminant résiduel admet une définition globale sur la compo-
sante connexe G%(X; E) de P™ dans G™*(X; E).

Démonstration. — Clairement, P™ possede un angle principal. On peut
donc définir detr(P™) en utilisant la définition 7.1. Pour A € G%(X; E)
quelconque, on a alors que AP~™ € G%,(X; E) et on pose donc

detr(A) = detr(AP™") detr(P™).
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