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SOLUTIONS NON OSCILLANTES D’UNE ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE ET CORPS DE HARDY

par François BLAIS, Robert MOUSSU & Fernando SANZ

Résumé. — Soit ϕ : x 7→ ϕ(x), x� 0 une solution à l’infini d’une équation dif-
férentielle algébrique d’ordre n, P (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0. Nous donnons un critère
géométrique pour que les germes à l’infini de ϕ et de la fonction identité sur R
appartiennent à un même corps de Hardy. Ce critère repose sur le concept de non
oscillation.

Abstract. — Let ϕ : x 7→ ϕ(x), x� 0 be a solution of an algebraic differential
equation of order n, P (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0. We establish a geometric criterion so
that the germs at infinity of ϕ and the identity function on R belong to a common
Hardy field. This criterion is based on the concept of non oscillation.

1. Introduction

Soit P un polynôme à cœfficients réels, à (n + 2) indéterminées, avec
n > 1, et soit

(1.1) P (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

l’équation différentielle d’ordre n correspondante. Une solution ϕ (à l’infini)
de (1.1) est une fonction n fois continûment dérivable sur un intervalle
Ia =]a,+∞[ telle que

P (x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n)(x)) = 0, x ∈ Ia.

L’étude du comportement asymptotique de ϕ à l’infini est un problème
classique. C’est l’objet des articles de G. H. Hardy [11] de 1912, de M.
Boshernitzan [4, 5] et de M. Rosenlicht [17, 18] dans les années 80. Ces
travaux, ainsi que des plus récents [13, 19, 20], reposent sur l’hypothèse :

Mots-clés : oscillation, corps de Hardy, semi-algébrique, pfaffien.
Classification math. : 34A26, 34C10, 34C08, 37C10.
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les germes à l’infini de ϕ et de l’identité de R appartiennent à un même
corps de Hardy ; c’est-à-dire, à un sous corps différentiel (K, d

dx ) de l’anneau
différentiel (C∞+ , d

dx ) des germes à l’infini de fonctions infiniment dérivables
dans des intervalles de la forme Ia. L’objet de ce travail est de montrer qu’il
existe un critère géométrique qui permet de tester si une solution de (1.1)
possède cette propriété. Ce critère repose sur le concept de non oscillation
qui suit. Signalons ici l’article [15] dédié à l’étude des solutions oscillantes
de champs de vecteurs.

Nous dirons que ϕ est k–algébriquement non oscillante si pour tout po-
lynôme Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yk] on a l’alternative

Q ◦ φk(x) = 0 ou Q ◦ φk(x) 6= 0 pour x� a,

où φk(x) = (x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(k)(x)) pour k ∈ N∪{−1} avec φ−1(x) = x.
La proposition suivante explicite la relation entre non oscillation et corps

de Hardy. C’est essentiellement une conséquence des définitions.

Proposition 1.1. — Soit ϕ : Ia → R une solution de (1.1). Les germes
à l’infini de x et ϕ appartiennent à un même corps de Hardy si et seulement
si ϕ est n–algébriquement non oscillante. Si c’est le cas, l’anneau Aϕ des
germes à l’infini des Q ◦ φn, où Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yn], est intègre et son
corps des fractions Kϕ est le plus petit corps de Hardy qui contient les
germes de x et ϕ.

La question posée est, via cette proposition, ramenée à un problème
géométrique. Pour y répondre nous utilisons la définition suivante. Une
solution ϕ : Ia → R de (1.1) est une solution non singulière si ∂P

∂yn
◦

φn(x) 6= 0 pour x ∈ Ia.

Théorème 1.2. — Soit ϕ une solution à l’infini, non singulière de (1.1).
Si ϕ est (n − 2)–algébriquement non oscillante, elle est n–algébriquement
non oscillante et les germes à l’infini de ϕ et de la fonction identité sur R
appartiennent à un même corps de Hardy.

Lorsque n = 1, la condition “ϕ est (n−2)–algébriquement non oscillante”
est toujours satisfaite et le corollaire suivant généralise un résultat de [11,
17] sur les équations différentielles algébriques d’ordre 1 et de degré 1 :

Corollaire 1.3. — Si ϕ est une solution non singulière de

P (x, y, y′) = 0,

les germes à l’infini de x et ϕ appartiennent à un même corps de Hardy.

C’est pour n = 2 que le résultat du théorème est le plus pertinent.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Corollaire 1.4. — Soit ϕ une solution non singulière de

P (x, y, y′, y′′) = 0.

Les germes à l’infini de x et ϕ appartiennent à un même corps de Hardy si
et seulement si pour tout polynôme Q ∈ R[x, y] on a l’alternative

Q(x, ϕ(x)) = 0

ou
Q(x, ϕ(x)) 6= 0

pour tout x assez grand.

Ce corollaire s’applique, par exemple, dans la situation suivante. Sup-
posons que ϕ possède un développement asymptotique à l’infini, ϕ̂(x),
qui est une série généralisée au sens de [9] et qui n’est pas une série de
Puiseux convergente en x−1. Alors, pour tout Q ∈ R[x, y], la fonction
Q(x, ϕ(x)) possède une partie principale qui ne s’annule pas pour x as-
sez grand. D’après le corollaire 1.4, les germes de x et ϕ appartiennent à
un même corps de Hardy. C’est en particulier le cas si ϕ̂(x) est une série
divergente de R[[x−1]].

Le corollaire 1.3 est démontré dans [4] dans le contexte plus général des
équations différentielles d’ordre un, à coefficients dans un corps de Hardy
extension du corps de fonctions logarithmico-exponentielles de G. H. Hardy
[10]. Quant au corollaire 1.4, le cas de certaines équations différentielles
d’ordre 2 est traité dans [5] avec des conditions supplémentaires dans le
même cadre. Dans cet article, nous travaillons dans le cadre plus géomé-
trique des équations différentielles algébriques et les conditions que nous
imposons sont de même nature. Il est possible d’obtenir des résultats locaux
analogues dans le cadre analytique réel ou même dans le cadre o-minimal
(voir [8]) ; les arguments de nos démonstrations se généralisent aisement
dans ces contextes. En effet, ils reposent essentiellement sur des propriétés
géométriques de finitude qui sont, alors, encore vraies.

Le plan de ce travail est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous démon-
trons la proposition 1.1. Dans le paragraphe 3, nous préparons la preuve
du théorème 1.2 et nous le montrons pour n = 1. C’est un exercice illus-
trant la preuve du cas général qui est l’objet du quatrième paragraphe.
Les démonstrations reposent sur des arguments élémentaires de géométrie
algébrique et sur une généralisation (déjà utilisé dans [7]) d’un argument
de A. Khovanskii [12]. Enfin, dans le cinquième paragraphe, nous illus-
trons nos resultats par des exemples simples qui montrent la nécessité des
hypothèses.

TOME 57 (2007), FASCICULE 6



1828 François BLAIS, Robert MOUSSU & Fernando SANZ

Par leur écoute critique, J.M. Aroca et J.-P. Rolin nous ont aidé dans la
préparation de ce travail ; nous les remercions.

2. Corps de Hardy d’une solution n–algébriquement non
oscillante

Reprenons tout d’abord les notations de l’introduction. Dans toute la
suite la coordonnée x sur R est fixée, d

dx est la dérivation associée. Si x 7→
ψ(x) est une fonction définie sur un intervalle Ia =]a,+∞[, nous notons
ψ son germe à l’infini. Le même symbole “x” désigne la fonction identité
de R ou son germe à l’infini. Soit (C∞+ , d

dx ) l’anneau différentiel des germes
ψ où ψ est de classe C∞. Un corps de Hardy K est un sous corps de C∞+
stable par d

dx .
Dans toute la suite ϕ : x 7→ ϕ(x), x ∈ Ia désigne une fonction n fois

continûment dérivable qui est solution de l’équation différentielle algébrique
(1.1) où P ∈ R[x, y, y1, ..., yn] ; c’est-à-dire

P (x, ϕ(x), ϕ′(x), ..., ϕ(n)(x)) = 0, x ∈ Ia.

Pour k ∈ N∪{−1}, nous posons φk(x) = (x, ϕ(x), ϕ′(x), ..., ϕ(k)(x)) avec
φ−1(x) = x. Nous dirons que ϕ est k–algébriquement non oscillante si pour
tout Q ∈ R[x, y, y1, ..., yk] non nul on a

#|φk| ∩Q−1(0) <∞ ou bien |φk| ⊂ Q−1(0),

où |φk| = φk(Ia). Nous dirons que ϕ est une solution non singulière de (1.1)
si ∂P

∂yn
◦ φn(x) 6= 0 pour x ∈ Ia. (Cette terminologie est classique dans la

théorie des équations différentielles ordinaires, utilisée déjà par O. Perron
[16]). Il est bien connu (voir [21] et le paragraphe 4) que ϕ est analytique
si c’est une solution non singulière.

Proposition 2.1. — Soit ϕ : Ia → R une solution de (1.1). Les germes
x, ϕ appartiennent à un même corps de Hardy si et seulement si ϕ est
n–algébriquement non oscillante. Si c’est le cas, le sous-anneau

Aϕ = {Q ◦ φn / Q ∈ R[x, y, y1, ..., yn]}

de C∞+ est un anneau intègre et son corps des fractions Kϕ est le plus petit
corps de Hardy qui contient x et ϕ.

Démonstration. — Supposons que ϕ soit n–algébriquement oscillante. Il
existe Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yn] tel que le germe q de q = Q ◦ φn n’est pas nul
et q(xi) = 0 pour une suite (xi)i∈N dans R qui tend vers +∞. Le germe q

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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appartient à l’anneau engendré par x et ϕ mais le germe de 1
q n’appartient

pas à C∞+ puisque les xi en sont des pôles. Ainsi x et ϕ n’appartiennent pas
à un même corps de Hardy.

Supposons que ϕ soit n–algébriquement non oscillante. Montrons que,
quitte à restreindre l’intervalle de définition de ϕ à Ia′ , avec a′ > a, on peut
supposer que ϕ est une solution non singulière d’une équation différentielle
algébrique

Pm(x, y, y′, . . . , y(m)) = 0

d’ordre m 6 n. En effet, si ∂P
∂yn

◦φn 6≡ 0, ϕ est une solution non singulière de
Pm = P = 0 puisque ϕ est n–algébriquement non oscillante. Si ∂P

∂yn
◦φn ≡ 0,

alors ϕ est aussi une solution de l’équation différentielle algébrique

(2.1) P̃ (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0,

avec P̃ = ∂P
∂yn

. On a alors deux possibilités : soit l’ordre de l’équation
différentielle (2.1) est inférieur à n, soit le degré en yn du polynôme P̃ est
inférieur à celui de P . En itérant ce procedé, on montre l’existence de Pm.
Dans la suite de la démonstration on suppose Pm = P et m = n.

Puisque ϕ est une solution non singulière de (1.1), l’application φn et
les fonctions q = Q ◦ φn, Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yn], sont analytiques sur Ia.
L’application de R[x, y, y1, . . . , yn] dans C∞+ définie par Q 7→ Q ◦ φn est
un morphisme d’anneaux. Son image Aϕ est contenue dans Cω

+, l’anneau
des germes à l’infini des fonctions analytiques, qui est intègre. Soit Kϕ son
corps des fractions. Ses éléments appartiennent encore à Cω

+ puisque ϕ est
n–algébriquement non oscillante.

Pour montrer que Kϕ est stable par dérivation, il suffit de montrer que
ϕ(n+1) appartient à Kϕ. En dérivant (1.1) on obtient

ϕ(n+1) = −
(∂P

∂x + y1
∂P
∂y + · · ·+ yn

∂P
∂yn−1

) ◦ φn

∂P
∂yn

◦ φn

.

Puisque ϕ est une solution non singulière, ϕ(n+1) appartient clairement à
Kϕ. Finalement, si K est un corps de Hardy contenant x et ϕ, il contient
Aϕ et ainsi Kϕ est le plus petit corps de Hardy contenant x et ϕ. �

3. Préparation de la preuve du théorème

Soit ϕ : Ia → R, une solution non singulière de (1.1) qui vérifie les
hypothèses du théorème 1.2. Montrons tout d’abord qu’il suffit d’étudier

TOME 57 (2007), FASCICULE 6
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le cas où le polynôme P est irréductible. Supposons que P = P1 · P2, avec
Pi ∈ R[x, y, y1, . . . , yn] pour i = 1, 2. Puisque

P ◦ φn = P1 ◦ φn · P2 ◦ φn = 0

et que les Pi ◦φn sont analytiques sur l’intervalle Ia, on peut supposer, par
exemple, que P1 ◦ φn ≡ 0. Ainsi, ϕ est une solution de

P1(x, y, y′, . . . , y(n)) ≡ 0

et c’est une solution non singulière de cette équation.
Soit m = m(ϕ), 0 6 m 6 n le plus petit entier tel que ϕ soit une solution

d’une equation différentielle algébrique d’ordre m,

(3.1) Pm(x, y, y′, . . . , y(m)) = 0,

avec Pm ∈ R[x, y, y1, . . . , ym]. Nous dirons que m(ϕ) est l’ordre minimum
de ϕ. Montrons qu’il suffit d’étudier le cas où l’ordre n de l’équation (1.1)
est égal à m(ϕ).

Lemme 3.1 (Réduction au cas d’ordre n = m(ϕ)). — Soit ϕ : Ia → R
une solution non singulière de (1.1) qui est (n − 2)–algébriquement non
oscillante.

i) Si m 6 n− 2, ϕ est n–algébriquement non oscillante.
ii) Si m = n−1, ϕ est une solution non singulière et (m−2)–algébrique-

ment non oscillante d’une équation Pn−1(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0.

Démonstration. — Si m 6 n−2, ϕ est m–algébriquement non oscillante.
D’après la proposition 1.1, les germes x et ϕ appartiennent à un corps de
Hardy et ϕ est k–algébriquement non oscillante pour tout k ∈ N.

Supposons que m = n−1 et que ϕ soit une solution de l’équation différen-
tielle Pn−1(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = 0. En reprenant un argument du début
de ce paragraphe, on peut supposer que Pn−1 est irréductible. Le résul-
tant R de Pn−1 et ∂Pn−1

∂yn−1
relativement à yn−1 n’est pas nul. Puisque ϕ est

(n− 2)–algébriquement non oscillante et R ◦φn−2 6≡ 0 (car m(ϕ) = n− 1),
on a

#
{∂Pn−1

∂yn−1
= 0

}
∩ |φn−1| 6 #

{
R = 0

}
∩ |φn−2| <∞.

Ainsi, quitte à augmenter a, ϕ est une solution non singulière de (3.1). �

Lemme 3.2 (Réduction au cas (n−1)–non oscillant). — Soit ϕ : Ia → R
une solution de (1.1) où P est irréductible telle que n = m(ϕ) > 0 est
l’ordre minimum de ϕ. Alors ϕ est n–algébriquement non oscillante si elle
est (n− 1)–algébriquement non oscillante.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Démonstration. — Supposons que ϕ soit n–algébriquement oscillante. Il
existe Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yn] tel que

#Q−1(0) ∩ |φn| = ∞ et |φn| 6⊂ Q−1(0).

Le résultant R ∈ R[x, y, y1, . . . , yn−1] de P et Q relativement à yn n’est pas
nul puisque P est irréductible et Q est non divisible par P . Par construction
R vérifie #R−1(0) ∩ |φn−1| = ∞ et |φn−1| 6⊂ R−1(0), puisque n = m(ϕ).
Ceci contredit l’hypothèse ϕ est (n−1)—algébriquement non oscillante. �

Compte tenu des lemmes 3.1 et 3.2, pour prouver le théorème 1.2 il suffit
de montrer que si ϕ est une solution non singulière, (n−2)–algébriquement
non oscillante de (1.1) avec P irréductible et n = m(ϕ) est l’ordre minimum
de ϕ, alors ϕ est (n − 1)–algébriquement non oscillante. Ce resultat est
l’objet du paragraphe suivant. Mais, avant de l’aborder, nous étudions,
avec la proposition suivante, le cas n = 1 qui est spécifique à deux titres.
La condition ϕ est (n− 2)–algébriquement non oscillante est alors vide. La
courbe |φ1| est de codimension 1 dans P = 0 et le raisonnement classique
de A. Khovanskii [12] peut s’appliquer.

Proposition 3.3 (Équation différentielle d’ordre un). — Soit ϕ : Ia →
R une solution non singulière de P (x, y, y′) = 0 avec P ∈ R[x, y, y1]. Alors
ϕ est 1–algébriquement non oscillante et les germes x, ϕ appartiennent à
un même corps de Hardy.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que P est irréductible. Le
sous-ensemble S de Ia×R2 défini par

{
P = 0, ∂P

∂y1
6= 0

}
est une surface semi-

algébrique lisse de R3 qui contient |φ1|. La restriction à S de la projection
π : (x, y, y1) → (x, y) est une submersion sur U = π(S), un ouvert semi-
algébrique de Ia ×R. Sa frontière Fr(U) est union finie de points et d’arcs
lisses de courbes algébriques. Quitte à considérer a suffisament grand, on
peut supposer que Fr(U) est une union finie et disjointe de graphes de
fonctions semi-algébriques continues de Ia sur R. La composante connexe
U1 de U qui contient |φ0| est simplement connexe. Puisque la courbe |φ0|
est une sous-variété lisse et fermée de U1, U1 \ |φ0| a deux composantes
connexes. Si S1 ⊂ S est la composante connexe de π−1(U1) qui contient
|φ1|, l’application π

∣∣
S1

: S1 → U1 est un difféomorphisme et ainsi S1 \|φ1| a
aussi deux composantes connexes. D’autre part |φ1| est une courbe intégrale
(maximale) du système pfaffien (triangulairement intégrable) sur Ia × R2

Ω : dP = 0, ω1 = dy − y1dx = 0.

C’est une courbe pfaffienne, séparante dans S1 au sens de [12] ou encore une
variété de Rolle au sens de [14]. Quelque soit le polynôme Q ∈ R[x, y, y1],

TOME 57 (2007), FASCICULE 6
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Q−1(0) ∩ |φ1| a un nombre fini de composantes connexes et ainsi ϕ est 1–
algébriquement non oscillante. �

4. Démonstration du théorème pour n > 1

Le premier argument de la preuve de la proposition 3.3, simple connexité
d’un voisinage de |φ0|, n’est plus aussi élémentaire si n > 1. Il est remplacé
par le lemme suivant.

Lemme 4.1. — Soit F une application analytique de Ia =]a,∞[ dans
Rn−1 et soit gr(F ) son graphe. Supposons que gr(F ) est algébriquement
transcendante et algébriquement non oscillante, c’est-à-dire, quelque soit le
sous-ensemble semi-algébrique T ⊂ Rn avec dim(T ) 6 n− 1, gr(F ) 6⊂ T et
le nombre de composantes connexes de T ∩gr(F ) est fini. Alors, si V est un
voisinage ouvert semi-algébrique de gr(F ), quitte à augmenter a, il existe
un ouvert semi-algébrique W simplement connexe tel que gr(F ) ⊂W ⊂ V .

Démonstration. — C’est une conséquence d’une propriété bien connue
sous le nom de “lemme de saucissonage” (voire par exemple [3] ou [2])
des ensembles semi-algébriques appliquée à V . L’espace Rn est une union
finie de semi-algébriques, Ci, 1 6 i 6 r, appelés cellules, possédant les
propriétés suivantes : Ci est homéomorphe à ]0, 1[di , le bord ∂Ci de Ci est
une union de cellules Cj , avec dj < di, et, enfin, V est une union finie
disjointe de cellules. Puisque gr(F ) est algébriquement transcendante et
algébriquement non oscillante, quitte à augmenter a, on peut supposer que
gr(F ) ∩ Ci = ∅ pour toute cellule Ci de dimension di < n. C’est-à-dire
que gr(F ) est contenu dans la réunion des cellules Ci de dimension di = n.
Puisque ces cellules sont deux à deux disjointes et gr(F ) est connexe, il
existe une unique cellule Ci = W de dimension n, contenant gr(F ) et
contenue dans V . �

L’argument de Khovanskii concernant “l’intégrabilité triangulaire” qui
est essentiel dans la preuve de la proposition 3.3, n’est plus utilisable si
n > 1. Cependant, nous reprenons une construction classique de [1] per-
mettant de ramener l’étude d’une solution non singulière de (1.1) à celle
d’une courbe intégrale d’un champ de vecteurs sur Rn+2. Posons

ω1 = dy − y1dx, ω2 = dy1 − y2dx, . . . , ωn = dyn−1 − yndx.

Par définition des ωk, si ϕ est une solution de (1.1), la courbe φn est une
courbe intégrale du système de Pfaff

Ω : dP = ω1 = ω2 = · · · = ωn = 0.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soit Z le champ de vecteurs sur Rn+2 défini par iZ(dx∧dy∧dy1∧· · ·∧dyn) =
dP ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωn ; précisement

(4.1) Z =
∂P

∂yn
(
∂

∂x
+ y1

∂

∂y
+ · · ·+ yn

∂

∂yn−1
)−

(
∂P

∂x
+ y1

∂P

∂y
+ · · ·+ yn

∂P

∂yn−1
)
∂

∂yn
.

Par construction, l’hypersurface P−1(0) est Z–invariante et contient |φn|.
Supposons que ϕ soit une solution non singulière de (1.1). Le champ de
vecteurs Z ne s’annule pas le long de |φn| et |φn| est une courbe intégrale
(non nécessairement maximale) de Z. En particulier φn est ananlytique
comme nous l’avons affirmé et utilisé dans le paragraphe 2.

La proposition suivante achève la preuve du théorème 1.2 compte tenu
des lemmes 3.1 et 3.2.

Proposition 4.2. — Soit ϕ : Ia → R une solution non singulière de
l’équation différentielle algébrique (1.1) dont n = m(ϕ) est l’ordre minu-
mum de ϕ et où P est irréductible. Supposons que ϕ soit (n− 2)–algébri-
quement non oscillante. Alors ϕ est (n− 1)–algébriquement non oscillante.

Démonstration. — Nous allons raisonner par l’absurde. Supposons que
ϕ soit (n− 1)–algébriquement oscillante. Il existe Q ∈ R[x, y, y1, . . . , yn−1]
tel que

(4.2) #Q−1(0) ∩ |φn−1| = ∞ et |φn−1| 6⊂ Q−1(0).

La composante connexe S de
{
P = 0, ∂P

∂yn
6= 0, x ∈ Ia

}
qui contient |φn| est

une hypersurface semi-algébrique lisse. La restriction de π1 : (x, y, . . . , yn) 7→
(x, y, . . . , yn−1) à S est une submersion sur S1 = π1(S), un ouvert semi-
algébrique de Ia×Rn qui contient |φn−1|. Montrons tout d’abord l’assertion
suivante :

(*) Il existe un ouvert semi-algébrique connexe, simple-
ment connexe V1 ⊂ S1 qui contient |φn−1|.

On peut évidemment supposer que le polynôme Q de (4.2) est irréductible.
Le discriminant R ∈ R[x, y, . . . , yn−2] de Q (le résultant de Q et ∂Q/∂yn−1)
relativement à la projection π : (x, y, . . . , yn−1) 7→ (x, y, . . . , yn−2) n’est pas
nul. De plus, |φn−2| n’est pas inclus dans {R = 0} car n = m(ϕ). Comme
ϕ est (n − 2)–algébriquement non oscillante, on peut supposer, quitte à
augmenter a, que

|φn−2| ∩
{
R = 0

}
= ∅.

La projection π étant ouverte, S2 = π(S1) est un ouvert semi-algébrique
de Rn. Puisque |φn−2| ⊂ S2 \

{
R = 0

}
, que |φn−2| est algébriquement non
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oscillante et qu’elle est algébriquement transcendante, sinon m(ϕ) < n, on
peut lui appliquer le lemme 4.1. Il existe un ouvert semi-algébrique V2,
simplement connexe, contenu dans S2 \

{
R = 0

}
, qui contient |φn−2|.

Pour montrer l’assertion (*), précisons la construction de l’ouvert V2 du
lemme 4.1. Considérons une décomposition cellulaire {Ci} de Rn+1 adaptée
à S2 \

{
R = 0

}
× R telle que {π(Ci)} soit une décomposition cellulaire de

Rn adaptée à S2 \
{
R = 0

}
. Une telle décomposition existe toujours (voir

[3] ou [2]). Soient C1, C2, . . . , Cr les cellules de cette décomposition qui sont
contenues dans S1 et qui vérifient :

i) V2 = π(C1) = π(C2) = . . . . = π(Cr).
ii) L’intersection de l’adherence Ci de Ci et du graphe de la restriction

de φn−1 à Ia′ est non vide pour tout i et pour tout a′ > a.
La condition ii) permet d’affirmer que V1 = ∪r

i=1Ci est connexe et alors
la condition i) qu’il est simplement connexe. Par construction, |φn−1| ⊂ V1

et V1 est un ouvert semi-algébrique de Rn+1 contenu dans S1. Ceci montre
l’assertion (*).

La restriction de π à V1 est un fibration triviale de fibre R. Puisque
π(V1) = V2 ⊂ S2 \ {R = 0}, le polynôme ∂Q/∂yn−1 ne s’annule pas sur
Q−1(0) ∩ V1 et Q−1(0) ∩ V1 est une hypersurface algébrique lisse de Rn+1.
De plus, Q−1(0) ∩ V1 st semi-algébrique, c’est une hypersurface lisse et
fermée de V1 et la restriction de π à V1 est une fibration triviale de fibre
R et de base V2 simplement connexe. Ainsi, Q−1(0) ∩ V1 est une union
disjointe d’hypersurfaces algébriques lisses Hi, i = 1, 2, . . . , s qui sont des
graphes au-dessus d’ouverts semi-algébriques pour la projection π. D’après
la condition (4.2), il existe un i, disons 1, tel que #H1 ∩ |φn−1| = ∞ et
|φn−1| 6⊂ H1. Puisque Q

∣∣
V1

est une submersion, que H1 est une composante
connexe de Q−1(0)∩ V1 et que V1 est simplement connexe, V1 \H1 a deux
composantes connexes. Soit V la composantes connexe de π−1

1 (V1)∩ S qui
contient |φn|. La restriction π1

∣∣
V

est une submersion sur V1 simplement
connexe et π1

∣∣
V

: V → V1 est un C∞–difféomorphisme. L’image (π1

∣∣
V

)∗Z
du champ de vecteurs Z défini dans (4.1) est un champ de vecteurs Z1 de
classe C∞ sur V1. Ses composantes sur ∂

∂x ,
∂
∂y , . . . ,

∂
∂yn−1

sont des fonctions
semi-algébriques sur V1 et |φn−1| est une courbe intégrale de Z1.

Posons H1 ∩ |φn−1| = {p`}`∈N avec p`p`+1 ∩H1 = {p`, p`+1} où p`p`+1

désigne l’arc fermé de |φn−1| qui joint p` à p`+1. Si p` = φn−1(x`) avec
x` ∈ Ia, la suite (x`)`∈N tend vers +∞. La fonction q = Q ◦ φn−1 s’annule
en x` et x`+1 et elle est de signe constant sur l’intervalle (x`, x`+1). Ainsi
q′(x`) · q′(x`+1) 6 0. Notons que

q′(x) = α(x)dQ(Z1)(φn−1(x)), x ∈ Ia.
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où α est une fonction continue de signe constant non nul sur Ia. Étudions
Q1 = dQ(Z1) le long de la courbe C = H1∩π−1(|φn−2|) ⊂ Q−1(0). Puisque
Q1(p`)Q1(p`+1) 6 0, il existe un point p′` ∈ C tel que Q1(p′`) = 0. Plus
précisement, p′` appartient à l’arc de la courbe C qui joint p` à p`+1. Si H1

est le graphe de θ : V2 → V1, alors p′` = θ(φn−2(x′`)) où {x′`} est une suite
dans Ia qui tend vers +∞.

L’ensemble A = Q−1
1 (0)∩Q−1(0) est un semi-algébrique de dimension au

plus n−1. En effet, Q1 est une fonction semi-algébrique telle que Q−1
1 (0) 6⊂

Q−1(0) puisque Q1 = dQ(Z1) et Q−1(0) n’est pas Z1–invariant (sinon,
|φn−1| ⊂ Q−1(0)). L’ensemble semi-algébrique π(A) vérifie

π(A) ∩ |φn−2| ⊃
{
π(p′`), ` ∈ N

}
et |φn−2| 6⊂ π(A)

puisque π(A) est de dimension 6 n − 1 et que n = m(ϕ) est l’ordre mini-
mum. Ceci contredit l’hypothèse ϕ est (n − 2)–algébriquement non oscil-
lante. �

5. Exemples

Dans ce paragraphe nous proposons quelques exemples qui illustrent le
caractère optimal des hypothèses du théorème 1.2 et des corollaires 1.3 et
1.4.

Exemple 5.1 (Solution 0–oscillante). — La fonction ϕ(x) = sin(x), x > 0
fournit un exemple “double”. C’est une solution singulière et 0–oscillante
de l’équation différentielle algébrique du premier ordre, y′2 + y2 − 1 = 0.
D’autre part, c’est une solution non singulière de l’équation différentielle
algébrique du second ordre, y′′ + y = 0.

Exemple 5.2 (Solution 0–oscillante d’ordre m(ϕ) = n = 2). — Soit ϕ la
fonction ϕ(x) = exp(−x) sin(x), x > 0. On vérifie aisement que c’est une so-
lution, non singulière et 0–oscillante, de l’équation différentielle algébrique
du second ordre

P (x, y, y′, y′′) = y′′ + 2y′ + 2y = 0.

Montrons que ϕ n’est pas solution d’une équation différentielle algébrique
du premier ordre. Supposons le contraire. Comme ϕ′(x) = exp(−x) cos(x)−
ϕ(x), il existe Q ∈ R[x, y, y1] irréductible non nul tel que

Q(x, exp(−x) sin(x), exp(−x) cos(x)) ≡ 0.

Puisque Q(2πk, 0, exp(−2πk)) = 0 pour tout k ∈ N, on a Q(x, 0, y1) ≡ 0 et
Q est divisible par y. Cet exemple montre l’optimalité des hypothèses du
corollaire 1.4.

TOME 57 (2007), FASCICULE 6



1836 François BLAIS, Robert MOUSSU & Fernando SANZ

Exemple 5.3 (Solution singulière et 0–non oscillante). — Soit ϕ la fonc-
tion définie par ϕ(x) = exp(−x)(2+sin(x)), x > 0. Montrons, tout d’abord,
que ϕ est 0-algébriquement non oscillante. Soit Q ∈ R[x, y] un polynôme
non nul, Q(x, y) =

∑
`>`0

∑
k6k0

ak`x
ky` avec ak0`0 6= 0. Alors

Q(x, ϕ(x)) = ak0`0x
k0 exp(−`0x)(2 + sin(x))`0(1 + o(1/x))

ne s’annule pas pour x > 0 assez grand.
Un petit calcul montre que ϕ est une solution de l’équation différentielle

algébrique de second ordre

(5.1) P (x, y, y′, y′′) = 4(y′′ + 2y+ y)2 + 4(y′ + y)2− (y′′ + 2(y′ + y))2 = 0.

De plus, c’est une solution singulière de cette équation. En effet,
∂P

∂y′′
= 6y′′ + 12y′ + 4y, et

∂P

∂y′′
(φ2(x)) = −4 exp(−x)(1 + 2 sin(x))

s’annule pour une infinité de x > 0. En particulier, ϕ est 2-algébriquement
oscillante. Elle n’appartient pas à un corps de Hardy qui contient le germe
de la fonction x. Cet exemple montre la nécessité de l’hypothèse “ϕ est non
singulière” du corollaire 1.4.

L’interprétation géométrique de l’oscillation de φ2 est la suivante. La
projection x 7→ γ(x) = (ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) de φ2 sur l’hyperplan x = 0
est une courbe qui s’enroule en spirale sur le cône algébrique P = 0 (avec
P ∈ R[y, y1, y2] le polynôme défini dans (5.1)) en tendant vers (0, 0, 0)
lorsque x tend vers l’infini. Elle coupe une infinité de fois les deux droites
d’intersection de P = 0 avec le plan 6y2+12y1+4y = 0. Soit C le demi cône
(ouvert) {P = 0} ∩ {y > 0}. La courbe γ “spirale” dans R>0 × C en étant
plate sur l’axe y = y1 = y2 = 0, bien que sa projection φ0 : x 7→ (x, ϕ(x))
sur le plan y = y2 = 0 n’oscille pas. En particulier, γ “ne spirale pas
autour d’un axe” au sens de [6]. Ce comportement est possible car R>0×C
n’est pas simplement connexe. Plus précisement, il n’existe pas de voisinage
semi-analytique de |φ2| dans R>0 × C qui soit simplement connexe.

Exemple 5.4 (Solution non singulière et 0–non oscillante). — Un calcul
élémentaire montre que la (même) fonction ϕ : x 7→ exp(−x)(2 + sin(x)),
x > 0 de l’exemple 5.3 est une solution d’une équation différentielle algé-
brique d’ordre trois du type

P (x, y, y′, y′′, y′′′) = y′′′ + P1(y, y′, y′′) = 0

où P1 est un polynôme. Clairement, ϕ est une solution non singulière de
cette équation. D’autre part, ϕ est 0-algébriquement non oscillante. Ceci
montre que le nombre n−2 dans l’hypothèse “ϕ est (n−2)–algébriquement
non oscillante” du théorème 1.2 est optimal.
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