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STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN
EN COURBURE DE RICCI POSITIVE

par Jérome BERTRAND (*)

Introduction.

En utilisant Dinégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov [11],
P. Bérard et D. Meyer ont démontré une inégalité du type Faber-Krahn
pour les domaines d’une variété compacte a courbure de Ricci positive.

THEOREME 0.1 (Bérard-Meyer [3]). — Soit (M, g) une variété rie-
manienne compacte de dimension dont la courbure de Ricci vérifie Ric >
(n—1)g. Soit  un domaine régulier de M et Q* le domaine symétrisé de €0,
c’est-a-dire une boule géodésique de la sphére canonique (S™, can) vérifiant

vérifiant 3311((1\%)) = ‘V’legng . Sous ces hypothéses, on a I'inégalité

AP (Q) = AP (),

ott AP désigne la premiére valeur propre de Dirichlet du domaine sur
I’espace correspondant. De plus, I’égalité a lieu si et seulement si le triplet
(Q, M, g) est isométrique au triplet (Q*,S™, can).

L’objet de cet article est d’étudier les domaines des variétés a courbure
de Ricci positive dont la premiere valeur propre de Dirichlet est proche de
celle de leur domaine symétrisé.

(*) Soutenu par la requéte 20-101469 du FNRS.
Mots-clés : géométrie Riemanienne, distance de Gromov-Hausdorff, inégalité de Faber-
Krahn, domaines convexes.

Classification math. : 53C20, 53C24, 58C40, 51K.



354 Jérome BERTRAND

La premiere remarque est que de tels domaines ne sont pas nécessai-
rement homéomorphes a des boules euclidiennes. En effet si I’on retire des
ensembles de petite capacité a une calotte sphérique de la sphere canonique
(par exemple des boules de petit rayon), on modifie peu la premiere
valeur propre de Dirichlet [6], [15]. Il est également facile de construire des
exemples de variété qui ne sont pas proches, pour la distance de Gromov-
Hausdorff, de la sphere canonique et qui pourtant contiennent des domaines
dont la premiére valeur propre de Dirichlet est arbitrairement proche de
celle de leur domaine symétrisé (par exemple en lissant aux extrémités des
sinus produits tordus de la forme ((0,7) x S"~ 1 dt?> + €?sin?tcan) avec
€ > 0 petit et en considérant des domaines de la forme (0,a) x S"~1).
Signalons enfin qu’il est également possible de construire de tels exemples
sur des variétés a courbure de Ricci positive, non homéomorphes a la sphere
en utilisant les métriques construites sur ’espace projectif complexe par
M. Anderson [1]. Muni de ces métriques l’espace projectif complexe est
proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, d’un sinus produit tordu,
pour plus de détails sur cet exemple nous renvoyons a [5].

Dans cet article nous démontrons un résultat de stabilité optimal,
au vue des remarques précédentes, lorsque la premiere valeur propre d’un
domaine convexe est proche de celle d’'un hémisphére S de la spheére
canonique de dimension n.

THEOREME 0.2. — I existe des fonctions n(e) et 7(€) telles que,
pour toute variété riemannienne compacte (M™,g) dont la courbure de
Ricci vérifie Ric > (n — 1)g, pour tout domaine régulier Q2 de M, géodési-
quement convexe, de volume vol Q < %volM et dont la premiére valeur
propre de Dirichlet vérifie

A (Q) SAP(E™) +e,
alors, en notant dy la distance de Hausdorfl, il existe xo dans § tel que
dy (Q, B(xo, %)) < 7(€).
De plus, il existe un sinus produit tordu ((0,m) x N,d) tel que
dan (M, dy), ((0,7) x N,d)) < 7(€),
dan (2, dy), (0, 5) x N.d)) < 7o),

ot dg est la distance induite par la métrique riemannienne g et dgp désigne
la distance de Gromov-Hausdorff. Nous renvoyons a la troisiéme partie de
cet article pour une définition des sinus produits tordus.

NN
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STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN 355

Dans la deuxiéme partie de cet article, nous démontrons également
un résultat de stabilité plus faible mais sous une hypothese de courbure
moyenne du bord positive (théoréme 2.4).

Dans le théoreme 0.2, 'hypothese sur le volume relatif du domaine
implique par le résultat de P. Bérard et D. Meyer que la premiere valeur
propre est supérieure ou égale a celle d’un hémisphere. Cet hypothese sur le
volume relatif est nécessaire pour obtenir le résultat sur la variété ambiante.
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer un produit tordu de la forme
((0,%) x S"~1,dt? + €?sin® tcan) que 'on recolle avec un hémisphere de
(S™, €2 can). Le théoréme 0.2 généralise dans le cas de I’hémisphere, un
résultat de A. Avila [2] sur certains domaines convexes de la sphere S?.

THEOREME 0.3 (Avila). — Soit  un domaine régulier géodésique-
ment convexe contenu dans un hémisphére de S?. Soit B une boule de
méme volume que ). Supposons que

AP(Q) < AP(B) +e,

alors il existe une fonction 7(¢) dépendant de vol(Q2),vol(9€2) et du rayon
de B telle que Q) est 7(e)-Hausdorff proche de B.

Un des éléments de la preuve du théoreme 0.2 est de montrer
que la premiere fonction propre du domaine considéré est proche de la
fonction propre correspondante dans le cas modele. Nous avons regroupé
ces résultats dans la premiere partie de cet article. Dans la deuxieme partie,
nous démontrons un résultat de stabilité plus faible que le théoreme 0.2
mais ou ’hypotheése sur la convexité est remplacée par une hypothese
(plus faible) de courbure moyenne du bord positive (théoréme 2.4). Nous
utilisons ensuite ce résultat pour démontrer dans une troisieme partie le
théoreme 0.2.

1. Résultats préliminaires.

DEFINITION 1.1. — On note M,, l'ensemble (des classes d’isomé-
trie) des variétés riemanniennes connexes, compactes, de dimension n dont
la courbure de Ricci vérifie Ric > (n — 1)g.

Soit p > 1 un nombre réel et h appartenant & L?(M). On note

1 v
= | — p
11z (VOIM/MIM dm) .

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



356 Jérébme BERTRAND

On utilisera la définition usuelle pour la norme L°°.

On notera 7(€), 7(€),n(€), etc ... de maniere générique, toute quantité
positive ne dépendant que de € et de la dimension n de la variété, dont la
limite quand € tend vers 0 est 0.

Dans la suite, on suppose que la premiere fonction propre de Dirichlet
sur un domaine €2 est normalisée par

(1) sup f = 1.
Q

1.1. Formule de Reilly.

Les fonctions propres de la spheére canonique S™ de valeurs propres
A1(S™) = n vérifient I’équation
(2) Hess f 4+ fcan =0
avec can la métrique canonique de la sphere. Il en est de méme pour
la premiere fonction propre de Dirichlet d’un hémisphere. C’est une
conséquence du lemme suivant (nous renvoyons a [7] pour plus de détails).

LEMME 1.2. — Soit f une fonction propre associée a la premiére
valeur propre non nulle A1 (M) d’une variété riemannienne compacte (M, g).
Soit 2 un domaine nodal de la fonction f alors

AT (Q) = Mi(M)

et la premiére fonction propre du domaine est la restriction de f a €.

REMARQUE 1.3. — On peut définir la premiére valeur propre de
Dirichlet méme lorsque le bord du domaine n’est pas régulier.

Sous les hypotheéses du théoreme 0.2, la norme L? du membre de
gauche de 1’équation (2) reste petite. Cette estimation sur le hessien de la
premiere fonction propre est une conséquence d’une formule due a R. Reilly
[16].

LEMME 1.4 (Formule de Reilly). — Soit (M™,g) une variété rie-
mannienne compacte éventuellement a bord lisse OM . Pour toute fonction
f appartenant a C>(M), on a

@) [ 1HesspP— [ (ap?+ [ Rie(vrvs)

2/8M<VBM(%>7VOM]¢->/aMH(g_-l]j)2/aMH(v8Mf’v8Mf)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN 357

ot M = M UOM, VoM désigne le gradient pour la métrique induite par
g sur OM, ou la courbure moyenne H est la trace de la seconde forme
fondamentale définie parI1(X,Y) = —g(Dxn,Y) avec ) la normale unitaire
rentrante et ou le membre de droite est nul si la variété est sans bord.

On déduit de la formule de Reilly le

LEMME 1.5. — Soit (M™,g) une variété riemannienne compacte
(respectivement & bord, dont la courbure moyenne du bord est positive
ou nulle) dont la courbure de Ricci vérifie Ric > (n — 1)g. Notons A la
premiére valeur propre non nulle (respectivement de Dirichlet) et soit f
une fonction propre associée a cette valeur propre. Supposons que cette
valeur propre vérifie

n<A<n+te

pour 0 < € < 1, alors il existe une constante C(n) telle que

|| Hess f + fgllr2 < C(n)e? || f]| L2

Preuve. — La formule de Reilly appliquée a f donne

/M [ Hess fI7 - /M(Af)2 - /M Ric(VS V) == /aM " (%>2

En utilisant ’hypothese sur la courbure de Ricci et sur la courbure moyenne
du bord OM, il vient

/\Hessf|2+((n—1))\—)\2)/ f?<o.
M M

On écrit ensuite le terme Hess f sous la forme Hess f = (Hess f + %fg) —
% fg. Le premier terme étant de trace nulle, les deux termes sont orthogo-
naux pour le produit scalaire usuel sur L?(M), 'hypothese sur A permet
alors de conclure. O

Un résultat du & J. Cheeger et T. Colding ([8], théoréme 2.11) permet
de déduire des informations géométriques de cette inégalité sur le hessien.

LEMME 1.6 ([8]). — Soit (M,g) un élément de M,,. 1l existe des
constantes ne dépendant que de n notées C(n) et C(n) telles que pour tout
ouvert Uy et Uy de M et pour toute fonction continue f sur M, on a

T o (/01 (0 70,)(0) + (F 0920t ) dacy

1
(4) <) (Vol Uy + V011U2) /M [ Hess(f) + fg|2.

TOME 55 (2005), FASCICULE 2




358 Jérébme BERTRAND

On obtient dans le cas particulier ou U, et Us sont deux boules
géodésiques de rayon r

1 ' 1 2
W/UU (/O (£ 0 )" (8) + f 0 Yay (B)] dt) dady
©) < S ess() + fal

ou V(r) désigne le volume d’une boule géodésique de (S™, can) de rayon r.

REMARQUE 1.7. — La notation U; x Us désigne en réalité le sous-
ensemble de mesure pleine de ce produit, constitué par les couples (z,y)
admettant une unique géodésique minimisante les reliant (notée vy, ). Soit
W un ouvert de M tel que toute géodésique minimisante dont les extrémités
appartiennent a Uy x Uy est contenue dans W. On peut remplacer dans (4),
Sy | Hess(f)+ fgl? par [, |Hess(f)+ fg|?, c’est ce que nous ferons lorsque
nous utiliserons ce résultat pour une fonction propre sur un domaine )
d’un élément de M,,.

Preuve. — Ce résultat est une application directe du théoreme 2.11
de [8] & la fonction | Hess f+ fg|?, en remarquant que pour toute géodésique
v paramétrée par longueur d’arc, on a

[(f o) (t) + (f o )(t)|* < [Hess f + fg|*(7(t)).
O

En appliquant le lemme 1.6 a une fonction f vérifiant les hypotheses
du lemme 1.5 pour des boules B; et B de rayon r(€) convenable (supposons
que r(e) vérifie 7o) S ez et que ||f||z2 < 1), on déduit du lemmel.5
I'inégalité

(6)

1 d(z,y) Y ) 5 )
< 2.
BT f o 10709 ) f 0y 0Pty < Cnye

Notons

d(z,y) L
C= {(x,y) € By x Bz;/ (0 ay)" (£) + f 0 Yay (£)dt < 62} :
0

On déduit de (6) 'estimation (inégalité de Byenaimé-Tchebitchev)

vol(C) > (1 - é(n)e%) vol(By x Bo).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN 359

Pour € assez petit, ’ensemble C' est donc non vide et on en déduit 'existence
de couples (z,y) appartenant a B; x By pour lesquels fo~,, vérifie presque
la méme équation différentielle que dans le cas de la sphere canonique. On
peut ensuite par des méthodes classiques comparer f o 7, & une solution
correspondante sur la sphere en fixant des conditions au bord a l’aide du
lemme suivant.

LEMME 1.8. — Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0, ] avec
I < w. On suppose que fol Z2(t)dt < € et que v est solution de v” +v = Z
avec [v(0) —a| < n et |v(l) —b|] < n. Il existe une constante positive C' telle
que pour tout ¢ dans [0,1],

[v(t) — tiap(t)] <

sin(l) (e +n)

et

[ (8) = )] < e+ )

ol Ug,p, est la solution de w” +u = 0 sur [0, ] vérifiant les conditions initiales
u(0) = a et u(l) = b.

On peut également fixer des conditions de Cauchy (pour une démons-
tration des lemmes 1.8 et 1.9, nous renvoyons a [5]).

LEMME 1.9. — Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0, ] avec
I < w. On suppose que fol Z%(t)dt < € et que v est solution de v” +v = Z
avec [v(0) —al < n et |v'(0) —b| < n. Il existe une constante positive C' telle
que pour tout t dans [0,1],

[v(t) = uap(t)] < Cle+mn)
et
V() — g (1) < Cle+ 1),

ol Ug,p, est la solution de u” +u = 0 sur [0, ] vérifiant les conditions initiales
u(0) = a et v/'(0) = b.

Pour contréler les conditions initiales de I’équation différentielle dans
le lemme 1.9, nous aurons besoin d’une estimation qui prouve que la norme
du gradient d’une fonction propre sur les domaines considérés, reste petite
au voisinage des points réalisant les extréma de la fonction propre. Cette
estimation est du type de celles obtenues par P. Li et S.T. Yau [14].

PROPOSITION 1.10. — Soit (M,g) un élément de M, et Q un
domaine régulier de M dont la courbure moyenne en tout point du bord

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



360 Jérébme BERTRAND

0N est positive ou nulle. Soit f la premiére fonction propre de Dirichlet sur
Q, que 'on suppose normalisée par (1). Alors pour tout x dans 2,

VA1) AP = (),

IV fllzee < /AP ().

Preuve. — Commengons par quelques remarques sur f. On note ()
la normale intérieure unitaire en x apppartenant a 0€2. En appliquant le
principe du maximum fort & —f, on en déduit pour tout x dans 0f2,

of
on
Par conséquent en tout point x dans 0f2
Vf
n(x) = i
Donc pour X, Y appartenant a 7,0

en particulier

=-(x) >0,

().

I(X,Y) = Hess f(X,Y).

IVfI( )

On en déduit 'expression suivante de la courbure moyenne,

H(x) Hess f(e;, e;),
= 77 Z 7

avec (e;)1<i<n—1 une base orthonormée de T,09. Par continuité, pour x
appartenant & 92, Af(x) = AP(Q)f(x) =0, d’ou

H(z) = Hess f(n(z), n(z)).

L
IV fI(x)

En particulier, pour tout & dans 99

(7) Hess f(n(x),n(x)) = 0.

Passons maintenant a la démonstration du lemme. On introduit la fonction
V£I?

B—r

avec 3 > 1 un réel fixé. Par compacité, il existe zg tel que F(x) = supg F.

F:

Supposons tout d’abord que xg appartient a 9€2. Dans ce cas, par le principe
du maximum, on doit avoir I’estimation
oF
—(x9) < 0.
an ( 0) B

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN 361

Calculons %—5(:60).
OF _ADYEVE) 21|V 125 (y)
T B B -2
Or, au point xg )
20IVIPG
B-=f22 7

puisque f vérifie les conditions de Dirichlet sur le bord.

Montrons que le premier terme est positif ou nul en zy (dans ce qui
suit, n désigne n(xo)).

(DyVf,Vf) = Hess f(n,Vf)
(D V[,V f) = [V f|Hess f(n,n).

Donc par (7),
(DyV £,V f)(xo) 20

et par conséquent
oF

8 —— =0.
0 o (z0)
On déduit de (8) et du principe du maximum fort I'inégalité

Calculons maintenant le laplacien de F'.

_d(VIP) | 2V

S I CEF R
D’ou
Hess(|V f|? 4
Hess F' = e;bﬂ szf| )—|— @ _J;Q)Qd(VﬂQ)@df
2V TRk 27|V
Pt O VT st
On en déduit
ANV o gy VISPV
R AR R e A oy R R
2V LA
-7

En particulier, en un point y appartenant a 02

AV 2Vl
B g

9) AF(y)

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



362 Jérébme BERTRAND

Or, d’apres la formule de Bochner
1 .
S A(VFI?) = —|Hess f|* = Rie(Vf, Vf) + AT (Q)|VF I,

puisque f est une fonction propre de valeur propre AP (Q). Par hypothese
sur la courbure, on en déduit
A(IVF?) S 207 (Q)IVF1?,

que l'on injecte dans (9) pour obtenir

(10) AF(y) <2 (Ag(mIVﬂfl - |V5J;| > .

En appliquant (10) au point xg, on en déduit puisque F'(zo) = 0,
F(z) < AP (9),

d’on 'estimation en faisant tendre (3 vers 1.

Nous renvoyons & [14] pour le cas ou g appartient a €. a

2. Domaines & courbure moyenne positive.

2.1. Approximation de Hausdorff et sinus produit tordu.

Pour estimer la distance de Gromov-Hausdorff entre deux espaces
métriques, nous utiliserons des e-approximations de Hausdorff dont nous
rappelons la définition ci-dessous.

DEFINITION 2.1 (e-approximation de Hausdorff). — Soit (X, d) et
(Y, 0) deux espaces métriques compacts. Une e-approximation de Hausdorff
de X dans Y est une application non nécessairement continue ¢ : X — Y
telle que
#(X) est un € réseau de Y

et pour tout x,x' dans X

|d(z, ") — 6(¢(2), p(2"))] < e.

Lorsqu’il existe une e-approximation de Hausdorff entre deux espaces
métriques, la distance de Gromov-Hausdorff entre ces deux espaces est
majorée par 5e [11].

Les espaces modeles apparaissant dans nos résultats de stabilité sont
des espaces de longueur modelés & partir de la sphére canonique (privée de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



STABILITE DE L’INEGALITE DE FABER-KRAHN 363

deux points antipodaux) décrite en coordonnées géodésiques par rapport
a un point, appelés sinus produit tordu dont nous rappelons également la
définition.

DEFINITION 2.2. — Soit (N, ) un espace de longueur de diamétre
inférieur a m, on appelle sinus produit tordu, I'espace de longueur ((0,7) X
N, d) ot la distance d est définie pour (t,x),(s,y) dans (0,7) x N, par
(11) cosd((t,x),(s,y)) = cosscost + sin ssint cosd(z,y).

Par définition de la distance, les sous-ensembles de la forme (0, a) x N
avec a < 7§ forment des parties convexes de ((0,7) x N, d). Par analogie
avec le cas de la sphere, on appellera hémisphere d’un sinus produit tordu
la partie (0,%) x N. Cette propriété de convexité est presque conservée
dans les résultats de stabilité que nous avons obtenus. Pour préciser cette

notion de presque convexité, nous avons besoin de la définition qui suit.

DEFINITION 2.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte.
Soit x appartenant a M et r un réel positif. On note d*" la distance induite
par la métrique riemannienne sur la boule géodésique B(x,r).

2.2. Enoncé des résultats.

Dans cette partie, nous démontrons le

THEOREME 2.4. — I existe des fonctions n(e) et 7(¢) telles que,
pour tout élément (M, g) de M,, et pour tout domaine régulier ) de M,
dont la courbure moyenne H est positive ou nulle en tout point du bord,
dont le volume vérifie vol 2 < % vol M et dont la premiere valeur propre de
Dirichlet vérifie

A(Q) <n+e,
alors il existe xo dans §) tel que Q2 contient B(xq, 5 —n(e)) et
vol(Q\ B(zg,7/2 —n(e))) < 7(€).
De plus, il existe un sinus produit tordu ((0,7) x N,d) tel que
dan (M, dy), ((0,) x N,d)) < 7(€)

(avec dg4 la distance induite par la métrique riemannienne) et

don((3(a0 o)), (0.2) 20a)) < 0

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



364 Jérome BERTRAND
2.3. Démonstration du théoréme 2.4.

Dans le prochain paragraphe, nous démontrons que le domaine €2
contient une boule de rayon proche de 7. Dans le paragraphe suivant, nous
montrons a ’aide d’un résultat de J. Cheeger et T. Colding, qu’il existe une
approximation de Hausdorff de la variété ambiante dans un sinus produit
tordu et que 'image de ) par cette approximation contient une partie qui
est Hausdorff proche d’un hémisphere du produit tordu. Dans le dernier
paragraphe, nous démontrons une propriété de presque convexité (14).
Dans la suite, on note f la premiere fonction propre de Dirichlet sur le
domaine 2, normalisée par (1) et zo un point de € tel que f(zo) = 1.

2.3.1. Q contient une boule de rayon presque égal a 7.
Soit © un domaine régulier de (M, g) vérifiant les hypotheses du
théoreme 2.4. Notons d la distance de zy au bord 0. Par définition, la

boule B(zg,d) est contenue dans 2. L’hypothese 3’;’11]8[ < % implique par le

théoréme de Bishop-Gromov, d < 3.

LEMME 2.5. — Soit ©Q un domaine régulier de (M, g) vérifiant les
hypothéses du théoréme 2.4. Alors il existe une fonction n(e), telle que pour
tout domaine Q) et tout (M, g) vérifiant les hypothéses ci-dessus, on a

B (zo, g - 77(6)) c Q.

Preuve. — Sous ces hypotheses, on a par le lemme 1.5

|| Hess f + fgl|z2 < C(n)e?.
La premiere étape consiste a appliquer le lemme 1.6 sur des boules telles,
qu'une géodésique minimisante ayant ces extrémités dans celles-ci, soit
contenue dans Q. Soit y appartenant & 99 tel que d(xg,y) = d(zg,dQ),
~ une géodésique minimisante reliant xg & y et r(e) un réel positif tel que
ToE@y S €2 (V(r) est le volume d’une calotte sphérique de rayon r de ™).
Considérons z appartenant a v tel que d(y, z) = 3r(e) et By = B(xo,7(€)),
By = B(z,7(€)). Toute géodésique minimisante ayant ces extrémités dans
By et Bs est nécessairement contenue dans (2. En effet, par U'inégalité
triangulaire et pour tout (u,v) dans By X By, on a

d(u,00) > d—r(e) et d(u,v) < d—r(e).
Le lemme 1.6 appliqué a B; et By donne

v o N
vol(B; x Bs) /Bm% (/0 [(f ©Yuw)" (t) + f (Vo (1))] dt)d dv < C(n)ez.
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L’étape suivante consiste a appliquer le lemme 1.9. Pour cela on estime
les conditions initiales vérifiées par f o ,,. Par choix de la normalisation,
f(zg) =1 et par la proposition 1.10, pour tout z dans €,

(12) VfP(2) < (n+ )1 = f*(2)),

donc, pour tout u dans Bj et pour tout v, (f o 7y,)"(0) est presque égal &
0. L’équation (12) entraine également 1’estimation

IVfllpe < VR e

On déduit de cette inégalité et du lemme 1.9, 'existence d’une fonction
7(e) telle que pour tout v dans By,

(13) | f(v) = cosd(zg,v)| < 7(€)

(le lemme 1.9 permet d’établir le résultat ci-dessus sur un sous-ensemble de
mesure presque égale a celle de la boule Bs, ’estimation sur la norme L* du
gradient de la fonction f permet de conclure). En appliquant l’estimation
(13) avec v = z, on en déduit par définition de z, I'existence d’une fonction
n(e) telle que

ce qui conclut. |

2.3.2. Propriétés de la variété ambiante.

Commencgons par remarquer que sous les hypothéses du théoreme 2.4,
le diametre de la variété ambiante est presque égal a m, précisément on a
le

LEMME 2.6. — Sous les hypothéses du théoreme 2.4, il existe une
fonction 7(€) telle que, si 'on note d, = sup,; d(xo,y) (ol xg est tel que
f(xo) = 1), alors

dyy = m—7(€).

Preuve. — Par le lemme 2.5 et par hypothese sur le domaine €2, on
a l'inégalité

m 1
Z_ < = .
volB(a:o, ) n(e)) <3 vol(M)

On déduit du théoreme de Bishop-Gromov et par définition de d,, 'inéga-

lité
V(Z —nle)) - vol(B(zo, 5 —n(e))) < 1
V(de) © volBlaod) 2
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(V(r) désigne le volume d’une boule géodésique de rayon r de la sphere
canonique) ce qui conclut. a

On déduit en particulier de ce lemme (& l'aide d’une estimation de la
fonction << excess >> due a K. Grove et P. Petersen ([13], lemme 1) que
le volume relatif de toute boule de centre x( est presque égal au volume
relatif d’une boule de méme rayon dans la sphere, par conséquent on a le

COROLLAIRE 2.7. — Sous les hypothéses du théoréme 2.4, il existe
une fonction 7(¢€) telle que

vol (Q \ B(mo, g - n(e))) < 7(e).

D’autre part, un résultat de J. Cheeger et T. Colding ([8], théoréme
5.12) montre que sous ces hypothéses la variété ambiante est proche, pour
la distance de Gromov-Hausdorff, d’un sinus produit tordu.

THEOREME 2.8 ([8]). — Il existe une fonction 7(€) telle que, pour
tout élément (M,g) de M, pour lequel il existe x dans M vérifiant
sup, e d(w,y) = 7 — ¢, I'application

¢z (M,g) — ((0,m) x N,d)
z o (d(z,2),p(z))
est une 7(€)-approximation de Hausdorff, avec N une sphére géodésique de
M de centre x munie de sa distance intrinséque, d la distance définie par
(11) et p(z) tel que d(z,p(z)) = d(z, N).

Par conséquent, sous les hypotheses du théoreme 2.4, 'application
¢z, est une 7(e)-approximation de Hausdorff (lorsque M est muni de la
distance induite par la métrique riemmannienne) et ¢, (B(xo, 5 —1(€))) =
(0,5 —n(e)) x N. Pour terminer la preuve du théoreme 2.4, il reste a
démontrer que la boule B(xg, 5 — n(e)) est presque convexe, c’est-a-dire
que

1) by (B(aos T = afe) o 172) . ((0,3) x Na)

est une 7(e)-approximation.
2.3.3. Propriété de presque convexité.
Pour démontrer la propriété (14), il suffit d’établir la

PROPOSITION 2.9. — Sous les hypothéses du théoréme 2.4, il existe
des fonctions a(e) et 7(e) telles que pour tout u,v dans B(x, 5 — a(e)),

d*o T D2 (,0) < dy(u,v) +7(e),
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ol dg est la distance induite par la métrique riemannienne g sur M.

Preuve. — D’apres le lemme 2.5, 2 contient la boule B(zq, § —7(e€)).
Nous allons montrer que pour «(e) (= n(e)) bien choisi, il existe une
fonction r(e) telle que pour tout u,v dans B(xo, 5 — «(e)), il existe @,
vérifiant d(a,u) < r(e) et d(d,v) < r(e) tels que

m—al(e)

(15) d* = (a,0) = d4(a,v),

ce qui démontrera la proposition.

Pour démontrer 1’égalité (15), nous aurons besoin du lemme suivant
(nous renvoyons & [4] pour une démonstration).

LEMME 2.10. — 1II existe une fonction 7(€) telle que pour tout
élément (M,g) de M,, pour lequel il existe x appartenant & M tel que
sup,ep d(7,y) = 7 — €, il existe un vecteur (a;(z))i<ick appartenant a
SF-1 tel que

k
(16) | cos d, — Zai(m)fiHLoo < 7(e),

ou d, est la fonction distance a x, (f;) est une famille orthogonale de
fonctions propres associées aux valeurs propres (\;(M))1<i<k, normalisées
par stz [ar [7 = i et k= max{i € N; \j(M) < n+/e}.

REMARQUE 2.11. — L’entier k est supérieur ou égal a 1 d’aprés [9].
S. Gallot a montré dans [10] (proposition 2.4), qu’il existe une constante
positive C'(n) telle que pour tout élément (M,g) de My, Apyo(M) >
n + C(n). Par conséquent, on peut supposer k < n + 1 dans le lemme
précédent.

Notons f = Zle ai(z)f;. Le lemme 1.5 implique l'existence d’une
fonction 7(e€) telle que

(17) H Hess (iai(:c)fi) + (zk:ai(x)fi)g‘

L2 < 7(e).

Par conséquent, en appliquant les lemmes 1.6 et 1.8 & la fonction f, on en
déduit D'existence de fonctions r(e), R(e) et 7 (e) pour lesquelles on a la
propriété suivante :

Pour tout w,v dans M tel que R(e) < d(u,v) < m — R(e), il existe @,
admettant une unique géodésique minimisante y les reliant et vérifiant
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d(u, ) < r(e), d(v,?) < r(e), tels que

- in(l —t in(¢

Ft)) — <cos d(z, a)% + cos d(x,a)ZEEli) ‘ < nie),

pour tout ¢ dans [0,!], avec | = d(@,?). On déduit alors de l'inégalité (16)
Pexistence d’une fonction 75 (¢) telle que

cosd(x,v(t)) = (cos d(x,ﬂ)%(l)t) + cos d(x,ﬁ)%) — 7o(e).

Puis, en remarquant que Sisnig(;)t) + :28 > 1, on en déduit que pour tout ¢

dans [0, 1],

cosd(x,v(t)) = min (cos d(z, @), cos d(x, D)) — T2(€),

ce qui permet d’établir (15) et termine la démonstration. O

3. Domaines géodésiquement convexes.

Dans cette partie, nous démontrons le théoreme 0.2. Rappelons que
la seconde forme fondamentale (et par conséquent la courbure moyenne)
du bord d’un domaine régulier géodésiquement convexe est positive ou
nulle. Par conséquent, la démonstration du théoreme 0.2 se déduit du
théoreme 2.4 et de la proposition qui suit.

PROPOSITION 3.1. — Il existe une fonction R(¢) telle que, pour tout
domaine régulier géodésiquement convexe Q d’un élément (M, g) de M,,,
vérifiant

vol(f2) 1

<_ t)\DQg ’
ol S AT Snte

on a, en conservant les notations du théoreme 2.4, I'inclusion

Q C B(xo, g + R(e)).

Preuve. — On conserve les notations de la deuxiéme partie, xg
appartient a Q et vérifie f(xg) = 1, y appartient & 9 et vérifie d(zo,y) =
d(zg,090) et

m
Z = (0 < d(zo,y) <

vl 3

Traitons d’abord le cas des points de 92 qui sont loins de y. Soit m
appartenant a 9{2 et supposons que m vérifie

m=d(m,y) > 7 — p,
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pour g positif petit. Dans ce cas, il y’a presque égalité dans l'inégalité
triangulaire ci-dessous ([12], Lemme 1), précisément il existe une fonction
7(p) (indépendante de zg) telle que

d(m, o) + d(xo,y) < d(m,y) + 7(u),
d’ou

d(m. z0) < 5 +7(n) +n(e).

Par conséquent, on peut dans la suite de la démonstration, ne considérer
que les points m de 99 qui vérifient

d(m7 y) ST— 1
avec p petit qui est défini ci-dessous.

Supposons maintenant qu’il existe un point z de 9 tel que
T
(18) (o, 2) > 2 +6(e)
et
d(y,2) <7 —p
€

avec = 0(e) + 6r(e) (ol r(e) est tel que To@y S €'/,

Nous allons montrer que pour 6(e) convenable, on obtient une contra-
diction. Pour cela, on montre qu’un point P situé a mi-distance entre z et y
contient un voisinage ouvert dont on peut minorer le volume (22). On peut
ensuite grace aux résultats de la premiere partie, estimer la valeur de f
en P, en fonction de la distance d(zg, P). On obtient la contradiction sou-
haitée en estimant d(xg, P) a l’aide de la 7(€)-approximation de Hausdorff

Dag -

Notons z’ un point appartenant & une géodésique minimisante reliant
Zo & z et tel que d(z, z') = r(e€), définissons de maniére analogue y’ vérifiant
d(y,y’) = 4r(e). Notons d; = d(y', z’). On déduit de 'inégalité triangulaire

dy > d(l’o, Z) - d(x()v y) + 37‘(6),
ce qui entraine par (18) et comme d(zg,y) < 7/2,

d1 > 9(6) + 37’(6).

Soit deux réels s, S positifs, p appartenant a M et ' une partie
mesurable de S,(M) la sphére unitaire tangente en p. On note

AL g(p) ={ra(t);i €T et t € s S]}

-Tr .
et A, ¢ 'ensemble correspondant sur la sphere.
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A Daide de I'inégalité triangulaire, on montre

(19) B(yl7 ’I"(E)) C Aglfr(e),d1+r(e) (Z/) C B(y/7 BT(E))7
avec I' la trace sur S,/ (2) de B(y',r(e)). Par construction, la boule
B(y’,3r(€)) est contenue dans 2. Par conséquent, en utilisant la convexité
de , on en déduit
r /
Al 0,8 400F) €&

Estimons maintenant le volume de A, o4 +r(€)(z’). Soit s, 5,7, R
2 172
des réels vérifiant 0 < s < S, 0<r < R, s <r, S < R et pdans M. Le

théoreme de Bishop-Gromov implique

vol(A% 5(p) _ vol(A, )
vol(AL 1 (1) ™ vol(AL )

Donc, on a en particulier

(20)

—I
VOl(Ady iy a1 y(c))

vol (Alf;_l_,-(e),d—wr(e)(z/)) > vol(Ag, (o) dy r(of? —T
2 E VO](Adl—T(E),d1+T(€))

Sur la sphere canonique, on a 1’égalité

r F+r(e) 1

_ 5 somn—

VOI(AdTl—r(e),dTl+r(s)) _ %—r(e) St (t)dt
—I - di+r(e) . p— :

Vol(Ay, ey tr(e) dll_r(i)) sin ! (¢)dt

Par conséquent, en remarquant que pour tout ¢ dans [0, 7],
s n—1t
sin" 7 (5) 1

sin""L(t) T 2n-

(21)
on en déduit en intégrant

T
VOI(A% —r(e), d71 +'r‘(e)) S i

"

-7
VOI(Adl—r(e),dl—i-r(é))
D’ot, par (19) et (20)

1
r ! > / )
(22) vol (4%, () = 57 volB,7(e))
Par choix de 7(¢), on déduit des lemmes 1.5 et 1.6 (en notant A =
Ay a0 (2)
3 —r(e), F+r(e)

! ' " 2
TBETT Jumatonnty Uy 102 O+ Tt

< C’(n)e%.
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Par conséquent, comme x( est un point ou f réalise son maximum, on en
déduit, comme dans la preuve du lemme 2.5, qu’il existe une fonction 7/(¢)
telle que, pour tout v appartenant a A,

(23) |f(v) — cosd(zo,v)| < 7/(€).

Nous allons maintenant estimer cosd(zg,v) pour v appartenant & A
fixé, en utilisant la 7(e)-approximation de Hausdorff ¢,, du théoréme 2.8.
Notons T,7,Z et U I'image des points xg,y’, 2z et v par ¢.,, ces points
vérifient & 7(e) pres les mémes relations métriques que les points x, 3/, 2’ et
v. Par définition de 'application ¢4, et de la distance sur le produit tordu
(0,7) x N, on peut, pour estimer la distance de T & v, supposer que l'on
est sur la sphere canonique (voir la remarque 1.47, page 196 de [8]).

Afin d’estimer la distance d(Z,v) sur la sphere canonique, on suppose
dorénavant que les quantités 79-8 , 70((:)), 28, ;EZ)
tend vers 0, de sorte que les termes 7(¢€), 7/(€), n(
devant 6(e), cela assure également que cos(

puisque, & des termes négligeables pres, on a

tendent vers 0 quand €
) et () sont négligeables
,g)) n’est pas trop petit,
(z,7) < m— 0(e). Sur la
sphére canonique et en utilisant ’hypothése (18), un calcul montre qu’il

=
NN

QN

existe un réel C' > 0 tel que

d(z,7) > g +CO(e).

Par conséquent

d(z,v) = = 4+ CO(e) — 7(e).

7r
2

A Taide de (23), on en déduit
f(v) < cos (g + Cl(e) — T(G)) +7'(€)

et donc quitte & supposer 6(¢) assez grand

f(v) <0,

ce qui est absurde. |
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