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D-MODULES ARITHMETIQUES SURCOHERENTS.
APPLICATION AUX FONCTIONS L

par Daniel CARO (*)

Introduction.

Soient X un C-schéma lisse, D le faisceau des opérateurs différentiels
sur X et € un Dx-module a gauche cohérent. En notant, pour tout
entier n, Dx , le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre < n, ceux-ci
constituent une filtration canonique du faisceau Dx. L’anneau commutatif
gradué associé sera désigné par gr Dx. Il existe alors une bonne filtration
de &, i.e., telle que le gradué associé gr & soit gr Dx-cohérent. De plus,
on vérifie que la dimension du gradué gr € est indépendante du choix de
la filtration. Par définition, £ est holonome si et seulement si, soit £ = 0,
soit dimgr £ = dim X, cette égalité étant notée (*). De plus, le fait que €
soit holonome équivaut & la propriété suivante notée (**) : pour tout
morphisme lisse f : X’ — X, pour tout diviseur Z’ de X', RL,, f*€ est un
complexe de Dx/-modules & gauche & cohomologie cohérente {(cela dérive
de [BGK], VIL,10.7). Enfin, il est important de rappeler que les complexes
de Dx-modules & gauche & cohomologie bornée et holonome forment une
catégorie de coefficients stable par les cing opérations cohomologiques de
Grothendieck suivantes ®, fi, f*, fi et f' ainsi que par le foncteur dual
Dx-linéaire, le produit tensoriel externe et le foncteur cohomologique locale
(pour le bifoncteur Homoey,, il faut de la régularité).

Passons maintenant & la caractéristique p. On désigne par V un
anneau de valuation discréete complet d’inégales caractéristiques (0, p), on

(*) L’auteur a bénéficié du support du réseau européen Arithmetic Algebraic Geometry
(HPRN-CT-2000-00120) ainsi que de celui de ’Université de Sydney.

Mots-clés : D-module — Fonctions L - Foncteur cohomologique local — Holonomie —
Morphisme de Frobenius.

Classification math.: 14F30 - 14F10 — 14G10 - 11G25.



1944 Daniel CARO

note K son corps de fraction, m son idéal maximal et k son corps résiduel,
supposé de caractéristique p. Soit X un k-schéma lisse que I'on suppose
relevable en un V-schéma formel lisse X. On sait que, pour tout nombre
premier ¢ différent de p, les Q,-faisceaux constructibles forment aussi une
catégorie de coefficients stable par les six opérations cohomologiques de
Grothendieck (& savoir ®, Hom, f., f*, fi et f'). Cette cohomologie
est appelée cohomologie ¢-adique. Afin de batir une bonne cohomologie
p-adigue, i.e., une catégorie de (Qp-faisceaux stable par les six opérations
cohomologiques de Grothendieck, I'idée de Berthelot est, en s’inspirant de la
caractéristique nulle, d’élaborer une théorie des D x -modules arithmétiques.

Plus précisément, en construisant le faisceau D;Q des opérateurs
différentiels d’ordre infini et de niveau fini sur X (que ’on peut voir comme
le complété faible tensorisé par Q du faisceau des opérateurs différentiels
usuels Dx), Berthelot a défini la notion de ’D;Q-modules (toujours a
gauche par défaut).

Il est en outre parvenu & définir ’holonomie (notamment en démon-
trant analogue du théoréme de Kashiwara et en procédant a une descente
sur le niveau par Frobenius) de maniére analogue a celle de (*). Enfin,
il conjecture (cf. [Ber6], 5.3.6.) que la catégorie des complexes de ’D;Q-
modules a cohomologie bornée et holonome constitue une catégorie de
coefficients stables par les cing opérations cohomologiques de Grothendieck
®, fv, ft, fi et f' ainsi que par le foncteur dual, le produit tensoriel
externe et le foncteur cohomologique locale. En fait, il ne reste qu’a
prouver sa stabilité par foncteur cohomologique local (pour les courbes,
cela a été prouvé [Ca3]) et par image directe par un morphisme propre.
Le manque de stabilité par foncteur cohomologique local représente un
obstacle pour définir les fonctions L associées aux complexes de Dx-
modules arithmétiques holonomes.

Aussi, afin de bénéficier dés a présent d’une catégorie de coefficients
suffisamment stable par opérateurs cohomologiques et remplagant celle des
complexes de D;’Q-modules a cohomologie bornée et holonome, dans cet
article, on arrive a la notion de Dx-modules arithmétiques surcohérents,
en demandant & un D;,Q-module cohérent de vérifier la propriété ana-
logue & (**). Un premier exemple important de D; g-modules surcohérents
est donné par les F-isocristaux unités surconvergents (cela résulte de la
cohérence différentielle de ceux-ci [Cad]). On remarque que ’holonomie
de ces derniers reste toujours conjectural. Dans un prochain article, on

étudiera de fagon plus approfondie les liens qui existent entre les Dx-
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modules arithmétiques et les F-isocristaux surconvergents (voir [Cal]).

Rappelons que Berthelot énonce une conjecture [Ber6], 5.3.6.D, qui
implique celle de la stabilité de I’holonomie par foncteur cohomologique
local. On établira que cette conjecture [Ber6], 5.3.6.D, entraine que les
notions de surcohérence et d’holonomie sont identiques (voir 3.1.2.7). La
surcohérence se préservant par image directe par un morphisme propre,
la conjecture [Ber6], 5.3.6.D, entraine qu’il en est de méme de ’holonomie
(conjecture [Ber6], 5.3.6.A). La conjecture [Ber6], 5.3.6.D, implique donc
toutes les autres conjectures sur la stabilité de I’holonomie.

Voyons maintenant le contenu des trois parties de cet article.

Tout d’abord, afin de pouvoir étudier la surcohérence, on établira
les propriétés du foncteur cohomologique local sur les schémas (premiére
partie) puis sur les schémas formels (deuxiéme partie). Pour les schémas
formels, on modifie légerement la définition du foncteur cohomologique local
donné dans [Ber6], 4.4.4. Ce changement permet notamment d’obtenir
sa commutation avec I'image inverse et 'image directe d’'un morphisme
quelconque, ce qui reste une question pour les schémas (dans la premiere
partie, on ne le prouve que pour un morphisme plat), de vérifier le triangle
de localisation de Mayer-Vietoris (2.2.16) et de donner une caractérisation
des ’D;,Q-modules cohérents & support dans un sous-schéma fermé (2.2.9),
ce que l'on peut voir comme 'extension au cas non-lisse de ’analogue du
théoreme de Kashiwara. Enfin, on peut penser que les deux définitions
coincident.

La troisiéme section étudie la surcohérence. Un résultat essentiel,
résultant des propriétés de stabilité de la surcohérence, est la construction
pour un k-schéma séparé et de type fini U (pas nécessairement lisse) de
la catégorie des Dy-modules arithmétiques surcohérents (voir 3.2.10).
En outre, on prouve que la catégorie des complexes de Dy-modules
arithmétiques & cohomologie bornée et surcohérente est stable par image
directe et image inverse extraordinaire de morphismes quelconques de k-
schémas séparés et de type fini {voir 3.2.10).

Pour finir, on en déduira une formule cohomologique des fonctions L
associées aux complexes duaux D-linéairement de complexes a cchomologie
surcohérente et bornée, généralisant d’une certaine maniere celle de Etesse
et Le Stum [ELS1] pour les F-isocristaux surconvergents. Rappelons le role
essentiel que jouent celles-ci dans leur preuve de la conjecture de Katz
concernant la méromorphie et la caractérisation des zéros et pdles unités
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des fonctions L associées aux représentations p-adiques, si celles-ci se
prolongent sur une compactification du schéma de base (voir [ELS2]).

Une partie non négligeable de cet article est tirée de ma these ou
s’inspire de celle-ci. Je tiens & remercier Bernard Le Stum pour l'intérét
qu’il a manifesté pour ce travail, ses remarques et ses conseils qui m’ont été
indispensables.

Notations. — Les indices qc, tdf signifient respectivement quasi-
cohérent et de Tor-dimension finie tandis que D®, Dt et D~ veulent dire
respectivement complexes a cohomologie bornée, bornée inférieurement
et bornée supérieurement. Enfin, si A est un faisceau d’anneaux, les
symboles 94, 4 puis A signifient respectivement .4-module «3 gauchey,
«& droite» puis «a droite ou & gauchey (par exemple, D(YA) indique la
catégorie dérivée des complexes de A-module & gauche). Si cela n’est pas
précisé, un A-module sera un A-module & gauche.

1. Cohomologie locale sur les schémas.

Soient m un entier, S un schéma muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent
(a, b, ), supposé m-PD-nilpotent, Sy le sous-schéma fermé de S défini par a.
On suppose de plus que p est nilpotent sur S et p € a. Enfin, on se fixe un
entier s.

Si X est un S-schéma, on note Xy sa réduction modulo a, X{* le
So-schéma déduit de Xy par le changement de base par le s-ieme itéré
de Frobenius absolu de So et F 5 @ Xo — X§”, le So-morphisme de
Frobenius relatif. Pour donner un sens a la compatibilité a Frobenius,
on supposera que X~ se reléve en un S-schéma lisse X'

Rappelons (voir [Ber2], 2.2.1) que Berthelot construit pour tout entier
positif m le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m et d’ordre < n

sur X, qu’il note D", puis le faisceau DY des opérateurs différentiels

de niveau m et d’ordre fini sur X, réunion des faisceaux D). De plus,
on désigne par Fx (ou plus simplement F™*) le foncteur exact F§ /So (voir
[Ber5], 2.2) qui induit une équivalence de la catégorie des DY,’-modules

dans celle des D' +¥-modules.

Si J est un idéal de Ox et Z le sous-schéma fermé de X correspondant,
on note Pmy,a(J) ou Pzm),a(X) (resp. P, o(3) ou PZ o o(X))
Penveloppe a puissance divisée de niveau m (resp. et d’ordre n) de 7,
compatible 3 o (au sens de [Ber2], 1.4.2 et de [Ber5], Appendice). De

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



D-MODULES ARITHMETIQUES SURCOHERENTS 1947

plus, on désigne par (3™, 3™) le m-PD-idéal de P, o(J), par I m le
n-iéme terme de sa filtration m-PD-adique et par J{™ I'idéal engendré par
les termes de la forme xinl}(m) '~-x7{~nr}(m) avec z; € J™ et doini > n.
Lorsque J est munie d’une m-PD-structure, (Pny.(J), I™) = (Ox,J) et
on écrira simplement J{™mm) et 3™

1.1. Rappels et premiéres propriétés.

Nous rappelons dans cette section la construction de la cohomologie
locale (voir [Ber6], 4.4.4). Nous prouvons ensuite la compatibilité de celle-ci
avec le produit tensoriel, 'extension des scalaires et les limites inductives
filtrantes.

1.1.1. — Sauf mention explicite du contraire, on gardera les notations
suivantes : on désigne par X un S-schéma lisse et par Z un sous-schéma
fermé de X défini par un idéal J C Ox. De plus, on suppose donnée une
Ox-algebre Bx munie d’une action de D;") a gauche compatible a sa
structure d’algebre. On notera

B — Bx 90y DY,

PropositioN 1.1.2. — Supposons que le schéma S soit noethérien.

Alors le faisceau ’P(’;,LW(CJ) est O x-cohérent.

Démonstration. — La proposition est locale. On peut donc supposer X
affine. De plus, comme X est noethérien, J est engendré par un nombre
fini d’éléments z1, . .., z,. On remarque que Py, o(J) est engendré comme

Ox-algtbre par les termes de la forme z; =~ ™. Or, lidéal engendré

(12 {n1} {n-} .
par les éléments de la forme z; ™ ...z, "™ avec 3, n; > n est inclus

dans 3¢ ) Dot le résultat. O

1.1.3. — D’apres [Ber2], 2.3.4 (ii), le faisceau P, o(J) posseéde une
structure de D”-module. De plus, pour tout DYV-module €, on munit
Homoy (Pumy,a(J),E) d’une structure canonique de DY"-module (voir
[Ca2], 1.1.4.1). On rappelle aussi (voir [Ber6], 4.4.4) que la structure de
DEV-module sur Pmy,o(J) vérifie la relation «pour tous entiers n et n’,

pour tout P € DY, et tout 2 € 7 ona Pz e TV Moy Trésulte
de celle-ci que le sous-faisceau

L7V(E) := lim Homoy (Pl,a(3),€)

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1948 Daniel CARO

de Homo, (Puny,a(J),E) posséde une structure induite de DY -module.
Or, le foncteur I'y" est exact & droite et la sous-catégorie de D+(gD§n)) des
complexes injectifs vérifie les conditions d’existence des foncteurs dérivés
droits (voir [Har], 1.5.1). En effet, comme les limites inductives sont exactes
on a le lemme suivant qui découle alors de [Har], I1.3.1 :

LEMME 1.1.4. — Si Z est un complexe acyclique borné inférieurement
de D¢V -modules a gauche injectifs, alors 'y (T) est acyclique.

On en déduit 'existence du foncteur dérivé
RISV : D*(*DY”) — D(*DY"),

que l’on résout en prenant une résolution droite de £ par des ’Dg}m—modules
injectifs. On appellera ce foncteur cohomologie locale & support strict dans Z
de niveau m et d’ordre fini (cf. [Ber6], 4.4.4).

On remarque que ce foncteur RI'Y peut étre défini de maniére
analogue dans DT (Ox).

De plus, celui-ci est fonctoriel en Z. En effet, si Z/ C Z est
un sous-schéma fermé de Z, en notant J' et J les idéaux de Ox
définissant les immersions fermées canoniques, la propriété universelle des
enveloppes & puissances divisées (cf. [Ber2], 1.4.2) nous donne un (unique)
m-PD-morphisme P, ,(J) — P, o(F) qui est aussi un morphisme
de Ox-algebres. On obtient donc un morphisme canonique de foncteurs
RE?) — ]R]:(Zm).

1.1.5. — Soit € un D{™-module. En notant
73(7:71),04(3) Bx ®ox P(m) a(j)
Pim,a(3) = Bx ®0x Pim,a(J),
on vérifie que le sous-faisceau

~(m)

L, (€)= lim Homs, (P, o(3),€)

—
n

de Homg, (P a3 £) posséde une structure induite de ﬁ;}")—module.
Or, d’apres [Ca2], 1.5.14, on a un isomorphisme canonique ’D(m)-hnéaire :

Homo, (Pumy,a(3),E) — Homp, (P, o(3), ).

On en déduit un isomorphisme canonique E(Z’”)(E ) S L‘(Z".”)(E ). Par abus de
notations, on omettra alors le tilde au-dessus de T'.
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ProrosiTiON 1.1.6. — On suppose qu’il existe un entier N tel que
pour tout entier n, le faisceau d’anneaux P(,,,, ,,(J) est de dimension parfaite

inférieure & N. Le foncteur RTS" est alors défini sur D(YDY"). De plus,
si € € DP(UDYY) (resp. D~ (DY), Dac(* DY), Dras(PPY")), on a alors
RLYV(€) € DYDY (resp. D (DY), Docl D), Dt (DY),

Démonstration. — Contentons-nous de prouver le cas le moins trivial,
i.e., celui de la Tor-dimension finie. Il résulte aussitot des hypotheses faites
que pour tout € € Dye(DY”), on a RLYV(E) € Dys(Ox). Or, par le
truchement de la théorie des modules induits (voir [Sai], 1.5.2), on obtient

Pégalité Dyas (DY) = DP(9DEV) N Dyar (Ox). O

ProposiTion 1.1.7. — On suppose que S est noethérien et on se donne
Ee D+(9D§")) (resp. on suppose qu'il existe un entier N tel que pour tout

entier n, le faisceau d’anneaux Py, ., (J) est de dimension parfaite inférieure

a N et on se donne € € D(*DV)). Pour tout objet F € Dyas(*DS"), il
existe dans D (YD) (resp. dans D(?D{")) un isomorphisme canonique
fonctoriel en €, F et Z

RIYV(E) ®% F 5 RIFV(E %, F).

Démonstration. — Le cas nonrespé se traitant de maniére analogue,
on se ramene au cas respé. On aura besoin du lemme suivant.

LemME 1.1.8. — Soient T un DY -module et P un DY -module plat.
Le morphisme Ox -linéaire canonique
L‘(Zm)(I) ®ox P— L‘(ZM)(-’Z ®ox P)
est DV -linéaire.

Démonstration. — Comme P est Ox-plat, on a le diagramme
canonique commutatif suivant

E(Zm) (I) Xox P

E(Zm)(:z'- ®0x P)

Homo (P(m)ya (:‘)’I) Rox P — Homox (,P(m),a(j)’z Box P)’

ou les fleches verticales sont des monomorphismes. Or, d’aprés [Ca2], 1.5.24,
la fleche du bas est D" -linéaire. Comme il en est de méme pour les fleches
verticales, on en déduit le résultat. O
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Prouvons maintenant la proposition. Soient Z une résolution droite
de € par des D{¥-modules RL'JV-acycliques et P une résolution gauche a
degrés bornés de F par des D§"-modules plats. On a alors les morphismes

RV (€)8h, F & LYY (1) ®ox P — L5 (I®0, P) — R[S (TR0, P).

Comme P est un complexe a degrés bornés de DY -modules plats, le
morphisme ERp, P — ZQ0p, P est, d’aprés [Har], I1.4.1, un isomorphisme.
Comme € ®o, P = € ®g, F, on a donc construit la flecche du lemme.

De méme, pour € € D(Ox) et F € Di4s(Ox), en prenant une
résolution droite de £ par des Ox-modules RI'"-acycliques et une
résolution gauche & degrés bornés de F par des Ox-modules plats, on
construit un morphisme dans D(Ox) :

RIY(€) ®%, F — RILTV(E ®p, F).

Comme un D§"-module RI-acyclique est aussi un Ox-module RF'™-
acyclique, et quun D{”-module plat est aussi un Ox-module plat, ce
morphisme s’identifie & celui du lemme (en oubliant la structure de Dx-

module).

Or, comme P(, ,(J) est Ox-cohérent, il résulte du lemme sur
les foncteurs way-out (cf. [Har], II.7.1) que le morphisme canonique
RHomoy (P, o(3),E) ®%, F — RHomoy (Pl o(3),€ @5, F) est un
isomorphisme. En passant & la limite sur le niveau m, on termine la

démonstration. O

QuEsTiON 1.1.9. — Si € € Dy (DYY) et F € DP(IDYY), alors il
existe un isomorphisme O x-linéaire (voir [SGA6], I1.7.6) :

RIS () ®p, F — RLGV (€ @6, F).

Je ne sais pas si celui-ci est ’D;n)—linéaire.

PropositioN 1.1.10. — On suppose qu’il existe un entier N tel que
pour tout entier n, le faisceau d’anneaux P, ,(J) est de dimension parfaite
inférieure & N. Pour tout € € D~ (YD), on a un isomorphisme canonique

dans D(DY™) fonctoriel en Z et €
Bx ®%, RLYV(E) = RLY(Bx &b, £).
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Démonstration. — On remarque que grace a 1.1.6, les complexes
sont bien définis. Construisons d’abord ce morphisme. En résolvant
platement £, on obtient un morphisme €& — Bx ®H@X E. 1l en résulte
d’abord le morphisme RL(£) — RIZV(Bx ®p, £), puis celui-ci
Bx ®, RLZ”(£) - RL7"(Bx ®p, £).

Comme pour tout entier n, le faisceau P, ,(J) est Ox-cohérent,

(m),e
on vérifie (grace au lemme sur les foncteurs way-out [Har], I1.7.1) que ce
morphisme est un isomorphisme. O
1.1.11. — Nous allons maintenant prouver que la cohomologie locale

commute aux limites inductives filtrantes. Désignons par 7 le topos annelé
des DY¥-modules, I un ensemble filtrant et 7(7) le topos des systemes
inductifs de D{”-modules indexés par I. Le topos 7(F) sera considéré
comme annelé par le systéme inductif constant égal a DYV, que 'on

notera D;’Ei). On dispose d’un premier foncteur canonique

o7 — 7D
qui & un D{V-module € associe le systéme inductif constant égal & £ et
d’un second

ﬁ"lzT(I)—éT

qui & un systéme inductif de DYV-modules £ associe le PY-module

l_igi £%. 1l découle de la propriété universelle des limites inductives que
le foncteur £ ~! est adjoint & gauche du foncteur £,,. Enfin, comme le
foncteur £, ~1 est exact (de méme que £, *), on obtient un morphisme de
topos £, : (1,D{Y) — (T(I),D()?fl)). On notera aussi lim , le foncteur
I -1 £". Celui-ci étant exact, il se factorise en un foncteur entre les
catégories dérivées, encore noté lim  D(*DY.,) — D(UDKY).

ProprosiTION 1.1.12. — On suppose que S est un schéma noethérien.
Le foncteur RT';" commute alors aux limites inductives filtrantes, i.e., le
diagramme canonique

(m)
m 1z
D+(9’D3<(Z)) _— D+(g‘D;?2>)
lim l l lim
—51 =3
RLY™

D+(9'D§§”>) -z D+(9’D§n>)

est commutatif.
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Démonstration. — Soit £® € DT(*D{Y,). On dispose dun
morphisme fonctoriel D§-linéaire
lim o RLZV(£®) — RLG" o lim ().
I I

(m)

En effet, si Z¢® est une résolution droite de £ par des Dy

gauche injectifs, alors on a les morphismes

li_)m RI—-\(Zm) (g(-)) -~ h_r)n (£<Zm>(z'(o)>) _ E(Zm)( hi,n I('))
1 I 1

,-modules a

— RIY"(lim 7®) « R (lim (£©)),
I I
la fleche de droite de la ligne du haut résultant de la propriété universelle
des limites inductives.

Pour conclure la démonstration, il suffit de prouver que celui-ci est un
isomorphisme O x-linéaire. Les limites inductives commutant entre elles,
il ne reste plus qu’a vérifier que le morphisme O x-linéaire

lim o RHomoy (Phyy (), ) — RHomo, (’P(T;m’a(fi), lim E£®)
I I
est un isomorphisme. Puisque Pf;, ,(J) est un Ox-module cohérent, le
lemme sur les foncteurs way-out (voir [Har|, I1.7.1) nous permet de terminer
la preuve. O

1.2. Commutation de la cohomologie locale avec 'image inverse
extraordinaire et I’image directe.

Nous prouvons dans cette section la commutation compatible 3
Frobenius de la cohomologie locale avec I'image inverse extraordinaire
et I'image directe d’'un morphisme plat.

1.2.1. — On suppose dans cette section que le schéma S est noethérien
et de dimension de Krull finie et que la m-PD-structure (b,a) de a
provient d’une (m—1)-PD-structure (ce qui implique que celle-ci est m-
PD-nilpotente). Soient fp : Yo — X un morphisme quasi-séparé et quasi-
compact de Sp-schémas lisses et f}) : Y3 — X{¥ le morphisme induit par f
par changement de base. On suppose en outre que Xo, X{”, Yy et Y;* se
releévent en des S-schémas lisses X, X', Y et Y.

De plus, Tx désignera un sous-schéma fermé de Xy, Tx- (resp. Ty,
Ty ) son image inverse sur X{* (resp. Yy, Y3”). Enfin, on pose

TY = (F)sco/so)-l(TX') et Ty = (Fy,/5,) " (Ty).
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1.2.2. — On rappelle (voir [Ber5], 2.1.6) que si € est un D{”-module,
alors on peut définir par recollement I'image inverse de € par f§, f3(E),
ce dernier étant muni d’une structure de D{™”-module (aspect cristallin).
Par fonctorialité, le faisceau DY 5 = f (’D(m)) est muni d’une structure
de (DY, fo'(DYY))-bimodule. Suivant les conventions de [Ber5], 3.2.3,
le foncteur image inverse extraordinaire

fo: D™(*D§”) — D™ (*Dy")
se définit alors en posant pour £ € D~ (DY) :

fo€ = Dg/m_).x@) (D(m))fo Eldy;x],

dy,x signifiant la dimension relatlve de Y sur X. On remarque alors
que Lf§ = f(!)[—dy/ x]- De plus, 'image inverse extraordinaire commute &
Frobenius, i.e., pour tout objet £ de D~ (*DY)’), on a un isomorphisme
DY lindaire : fi(FxE) = Fyft(E'). Enfin, si go : Zo — Yo est
un morphisme de Sp-schémas lisses tel que Zp (resp. Z{”) se releve
en un S-schéma lisse Z (resp. Z’), alors on dispose de lisomorphisme
foogh = (foogo), celui-ci étant en outre compatible & Frobenius.

(m)

LemME 1.2.3. — On suppose que fy est plat. Soit £ un Dy -module.

11 existe alors un morphisme canonique fonctoriel en T'x et en 8 :
fo o LF(E) — LT o f5(E).

Démonstration. — Le morphisme fy se relevant localement en un
morphisme (plat) ¥ — X, on dispose par recollement d’un morphisme
fonctoriel en Tx et en

E: fg Homox (PTX,(m),a(X)a 8) - Homoy (f();PTX7(m)$a(X)’ fgg)

De plus, comme fy est plat, on obtient par recollement un m-PD-
isomorphisme canonique f3Pry . imy,a(X) = Pry,my,«(Y) compatible aux
filtrations m-PD-adiques (cf. [Ber2], 1.4.6) et fonctoriel en T'x (grace a la
propriété universelle [Ber2], 1.4.1). On en déduit (encore par recollement)
la construction d’un (unique) morphisme fonctoriel en Tx et en £,
f3 o DF2(E) — LY o f3(€), s'inscrivant dans le diagramme canonique

f5 o LT (E) L7 (f€)

[ [

fSOHomoX(’PTX7(m)’a(X),8) - HomoY(PTY7(m),a(Y)v fgg) ]
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ProprositioN 1.2.4. — On suppose que fo est plat. On a alors un
isomorphisme canonique DY -linéaire, fonctoriel en € € DT (DY) et
enTx

fo oRLF(E) — RLE o f5(€).

Démonstration. — Soit Z une résolution droite de £ par des DV-

modules & gauche injectifs. Grace a 1.2.3, on obtient f§ o RE}";)(«E) —
fo o DFNT) — DE(F3T).

Or, comme D" , est un f; 'DY”-module plat, le morphisme
f3(E) — f3(Z) est un isomorphisme (voir [Har], I1.4.1). D’ol le morphisme
canonique ffRLTY(€) — RIS (fE) fonctoriel en € et en Tx.

Il reste & prouver que c’est un isomorphisme, ce qui est localen X et Y.
On peut donc supposer que fy se releve en un morphisme plat ¥ — X. Or,
les algebres PF ) o(X) sont Ox-cohérentes. En appliquant le lemme
sur les foncteurs way-out (voir [Har], I1.7.1), on en déduit que c’est un
isomorphisme dans D(Oy ) et donc dans D(YDy™). m)

ProposiTioN 1.2.5. — On suppose que fy est plat. L’isomor-
phisme 1.2.4 est compatible & la composition, i.e., si go : Zg — Yy est
un morphisme plat de Sp-schémas lisses tels que Z; se reléve en un S-
schéma lisse Z, alors, en notant Tz = gy Y(Ty), le diagramme canonique
suivant est commutatif

95 foRLTY (€) — g§RLY f5(€) — RLF g5 f3(E)

J J

(fo o g0)*RLTY(E) RLT (fo 0 g0)*(E).

Démonstration. — L’assertion est locale en X et en Y. On peut donc
supposer que les morphismes fy et go se reléevent. La proposition résulte
alors de la compatibilité & la composition de la commutation du bifoncteur
RHom(—,—) & 'image inverse. O

1.2.6. — On supposera par la suite que P'une des hypotheses de
[Ber2], 1.4.4 concernant l'idéal b est vérifiée (par exemple le cas ou
I'idéal b + pOg est localement principal, hypothese qui sera validée lorsque
nous travaillerons sur des schémas formels). Avec ceci, on obtient la descrip-
tion suivante dont on se servira dans le calcul de la démonstration du
lemme 1.2.10.
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Soient J un idéal de Ox et z1,...,z, des générateurs de J. Alors

I'idéal J(™ est engendré par les produits de la forme xim}(m) . ':L»{»nr}(m)

pour ny + -4+ n, > n.

)

Proposition 1.2.7. — On a un isomorphisme canonique
~ +
RLGY (€) -~ RIE(€)
fonctoriel en € € DV(9D{Y). De plus, les diagrammes canoniques

suivants, ot les fléches verticales sont induites par cet isomorphisme, sont
commutatifs

RL7/ () ——RL0(8)  ffoRLIE(€) — RLE, o f5(€)

=7
(1.2.7.1>\ RO (), f§ oRLTLT(€) — RIG o f5(£).

Démonstration. — On sait déja que ’PT§(s>’(m)’a(X) = Pry,(m+s),a(X)
par construction. Afin d’obtenir I'isomorphisme de la proposition, il reste a
prouver que leur filtration respective sont cofinales I'une de 'autre, ce qui
résulte des deux lemmes 1.2.9 et 1.2.10 qui suivent.

LeMME 1.2.8. — Soient m' un entier, R une Z)-algébre, (a, b, a)

un m'-PD-idéal de R, A une R-algébre, (I, J, []) un m'-PD-idéal de A

compatible a (b, a) et K un idéal de A. S’il existe Ny tel que ISVO CK

alors il existe N tel que 1Woteny C K.

Démonstration. — Si m’ = 0, c’est tautologique. On supposera donc
m’ > 1. On note by = b+ pR et J; = J + by A. On vérifie qu'il suffit de
montrer qu’il existe un entier N} tels que tous les produits de la forme
(méme notation que [Ber5], Appendice A.3.2)

7b m! _r»br m’
gt B ko,

ouvy; € hinli, g = (ajl,.. ya5¢), by = (bj1,.-.,b54,), avec t; 2 1,
ajr > 1, b, 21, b > p™ +1 pour tout k < t; (grace a la remarque
de I'appendice de [Ber5], A.3.2) et vérifiant 3, b;1---bj¢, = Ng, sont des
éléments de K.
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Or, 'un des deux cas est validé :

1) 7 > Ny ou il existe j et k tels que b; , > No,

2) r < Ny et pour tout j et tout k, b; p < Np.

Le premier cas étant immédiat traitons le deuxieme. Pour Nj assez
grand il existe un jo tel que t;, > 2 et (p™ T1)o~1 > Np. 1l existe des
entiers g1, vy tels que bj,,1 = pm/ql 4+ ry,avec 0 < rp < pm,. En posant
y = yg[-i”‘l] € JiN1I, on calcule ytPmo1ten) = ylalyE™ -Datn  Comme
bjoa > p™ 1,

’ b m!
'inégalité (p™ 1)t~ > Ny implique yj[%m biotemny ¢ g 0

y{Ps0.1} ") est alors un multiple de %2, On en déduit que

Dans les deux lemmes qui suivent, J (resp. J') désigne l'idéal
définissant Tx — X (resp. Ty — X).

LEMME 1.2.9. — Pour tout entier ng, on a FAnokany < Fimo/P" Mam+s)

Démonstration. — Soit 2’ € J'. 1l existe z € J et a € aOx tels
que 2’ = z?° + a. Comme la m-PD-structure (b, @) de a est méme une
(m—1)-PD-structure, on a z’?" = 2" 4 a'b,ona €aOx et bebOx
(avec by = b+ pOg). Soit n =pmg+r,avec0<r <p™ —1.0na

2ty — x/r(xpm“ +a'b)d =g Z ($Pm+s)[‘11]a/42b[‘h]_
q1+92=¢

Il en résulte que l'on a z/{Mmm ¢ Flatthmes) o 5P Vants gy

en déduit que, pour tout entier ng, on a J™ C IS

fno/pm] PUIS
j'{”U}(m) C j{("O/Pm”(nHrs). O

LEMME 1.2.10. — Pour tout entier ng, il existe un entier Ny tel que
F{Notam+s) = FH{nokam)

Démonstration. — Soient z € J et n un entier positif. Il existe des
entiers ¢,7, ¢, tels que n = p" g+ 7, 0 <r < p™tS r =p°¢ + 1’ et
0 < ¢’ < p*. On remarque que 2’ := 27" € T et zi™m+s) = g7 (2™ )ldl =
" (@ P em ) € 3T TP oy

Or, si N est un entier et si z1,...,z, engendrent J, I'idéal C_I%n“)

, 1z {n1} {n-}
est engendré par les éléments de la forme z; = T ...z ™ pour

ni+---+n, > N (1.2.6). Il en résulte qu’il existe Ny tel que 55{,’;“) c Jm.
On conclut grace a 1.2.8. O
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Il reste alors a prouver la commutativité des diagrammes 1.2.7.1, ce
qui est immédiat. O

THEOREME 1.2.11. — Soit & € DY (*D)). On a un isomorphisme
D) linéaire, fonctoriel en €' et en Tx -

FiRL{ (£') 5 RLG (FLE').
Démonstration. — Cela résulte des propositions 1.2.4 et 1.2.7. O

Remarque 1.2.12. — On vérifie que les morphismes 1.1.7 et 1.1.10
de la section précédente sont compatibles & Frobenius. On a en outre la
proposition suivante.

TueorEME 1.2.13. — On suppose que fy est plat. L’isomorphisme
de la proposition 1.2.4 est compatible a Frobenius, i.e., pour tout
&' € DT (DY), le diagramme canonique

Fy o [ oRIY) (E) Fy oRLEY) o f'5(€")

| |

3 o RIS o Fy(€') —— RLE o f3 0 F3(E),
ou les fleches horizontales sont induites par les isomorphismes de la
proposition 1.2.4, et oti les fléches verticales proviennent de la commutation
a Frobenius de I'image inverse et de la cohomologie locale, est commutatif.

Démonstration. — Il résulte de I'égalité f'o o Fy, /50 = F%o/80 © foet
de 1.2.5 appliqué & f/go Fy, /S0 puis a F /S0 © fo le diagramme commutatif

Fy o f'5 oRLYY (€') —— Fy oRLEY) o f'5(E)

| |

fi ORI, 0 F3(€') —— R, o fi o Fx (/).
X Y

On termine grace au diagramme de droite de 1.2.7.1. O

Remarque 1.2.14. — Si on suppose qu'’il existe un entier N tel que pour
tout entier n, le faisceau d’anneaux Py, ,(J) est de dimension parfaite
inférieure & N, alors on peut remplacer dans les théorémes ou propositions
précédents I'hypothese € € DT(9DYY) (resp. € € D(*DY))) par
E € D(*DYY) (resp. € € D(*DY))).

Prouvons a présent la commutation de la cohomologie locale & I'image
directe d’un morphisme plat 1.2.26. A cette fin, une premiere étape consiste
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a établir la D-linéarité et la compatibilité & Frobenius du morphisme de
projection 1.2.21. Commencons par rappeler la définition de I'image directe.

1.2.15. — On désigne par wx le faisceau des formes différentielles de
degré maximum sur X. En tensorisant DY & droite par wy!, on obtient
un D{Y-bimodule & gauche, auquel on applique f§ pour la structure
droite tordue. On obtient ainsi un (f5'DY", DY )-bimodule & gauche,
qu’on transforme en un (f3 'DYY, DY )-bimodule en tensorisant a droite

par wy. On note

-1
DYy = fo.4(DY ®ox wx') Qoy wy

le bimodule ainsi obtenu. Comme le foncteur f; . est de dimension coho-
mologique finie sur la catégorie des faisceaux abéliens sur Y, on dispose du
foncteur dérivé

Rfo.e : D™ (f3 DY) — D~ (foufy DY) € D (DY),
On définit alors le foncteur image directe
fv s D~(*D{™) — D~ (DY)
en posant pour F € D~ (D)

f0,+ (F) = Rfo,*(pgiy ®];§,m) F).

LeMME 1.2.16. — Soient g : (Y,g7'A) — (X,.A) un morphisme
d’espaces annelés commutatifs, F un A-module et G un g~'.A-module,
A — B un morphisme d’anneaux commutatifs et § : (Y,g7'B) — (X, B)
le morphisme induit par g. Le morphisme canonique de projection de g
est compatible a l’extension A — B, i.e., on a le diagramme canonique
commutatif suivant

BRaF @499 B@Ag*(g_lf ®g-14 g)

J |

(BRAF)®8 (BR4g9) 9 (07 B® 149 " F®y-14G)

1 l

(BRAF)®59.(97 ' B®y-14G) —— ¢((97'Bg-1497'F)
®g‘1B(g_lB ®g"1A g))7
la fléche du bas étant le morphisme de projection de § et celle du haut
provenant par extension A — B du morphisme de projection de g.
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Démonstration. — On utilisera, les deux sous-lemmes suivants.
Sous-LEMME 1.2.17. — Soient f : (Y,B) — (X, A) et g : (Z,C) —

(Y, B) deux morphismes d’espaces annelés commutatifs, £ un A-module

et G un C-module. Le morphisme canonique de projection est compatible a
la composition, i.e., on dispose du diagramme commutatif

£ Rox f+9+G — f*(f*g Roy g*g) I f*g*(g*f*g R0z g)

| |

£ Qoy (f09)«C (fog)((fog)*E ®o, G).

Sous-LEMME 1.2.18. — Soient f : (Y,B) — (X, .A) un morphisme
d’espaces annelés commutatifs, £, F deux A-modules et G un B-module.
Le composé des deux morphismes de projection

EQAF R4 [ (G) — EQafu(f*FR8G) — fu(ffEQRB " F®8G)

s’identifie au morphisme de projection
E ®A.7'~®A f*(g) — f*(f*(g ®A ‘7:) ®sB g)

Prouvons & présent le lemme 1.2.16 et reprenons ses notations. Par
fonctorialité, on a le diagramme commutatif

FR4(BO®AGG) ——— (BOAF)®s(B®4GYI)

| |

FRAg(gT I BRy-14G) — (BRAF) OB gu(g 'BRg-14G).

De plus, comme les deux morphismes composés (Y,g7'B) —
(Y, gtA) 5 (X, A) et (Y,97'B) % (X,B) — (X, A) sont égaux, il
résulte de 1.2.17 le diagramme commutatif

(BoAF) @899 B®y-14G) — g:((97'B®g1497'F)
{ ®g-18(97'B®y-149))

|

FR49:97 ' BRy-14G) — g9 ' F ®y-14 (7' B®g-149)).
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En outre, on déduit de 1.2.18 que les deux morphismes composés

FQa (B A g*g) — F 4 g*(g“lB Og-14 g)
— 9:(9T F @14 (97 B®y-149)),

BRAF®49:G — BRAG:(g ' F®y-149)
— (0T BR149 ' F®y-14G)

’identifient via l'isomorphisme F ®4 B — B ®4 F. On termine alors la
preuve en mettant bout a bout tous ces diagrammes commutatifs. O

1.2.19. — Soient G un fy ' D" -module & gauche et P . 'enveloppe
& puissance divisée de niveau m et d’ordre n de 'immersion diagonale
X — X xg X. D’aprés la remarque [Ca2], 1.1.6, et avec sa terminologie,
la structure de f; D -module & gauche de G équivaut & la donnée d’une

m-PD-stratification
-1 ~ -1
Eg : fO P;L((m) ®f0‘1(9X G—G ®f0—1c)x fO 'P)Té(my

On en déduit par exemple avec les méthodes classiques que si G; et Go
sont deux fy ' D -modules, alors G; ® 1oy G- est muni d’une structure

de f; ' D{Y-module.

Comme P% ,,, est un Ox-module localement libre pour les structures
droite et gauche, les morphismes de projection

,P;L((m) Qo fO*g - fO*(f(;IP;L((m) ®f0_1(')x g)afO*g oy P?{(m)
B fO*(g ®f0_10X f(;lP?((m))7

sont des isomorphismes. On en déduit ainsi une m-PD-stratification
(fo.(€9)) sur f5,G. On vérifie de plus que cette m-PD-stratification

correspond & la structure canonique de D§”-module de fo,G.

Comme le faisceau f; 'FEDYY est un (fy 'DY", fo 'DE)-

bimodule, il en résulte le foncteur f; 'F5DY) ® foipem — dela catégorie
0 x’

des f; ' DY-modules & gauche dans celle des f; ' DY *-modules & gauche.

Le foncteur fy, commute a Frobenius, i.e., pour tout f; 1D§?,”-module G,

on dispose de I'isomorphisme DY -linéaire

FxDYY @pm) fo. G =5 foulfg 'FXx DY ®f-1pm) g").
x’ X!
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LeMME 1.2.20. — Soient F un DY"-module & gauche et G un
fo ' DY -module & gauche. Le morphisme de projection

(1.2.20.1) F Qox fo.§ — fo*(f()_l}.@fglox g).

est D" -linéaire et compatible & Frobenius.

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que le morphisme 1.2.20.1
est horizontal, i.e., qu’il est compatible aux stratifications (eZ ® fo,(¢9))
pour le terme de gauche et fo,(fy lef ® €9) pour 'autre. On notera ici
P" pour Pk, Or, si F;, est un P"-module et G, un fy 1pn_module,
le morphisme de projection F, ®@pn fo,Gn — fo.(fo ' Fn ® fipn G.) est
fonctoriel en F,, et G,, . On en déduit le diagramme canonique commutatif

(P" o F) fou (TP ®pr0, f5 ' F)
@pn fo.(fo P @10, G) ©ptpn (o 'P" @10, 9))
(1.2.20.2) £ ®fo,(€2) fo (o tel®@ed)
(F ®ox P™) fO*((fo_lj: ®f0—1(9x fo_lpn)

©pn fo.(G ®)-10, foiPm) ®s=1pn (G By-10, P,

ol les fleches horizontales sont les morphismes de projections. En outre, le
lemme 1.2.16 nous donne le diagramme commutatif

P" Rox (f ®ox fO*g) P Rox fo*(fo_l:’: ®f0.10x g)

(1.2.20.3)

(P" B0y F) fou(f ' P™ ® 10, I ' F)
Qpn fo*(fo_l’Pn ®f0‘1(9x g) ®f0—11>n (fo_l'Pn ®f0_10X g))»
de méme avec P"™ muni de la structure gauche de Ox-module. En
composant de haut en bas (1.2.20.3) pour la structure droite de P7,

puis (1.2.20.2) et enfin (1.2.20.3) pour la structure gauche, on obtient le
diagramme canonique commutatif

P" Qo (F ®ox foxG) —— P" Qoy fO*(fo_l}- Qp-1oy g)

& ®F0x (D) [ efo*(f‘;li"@g)
" n

(F ©ox [0:9) Box P* —— fo.(f5'F @10, ) Gox P

On a donc montré que le morphisme de projection est D" -linéaire.
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La compatibilité a Frobenius est locale en X et on peut supposer que
F)(;; /5, S€ Televe en un morphisme Fx. Comme le foncteur F3DYY ®D§ZL) -

-1 . . N
(resp. fo "FxDY’® foipim —) est canoniquement isomorphe & Ox ®o,, —

(resp. fi'Ox ® 0% —), celle-ci se vérifie alors de la méme fagon en
utilisant 1.2.16. O

ProposiTiON 1.2.21. — Soient F € Dgcrat(PDYY) et G €
D(Efy*DYY). On dispose de I'isomorphisme de projection D" -linéaire et
compatible a Frobenius

F %, Rfo,G = Rfo, (fo'F ®”;0_10X g).

Démonstration. — Soient 7 une résolution droite de G par des
o DY -modules & gauche fo,-acycliques et P une résolution gauche i
degré borné de F par des DY”-modules & gauche plats. On a alors les

morphismes canoniques (1.2.20.1)
F ®6x Rfo:G = P @0y fou(T) — foulfs ' (P) @10, )
- Rfo*(fo-l(P) ®f0_10x I).

De plus, comme f;'(P) est une résolution gauche & degré borné
de fy'(F) par des f; 'DYY-modules a gauche plats, le morphisme
o' (P) ®s10, 9 — fLP) ®;-10, T est un isomorphisme. Or, on a I'iso-
. . -1 ~ -1 L 9 N
morphisme tautologique fi (P) ® flox G — fi F® 10k G. D'ou la

construction d’un morphisme D"-linéaire et compatible & Frobenius
'7:®Eéx Rfo*g - Rfo*(fo-l'?@?o_l(’)x g)

Pour terminer la démonstration, il suffit de prouver que celui-ci est un
isomorphisme O x-linéaire. Cette assertion étant locale en X, on peut
supposer X affine. En utilisant le lemme sur les foncteurs way-out (voir
[Har], 1.7.1 (ii) et (iv)), comme F est & cohomologie O x-quasi-cohérente, on
se ramene & supposer que F est un O x-module libre. Comme fy est quasi-
compact et quasi-séparé, le foncteur R fp, commute aux limites inductives
(voir [SGA4], VL.5.1). On est donc ramené & supposer le faisceau F égal
a Ox. D’ou la proposition. O

Dégageons maintenant les trois lemmes qui suivent et dont on se
servira lors de la démonstration de la proposition 1.2.25. Cette derniere, avec
la formule de projection 1.2.21, nous permettra de prouver la commutation
de la cohomologie locale a I'image directe d’'un morphisme plat 1.2.26.
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LEMME 1.2.22. — Soient € un complexe de D~ (9D”) (resp.
D=(*D{V,9DYY)) et F un complexe de D~ (*DY"). On a 'isomorphisme
dans D~ (YD) (resp. D~ (*fo ' DYV, IDYV))

Lf§ 4(€ ®6, F) — Lf; £ ®%, Lfs"F,

Pindice d signifiant que 'on a pris la structure droite pour le calcul de
P'image inverse.

Démonstration. — Analogue & [Ber5], 3.3.1. O
LEMME 1.2.23. — Soient M un complexe de D~ (?f5 ' DYV, *DY™) et

&, F deux complexes de D™ (D{™). On a alors un isomorphisme canonique
fo "DV -linéaire :

(M®p, €) ®;<Ym> FS5M ®§3(Ym) (E ®%, F).

Démonstration. — Les isomorphismes
L ~ ~ L
M &, € (M Bpm) DY) ®e, £ — M Bpam (DY @0, €)

sont D{’-linéaires & droite (pour le deuxiéme cela résulte fonctoriellement
de [Ca2], 1.5.9.1). Le complexe M ®H@Y & est donc canoniquement un objet
de D~ (?f3 DY, “DY).

On déduit de I'isomorphisme DY ®o, € = € ®o, Dy de trans-
position les suivants

M ®E,I‘)§/m) (Dgn) ®Oy 8) ®%§/m) F ; M ®];§/m) (8 ®OY Dgn)) ®E£)§'m) F
S Mk €85, F). O
Y
LEMME 1.2.24. — Soient £ € D~ (D) et F € D~=(*DK",'DY").
On a un isomorphisme dans D“(gfo_l’D;"), -"D?’) :
'€ ®HI:O_1OX Lfs aF == Lf5 4(€ ©6, F),

les structures de D-modules des produits tensoriels provenant de la
structure gauche de F.

Démonstration. — En prenant des résolutions plates de € et de F, on

se ramene & prouver que, pour £ un D{Y-module & gauche et F un DY-
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bimodule & gauche, on dispose d’un isomorphisme de (f, *D{", DYV)-
bimodules & gauche f; '€ 10, Jo.aF = I5.4(€ ®ox F).

Tout d’abord, on vérifie par fonctorialité que fg, est un foncteur
de la catégorie des DY"-bimodules & gauche dans celle des (fy 'DYY,
’Dgf'”)—bimodules a gauche. De plus, on dispose des isomorphismes

-1 * ~ — - *
fo £ ®fo—lox fO,df - (fo lg ®f0—~10X fO 1D§n)) ®fJID§CM) fO,d‘F et
ERoy F 5 (E®oy, DYY) S pem F. Les faisceaux fi '€ 10, f5.4F et

[ 4(€ ®ox F) sont donc bien munis d'une structure de (fo ' DY, DY™)-
bimodule & gauche.

Enfin, en posant M = € o, D", on vérifie fonctoriellement et
par recollement que I’isomorphisme canonique f3'M ® - 1pm) fo F S
0 x ’

[ a(M @) F) est (f "DV, DYV )-linéaire. O
’ X

PropPOSITION 1.2.25.  Soient € € D~ (DY) et F € D~ ("Dy™).
On a un isomorphisme f; 1D x-linéaire :

(Jo '€ @10, DXYy) @ F =5 DYy &om (LFGE D, F).
Démonstration. — Il résulte de 1.2.24 I'isomorphisme
(1.2.25.1)  f '€ ®”;(;10X f4(DF ®oy wx')

S5 LS5 4 (€ ®ox (DFY ®oy wi')) -

En appliquant (voir [Ber5], 1.3.1) le foncteur Lfj ; a 'isomorphisme de
transposition, on obtient un isomorphisme dans D(?f; ID()?”, IPIY)

(12.25.2)  Lfj 4(€ ®ox (DY ®ox wx'))
— Lf3.4((DX"” @ox wx') ®ox €).
Ensuite, comme la structure droite de (D{” ®o, wx') ®ox £ est la
structure produit tensoriel, on a d’aprés 1.2.22 un isomorphisme dans
D(f; ' D, DY) :
(1.2.25.3)  Lf; 4 (DY ®0x wy') ®oy E)
= f5.a(DY” ®ox wx') ®6, Lf5(E).

11 en résulte, en composant (1.2.25.1), (1.2.25.2), (1.2.25.3), puis en appli-
quant le foncteur — ®e, wy', un isomorphisme dans D(?f; ' DYV, DY4) :

[t E &g, DYy =5 DXLy ®6, LI (E).
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Or, le lemme 1.2.23 donne
(DYLy ®6y, LI (E)) @pum F — DXLy Spum (Lf5(€) @6, F).
D’ou le résultat. O
THEOREME 1.2.26. — On suppose qu'’il existe un entier N tel que pour
tout entier n, le faisceau d’anneaux P, ,(J) est de dimension parfaite

inférieure & N. Pour tout complexe F € Dqc1ar(“Dy"), on dispose de
Iisomorphisme dans Dgc tat (DY)

RIS o for (F) > for (L5 (RES(Ox)) ®b, F).
Si fo est plat, on a

RLTY o foyr (F) — for o R (F).

Démonstration. — D’aprés [Ber6], 2.4.5, fo.(F) appartient a
Dyc tat (D). On obtient alors (1.1.7) un isomorphisme

RLYY o foi (F) 5 RIS (Ox) ®5 , for (F).
X X

Grace aux hypotheses faites, RLY(Ox) appartient & Dee.rat(PDYY).
On en déduit I'isomorphisme (voir 1.2.21)

RIS (Ox) ®6y for (F)
= Rfo. (f (RLFY (Ox)) &1, (PKLy Epm F)).
Or, d’apres 1.2.25,
(5 RIS (0x)) €% DFLy) Sy F

=5 DYy ®pam (Lf5 (RLT (Ox)) @6, F).

En appliquant le foncteur Rfp, a ce dernier isomorphisme et en composant
tous nos isomorphismes, on obtient celui-ci :

RIGY o for (F) = fou (L5 (RLEY (Ox)) €6, F).

Si fo est plat, on a f3(RL7(Ox)) = RLE(Oy), d’aprés la propo-
sition 1.2.4. 0
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PROPOSITION 1.2.27. — Soient € € Dgc 1as(*PY") et F € D(*DYV).
On a alors un isomorphisme

E @ Jor(F) = for (Lf5 (£) ®6, F).
Démonstration. — Il résulte de 1.2.21 I'isomorphisme

£ ®]léx f0+('7:) = Rfo*((fo_lg ®I}40-10X D?LY) ®]1,E§/m) '7:)

Or on bénéficie de I'isomorphisme R fo, ((f5 *€ ®%0_1 o DYV ) ®H73§’m) F) S
Rfo. (DY y & iy (LGE ®%  F)), grace & 1.2.25. 0

(m)
Dy

2. Cohomologie locale sur les schémas formels.

La lettre s > 1 désigne toujours un entier et on supposera ’entier m
assez grand pour que m possede une (m — 1)-PD-structure. On note
S =SpfV, S; := Spec V/m**! pour tout entier i > 0 et S = Sy (si aucune
confusion n’est a craindre). De méme, si X est un V-schéma formel lisse,
on note X; := X ®p V/mitl et X = X.

On se donne un morphisme fy : ¥ — X quasi-compact et quasi-
séparé de Sp-schémas lisses. On suppose que X, Y se relevent en des
V-schémas formels lisses X, Y. On fixe 0 : V = V un automorphisme
relevant la puissance s-ieme de 'automorphisme de Frobenius de k. Avec
les notations de 1, on remarque que X, le V-schéma formel déduit de X par
le changement de base défini par o, donne un relevement de X*. De méme,
si f:Y — X est un relévement de f; alors f7 releve f : Y — X©),

Rappelons comment est construit le faisceau des opérateurs différen-
tiels de niveau fini ’D;Q : pour tout entier m, on complete pour la topologie
p-adique DY, on tensorise ce dernier faisceau, @;m), par Q (si € est un
faisceau en groupe sur X, on posera £g := £ ®zQ), puis on passe a la limite

inductive sur le niveau m.

Enfin, F%, ou plus simplement F™*, désignera le foncteur induit par
I’image inverse de Frobenius de la catégorie des ’D;:o g-modules dans celle

des ’D;’Q-modules.

Dans la premiere partie de cette section, nous reprenons sur les
schémas formels la définition [Ber6], 4.4.5-4.4.6, de la cohomologie locale &
support strict dans un sous-schéma fermé T de X, mais seulement dans le
cas ou T est un diviseur. Toutes les propriétés de la section précédente sont
alors validées.
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Dans la deuxiéme partie, nous traitons le cas général. Nous y définirons
d’une maniere différente de celle de Berthelot (voir [Ber6], 4.4.5-4.4.6) la
cohomologie locale. Le but de ce changement est d’obtenir en particulier
la commutation de la cohomologie locale avec 'image directe et ’image
inverse extraordinaire d’un morphisme quelconque (une immersion fermée
par exemple). Enfin, on peut penser que les deux définitions coincident.

2.1. Cas d’un diviseur.

Reprenons les notations de [Ber6], 3.2. Soit X, le topos des systémes
projectifs de faisceaux E, = (E;);en sur X. Pour tout m, nous munirons X,
du systéme projectif d’anneaux (DY );en, que lon notera D”. On désigne
par

(E_X : (XnD()?:)) - (x7D(xm))
le morphisme de topos annelés défini en posant

I

&oxx (E,) = }Lﬂ E;, ﬁ;l(E) = (E)iGNa

i

ol (F);en est le systéme projectif constant de valeur E.

Berthelot, [Ber6], 3.2, définit une sous-catégorie pleine de D*(D{™),
celle des complexes quasi-cohérents, qu’il note D2 (DE™).

On considere aussi par la suite, le topos X®, des systémes inductifs
de faisceaux (E™),,cn sur X, annelé par le systeme inductif de faisceaux
d’anneaux DY = (DF)men. En effectuant deux localisations (qui
remplacent la tensorisation par Q et le passage a la limite inductive sur
le niveau) sur la catégorie Df, (DY), on obtient la catégorie LD (DY)
(pour plus de détails, voir [Ber6] 4.2.1). Enfin, on rappelle que la catégorie
des complexes de D; g-modules a cohomologie bornée et cohérente,
Db (DL Q) est une sous-catégorie pleine de LDE (DY). Si aucune
confusion n’est & craindre, il nous arrivera d’omettre le foncteur canonique

lim : LDY (DY (T)) — D(DL (1))
(voir [Ber6], 4.2.2, lorsque le diviseur est vide, mais la construction est

analogue).

DEFINITION 2.1.2. — Suivant la convention de Berthelot [Ber6], 5.1,
un F' -’D; Q-module sur X est la donnée d’un ’D;Q-module & et d’un iso-

morphisme D;Q—linéaire ®:E 5 F*E° (ouE% estle ’D;E,,Q-module déduit
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de & par le changement de base ¢). Les morphismes de F' 'Dx g-modules
sont les morphismes ’D3€ ¢-linéaires commutant a 'action de Frobenius.

De méme, nous appellerons F D! x,g-complezes la donnée d’un
complexe € € D( x,Q) (resp. LD§ Olc(-"D('))) et d'un isomorphisme
®: £ 5 F*E7 dans D(D ) (vesp. LDY . (“DY)).

On notera F- Dcoh(Dx o) (tesp. F -LDQ qc(g’D(" )) la catégorie des
F—Dx (g-complexes objets de Dcoh(’DTx,Q) (resp. LDQ qc(gD;-))).

2.1.3. — Soient T un diviseur de X et J C Ox l'idéal définissant
I'immersion fermée T — X < X. Pour tout i, les immersions fermées
canoniques 7' — X < X, donne un foncteur

RI_‘&:”) : D(gD%)) — D(g’DS?Z)).
Pour tout objet £ de D, (DY), on pose
RLY™(E) = RL RV (LLE).

On étend ensuite le foncteur RLT™ aux systémes inductifs pour m variable
puis on obtient par passage aux catégories localisées un foncteur

RL} : LD (DY) — LDY (DY),

que l'on appelle (cf. [Ber6], 4.4.5) cohomologie locale ¢ support strict dans T
(surconvergent). Celui-ci commutant a I’action de Frobenius, il induit un
foncteur dans F-LD§ Clc(D§€')).

Enfin, grace & 1.2.11, si T C T’ sont deux diviseurs de X, on
dispose d’un morphisme ]RI“Jf — ]RI_’;, compatible & Frobenius, i.e., d’'un
morphisme dans F-LDg (DY)

2.1.4. — On rappelle que dans ces. catégories localisées (i.e. de la
forme LD@ qC(’D“’)) le produit tensoriel ®—, 'image directe fo 1, I'image
inverse Lf§ et 'image inverse extraordinaire f4 dérivent de facon analogue
A 2.1.3 de leur définition sur les schémas X; : on complete & chaque
niveau m puis on localise (voir [Ber6], 4.3 pour plus de précisions). L’intérét
fondamental de cette construction réside dans le fait que les propriétés
vérifiées (notamment les isomorphismes) sur les schémas restent valables
sur les schémas formels.

Par exemple, il résulte de 1.2.27 que pour tous £ € F-LDg qc(g’ﬁge'))
et F € F-LD§ qc(gD(l;)), on bénéficie de I'isomorphisme

Jor (F)Eh, , Eldy,x) < for (Fb,  fH(E))-
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Remarque 2.1.5. — Les hypothéses de 1.2.6 sont vérifiées. De plus,
comme X est V-lisse, Ox est de dimension cohomologique globale finie.
Les faisceaux Pg (J) sont donc d’amplitudes parfaites bornées indépen-
damment de n. Enfin, les catégories Dgc(’lsgem) ) et Dge.car(DY™) coincident,
i.e., si £ est un objet de la premiere catégorie, alors pour tout entier 7,
’D(m) ok B € est de Tor-dimension finie. Comme nous ne travaillons

qu’avec des complexes au moins quasi-cohérent, on pourra donc utiliser
toutes les propositions de la section précédente nécessitant des hypotheses
de Tor-dimension finie.

Remarque 2.1.6. — La définition ci-dessus de la cohomologie locale
a support strict est encore valable lorsque T est un sous-schéma fermé
quelconque de X, ce qui correspond a la définition donnée par Berthelot
[Ber6], 4.4.5. Avec celle-ci, toutes les propositions de la section 2.1 se géné-
ralisent aussitét au cas général.

ProrosiTiON 2.1.7. — Le foncteur ]RI_‘} ne dépend que de ’espace
sous-jacent de T'.

Démonstration. — Soit Tyeq le sous-schéma réduit induit par T.
Il existe un entier N tel que Tyeq — T — T r(e]:i[). Grace au diagramme de
gauche de 1.2.7.1, le morphisme composé

RL{Y, — RLFY — RLTY, = RDFHY

Trea
red

(resp. RLEY — ]RI’("(L,)V) RI:%Z:N) — RLYTY)Y est le morphisme cano-

red

nique RC7” — RE%’:M (resp. RLY™ — RLS™™M). En passant i la
limite sur le niveau (ou plutdt en localisant), on en déduit que le morphisme
RE;}M — RI_‘TT est un isomorphisme. O

ProposITION 2.1.8. — Soient £, F € LD§ .(D D). 1l existe dans
LDg qc('Dgg)) un isomorphisme canonique compatible & Frobenius et

fonctoriel en €, F et T :
RL}H(E)8h,  F * RIL(EESD, ).
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 1.1.7. O
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ProprosITION 2.1.9. — Soient T'x un diviseur de X et Ty = fo_l( Tx)
(qui est un diviseur si fo est plat). Soient € dans LDg qc(’D(')) et F dans

LDPY (D(JQ)). On dispose de Iisomorphisme

=='Q,qc

(21.9.1)  RL} o for(F) 5 fo+((Lfo*RETTX(O%y@))ézoy,@}—)'

Si fo est plat, on a les isomorphismes canoniques (le deuxiéme étant
compatible a Frobenius) :

RLY. o foi (F) > foy oRLE (F), fooRLL (€) = RLY, o f5(E).
Démonstration. — On utilise 1.2.26 et 1.2.13. O

2.2. Cas général.

Nous aurons besoin des deux ingrédients fondamentaux suivants.
Soient T" un diviseur de X et Y l'ouvert X\T. Berthelot construit le
faisceau des fonctions sur Y d singularités surconvergentes le long de T,
Ox(TT)g (voir [Ber2], 4.2.4), et le faisceau des opérateurs différentiels de
niveau fini, @ singularités surconvergentes, ’D;(TT)Q (voir [Ber2], 4.2.5).

Pour tout £ € LD§ qc(g’ﬁge”), on dispose du triangle de localisation
(ceci est expliqué dans la section [Ber6], 5.3.6)

RI}(€) — € — (IT)(€) — RTLE)[1],

ot (IT)(€) désigne DI (TT)@(Xfr €. Ensuite, pour tous T1,...,7Tr4+1
pl,

diviseurs de X, le complexe RL‘Tl RS RE;T(O:{(TTT+1)Q) est ’D;Q—
cohérent (cela résulte de [Ber3] et du triangle de localisation ci-dessus).

DEFINITION 2.2.2. — Soient Z un sous-schéma fermé de X et &€
dans LDg ,.(*DY’). On dit que £ est d support dans Z si ses espaces de
cohomologie le sont.

LEMME 2.2.3. — Soient T et H deux diviseurs de X et € un D} L (TH)q-
module cohérent (resp. un objet de D2 ’D%E (*H)q)). Alors € est a support
dans T si et seulement si le morphisme RI'.€ — € est un isomorphisme.

Démonstration. — Traitons le premier cas, le deuxiéme s’en déduisant
aussitot. Comme le faisceau (1T)(€) > DL(IT U H)g ®DT (1 € est un

Dl (TT U H)g-module cohérent & support dans TU H, il est nul Le triangle
de locahsatlon en T nous permet de conclure. O
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ProrosITION 2.2.4. — Soient Z un sous-schéma fermé de X,
Zv,..., Zy (resp. Z1,. .., Z,) des diviseurs de X tels que Z =,y Zs
(resp. Z = (Ny=y,.. o Z0) €t € € L_Q%ch(g’f);)). Il existe alors un iso-
morphisme canonique compatible a Frobenius

RETZ1 O'”OR-F—TZTE: N RETz; O"'ORETZ;ﬁ-

Démonstration. — Comme IRI_“TZ1 o-- 'ORETZT (Ozx,q) est & cohomologie
’D;Q-cohéren‘ce, grace & 2.2.3 et & 2.1.3, le morphisme canonique

RL} 0 oRLY,0RL} o - o RLY (Oxq) — RL} o0 oRL} (Oxg)

est un isomorphisme compatible a Frobenius. Par symétrie et en remarquant
que la proposition 2.1.8 implique que les foncteurs RT TZ_L et ]R[‘TZ/J
commutent canoniquement, on en déduit un isomorphisme ]RL‘TZIO RN
RL} (Oxq) = RL 0 oRLY (Ox)-

Or, il découle, par récurrence sur r, de la proposition 2.1.8 que 1’on a
un isomorphisme canonique

L ~
RIY o0 oRLY (Ox,0)8p, & — RL 0 - oRLY (£).
De méme, en remplagant Z par Z’ et r par s. D’ou le résultat. O

Remarque 2.2.5. — Soit Z un sous-schéma fermé réduit de X. Alors, Z
est une intersection finie de diviseurs de X . En effet, comme les intersections
commutent aux réunions et que la réunion de diviseurs est un diviseur, on
peut supposer que Z est irréductible. Soit (X;) une famille d’ouverts affines
et denses dans X, telle que la famille (Z N X;) recouvre Z et Z N X, soit non
vide pour tout . Or, il existe un nombre fini de diviseurs T; ;, de X; tels que
ZNX; = ﬂjl T; j,- Comme Z N X; est dense dans Z, on remarque ensuite

que Z =), ;, Ti,j,, ou T. ;. est Iadhérence schématique de T} ;, dans X.

DEFINITION 2.2.6. — Soient Z un sous-schéma fermé de X et T, ..., T,
des diviseurs de X tels que Z = (,_, T, Pour tout € € I'Ll_?aqc(gﬁ;)),
on notera RETZ(fJ ) le complexe IRL‘TTI 0.0 RE}T (€), qui ne dépend que
de Z (voir 2.2.4) & isomorphisme canonique prés. On lappelle foncteur
cohomologique local & support strict dans Z (surconvergent). De plus, on
désignera par HET(E ) son r-iéme espace de cohomologie.
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Le choix de diviseurs 71, ..., T, d’intersection Z fourni un morphisme
RETZ(S ) — E. Celui-ci ne dépend pas du choix des diviseurs (& iso-
morphisme canonique pres).

En notant (fZ)(€) le céne de RL‘TZ(E) — &, on obtient le triangle
distingué de localisation en Z de € :

RIL(€) — € — (12)(€) —» RLL(E)1].
On appellera (1Z), le foncteur restriction en dehors de Z.

Il résulte de 2.1.7 que le foncteur RI_’TZ ne dépend que de l’espace
sous-jacent a Z. De plus, on déduit de 2.1.8 les isomorphismes canoniques
fonctoriels en Z :

0}:,@
f Lt ~, (t

("2)(020)®0, & — (12)(E).

Il résulte de (2.2.6.1) les isomorphismes de commutativité
RI},RLL(E) > ROLRL(E),
1z 2)E) = (f2)(1Z')&),

RIY o (12')(&) == (Z') o RLL(E).

L ~
RIL(Ox0)®h, € — RIL(E),
(2.2.6.1)

Remarque 2.2.7. — On note X Pespace analytique rigide associé a X
et sp : Xx — X le morphisme de spécialisation. Soient Z et Z’' deux sous-
schémas fermés de X, jz I'immersion ouverte X\ Z — X, j} le foncteur
des germes de sections surconvergentes le long de Z (voir [Ber4], 2.1.1)
et l_“]rz,[ le foncteur des sections a support dans le tube |Z'[ (voir [Ber4],
2.1.6). On a alors I'isomorphisme

Rsp, I} 0% == RILL 0 (12)0xq.
En effet, il suffit de le vérifier pour Z vide en utilisant des triangles de
locations. En fait, on le prouve pour Z un diviseur de X en effectuant une

récurrence sur le nombre minimum de diviseurs dont ’intersection donne Z’
(& nouveau grace a des triangles de localisations).

TaEOREME 2.2.8. — Soient Z, Z' deux sous-schémas fermés de X
et £ € I_L_D)(a’qc(g’l)ge” ). On a un isomorphisme compatible & Frobenius et
fonctoriel en Z et 7' :

RLY, o RLY(E) = RTY, (£).
Démonstration. — On utilise 2.2.4. O

Généralisons maintenant 2.2.3.
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ProprosiTiON 2.2.9. — Soient H un diviseur de X, Z un sous-
schéma fermé de X, € un D;(TH Jo-module cohérent (resp. un objet de
DY, (DL(1H)q)). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) € est a support dans Z ;

2) le morphisme RL‘TZ(S) — & est un isomorphisme;

3) (12)(€) = .

Démonstration. — Prouvons 1) = 2). Si T est un diviseur conte-
nant Z, d’aprés 2.2.3, le morphisme canonique RL‘TT(g) — € est un
isomorphisme. Comme Z est une intersection finie de diviseurs de X
le contenant, on conclut 1) = 2). La réciproque 2) = 1) est évidente
tandis que le triangle de localisation en Z conduit a l’équivalence entre les
assertions 2) et 3). O

COROLLAIRE 2.2.10. — Soient H un diviseur de X, Z un sous-schéma
fermé de X, £ un complexe de DY (’D;(TH)Q). Alors (TZ)(€) = 0 si et

coh

seulement si (T Z)(H"(E)) = 0, pour tout entier r.

Remarque 2.2.11. — Soient Z un sous-schéma fermé de X et £ un
complexe de D‘goh(’D;re,Q) vérifiant RTT,(€) = 0. En général, il est faux que
ses espaces de cohomologie vérifie RLY, (H™(€)) = 0. Par exemple, si Z est
un sous-schéma fermé lisse de X de codimension pure 2, la proposition 2.2.12
donne ]RL‘*Z((TZ)(OX,@)) = 0. Or, en utilisant le triangle de localisation
en Z de Oxg, on obtient H'((1Z)(Oxq)) = H5*(Oxg). Enfin, comme

HH?(Ox0) est un D;,Q-module cohérent & support dans Z, alors on a
RL}(HY((12)(0x4))) = HE (Oxa) # 0.

ProOPOSITION 2.2.12. — Soient Z C Z' deux sous-schémas fermés
de X et £ € LDY ,.(°DY’). On a alors RL} o (12')(€) = 0.

Démonstration. — En appliquant le foncteur cohomologique local
RT}, au triangle distingué RLL, (€) — € — (12/)(€) — RIL,(E)[1], le
théoréme 2.2.8 nous permet de conclure. O

LEMME 2.2.13. — Soient Z et Z' deux sous-schémas fermés de X. On
a(1Z)o("2') o R} 7/(0x) = 0.
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Démonstration. — Notons € = (tZ) o (TZ’) ) RETZUz/(Ox,Q), y =
X\ Z et |y le foncteur restriction & Y. On a

1yo(12) 51y, 1y0((2) S (12" nY)oyy, 1yoRLL,z S RLG.y oy

On en déduit que £ est & support dans Z. Il résulte alors de 2.2.9 que
(tZ)(E) = 0. Or, grace & la proposition 2.2.12, (fZ) — (1Z) o (1Z) est un
isomorphisme de foncteurs et donc € — (1Z)(€) est un isomorphisme. O

THEOREME 2.2.14. — Soient Z, Z' deux sous-schémas fermés de X
et £ € L_Q&qc(ng)). On a un isomorphisme compatible & Frobenius et
fonctoriel en Z et Z' :

(t2)o(t12")(&) = (tZzu Z')(€).

Démonstration. — Tout d’abord, le morphisme (1Z U Z/)(€) —
(t1Z)o (1Z2")(1Z U Z')(E) est un isomorphisme (cf. 2.2.12). Enfin, il résulte
de 2.2.13 que le morphisme (1Z) o (tZ')(&) — (1Z2) o (1Z) o (TZ U Z')(E)
est un isomorphisme. (]

Afin de prouver le théoréme suivant, on aura besoin du lemme ci-apres.

LeEMME 2.2.15. — Soient &' — & — " — &'[1] un triangle dans
LD .(*DY’) et Z un sous-schéma fermé de X. Celui-ci est distingué si

et seulement si les triangles obtenus aprés application des foncteurs ]Rl_“TZ
et (Z) sont distingués. ad

THEOREME 2.2.16. — Soient Z, Z' deux sous-schémas fermés de X
et £ € LDY (*DY’). On a les triangles distingués de localisation de
Mayer-Vietoris
(2.2.16.1)  RT ,.(€) — RLL(E) R (E)

— RTLuz/(8) — RL;nz (E)[1];
(2.2162) (1Zznz)E) - (2) (&) e (Z)E)
— (fzuz" (&) - (1ZnZ)E)1].

Démonstration. — Contentons-nous de démontrer que le triangle
(2.2.16.1) est distingué, le deuxiéme se prouvant de la méme facon. Il suffit,
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grace a (2.2.6.1), de le prouver pour Ox g. Or, les foncteurs ]RI_‘TZ et (12)
appliqués au triangle (2.2.16.1) pour £ = Oy o donnent respectivement

RLY, (Oxq) > RLy ®RLY 4 (Oxq) —» RLy — RLG . (Oxq)[1],
0—0® (1Z2)RLL (0x0) — ((Z2)RLY,, (Oxg) — 0.

Il est immédiat que le premier triangle est distingué tandis que le dernier
Vest si et seulement si (TZ)RETZ/(Ox,Q) — (TZ)RETZUz/(Ox’Q) est un
isomorphisme. Or, il résulte de 2.2.9 qu'il suffit de le vérifier au-dessus
de X\ Z, ce qui est immédiat. On conclut grace & 2.2.15 que (2.2.16.1)
est distingué. O

2.2.17. — Pour tout complexe F € Ig&qc(g'ﬁf);’), on dispose, d’aprés
[Ber5), 3.4.4, d’un isomorphisme fo  (FyF) = F¥ fo+(F). Lorsque fo est
un morphisme propre, pour tout diviseur T de X tel que Ty := f~}(Tx)
soit un diviseur de Y, pour tout F € DP, (D;,(TTy)Q), on a construit
différemment 1'isomorphisme fo 1 (FyF) = F fo,+(F) (voir [Ca3], 1.2.7).
L’avantage de ce dernier est que I'isomorphisme d’adjonction entre 'image
directe et I'image inverse extraordinaire est compatible a Frobenius
(voir [Ca3], 1.2.10). De plus, on obtient la compatibilité & Frobenius
de l'isomorphisme de commutation de I'image directe & Frobenius (voir
[Cad], 1.2.8). En outre, comme nous le verrons dans la troisieme partie de
cet article (précisément 3.2.9), sans nuire a la généralité des D-modules
arithmétiques, nous travaillerons exclusivement avec des morphismes
propres de V-schémas formels propres et lisses et les complexes seront
au moins cohérents. Nous prendrons donc par défaut et lorsque cela aura

un sens l'isomorphisme [Ca3], 1.2.7.

TuEOREME 2.2.18. — Soient Zx un sous-schéma fermé de X,
Zy = f;"(Zx), € € LD (*DY’) et F € LD (°D§’). On a des
isomorphismes fonctoriels en Zx et compatibles a Frobenius :

fo oRLY, (€) = RLY, o f3(€),
(2.2.18.1) { DT e
foo (1Zx)(€) = (Zy) o fo(€),
RLY, o for(F) > for oRLY (F),
(2.2.18.2) { Zx N B
("Zx) o for (F) = for o (1Zv)(F).
Démonstration. — En premier lieu, on remarque que si le théoréeme

est validé sans structures de Frobenius alors il I’est avec celles-ci. En effet,
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les morphismes canoniques compatibles a Frobenius (et ce, quel que soit
lisomorphisme de commutation de I'image directe & Frobenius choisi)

RLL_ o for oRTY (F) — for oRLY (F) et
RLY, o foy oRLL (F) — RLL o foi (F)

seraient alors des isomorphismes. On procede de méme pour I'image inverse
extraordinaire.

Oublions donc Frobenius. En utilisant les triangles de localisation, il
suffit de prouver les isomorphismes de droites de (2.2.18.1) et de (2.2.18.2).

Commencgons par celui de (2.2.18.1). Le morphisme fq se décompose
en une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse. Lorsque fy est lisse,
cela résulte de la section précédente (2.1.9). On se rameéne ainsi au cas ou fy
est une immersion fermée.

Soient Ty un diviseur contenant Zx et Ty = Tx NY. On aura besoin
des deux lemmes qui suivent.

LeEMME 2.2.19. — Le morphisme canonique
RLY, o fo' oRLY, (Ox,0) — RL}, © fo'(Ox)
est un isomorphisme.

Démonstration. — L’assertion est locale en Y. On peut donc supposer
que Y est irréductible. On a alors deux cas & traiter :

1) Ty = Y;
2) Ty est un diviseur de Y.

Commencons le premier cas. On vérifie, par un calcul local, que
Y C Tx implique que f§(Ox("Tx)g) = 0. Il découle de cette derniere
égalité que le morphisme féRI_’:}X (Ox,0) — f3(Ox,g) est un isomorphisme,
ce qui implique le lemme pour ce premier cas.

De plus, le deuxieme cas entraine 1'isomorphisme

f5(0x(1Tx)g) = Oy(1Ty)g

(cela résulte de [Huy2] par recollement). Il en dérive RETTY f5(0x(1Tx)g) =
0 et donc que le morphisme canonique

RLY o fo' oRL (Ox,¢) — RLY, o fo'(Ox)

est un isomorphisme. O
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LEMME 2.2.20. — Le morphisme
RL}, o fo' oRLE (Ox,g) — fo' oRLE (Ox,0)
est un isomorphisme.

Démonstration. — On vérifie en premier lieu que le complexe
Lfo*(Ox(Tx)g) est & cohomologie D;,,Q—cohérente. Cette assertion étant
locale en Y, on se raméne au cas ou Y est irréductible. Examinons les
deux cas possibles : soit Ty =Y, soit Ty est un diviseur de Y. Rappelons
que lors de la preuve de 2.2.19, on a vérifié que le premier cas induit
Lfo*(Ox(TTx)g) = 0 tandis que le deuxiéme cas fournit Iisomorphisme

Lfo*(0z('Tx)q) = Oy(Ty )q.

Ensuite, il en dérive que fo' o ]RI_“}X (Ox,q) est & cohomologie ’D;’Q—
cohérente. Comme il est en outre a support dans Ty, la proposition 2.2.9
nous permet de conclure. O

Il résulte des lemmes 2.2.19 et 2.2.20 I'isomorphisme
fo'o RE:}X (Ozx,0) — RETTY o fo'(Ox,g).

Grace & (2.2.6.1), on en déduit celuici fo' o RLY. (€) 5 RLE o fo'(£),
fonctoriel en Tx. Il découle alors du théoréme 2.2.8 le suivant, fonctoriel
en Zx : fo' oRLY, (€) S RLY o fo'(€).

Prouvons maintenant lisomorphisme de droite de (2.2.18.2).
Soient Tx un diviseur contenant Zx et Ty := f§ YTx). Grace 4 2.1.9.1 et
a lisomorphisme de droite de (2.2.18.1), on obtient 'isomorphisme

RLY, © fo+(F) = for o RLY, (F).
On termine la preuve en invoquant 2.2.8. O

2.2.21. — On se donne un systéme inductif, (BY"”)men, de Ox-
algebres commutatives plates sur V, & sections noethériennes sur une base
d’ouverts affines de X et tel que pour tout m, Bg’” soit munie d’une
structure compatible de DY¥-module. En notant, pour tout ¢ € N, B
sa réduction modulo m*+?, on suppose que B’ est Ox,-quasi-cohérent et

que BYY = lim, BE". On pose alors

> JUOJERT (m) (m)
Dy = p_rg BXZ Rox, 'Dxi .
i
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On suppose en outre que pour tout m’ > m, les morphismes By — B(m,
sont ’D( )_linéaires puis que les morphismes d’anneaux ’D(m) — Dge Q) sont
plats a gauche et & droite. On notera
B; = lim BYY et ’5; = lim ,5;?).
m m
D’apres [Ber2], 3.6.1, ces hypothéses entrainent en particulier que le faisceau
d’anneaux 13;@ est cohérent & gauche et & droite.

PROPOSITION 2.2.22. — Soient € € LDg qc(D(”) et Z C X un sous-
schéma fermé. Avec les notations de 2.2.21, on a alors un isomorphisme
D3€ (-linéaire, compatible & Frobenius et fonctoriel en € et en Z :

RLL(BL 85 &) <% Bl 6L RIL(E).
=7 x,Q 0;{@ x,Q O;{Q

Démonstration. — Lorsque Z est un diviseur, cela résulte de 1.1.10.
Le théoréme 2.2.8 nous permet de conclure. O

3. D-modules surcohérents.

On note encore par s > 1 un entier, S = SpfV et S := Speck.
De plus, on désigne les schémas formels par des lettres gothiques, la lettre
romane associée signifiant leur fibre spéciale. Enfin, on reprend les notations
de 2 en ce qui concerne o et F™*.

3.1. Stabilité de la surcohérence.

On se donne un morphisme fy : Y — X de k-schémas lisses, Hx un
diviseur de X tel que Hy = f; '(Hx) soit un diviseur de Y. On suppose
que X, Y se releévent en des V-schémas formels lisses X, Y.

Donnons-nous € un (F-)’D;(TH x )g-module cohérent (resp. un objet
de (F )Dcoh(’DIT{(THX)Q))'

DeriNiTION 3.1.1. — On dit que &€ est D;(TH x )@-surcohérent ou
surcohérent sur X a singularités surconvergentes le long de Hx, si pour
tout morphisme lisse de V-schémas formels lisses g : P — X, pour tout
diviseur T de P, le faisceau (TT)(g*€) est un (F-)’D,TP(Tg_l(HX))Q-module
cohérent (resp. un objet de (F' )Dcoh(’D;,(Tg_l(Hx))Q)). Il est clair qu'un
complexe est surcohérent si et seulement si ses espaces de cohomologie
le sont.
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On note (F-)DP . (DL('Hx)g), la sous-catégorie pleine de (F-)
DY, (DL(THx)g) des complexes surcohérents.

Remarques 3.1.2. — 1) Il existe des modules cohérents mais pas
surcohérents. En effet, le faisceau ’D;(TH x)g est ’D;(TH x )g-surcohérent
si et seulement si la dimension de X est nulle.

2) Lorsque X est séparé, il résulte de [Cad] que les F-isocristaux
unités sur X \ Hx surconvergents le long de Hx sont D! Q-surcoherents
(en constatant de plus que le fait d’étre un F-isocristal unité est stable
par image inverse et extension du faisceau de ’anneau des opérateurs
différentiels).

3) En général, on prouvera dans un article ultérieur (voir [Cal]) que
les F-isocristaux sur X \ H x surconvergents le long de H x sont ’D; (TH x)o-
surcohérents. On remarque que méme la D;re Q—cohérence de ces derniers

reste conjecturale. D’ot I'intérét des ’D;E(TH x )Jg-modules surcohérents.

4) Supposons ici que X soit une courbe. D’apreés la caractérisation
de I’holonomie sur les courbes (cf. [Ca3], 2.3.3), un ’D;Q—module cohérent
dont la cohérence est stable par foncteur cohomologique local est holonome.
Il en découle qu’un ’D;Q—module surcohérent est holonome.

5) On établira (voir [Cal]) que si les F-isocristaux sur X\Hy
surconvergents le long de Hx sont ’D;’Q—cohérents (ceci est conjecturé

dans [Ber6]) alors ils sont 'D;’Q-surcohérents.

6) Si I'holonomie est préservée par image inverse extraordinaire
(conjecture [Ber6], 5.3.6.B) alors les complexes holonomes sont 'D;Q-sur-
cohérents.

7) Réciproquement, soit £ € (F )Dcoh(D;(TH x)g@)- On prouve grace
a [Ca3|, 2.2.9, et & 'analogue du théoreme de Kashiwara, que si £ est
un F —’D;(TH x )g-complexe surcohérent (ou mieux : tel que pour tout
point fermé z de X, en notant i, un relevement de I'immersion fermée
induite, i, (€) reste cohérent (***)), alors il existe une stratification
de U = X \ Hx par des sous-schémas affines et lisses U = | J-_, U;, telle que
dimU; < dimU;4q pour i = 1,...,n—1, et telle que, en notant pour tout 4,
u; I'immersion U; — X, les espaces de cohomologie de u}(€) soient Oy, q-

cohérents, avec U; un V-schéma formel affine et lisse relevant U;.

Si la conjecture [Ber6], 5.3.6.D (qui implique la conjecture [Ber6],
5.3.6.B) est vérifiée, on en déduit que € est holonome.
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Ainsi, en admettant la conjecture [Ber6], 5.3.6.D, un F-’D;’E(*H X)o-
module cohérent est holonome si et seulement s’il est F-’D;(J‘H X )Q-Surco-
hérent si et seulement s’il est F—D%Q—surcohérent si et seulement s’il
vérifie la propriété (***). En particulier, la surcohérence serait stable par
le foncteur dualité.

8) Tous les résultats de cette section seront valables sans structures
de Frobenius.

A Tlinstar de la cohérence, on vérifie que la notion de surcohérence
est locale en X. De méme, on étend les propriétés standards des modules
cohérents aux modules surcohérents :

ProrosiTioN 3.1.3. — Soit & — & — & — &4 — & une
suite exacte de F-’D;(THX)Q-modules cohérents. Si &1, &, €4, Es sont
'D;(TH x Jg-surcohérents, alors €3 est ’D;(TH x )g-surcohérent. m

ProrositioNn 3.1.4. — Soit & : € — F un morphisme de F-
DL (1Hx)g-modules surcohérents. Alors ker® et Im® sont D% (THx)q-
surcohérents. O

Passons & présent aux propriétés de stabilité de la surcohérence par
les opérations cohomologiques.

PropositioN 3.1.5. — Pour tout sous-schéma fermé Z de X, pour tout
F-DL. (T Hx)g-module surcohérent £, (1 Z)(€) et RTL(E) sont DL(THx )o-
surcohérents.

Démonstration. — 1l existe des diviseurs Ty,...,T, de X tels que
Z = (Ni=1,..nTi- Le cas olt Z est un diviseur résulte de (2.2.18.1). On
termine la preuve grace a 2.2.16, en procédant par récurrence sur n. O

En reprenant la démonstration de Panalogue du théoreme de
Kashiwara (di & Berthelot [Ber6], 5.3.3), on obtient par recollement I’énoncé
suivant.

TrtorEME 3.1.6 (Kashiwara). — On suppose que fy est une
immersion fermée.

1) Pour tout D (1 Hx)g-module cohérent £ & support dans Y, tout
D;,(THy)Q—module cohérent F et tout entier k # 0, on a H* fo (F) =0
et HEf)(E) = 0.
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2) Les foncteurs fo, et f& sont des équivalences quasi-inverses entre
la catégorie des ’D;(TH x )o-modules cohérents & support dans Y et celle
des ’D;,(THy)Q-modules cohérents. O

THEOREME 3.1.7. — Pour tout £ € F-DP, . (DL(1Hx)g), fo(E) est
dans F-DY,. ... (D}, (tHy )g).

surcoh

Démonstration. — Comme le théoréme est local en Y et en X,
on peut supposer que fo se releve en un morphisme f : Y — X.
Puisque f se décompose en une immersion fermée suivi d’un morphisme
lisse et puisque le cas ou f est un morphisme lisse est immédiat, on se
ramene au cas ou f est une immersion fermée. Soient g : P — Y un
morphisme lisse et Z un sous-schéma fermé de P. Il suffit de prouver que
RL‘TZg’(f!(g)) € Dsoh(D;,(Tg“l(Hy))Q), ce qui est local en P. On peut
donc supposer que g se. décompose en une immersion ferm:é\e P — Ay
suivie de la projection A& — Y. En notant p la projection A} — X et i
I'immersion fermée P — A%, on obtient f o g = p o 4. D’oll I'isomorphisme
Rl_“TZg!(f!(f,')) 5 i’RETZp!(S). Comme & est surcohérent, ]RL‘TZp’(g)) est
un complexe D{;n (*p~1(Hx))g-cohérent (3.1.5) & support dans Z C P. Le

x
théoreme 3.1.6 nous permet de conclure. O
Afin de prouver la préservation de la surcohérence par I'image directe

d’un morphisme propre (3.1.9), on aura besoin du théoréme de changement
de base par un morphisme lisse suivant.

ProprosiTion 3.1.8. — On suppose que fq se reléve en un morphisme
f:Y — X de V-schémas formels lisses. Soient g : P — X un morphisme
lisse et F € DP (D;,(THy)Q). Onnotep:YxxP —»Yetq:YxxP — P

coh
les projections canoniques. On dispose alors d’un isomorphisme

9! o f+(F) = a+ OP!(-7'-)~

Démonstration. — Comme le morphisme f se décompose en une
immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse, on se ramene a I'un de ces
deux cas. Le premier cas résulte de 2.2.18, de I'isomorphisme

for fo(F) = RIL (F)

et de 3.1.6. Traitons a présent le deuxiéme cas. On a alors

f+(F) = RfA(Q5)x ®oy F)ldy/x],
ou Q;, /x ®0oy F est le complexe de de Rham relatif de F. On conclut alors
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grace au théoréeme de changement de base de 'image directe topologique
par un morphisme plat (voir [Har], I11.5.12). |

THEOREME 3.1.9. — On suppose fy propre et que Y se plonge dans un
V-schéma formel Y propre et lisse. Pour tout F € F-DP _ (’D;,(THy)Q),
fO-i-(j:) € F'Dsurcoh(DT%(THX)Q)'

Démonstration. — Donnons-nous un morphisme lisse g : P — X et
Z un diviseur de P. Comme fy est propre, on sait déja que for(F) est
D;(THy)Q-cohérent (cf. [Berl]). Il suffit alors de vérifier que Rl_“TZg’f(H. (F)
appartient & DY, (DL (19~ (Hx))o).

coh

Commencons par traiter le cas ou fy se reléve en un morphisme f :
Y — X de V-schémas formels lisses. Grace a 3.1.8 et avec ses notations, on a,
RILg' f4(F) 5 RILgr op'(F) S 4RI, ,)p'(F) (22.18). O, il résulte
de la stabilité par image inverse extraordinaire de la surcohérence (3.1.7)
que RL‘:;_I(Z)])’(.’F') appartient & Dsoh(D;xxp(TP_l(HY))Q)- Comme q est
propre, le faisceau q+RL‘:;_1(Z)p’ (F) est dans D, (DL ('g~ (Hx))q).

Traitons maintenant le cas général. Comme le morphisme fy se
décompose en une immersion fermée (Y — Y x X) suivie de la deuxiéme
projection ¥ x X — X qui se prolonge en un morphisme propre de V-
schémas formels lisses Y xs X — X, on se ramene a supposer que fo est une
immersion fermée. Or, le théoréme étant local en X, on peut supposer que
X est affine. Le morphisme fy se releve alors en un morphisme f:Y — X
de V-schémas formels affines et lisses. m]

Remarque 3.1.10. — On rappelle (3.1.2.7) que si la conjecture [Ber6],
5.3.6.D est vérifiée, 'holonomie équivaut & la surcohérence. Gréace au
théoreme 3.1.9, on en déduit que la conjecture [Ber6], 5.3.6.D (qui entraine
celle de la stabilité de I’holonomie par foncteur cohomologique local)
implique la conjecture concernant la stabilité de ’holonomie par image
directe [Ber6], 5.3.6.A.

Remarque 3.1.11. — On suppose que fy est propre et que fy
se releve en un morphisme de V-schémas formels lisses f. Pour tous
F € F-Db, (DL (1Hy )g) et € € F-DE, ., (DL (THx)q), l'isomorphisme

(résultant de [Ca3], 1.2.6) :
HomF_D;(THy)Q(.'F, (&)= HomF_D; (THX)@(f+(‘7:)’£)
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induit des morphismes d’adjonction compatibles & Frobenius f, o f'(€) — £,
F — f'o f1(F) (grace a la stabilité de la surcohérence).

Si on suppose en outre que fg est une immersion fermée et que £ est
& support dans Y, alors, grace a 'analogue du théoréme de Kashiwara, on
vérifie que ces morphismes d’adjonction sont des isomorphismes.

On aura besoin dans la section suivante du lemme suivant.

LemME 3.1.12. — Soient i : Z < X une immersion fermée de
V-schémas formels lisses et € € F —D;’urcoh(’D;Q). On dispose d’un

isomorphisme canonique RL‘TZ(g) 5 iy 0 dY(E) s’inscrivant dans le
diagramme canonique

RL}(E) ———— €
|

o
iyoi(E) —— &

le morphisme du bas étant le morphisme d’adjonction de 3.1.11.

Démonstration. — Par fonctorialité, on dispose du diagramme
commutatif

. R t adj 1
i+ 0t RLZ(E) ————— RIL(E)

. L adj l

iy 01 (E) E
Grace a 3.1.11, la fleche du haut est un isomorphisme. De plus, il résulte
de la fonctorialité en Z de la commutation de la cohomologie locale avec
I'image inverse extraordinaire (2.2.18.1), que le morphisme de gauche est
un isomorphisme. O

3.2. Catégorie des D-modules arithmétiques surcohérents
au-dessus d’un k-schéma séparé et de type fini.

Notations 3.2.1. — Soient X un V-schéma formel lisse, T" et Z deux
sous-schémas fermés de X. On note alors (F-)Mx 7,z la catégorie des (F-)
’D;’Q—modules surcohérents £ & support dans Z et vérifiant RE)}(ﬁ ) =0.
On remarque que si T est un diviseur, la condition RETT(S ) = 0 équivaut
a dire que la structure de ’D;Q—module se prolonge en une structure
de D; (1T)g-module.

De méme, on note (F-)€xr 7 la sous-catégorie pleine de (F-)
D;’urcoh(’D;Q) des complexes € vérifiant (TZ)(€) = 0 et RLH(E) = 0.
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Comme les foncteurs RI_“} et (TZ) ne dépendent que de 'espace sous-jacent
du sous-schéma fermé respectif, on supposera toujours que Z et T sont
réduits.

Remarques 3.2.2. — On garde les notations de 3.2.1.

1) Tous les énoncés de cette section seront valables sans structure de
Frobenius.

2) SiT est un diviseur et £ € F-Cx p z, alors pour tout entier r, H"(€)
appartient & F-9x r 7. Par contre, lorsque T est quelconque, on vérifie,
grace a la remarque 2.2.11, que cette propriété est fausse. Comme nous
travaillons avec des complexes, ’étude de la catégorie F-Mx 7,z est surtout
intéressante lorsque T est un diviseur de X. Mais, avec la remarque 3.2.10,
supposer que T est un diviseur ne nuit pas a la généralité quant a la
construction de la catégorie des D-modules arithmétiques surcohérents
au-dessus d’un k-schéma séparé de type fini.

3) Soit 77 O T un sous-schéma fermé de X. On a l'inclusion
F-Mx 1z CF-Mxrz.

De plus, si Z' D Z est un sous-schéma fermé de X, alors on a l’inclusion
F-Mxrz CF-Mer,7.

4) Si D est un sous-schéma fermé de X, alors (fD) induit un
foncteur F-Mx 1z — F-9Mxrup,z tandis que RETD donne un foncteur
FMx 12 — F-Mx1 20D

Avant d’établir que la catégorie F-Cx 1 7 (resp. F-Mx 1 7z lorsque T
est un diviseur) ne dépend que du sous-schéma U := Z\T, nous aurons
besoin des deux propositions suivantes.

ProrosiTiON 3.2.3. — Soient Z un k-schéma lisse, g : Yo — W1
un morphisme de V-schémas formels lisses, 1 : Z — Y1, i : Z — Y,
deux immersions fermées telles que g o i’ = i. On se donne aussi € un
F—D;lyQ-module surcohérent a support dans Z et £ un F-’D;,%Q—module
surcohérent & support dans Z. Alors,

1) pour tout k # 0, on a H*(g, (E2)) =0 et H’“(Rl:TZg!(&)) =0;
2) on dispose d’isomorphismes canoniques g+RL‘TZg!(£1) 5 &

et 82 =5 sz‘zg!g_,_(gg).
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Démonstration. — La premieére assertion est locale et lon peut
supposer que Z se releve en un schéma affine et lisse. L’analogue du
théoréme de Kashiwara nous permet alors de conclure celle-ci.

Par adjonction, on construit un morphisme g+]R1_“TZg’(81) — &;. Le
fait que celui-ci soit un isomorphisme est local en Y et résulte alors de 3.1.12
et de 3.1.11. Pour le deuxiéme isomorphisme, on vérifie d’abord de maniére
analogue que le morphisme induit par adjonction R_I_‘TZ(&) — RI_“TZ g'g+(E2)
est un isomorphisme. L’isomorphisme canonique RETZ(SZ) 5 &, nous
permet alors de conclure. O

PRroOPOSITION 3.2.4. — Soient X un V-schéma formel lisse, Z, Z', T et
T’ des sous-schémas fermés de X tels que Z\T = Z'\T'. On a alors les
égalités F-Mx 1,z = F-Mx 1,720 et F-Cx 1z = F-Cx 1.7 . En particulier,
on a F-€xrz = F-€y 15 en notant U Padhérence schématique de U
dans X.

Démonstration. — La seconde égalité se démontrant de fagon
identique, bornons-nous a établir la premiere.

Premier cas : Z' = Z. Soit £ un F —’D;Q—module cohérent a support

dans Z. Comme ZNT = ZNT" et que le morphisme canonique RETZ(ﬁ )— &
est un isomorphisme, on a

RLH(E) <= RTh4(E) = RLE -, (E) =5 RLL(E).

Deuxieéme cas : T’ = T. Soit £ un F-D;Q—module surcohérent et
vérifiant RL1.(€) = 0. Gréce & 2.2.9, comme RTH((1Z)E) = 0, on vérifie
que (1Z)€ = 0 si et seulement si ((TZ)€)|x\7 = 0, de méme en rempla-
cant Z par Z'. Or,

[((2)(&)]i1x\7 = (Z\T)(E x\1) = (Z\T)(E x\7) = [((Z)(E)]1x\1-
Donc, (TZ)(€) = 0 si et seulement si (TZ’)(€) = 0.

Le cas général se déduit aussitot des deux premiers cas. O

Remarque 3.2.5. — Avec les notations de 3.2.4, supposons que T soit
un diviseur de X. Il est moins clair que la catégorie des F-’D;r6 (T)g-modules
surcohérents a support dans Z vérifie la propriété d’indépendance de 3.2.4.
Mais, cela reste conjectural.
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THEOREME 3.2.6. — Soient f : X5 — X1 un morphisme propre et lisse
de V-schémas formels lisses et, pour i = 1,2, T; un diviseur de X; et Z;
un sous-schéma fermé de X;. On suppose de plus que X, se plonge dans un
V-schéma formel propre et lisse et que Z1\Ty = Z»\T5. Enfin, on se donne
& € F-mthhzl et & € F-Mx, 1,2, - Alors,

1) pour tout k # 0, on a H*(f,)(E2) =0 et Hk(]RL‘TZ2 o f'(&)) = 0;

2) les morphismes canoniques f, o Rﬂzz o f(&) — & et & —
]lez2 o f' o f1 (&) sont des isomorphismes.

Les foncteurs f1 et RETZ2 o f' induisent donc une équivalence entre
les catégories F-Mx, 1, 7z, et F-Mx, 1,7, -

Démonstration. — Notons Y; = X1\T1, Yo = ¥2\T2, 9 : Yo — Y1 le
morphisme induit par f et U = Z;\T;. En premier lieu, grace a 3.2.4, on
peut supposer que Z; (resp. Z3) est ’adhérence schématique de U dans X;
(resp. X2).

Etape 0 : prouvons que ]RL‘TZ2 o f'(&1) appartient ¢ F-Mx, 1, 7,, que
f+(E2) appartient & F-Mx, 1,2, et que Uon peut supposer Ty = f~1(T})
(qui est un diviseur de Xo puisque f est lisse).

Gréace a 3.2.4 et & 2.2.18 cela résulte de la vérification de 1'égalité
U = Zy\ f~}(T1). Démontrons donc celle-ci. Comme f est propre, on vérifie

que I'immersion U < X5\ f~1(T}) est fermée. Comme Z5 est ’adhérence
de U dans X5, on en déduit que U = Zy\ f~1(T1).

Etape 1 : supposons dans un premier temps que U soit lisse.
On a les isomorphismes
F+(E&)1p, = g+ (E21,) ot (RTE, o f'(€1))1y, == BRIy, 0 ¢'(E1jyp,).
11 résulte de [Ber2], 4.3.12, et de 3.2.3 les égalités 3.2.6.1.
De plus, par adjonction, on a
& <RI} E — RLY o f o f(E).

Comme celui-ci est un isomorphisme au-dessus de Y, (3.2.3), celui-ci est
un isomorphisme (voir [Ber2], 4.3.12). Avec la méme argumentation, si &;
est un objet de F-9x, 1, z,, on établit que le morphisme canonique
fro ]RI_“TZ2 o f'€; — &; est un isomorphisme. On a donc prouvé le théoréme
dans le cas ou U est lisse.

Ftape 2 : prouvons maintenant la proposition dans le cas général;
pour cela, nous procédons a une récurrence sur la dimension de U.
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Si la dimension de U est nulle alors U est affine et étale (sur k) et
le théoréme immédiat. Supposons donc dimU > 1 et le théoréme validé
lorsque la dimension de U est strictement inférieure.

Or, il existe un diviseur H; de X; tel que : 1) U\H; est lisse;
2) dimU N Hy < dimU. Si on note Hy := f~}(Hy) alors U N H; = U N Hy
et U\H1 = U\H2

Etape 2a : vérifions que pour tout entier r # 0, H” f (&) = 0.

Le triangle de localisation en Ho de &£; induit la suite exacte
(3.2.6.1) 0— HE(E) — & — (1Ha)(E2) — HIL (&) — 0.
En notant F; le noyau de I’épimorphisme (T Hp)(€2) — 'HE (€2), on obtient

ainsi la suite exacte
0— Fp — ((Hy) (&) — HIL(E2) — 0.

En appliquant le foncteur fi a celle-ci, il en dérive une suite exacte
longue. Or, (1H)(€2) € F-Mx, 1,00,.2, et Hig (E2) € F-Mx, 1, 2,01, -
D’aprés D'étapel et par hypothése de récurrence, cette suite exacte
longue donne H"(f+)(Fz2) = 0, pour tout entier r ¢ {0,1}. En outre,
on vérifie que H'(f+)(F2) = 0 si et seulement si le morphisme s; :
HO(fO)((FHR)(E)) — Ho(f+)(Hm (£2)) est surjectif. Avant de prouver ce
dernier fait, commencons par le lemme suivant :

LeEMME 3.2.7. — Le morphisme sy := HO(JRETZ2 o f')(s1) est surjectif.
Démonstration. — Comme (' H2)(E>) appartient & F-Mx, 1,umH,,2,
d’apres ’étape 1, le morphisme canonique
("Hy)(E2) — HORLY, o ') o HO(f1) (T Ha)(E2))
est un isomorphisme.

Comme ’HLi (€2) appartient & F-9Mx, 1, z,nm,, par hypothese de
récurrence, le morphisme composé canonique

Mk (E2) — HORTY, oy, o 1) o HO(f1) (M (£2))
=5 HORTY, o f') o HO(f1) (M, (E2))

est un isomorphisme. Comme le morphisme (THz)(&2) — ’H}}i (&2) est
surjectif, on en déduit qu’il en est de méme de s;. O

Déduisons-en maintenant que le morphisme s; est surjectif. Notons
F, limage de s; et 4 linjection canonique F; — Ho(f+)(H}g(£2)).
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Or, d’apres 3.1.4 et 3.1.9, F; est ’D;I’Q—surcohérent. Il est en outre

muni d’une structure canonique de F-’D;1 (1Ty)g-module et est & support
dans Z; N Hy, ie., F1 € F-Mx, 1, 2z,nH,- Or, sur cette catégorie, les
deux foncteurs HO(RLY -, o f') et HO(RLY, o f') sont canoniquement
isomorphes. Par hypothese de récurrence, i; induit alors l'injection
ig := 'HOORI_’TZ2 o fY)(i1). De plus, comme sy est surjectif, i 1'est aussi.
Le morphisme iy est donc un isomorphisme et par hypothese de récurrence,
il en est alors de méme de ¢;. On a donc prouvé que s; est surjectif ce qui,
d’apres ce qu'on a vu, est équivalent & H(f;)(F2) = 0. Finalement, on a
vérifié que H"(f+)}(F2) = 0, pour tout r # 0.

Or la suite exacte 0 — HL’,S(SQ) — &y — F5 — 0 résulte de (3.2.6.1).
En appliquant le foncteur f, a cette derniére, on obtient une suite exacte
longue. 11 résulte alors de la propriété «pour tout r # 0, H"(f1)(Fz) = 0 et
Hr(f.,.)(HJ}}g(Sg)) = 0y, la suivante «pour tout r # 0, H"(f+)(E2) = 0».

E’tape 2b : de facon analogue, on établit que pour tout r # 0, pour
tout objet €1 de F-Mx, 1,2, , HT(RI_“TZ2 o f)(&1) = 0. On omettra alors
d’écrire HO.

Etape 2¢ : on prouve 3.2.6, 2).

Par hypothese de récurrence, on vérifie que le morphisme canonique
fro RETZQ o f’(]Rl:}I1 (&) — ]Rl_“;rq1 (€1) est un isomorphisme. De plus, on
déduit de I’étape 1 que le morphisme f O]RI_"‘Z2 of (THy)(&1)) — (THL)(&)
est un isomorphisme. Il en résulte, grace au triangle de localisation de &;
en Hy, que le morphisme fy o RETZQ o f'(&) — & est un isomorphisme.
De la méme maniere, si €, € F-Mx, 1,,2,, on vérifie que le morphisme
]RI:TZ2 o f'o fi(&2) — & est un isomorphisme. a

THEOREME 3.2.8. — Soient f : X3 — X1 un morphisme propre de V-
schémas formels lisses, T1 et Z, deux sous-schémas fermés de X, T et Zs
deux sous-schémas fermés de X5. De plus, on suppose que X5 se plonge
dans un V-schéma formel propre et lisse et que Zy\Ty = Zy\T5. Enfin,
on se donne & € F-Cx, 1, 7, et E2 € F-Cx, 1, z,. Alors, les morphismes
canoniques

feoRLY o f'(€1) — & et € — RLY o f o fi(£)

. . 1 . .
sont des isomorphismes. Les foncteurs f et RETZZ o f* induisent donc une
équivalence entre les catégories F-Cx, 1, z, et F-Cx, 1 7, -

Démonstration. — On procede de maniere analogue aux étapes 0, 1,
2¢ de la preuve du théoreme 3.2.6. O
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3.2.9. — Soient X; et X5 deux V-schémas formels propres et lisses, et,
pour i = 1,2, Z; un sous-schéma fermé de X; et T; un diviseur de X;. On
note Uy = Z1\T} et Uy = Z3\Ts. On suppose qu'il existe un morphisme
quelconque f : Uy — Us.

On note X3 := X3 xy X1, q¢: X3 — X9 et p: X3 — X, les projections
canoniques (qui sont des morphismes propres), T3 = p~1(T1) U ¢~ 1(T2),
Zs Vadhérence schématique de U; dans Xp x X; (via les immersions
UZ‘—)U2XU1L—>X2 XXl).

Or, les deux catégories F-Cx, 1, z, €t F-Cx, 1, z, sont égales. En effet,
comme on a ’égalité Z3\T5 = Uy (car 'immersion Uy — (X3 x X1)\T3
est fermée), cela résulte du théoréme 3.2.8.

On pourra donc toujours se ramener au cas ou le morphisme f
se prolonge en un morphisme propre p : Xo — X; vérifiant Uinclusion
p~1(T1) C T,. Mais, contrairement & I’étape 0 de 3.2.6, on ne peut pas
toujours supposer que p~1(Ty) = T3 (sauf si f est propre) car I’immersion
Uy — Xo\p~}(T1) n’est pas en générale fermée (sauf si f est propre).
Enfin, grace a 3.2.4, il ne colte rien de supposer que, pour ¢ = 1,2, Z; est
Padhérence schématique de U; dans X;. Cela entraine aussitdt 'inclusion
Zy C p_l(Zl).

En particulier, on en déduit que la catégorie F-IMx 1, 7z, est
indépendante de X1, T1 et Z; et ne dépend que de U;. On peut la voir
comme l’analogue p-adique de la catégorie des Dy, -modules holonomes.
Si aucune confusion n’est a craindre, on pourra donc la noter F-IMy, et
nommer ses objets Dy, -modules arithmétiques surcohérents.

De la méme fagon, (on remarque que le fait que T3 et T soient des
diviseurs est ici inutile), la catégorie F-Cx, 1y, z, est indépendante de X,
Ty et Zy et ne dépend que de U;. Elle correspond a I’analogue p-adique de
la catégorie des complexes & cohomologie bornée et holonome, D2 (Dy, ).
On pourra ainsi la noter plus simplement F-€, .

Le foncteur p; induit un foncteur F-€y, — F-C€y, . Celui-ci ne dépend
que du morphisme f et correspond & l'analogue p-adique du foncteur
fr: DEO](DU2) - DEOI(’DUI)‘

De méme, on obtient un foncteur RETzz o(ITy) o p': F-€y, — F-Cy,.
Ce foncteur ne dépend que de f et peut étre vu comme ’analogue p-adique
du foncteur f': DP (Dy,) — D2, (Du,).
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Avec cette analogie, la surcohérence des D-modules arithmétiques
est donc préservée par l'image directe et 'image inverse extraordinaire
d’un morphisme quelconque. Par contre, on ne sait pas encore que la
surcohérence est stable par foncteur dual. C’est précisément pour cette
raison que l'on s’intéressera (3.3.1) & la catégorie déduite de celle des
D-modules arithmétiques surcohérents par application du foncteur dual D-
linéaire.

Remarque 3.2.10. — Soit U un k-schéma séparé de type fini. Lorsqu’il
n’existe pas de V-schéma formel propre et lisse X, de sous-schéma fermé Z
de X et de diviseur de T'de X tel que U = Z\T, on peut définir la catégorie
F-9My par recollement : on choisit un recouvrement ouvert (U;);ey de U tel
que, pour tout 7 € I, il existe un V-schéma formel propre et lisse X;, un sous-
schéma fermé Z; de X; et un diviseur de T; de X; tel que U; = Z;\T;. On
note p;; : X; xs X; — X; et q;5 : X; xs X; — X; les projections canoniques,
Zij l'adhérence de Ui N Uj dans Xi X ‘Xj et Tz’j = p;1<Tz> U q:jl(Tj) Un
objet de F-90y est alors constitué par la donnée pour tout i d’'un objet de
F-Mx%, 1.2, €, et, pour tous ¢, j, d'un isomorphisme D;relXSxJ,Q-linéaire
]RI_’JfZlJ o(1Ti;)opi; (&) = ]RI:TZH o("Ti;)0q;,(€;), ces isomorphismes vérifiant
la condition de cocycle habituelle.

On nomme F-9My la catégorie des Dy-modules arithmétiques sur-
cohérents.

De méme, si f : Up — U est un morphisme de k-schémas séparés et
de type fini, on construit de maniére analogue & 3.2.9 et par recollement
les foncteurs f' et f, entre la catégorie des Dy,-modules arithmétiques
surcohérents et celle des Dy7,-modules arithmétiques surcohérents.

3.3. Formules cohomologiques des fonctions L.

On pose ¢ = p® et on suppose dans cette section que k = F, (si X est
un k-schéma alors X©® = X).

On sait déja (voir [Ca3], 3.4.1) que les fonctions L associées aux
complexes de D-modules arithmétiques holonomes au dessus d’une courbe
vérifient une formule cohomologique appelée L = P. Or, on rappelle que la
stratégie de Grothendieck pour prouver celle de la fonction Zéta de Weil sur
un k-schéma séparé de type fini X se fait par récurrence sur la dimension
de X par le truchement d’une catégorie de coefficients stable par opérations
cohomologiques, celle des Qg-faisceaux lisses, avec £ un nombre premier
choisi différent de p.
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La stabilité de la surcohérence par image directe et image inverse
extraordinaire, nous permet alors de calquer [Ca2], 6, (qui reprend la
stratégie de Grothendieck) afin de prouver que les complexes duaux de
complexes surcohérents vérifient I’égalité L = P.

3.3.1. — Reprenons les notations de 3.2.9. On rappelle que gréace a
la dimension cohomologique finie du faisceau d’ anneaux Dae @(TTl) (voir
[Huyl}), la catégorie des complexes parfaits de ’D ’Q( Ty )-modules est
égale a celle des complexes de ’D3€ Q(TTl) -modules & cohomologie bornée

et cohérente. Le foncteur dual ’D3€1 ,Q(TTl) -linéaire (voir [Vir], 1.3.2) se
comporte donc bien sur cette derniere et sera noté Dx, 7. On désignera
par F-€% 7,  la sous-catégorie pleine de F-DY, (D} ('Ti)g) des F-
complexes &€ tels que Dx, 1, (€1) € F-Cx, 1,2, . Il est immédiat que celle-ci
est une sous-catégorie pleine de celle des complexes pseudo-holonomes (voir
[Ca3], 2.2.1). On peut donc définir leur fonction L et P (voir [Ca3], 3.1)
définies ci-apres. La version «dualiséey du théoreme d’indépendance en Xy,
Zy et Ty (cf. 3.2.8) est valable, i.e., la catégorie F—Q%l’ﬂ’ z, ne dépend que
de Uy (cf. 3.2.9) et pourra ainsi étre notée F-€; . Cependant, on prendra
garde au fait que si £; est un objet de F'Q:avel,Tl, z,» il n’est pas évident que
ses espaces de cohomologie restent des objets de F' -QIXEI’TIY z, - Par exemple,
si M est un ’D;’Q—complexe surcohérent, je ne sais pas si les complexes

Dx, H" (D%, (M1)) sont ’D;IYQ-surcohérents. Bien entendu, la conjecture
sur ’identité entre I’holonomie et la surcohérence entraine ce dernier fait.

On note pry 1,1 le foncteur Dx, 7 o py o Dy, 1,. Celui-ci induit un
foncteur pr, 1,1+ F-€%, 1, 5, — F-€% 1, 5 qui est analogue p-adique
de fi et que 'on pourra noter ainsi.

De plus, on note pﬁ’Tl le foncteur Dx, 7, op'oDy, .1, - Enfin, on dispose
du foncteur Dx, T, © RETZz o(1Ty) op' oDz, 1 : F-@% 1.2 — F€%, 102,
qui est ’analogue p-adique du foncteur f* et que ’on pourra écrire ainsi.

Donnons un exemple : supposons que Xo = X; et Zo = Z;.

Comme T; C To, f est une immersion ouverte. Si & € F-€% 5
alors fi(&€2) = Dx, 1, Dx, 1, (€2). De plus, si & € F'¢\3/€1,T1,Zla alors

FH (&) =Dz, 1, ((To)Dx, 1, (£1) = (T2)(&1).

Si T1 ou T, sont vides, on omettra de les écrire dans les expressions
+
pleTZs! et pTz,T1'
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Notations 3.3.2. — Dans toute la suite, on désigne par p : X — S
un morphisme propre et lisse, Z un sous-schéma fermé de X, T un
diviseur de X, Y l'ouvert X\T et U = Z\T. Si S est un sous-ensemble
de X, on note S° le sous-ensemble des points fermés de S. Si y est
un point fermé de Y, on notera i, : Spf V(y) — X un relevement de
I'immersion fermée Spec k(y) — X induite par y et p, : Spf V(y) — Spf V
le morphisme structural.

DEFINITION 3.3.3. — Soient £ € F-€% 1. , et S est un sous-ensemble
de X. On définit la fonction L associée a € au-dessus de S en posant

(=17

LS, &.t) = [] [l detx (1 —tFprop,,it,cen) ’
yeS0 jeZ

ou Fl3ps(p,, i+ . (¢)) désigne Paction de Frobenius sur HI (py+i;'T(8)), celle-
Y, 3
ci résultant des théoremes de commutations de Frobenius aux opérateurs

cohomologiques.

DEFINITION 3.3.4. — Soit € € F-€% ;. On définit la fonction
cohomologique P associée a € en posant

_q)tt
P(U, E,t) := [ [ detr (1 - tFlw(m,vs))( o
j

ol F|3 (py.£) indique 'action de Frobenius sur HY (pr,E).
Remarque 3.3.5. — Soient y un point fermé de Y et E, un F-
isocristal convergent sur Spec k(y). L’égalité L = P étant vérifiée pour les

F-isocristaux convergents (voir [ELS1]), on obtient

det i (1—t48 Faesv) , Y/ 98V — dety (1-tF), ) = deti (1-tF),, ).

Cette remarque nous a donc permis de modifier les conventions de [Ca2],
4.3.3, quant & la définition de la fonction L, le but étant d’alléger les
notations.

De plus, on remarque que si £ € F-€% 1. ,, en oubliant que £ est &
support dans Z, on a P(U,E,t) = P(Y,E,t) et L(U,E,t) = L(Y, €, t).

La vérification du lemme suivant nous permet d’obtenir le théoréme
ci-apres.
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LeMME 3.3.6. — Soient f : X’ — X un morphisme de V-schémas
formels propres et lisses, T et T' des diviseurs de X et X', Z et Z' des
sous-schémas fermés de X et X’'. On suppose Z\T = Z'\T' et on note
U=Z\T.Si€ € F-Cp 4 et E € F-CY 1, alors :

L(U,&,t) = L(U, frry(€), 1),
P, €& t) = P(U, fr,r(€),1),
LU, E,t) = L(U, Dy, R, f'Dx (), 1),
P(U,E,t) = P(U, Dy RLY, f'Dx 1 (E), t).

Démonstration. — Tout d’abord, on vérifie les égalités P(U, €', t) =
P, frri(E),t) et L(U,E,t) = LU, Dy RLL, f'Dx 7 (€),t) : pour la
premiere, on utilise le fait que la composition des images directes est
compatible & Frobenius (2.2.17) ainsi que 'isomorphisme de bidualité (voir
[Vir], I1.3.5); tandis la deuxiéme résulte de la compatibilité & Frobenius
de la composition des images inverses extraordinaires (1.2.2) ainsi que de
la commutation de la cohomologie locale & l'image inverse extraordinaire
(2.2.18.1). Les deux autres s’en déduisent grace & 3.2.6 et au théoréme de
bidualité (voir [Vir], 11.3.5). a

THEOREME 3.3.7. — Soit € € F-€. Les fonctions L(U, E,t) et
P(U, &, t) sont bien définies, i.e., elles ne dépendent ni du choix du triplet
(%X, Z, T) ni de celui de I'objet de F-C% 1. , associé a £. La vérification de
Pégalité L(U, €,t) = P(U, €, t) dépend donc exclusivement de U. O

THEOREME 3.3.8. — Soit £ € F-€;. Alors, L(U, E,t) = P(U, €, t).

Démonstration. — On procede par récurrence sur la dimension de U.

Dans un premier temps, supposons que dim U = 0. Alors U se releve
en un schéma formel fini et étale sur V, Y. D’apres 3.3.7, on peut donc
supposer que X = Y et T = (. L'égalité L(U, E,t) = P(U, E,t) est alors
immédiate.

Dans un second temps, supposons que dim U > 1 et que le théoréme
est validé lorsque la dimension de U est strictement inférieure. Or, il
existe un diviseur 77 O T tel que : 1) il existe un morphisme lisse
g:U =U\T — A}l; 2) dmUNT" < dimU. En appliquant Dg
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au triangle de localisation en 7" de Dx (&), on obtient
(338.1) DxrDxr (T)(E) — € — Dz rRLLDx 1 (€)
— DD (1) (E)[1].

Comme Dx,TRl_“TT,]Dx,T () € F-€% 1 77, par hypothese de récurrence,
celui-ci vérifie 1'égalité L = P. De plus, en notant U’ = U\T' et
E' = (IT")(E) € F-&Y,, on vérifie les égalités

L(U/7 8/7 t) L(U7 ]D)x,T © D%,T' (8,)7 t)a
PU', €& t)=PU,Dxr oDz (E),t)

11 résulte alors du triangle de localisation (3.3.8.1) que & vérifie
Pégalité L = P si et seulement si €’ la vérifie. Nous allons & présent prouver
cette dernieére assertion.

Notons P le complété formel de ]P’%,, H le diviseur complémentaire
de A} dans P}. D’aprés 3.2.9 et 3.3.7, on peut supposer que g se prolonge
en un morphisme f : X — P. Pour tout point fermé a de A}, on notera
X, la fibre de a par le morphisme X — P}, Z, = ZN X,, U, = U' N X,,
ia : SpfV(a) — P un relevement de l'immersion fermée induite par a
et g, : Spf V(a) — Spf V le morphisme structural.

D’apres [Cad], 3.4.1, égalité L = P est validée sur les courbes
pour les complexes holonomes. Comme un complexe surcohérent sur une
courbe est holonome (3.1.24), on obtient alors P(A{, fur1(E'),t) =
L(A}, fur,(€),t). La compatibilité & Frobenius de la composition des
images directes induit D'égalité : P(U’, £ t) = P(AL, fur1(€'),t). Dou
celle-ci : P(U, Et) = L(A}, fu1(E'),t). 1l reste donc & vérifier que
L(A;, fari(E),t) = LU, € t).

Pour cela, on aura besoin du lemme.
LeMME 3.3.9. — En notant p, I'immersion fermée U, — U’ et p} (E’)

lobjet Dg 1 © RL‘}G o Dx 1/ (E') de F-€% 1 5 , on a un isomorphisme
canonique

Ga,+ Oy o fur(E) == priyo pf (E).

Démonstration. — On utilise 3.1.12 et la commutation de 'image
directe extraordinaire & la cohomologie locale (version «dualisée» de
(2.2.18.2)). m
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Il résulte du lemme 3.3.9 que l'on a :

L(Ay, furi(E),t)

_ 1+J
=TT TTdetsc(t = tFipaiprenm) = T1PWLALE)).

aeA}cO J aEAkO

De plus, comme dim(U) < dimU’ = dim U (car g est lisse), par hypothese
de récurrence on obtient la relation P(U., pF(€'),t) = L(U., pF(E'),1).

Or,
11 £(ws, o = [[ LW, €.ty =L’ E,1).
acAl’ acAl®
Dolt L(AL, fur(€'),t) = LU, €' t). 0

CoOROLLAIRE 3.3.10. — Soient f : X5 — X1 un morphisme propre de

V-schémas formels propres et lisses et pour i = 1,2, Z; un sous-schéma
fermé de X; et T; un diviseur de X;. On note Uy = Z1\T} et Uy = Z\T5.
Pour tout complexe € € F-€%, 1, , , on a I'égalité :

L(U27 825 t) = L(Uh fT1,T2,!(82)7 t)

Démonstration. — Cette égalité est claire lorsque L est remplacée
par P. Le théoréme 3.3.8 nous permet de conclure. O
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